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PREFAZIONE

Dopo 28 anni daceh® queste lezioni furono seritte e esposte per la prima volta ai
giovani del second’ anno di matematiche nella Universiti di Pisa, e successiva-
mente antografate, mi decisi sul finire del 1905 a pubblicarle per le stampe.

Parri questo assai strano ai lettori; e debbo perecid esporne le ragioni, sebbene
il far cid mi dolga in quanto mi costringe a parlare di me.

Mi riporto al tempo nel quale quelle lezioni furono seritte, cioé al 1877 e 1878,

. G?:‘l una ecinquantina d’anni prima Abel, Cauchy, Dirichlet e altri avevano
incomineiato a introdurre nella matematica uno speciale rigore quale non si era mai
usato per lo avanti. Negli ultimi anni poi gli studii critici che i geometri tedeschi
avevano intrapreso intorno ai punti fondamentali della matematica avevano messo
in chiaro che molti dei metodi di dimostrazione usati nell'analisi infinitesimale, e
a.luuni anche dei prineipali teoremi di questa scienza erano tutt’ altro che chinr; e
rigorosi.

Fino il teorema fondamentale, quello ciot pel quale si riteneva che ogni fun-
zione finita e continua di una variabile, salvo punti eccezionali in numero finito
ammettesse sempre una derivata determinata e finita, veniva a maneare, e si eram;
trovati esempii di funzioni, finite e continue e dotate di espressione analitica, che
rl.on avevano mai la derivata o ne mancavano in infiniti punti di qualunque por-
zione comunqgue piceola dell'intervallo nel quale la variabile veniva considerata.

Una mancanza di precisione in aleune definizioni e nei concetti fondamentali,
e segnatamente in quello di limite, dava lnogo a non poche oseuriti tanto da far si
che non risultasse chiaro e preciso neppure il significato dei simboli che poi si usa-
vano. L’essersi fermati alla considerazione delle funzioni pitt comuni, e 1'essersi
voluti aiutare di troppo colle rappresentazioni geometriche e coi risultati pratici
— stando per cosi dire alle prime apparenze, e a cid che si riscontrava nei casi chet

ogni giorno si presentavano sott'occhio — aveva portato ad enunciare come gene-
rali risultati che erano ben lungi dall'esserlo; mentre se si fossero sottoposti a
serupoloso esame i ensi considerati ne sarebbe risultato che essi avevano soltanto
1'apparenza della generaliti, ¢ che molti ¢ molti altri casi erano venuti a sfuggire;
e tutto questo aveva prodotto la mancanza di rigore e di chiarezza alla quale sopra
accennammo.

E se certi dubbii qua e 14 si affacciavano a taluno alla mente, se qualche punto
appariva qua e li oscuro, si credeva di togliere i dubbii e le oscuriti con ragiona-
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menti che alla loro volta erano oscuri ed involuti essi pure, forse anche piii; mentre
d’altra parte 1" uso continuo che facevasi dei teoremi e delle regole dell’analisi infinite-
simale, e 1'estrema importanza dei resultati che se ne ottenevano facevano si che tutti
dovessero finire per ammettere la bontd di quei metodi, e porre in un canto i dubbii
e le oscurith incontrate, quasi dicendo a st stessi allons en avant, la foi nous viendra.

Ma dopo i risultati a cui avevano condotto ¢li studii eritici dei quali parlave
pitt sopra, non era pitt possibile di chindere gli occhi alla evidenza; e dei risultati
medesimi era pure indispensabile di tener conto per traitare con rigore ¢ con chia-
rezza il Calcolo infinitesimale. )

Non si trattava con cid di arrivare a cose nuove, a nuovi risultati; si dovevano
ricostruire e porre su solide basi, pure completandoli in quanto fosse necessario,
quelli che gid si conoscevano, rassegnandosi a limitarne la generalitd dove il nuovo
estremo rigore lo avesse richiesto.

Neé si doveva per questo introdurre aleun che di astruso o di artificioso con nuove
definizioni, o con nuovi concetti o nuovi simboli; perché se questo avrebbe potuto
permettere di conservare maggiore generaliti e dare maggiore estensione ai risultati,
e anche aggiungerne dei nuovi, ¢ certo perd che si correva il pericolo di portare, in
un campo gi vasto, risultati di un interesse bene spesso molto problematico, e di fare
useire la matematica da quei confini nei quali essa pure giova che resti, se si vuole
che conservi veramente la sua utiliti, oltre che come scienza astratta, anche per le
possibili sue applicazioni alle altre scienze e alle cose della pratica; pure ammet-
tendo che tale utiliti debba essere intesa nel senso il pin largo.

Con questi criterii mi aceinsi a fare le mie lezioni di analisi infinitesimale sul

principio dell’anno scolastico 1876-77.

Guidato dalle idee e dagli stadii dei sommi geometri tedeschi Riemann, Weier-
strass, G. Cantor, Schwarz, Du Bois-Reymond, ecc. stavo compilando gii da aleuni
anni il mio libro Fondamenti per la teorvica delle funzioni di variabili reali, nel quale
alcune delle teorie fondamentali del ealeolo infinitesimale trovavano gii il lora posto;
ma, oltre che mille occupazioni di genere diverso ne ritardavano il compimento, per
la natura del libro stesso era naturale che io fossi molto trepidante nel pubblicarlo.

E cid ben si comprende. Del tutto sconosciute o quasi quelle teorie e quei
metodi in Italia, in Francia trattate brevemente, e soltanto per aleuni punti, in una
bella memoria del Darboux sulle funzioni discontinue che non attrasse subito quanto
meritava Uattenzione dei Geometri, dovevo naturalmente, come dicevo, essere molto
esitante prima di decidermi a portare fra noi in tutte le loro parti fondamentali
quelle teorie e quei metodi ehe sconvolgevano quello che si era ammesso da secoli.

Pubblicati perd i miei Fondamenti sul finire del 1877, avrei potuto accingermi
nel 1878 anche alla pubblicazione delle lezioni di analisi infinitesimale che allora
srano gii state seritte, ¢ anche avevano incominciato ad avere una certa diffusione
colle autografie; ma, pure vagheggiando 1'idea di farne un giorno la pubblica-
zione in quanto mi pareva che non mancassero di presentare un certo interesse e
una particolare importanza *, fui portato naturalmente a differirla.

{*) Oltre che per 1'esposizione delle varie parti del Caleolo infinitesimale fatta coi nuovi
metodi perfettamente rigorosi ¢ pin chiari, n me sembrava che le mie lezioni potessero avere un
porticolare interesse anche per slenns delle teorie che in csse erano svolte.

Tali nd es. arano a1 eredere, nel Caleolo differenzinle, la teoria delle funzioni implicite,
quells dei massimi ¢ minimi per le funzioni di pin variabili, ¢ quelle considerazioni sugli sviluppi
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E ¢id per varie circostanze fra le quali quella che allora avevo in corso 'altra
mia pubblicazione sulla Serie di Fourier; e pitt ancora perché un tale libro di Caleolo,
fatto con nuovi metodi e di tanta mole, prima di essere pubblicato per le stampe
doveva essere bene rivisto, e in aleune parti, specialmente nel Calcolo integrale,
essere modificato e anche aceresciuto d’assai.

Al primi del 1879, M. G. Faure-Bignet, per mezzo del mio compianto e caris-
simo amico il prof. E. Padova troppo presto rapito alla famiglia e alla scienza, mi
propose di fare esso la edizione francese di quelle lezioni, mentre io avrei fatto la

- edizione italiana: ma, specialmente per difficolta presentatemi dall’editore col quale
gid qualche trattativa avevo in corso per la pubblicazione delle stesse lezioni, risposi
che ogni decisione doveva rimandarsi ad altro momento; altre pratiche da me allora
iniziate per assicurarne e facilitarne la stampa in italiano furono pure abbandonate
o almeno non fureono spinte avanti con bastante alacriti; finché, sopraffatto da
nuove e gravi occupazioni nel 1880 ¢ negli anni successivi, ogni mia cura per quella
pubblicazione dové forzatamente essere messa da parte, limitandomi, dopo, a rin-
nuovare le prime antografie ogni volta che se ne sentiva il bisogno.

Anche colle sole autografie perd le mie lezioni andarono subito ugualmente
abbastanza diffuse, ¢ i concetti in esse svolti, i metodi in esse seguiti furono tosto
accettati dai geometri almeno in Italia, tanto che nei varii trattati italiani che fu-
rono pubblicati dopo il 1880 gli autori, se anche non ricordarono particolarmente
nessuno dei punti pin salienti di quelle lezioni, dichiararono perd sempre nelle loro
prefazioni che avevano fatto largo uso delle lezioni medesime.

E se queste non furono ricordate nei trattati di Caleolo infinitesimale o di Analisi
che comparvero all’ estero, certo & perd che anche all'estero furono ben conosciute,
perocehd nella Encyllopidie der mathematischen Wissenschaften pii e pitt volte varii
autori, tedeschi e americani, fecero richiamo alle mie lezioni autografate di Analisi
infinitesimale oltre che ai Fondamenti che avevano avuto anche una traduzione te-
desca (#1,

Comunque del resto siano andate le cose, certo si & che, trascorso ormai si lungo
lasso di tempo, ¢ dopo che tanti trattati esposti con pieno rigore e eoi nuovi metodi
si erano pubblicati in Italia e fuori, la pubblicazione delle mie lezioni, fatta ora,
perdeva la maggior parte dell'interesse che pure avrebbe potuto avere se fosse
stata fatta quando era tempo, cioé verso il 1880 o poco dopo.

D'altra parte, esaurite di nuovo al prineipio dell’anno scolastico 1905-906 le
autografie che i miei studenti reclamavano, mi trovai naturalmente portato di nuovo

di Taylor che spiegane e mettono bene in evidenza come possa avvenire che, mentre lo sviluppo
arrestato ad un termine qualsiasi di sempre In funzione con tutto quel grado di approssimazione
che si vuole quando si resta entro certi intervalli o entro certi eampi convenieutemente determinati,
andando pii oltre nello sviluppo avviene invece che, o i termini perdono ogni significato perchi
non esistono pin neppure le derivate della funzi 0, pure esi lo queste derivate, lo sviluppo,
anzich® avvicinarsi, si allontaua sempre pin dal valore della funzione, e pud anche divenire diver-
geute, ¢ talvolta i termini dello sviluppo § anche ¢ indefini e. E nel ealeolo in-
tegrale mi apparivano piit specialmente interessanti nd es. gli studii generali sugli integrali delle
funzioni sempre finite e di quelle che creseono all'infinito estesi nd intervalli finiti o ad intervalli
infiniti, gli studii sulla integrazione per servie, quelli generali sugli integrali delle funzioni che
oltre alla variabile d’integrazione contongono altre variabili ece. E cid per tacere di altri ¢ non
pochi punti delle stesse lezioni che pure avrebbero potuto richinmare Unttenzione degli studiosi.

(*) Grundlagen fiir eine Theorie der Funktionen ece. Deutsch bearbeitet von Dr, Jacon Lit-
rori und AvorLr Scuerr (Leipzig — G. Teubnor, 1842),
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a pensare se non fosse il easo di pubblicare finalmente per le stampe quelle lezioni,
anziché autografarle ancora una volta.

Consigliato anche da amiei e colleghi earissimi mi decisi per la stampa, col-
1'intendimento dapprima di attenermi alle autografie senza farvi aleun cambiamento;
e cid allo scopo non gia di aggiungere un nuovo trattato di Analisi infinitesimale
ai tanti che gia si hanno, ma pii specialmente per 1'interesse storico che la pub-
blicazione a stampa poteva avere, quello ciod di mostrare quale si fosse nel 1877
_ all'introduzione dei nuovi metodi — 1'insegnamento del Calcolo in questa uni-
versiti alla quale mi legano tutti i ricordi della mia vita.

Che se come trattato di Calcolo infinitesimale fosse potuto apparire troppo mi-
nuzioso e troppo esteso per la maggior parte dei giovani studenti universitari che
mirano agli studii di applieazione piii che a quelli dell'alta matematica, era perd
da rilevare che, pure conservando una conveniente generalitd, il rigore apportato
negli studii anziché complicare la scienza la rendeva pit semplice e pii chim‘-a;
mentre d'altra parte non si doveva dimenticare che, a Pisa, la scuola matematica
e la Scuola normale superiore fiorenti portavano e portano tuttora a tenere anche
gli alti studii in grande onore; e che in ogni modo pei giovani avviati alle ﬁcut?lu
d’applicazione il libro, limitato per essi, nel suo svolgimento nel corso universitario,
a certe parti soltanto, avrebbe pure potuto — come del resto la lunga esperienza
mostrava — pienamente e utilmente servire; riservando poi per lezioni o per studii
complementari le parti rimanenti per gli aleri giovani.

Con tali intendimenti dunque mi accinsi alla pubblicazione delle lezioni auto-
grafate del 1877-78; e al proposito di non farvi cambiamenti altro che in qualche nota,
e raramente e in via eceezionale, ma indicandoli allora sempre espressamente, anche
nel testo, mi attenni fino a un certo punto nel modo il pid serupoloso; ¢ questo mio
proposito lo indicai pit volte in varie di quelle note per dare ragione di aleune parti
del testo medesimo. Ma giunto alle applicazioni geometriche del caleolo differen-
ziale, pure mantenendo il piano delle dette lezioni del 1877-78 ¢ pure avendo sempre
in animo di farvi cambiamenti il meno possibile, non potei resistere al desiderio
di introdurre alecune modificazioni alquanto sostanziali ed aggiunte in quella parte
si bella e st importante delle applicazioni del caleolo infinitesimale.

Come gia ho detto le mie lezioni erano basate sui concetti stessi che mi avevano
guidato nei Fondamenti.

La teoria dei limiti che & come il fondamento dei nuovi metodi del ealeolo infi-
nitesimale, i concetti generali sulle funzioni, quelli sulle serie, e specialmente sulle
serie convergenti in ngual grado quali si frovano esposti nei Fondamenti, formavano
gid ogni anno come 1'introduzione al corso delle mie lezioni autografate; e per essa
i Fondamenti appunto servivano di guida ai miei giovani.

Esaurita da parecchi anni 1" edizione italiana anche di questi, ho ereduto percio
opportuno di fare precedere le lezioni, a forma d' Introduzione, anche da quei capi-
toli dei miei Fondamenti che, sebbene li svolgessi ogni anno in buona parte nel corso,
non facevano parte delle lezioni autografate; e cid ho fatto portando negli stessi
capitoli alenne modificazioni e aggiunte.

La circostanza perd che le lezioni autografate del 1877-78 non erano precedute
da questi capitoli dei Fondamenti, e 1'altra che la stampa di essi ¢ stata fatta sol-
tanto dopo che quella del testo era gid pressoch® ultimata, hanno fatto si che nel
testo vi sono certi richiami ai Fondamenti che avrebbero potuto invece essere fatti




e

alla Introduzione, e vi si trovano eerte considerazioni che avrebbero potuto essere
omesse o diversamente esposte, dopo quelle che si contengono nella Introduzione
medesima; ma il lettore, avvertito ora anche di questo, non ne avri da cid aleuno
inconveniente.

Questo per ¢id che rignarda il volume attuale di questo trattato, cioé il Calcolo
differenziale. Per la parte che rignarda il Caleolo integrale che gid ho incominciato
a stampare mi riservo di esporne il piano con qualche dettaglio nella prefazione
dalla quale lo fard precedere.

Ora dird soltanto che, entrato ormai nel concetto di fare, sia pure il meno pos-
sibile, modificazioni e aggiunte alle lezioni autografate, anche nel pubblicare il
Calcolo integrale dovrd allontanarmi alquanto da queste, facendovi aggiunte in note
e aggiunte e modificazioni nel testo, salvo, per queste ultime, a indicarle sempre
almeno nei loro punti principali. E cid tanto piit che & specialmente per le modifi-
cazioni che gia fino dai primi tempi avevo in animo di apportare a questa seconda
parte delle mie lezioni che finii poi per non pubblicare cosa aleuna, lasciando affi-
data soltanto alle autografie la pubblicitd di tutto.

Nelle due parti di questo trattato il lettore non troverd che raramente applica-
zioni e esercizii, e cid costituisce un difetto che io pel primo riconosco. Ma l'esten-
sione gid estremamente grande che l'opera viene ad avere, e la circostanza che,
per aggiungervi nuove applicazioni e esercizii in numero conveniente, la pubbli-
cazione sarebbe stata ancora ritardata chi sa per quanto e forse abbandonata per
sempre, mi hanno indotto a pubblicarla senza di quelli.

Al collega carissimo prof. Nicoletti, e agli egregi assistenti che ebbi successi-
vamente durante la stampa di questo volume, il dott. Umberto Sbrana e il dott. Elia
Levi, che mi coadiuvarono nella revisione delle bozze e talvolta mi dettero anche
suggerimenti utilissimi, porgo ora le pia vive grazie.

E dopo cid chiedo venia al lettore se in questa prefazione cosi a lungo ho dovuto
parlare di me nel fare quasi una storia delle peripezie che queste mie lezioni hanno
avuto. Cid mi & stato necessario di fare per spiegare le ragioni per le quali le lezioni
stesse non vengono pubblicate che ora, e il lettore vorrd, io spero, scusarmene.

Pisa, 30 marzo 1907,

U. DINL
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Considerazioni generali

1. — Le quantita che si presentano nelle matematiche sono di due specie:
quantita eostanti, e quantita variabili. Le prime hanno valori fissi e deter-
minati, che in conseguenza non sono suscettibili né di aumento nd di di-
minuzione; le seconde al contrario possono prendere pinn valori in numero
finito, 0 in un numero grande guanto si vuole (infinito), per modo ciod che
qualunque sia il numero di questi valori che gid si abbiano, possano aver-
sene o immaginarsene sempre degli altri.

Come & noto poi le quantitd si distinguono in reali e complesse; e negli
studii che stiamo per intraprendere avremo il pitt spesso da considerare le
quantitd reali; e anzi, salvo che non si avverta espressamente il contrario,
intenderemo sempre di parlare di quantita reali.

2. — Essendo ¥ una quantita variabile reale, immagineremo pel solito che
i suoi valori siano rappresentati dai punti di una retta, determinando questi
punti colle loro distanze contate da un punto fisso (origine ¢ zero) in un
senso o in un altro, e corrispondendo queste distanze ai valori numerici
delle quantitd che si considerano, e il senso essendo determinato dal segno
di queste guantita. i

Ammesso, in ordine alla teoria dei numeri incommensurabili, che ad ogni
numero reale corrisponda un punto di una retta e viceversa, noi in cid che
segue per dire che i valori che si considerano di una certa quantita sono
tutti compresi fra due numeri « e B, diremo bene spesso che cadono nel-
I"intervallo (=,7) avendo cosi riguardo alla loro rappresentazione geometrica
sulla linea retta; e per indicare che la variabile x ha il valore e diremo
indifferentemente punio @ o valore a della variabile.

Gli intervalli che considereremo potranno essere naturalmente finiti o
infiniti; bene spesso perd saranno finiti, e in tali casi verrd cosi ad essere
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fatta una prima limitazione alla variabilita della variabile che si considera
la quale non potra prendere valori fuori di quegli intervalli.

Potra darsi poi che in un intervallo si debba considerare un punto qual-
siasi, o che si debbano considerare soltanto dei punti che soddisfano a con-
dizioni speciali. Cosi ad es. fra 0 o 1, o nellintervallo (0, 1), potra darsi
che si debba considerare qual unque valore della variabile o qualunque punto,
come potrd darsi invece che si debbano considerare soltanto ad es, valori
razionali della variabile stessa, o come si dice, i punti razionali, restando
cosi lasciati da parte tutti i valori o punti irrazionali ecc.: dal che appa-
risce che alla limitazione gia indicata della variabile per la quale non le ven-
gano assegnati valori altro che in intervalli finiti potranno essere aggiunte
anche altre limitazioni.

8. — Similmente, avendo da considerare due variabili z e ¥y, intenderemo
bene spesso che ad esse corrisponda un punto del piano determinato dai
valori delle variabili stesse, come se fossero due coordinate cartesiane ri-
spetto a due assi ortogonali.

Talvolta poi alle due variabili si potranno rignardare come corrispondenti
i punti di una superficie, considerando le variabili stesse come coordinate
sulla superficie di questi punti, come sarebbero ad es. la longitudine e la
latitudine nel caso della sfera, ece.

Riguardando e y come coordinate cartesiane dei punti di un piano, potri
darsi che per la loro variabilita non si abbia aleuna limitazione e che deb-
bano essere considerate per tutti i valori reali, nel qual caso ad esse verra
a corrispondere qualunque punto del piano; come potra darsi che si abbia
una prima limitazione alla loro variabilita perchd si debbano considerare
solo pei valori che corrispondono a punti che cadono in una porzione deter-
minata del piano.

Cosl ad es. so per la z dovranno prendersi solo i valori compresi traaeb e
per la y quelli fra ¢ e d (gli estr, incl.) i punti corrispondenti saranno quelli del
rettangolo i cui vertici sono nei punti di coordinate (a,e), (b,e), (b,d), (a,d).
Se per z e y dovranno prendersi i valori pei quali '+ 3*<71, i punti cor-
rispondenti saranno quelli compresi entro la circonferenza di raggio 1 che
ha il centro all'origine, e su questa circonferenza; se per x e y dovranno

prendersi i valori pei quali si ha 28 y'zz e z*~-y*< 1, i punti corrispon-
denti saranno quelli compresi fra le circonferenze col centro all’ origine e

coi raggi 5 o 1, e su queste circonferenze. E se nel primo di questi casi

dovra essere sempre z*--3*< 1 e nel :-Jeccmdo.a:‘~[—yr'>Tl1 e 'yt <1,si
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verranno a considerare soltanto i punti entro la circonferenza di raggio uno,
o inferni allo spazio limitato dalle due circonferenze di raggio % e 1, esclu-
dendo ciod i punti del contorno (formato da una o da due circonferenze)
della porzione di piano che si considera.

E anche in questi casi, nelle porzioni determinate del piano, o come si
dice, nei campi che si considerano, potrd darsi che si abbiano altre limi-
tazioni alla variabilitd delle nostre variabili, perch® potrd darsi che alcuni
punti debbono essere lasciati da parte, come avviene ad es. quando non si
debbono considerare altro che i valori razionali di # e y pei quali sono sod-
disfatte le condizioni precedenti, ecc.

4. — Similmente se si hanno tre variabili z, y, 2, queste variabili considerate
come coordinate cartesiane rispetto a tre assi ortogonali, per ogni sistema dei
loro valori corrisponderanno ad un punto nello spazio; e potri darsi che si deb-
bano considerare i punti corrispondenti a qualsiasi sistema di valori di 2, y, 2,
o quelli soltanto che, soddisfacendo a certe condizioni speciali, vengano ad es-
sere contenuti in porzioni determinate dello spazio, o in campi speciali a tre di-
mensioni, come ad es. quelli entro la sfera di raggio 1 col centro all’origine
e quelli alla superficie quando ci sia la condizione #*—+y*+42*< 1, e sol-
tanto quelli enfro la sfera (esclusa ciod la superficie) quando debba essere
sempre z -+ y* 4 2" < 1.

5. — Ed infine se si avranno pit di tre variabili , , 2, ... , 2, , riportando
a questo caso le considerazioni e il linguaggio geometrico diremo che ad
ogni sistema di valori a, ,ay, ..., @, per #,,%,, .., %, corrisponde il punto di
coordinate (a,, @y, .., a,) nello spazio ad n dimensioni; e potrd darsi che si
debbano considerare i punti corrispondenti a qualsiasi sistema di valori di
queste variabili, come potra darsi che si debbano considerare soltanto quelli
che soddisfano a certe condizioni speciali, o quelli che, come si dice, cadono
in campi speciali a # dimensioni; come ad esempio quelli pei quali 2, , 24 ... , @,
debbono sempre mantenersi respettivamente negli intervalli (»,,5), (e, B,
ooy (%, 4 B) con esclusione o no di tutti o di alcuni dei valori estremi a, , o,
ey Ty s Pry Pay oy fBny € di alcuni dei punti énferni in quegli intervalli, ecc.

II.

Generalita sui gruppi ™ di numeri o di punti
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6. — Siano dati alcuni numeri reali y,, %, ... , ¥, ... definiti da certe leggi
o da certe condizioni dalle quali uno qualunque di essi possa venire deter-
minato; ma queste leggi o queste condizioni siano tutt'affatto qualunque e
i valori che ci daranno per y,, 4., ..., ¥u, ... siano in numero finito o infinito,
o in altri termini questo numero finisca per arrestarsi o invece non si ar-
resti mai, per modo cio# che qualunque sia il numero dei punti y che a
un certo punto saranno stati determinati possano sempre, quando si voglia,
determinarsene o immaginarsene ancora dei nuovi.

Diremo che questi numeri costituiscono un gruppo di numeri; e quando,
come faremo spesso, li immagineremo rappresentati su una linea retta, di-

# La denominazione Gruppo di punti fu da me introdotta nei miei Fonda-
menti per la teorica delle fungioni di variabili reali (Pisa, Nistri, 1878) come tradu-
zione della denominazione tedesca Punkimengen usata dal sig. G. CaAxTor che pel
primo introdusse nella scienza queste considerazioni sui sistemi di punti di una
linea retta in numero finito o in numero infinito che dipendono da certe leggi,
estendendole poi anche ad altri elementi, ¢ dando luogo a importanti teorie di alta
analisi.

Dopo perd fu introdotta la denominazione di insieme di punti o di aggregati,
o di sistemi lineari di punti, e lo stesso CANTOR in una lettera in francese indiriz-
zata al sig. Mrrrac-LerrLER e pubblicata a pag. 40 del Vol. 2 degli Acta Mathe-
matica usd la parola ensemble de points; ¢ ora la denominazione d’insieme di punti
¢ quella pilt comunemente adottata, specialmente in Francia.

Qui perd riproducendo pressoché immutati aleuni capitoli dei detti Fonda-
menti ecc. userd ancora la denominazione gruppo di punfi che del resto in Italia
trovasi ancora adottata in lavori pregevoli, pure avvertendo che le varie denomi-
nazioni gruppi di punti, insieme di punti, aggregati, o sistemi lineari di punti, cor-
rispondono alla stessa cosa.
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remo che i punti corrispondenti costituiscono un gruppo di punti ®. E cosl
in particolare le classi di numeri razionali che servono a definire quelli in-
commensurabili costituiranno dei gruppi speciali di numeri; e i punti agli
stessi numeri corrispondenti costituiranno gruppi di punti.

7. — Pel caso poi che si usi, come faremo il piti spesso, quest’ ultima de-
nominazione, torna utile che noi diciamo fin d'ora che chiameremo tnforno
di un punto z preso in un intervallo finito (s, %) (gli estremiae B inclusi
0 1n0) ogni intervallo, anche arbitrariamente piccolo ma di ampiezza sempre
differente da zero, che goda della proprieta di essere tutto contenuto nel-
I'intervallo dato e di avere il puntoz nel suo inferno quando questo punto
& interno all’intervallo dato stesso, e averlo soltanto ad un estremo quando
psso @ un estremo dell’intervallo dato; e cosi sard un intorno di un punto z
interno all’intervallo dato (z, f) ogni intervallo (z—e, 2+2), dove z e ¢ sono
differenti da zero e positivi, che sia tutto contenuto nell’intervallo dato stesso;
mentre se z & un estremo « o &, e si ha per es. <73, sari suo intorno ogni
intervallo («, a-+z) o (3—e, B) dove ¢ & positivo, che sia tutto contenuto in
quello dato.

E distingueremo talvolta separatamente la parte di un intorno a destra
di z e la parte dell’intorno a sinistra, intendendo con queste denominazioni
le parti dell'intorno di & che sono respettivamente a destra e a sinistra di = (il
punto z incluso), e allora se x sard interno all’intervallo dato avremo sempre
una parte di intorno a destra e una parte di intorno a sinistra, mentre se x
sard un estremo z o [ avremo da considerare una parte soltanto dell’intorno.

E si intende che si potra parlare di #nforni di un punto anche per in-
tervalli di ampiezza infinita, convenendo perd allora di chiamare intorno del
punto all’ infinito, per es. di 2= o ,ogni intervallo da un numero posi-
tivo grande quanto si vuole all'infinito dalla parte delle quantiti positive.

* Coll'indicare cogli indiei 1,2,3,...,n,. i numeri ¥ non s'intende che
essi siano dati ordinatamente, per modo cioé che y, debba considerarsi come il primo
degli stessi numeri, y, il secondo, y, il terzo, ..., y. I'n® ecc., poiché bene spesso
neppure avrebbe un significato il parlare di primo, secondo, ferzo ecc. dei detti nu-
meri, né questi potranno sempre ottenersi col dare i valoriinteri 1,2,3,...,8, ...
a una variabile che fizuri nella loro espressione.

Cosl ad esempio quando questi fossero i numeri razionali compresi fra 0 e 1
(0 e 1 ad es. esclusi) senza aleuna eccezione, e non fosse stabilita alcuna legge
specialz pel loro modo di succedersi, s'intende che non avrebbe nessun significato
il parlare di primo, secondo, terzo ecc. dei numeri stessi.

Salvo dunque il caso di avvertenza in contrario, i numeri ¥, ¥e, ooy ¥ yorr
staranno solo a indicare numeri o punti qualungue del gruppo presi in esso in quel-
I"ordine e con quella legge che piit ci piace, e non altro.
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In ogni caso poi invece di parlare di inforni di punti potremo anche
parlare di inforni di numeri, ma torna spesso piu chiaro e pitt comodo di
riferirsi a punti.

8. — Cid posto, prendiamo a considerare un gruppo di punti (o di numeri)
Y13 Y gy Yoy il cui numero sia infinito, e che siano tutti contenuti in un in-
tervallo finito (=, ) (gli estremi « e § inclusi o no); e indichiamolo con G.

Diremo punti-limiti di questo gruppo quei punti z (siano o no del gruppo)
dotati della proprieta che in ogni loro intorno anche arbitrariamente piccolo
cadono sempre infiniti punti del gruppo ™ ; e col processo della successiva
divisione dell'intervallo (z, f) in 2,2% 2% .. 2% . parti eguali sari facile
di dimostrare che qualunque sia il gruppo di punti G che si considera,
quando questi punti siano tutti contenuti in un intervallo finito (=, 7) e siano
in numero infinito, esiste sempre almeno un punto-limite che potra essere
o no un punto del gruppo.

Si divida infatti 'intervallo (2, f) in due parti uguali con un punto 7.

In uno almeno dei due nuovi intervalli (2,%) e (1, f) verri certamente
a cadere un numero infinito di punti del gruppo; e se questo accadra per
uno solo degli stessi intervalli, per es. per I'intervallo (7, #), noi prenderemo
a considerare questo nuovo intervallo, mentre se in ambedue verranno a ca-
dere infiniti punti del gruppo noi prenderemo a considerare uno qualunque
dei due intervalli, per es. il primo.

Nell'un caso e nell’altro dunque noi avremo da considerare un nuovo
intervallo, per es. (1, ), meta del primo (s, 8) e tutto contenuto in questo,
nel quale cadranno infiniti punti del gruppo dato; e poi operando sul nuovo
intervallo preso a considerare come si & operato sul primo, ne troveremo
un altro al modo stesso che sara contenuto nel precedente e sara la meta
di questo e in esso cadranno ancora infiniti punti del gruppo; e potendo con-

tinuare questo processo indefinitamente si vede subito che segnando sulla
retta gli estremi inferiori e gli estremi superiori degli intervalli che si con-
sidereranno successivamente, e che andranno impiceolendo oltre ogni limite,
si verranno a formare due classi di numeri sempre crescente o fissa la
prima, e sempre decrescente o fissa la seconda le quali avranno le parti-
colariti delle classi contigue, e definiranno percid un numero determinato A
che potri appartenere o no al gruppo dato, e potra anche essere uno degli
estremi dell’intervallo (=, B).

* La denominazione di punti-limiti fu introdotta da CaxTon ed & comune-
mente usata. Alcuni Autori perd hanno attribuito a questi punti anche il nome
di punti di accumulazione,
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Questo numero  sari evidentemente compreso in tutti gli intervalli co-
struiti successivamente, potendo perd essere a uno degli estremi di questi
intervalli (cid che avverra quando dopo un certo numero di operazioni suc-
cessive quell’estremo resti sempre invariato); e esso sard un punto-limite del
gruppo, poich® per ogni intorno comunque piccolo che si pl:end?. de.tl puflto.
stesso gli intervalli successivamente costruiti al loro successivo impicecolirsi
finiranno per essere compresi in quell’intorno nel quale percid verranno a
cadere infiniti punti del gruppo.

Evidentemente poi con questo processo, oltre a giungere a costruire ef-
fottivamente punti-limiti di un gruppo, si mette in chiaro come bene spesso
potranno esistere anche infiniti di tali punti, perchd potri avvenire che i:ra
gli intervalli che si lasciano da parte successivamente nel processo seguito
ve ne sia un numero infinito nei quali cadono infiniti punti del gruppo,
o ve ne siano alcuni che colla scomposizione successiva possono dar luogo
a infiniti intervalli diversi che conducono ciascuno almeno a un punto-li-
mite, ecc. ™.

9. — Ora questi punti-limiti del gruppo G costituiranno un nuovo gruppo
di punti contenuti essi pure nell’ intervallo dato (e, ), ma che perd potra
avere soltanto un numero finito di punti e anche uno solo; e noi, in quanto
risulta da G, lo diremo con Cantor il primo gruppo derivato di G e lo in-
dicheremo con G’. Se poi questo gruppo G’ sard anch’esso composto di un
pumero infinito di punti, colla ripetizione del processo precedente potremo
ottenere da esso un nuovo gruppo che si indicherd con G" e si dird il secondo
gruppo derivalo di G; e cosl in generale quando si possa ripetere v volte

# Un gruppo, come gid notammo, pud avere anche puntia :iistamm infinita,
nel senso che a distanze comunque grandi almeno da una parte si trovano sempre
nuovi punti del gruppo. ) ) n

In questi casi evidentemente il punto all'infinito & sempre un punto-h}'mmE
mentre allora — come avviene ad es. nel caso del gruppo formato dalla serie flel
numeri naturali positivi 1,2,3,...,7,.. — possono non esservi punti-limiti a
distanza finita. ) ) o

Esistendo perd sempre anche in questi casi un punto-limite (a distanza infinita)
si pud dire che il teorema enunciato vale per qualunque gruppo che contenga un
numero infinito di punti.

Gli studii perd che qui faceiamo, salvo i casi nei quali si avverte e.spr?s.sament,?
il contrario, si riferiscono sempre a gruppi tutti contenuti in iqtarvalh finiti. .Qu.eat:.a.
gruppi con una denominazione recentemente introdotta si chmmaﬁo gruppi limi-
tati, e considerando anche il caso dei gruppi che si estendono all 1.nﬁmto almeno
da una parte, questi gruppi si dicono limitati superiormente o ir:ﬁ:rar.:»mente secon-
doché la parte dalla quale non si estendono all’infinito & quella dei numeri posi-
tivi 0 quella dei numeri negativi.
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di seguito lo stesso processo, giungeremo ad un gruppo che si indicheri
con GMe si dira il v gruppo derivato di G.

E poiché potrd avvenire che formando successivamente i gruppi derivati
di G si giunga a un gruppo derivato G che sia composto soltanto di un
numero finito di punti e che quindi non dia pin luogo ad altri gruppi deri-
vati, come potra avvenire invece che, spingendo oltre quanto si vuole lo
stesso processo, non si giunga mai a un gruppo derivato composto di un
numero finito di punti soltanto, noi potremo dividere in due specie i gruppi
(finiti o infiniti) di punti che cadono tutti in un intervallo finito, dicendo
gruppi di prima speeie quelli che hanno soltanto un numero finito di gruppi
derivati o anche nessuno (il qual ultimo caso perd avviene soltanto quando
sono composti di un numero finito di punti), e dicendo invece gruppi di
seconda speeie quelli che hanno un numero infinito di gruppi derivati. E
fra i gruppi di prima specie potremo dire gruppi di prima specie e di or-
dine zero o pin semplicemente (senza ricordare la specie il che ora si rende
inutile) grappi di ordine zero, quelli che sono composti di un numero finito
di punti e che quindi non hanno gruppi derivati: gruppi di ordine primo
quelli che hanno un sol gruppo derivato; e in generale gruppi di ordine v
quelli che hanno soltanto v gruppi derivati: e cosi se G sard un gruppo di
ordine v, i gruppi G', G”,... G saranno degli ordini (v—1), (v=2), .. e
zero respettivamente.

Cosi per es. il gruppo di punti (1, § . 4, 4+4, 4, 3+2, 3,441, ) ,..) sard
di prima specie e di prim’ordine perché ha soltanto un gruppo derivato che
@ quello composto dei due punti 0 e §; eil gruppo (1,4, 5,444, 1, 4+4,
4.4, 344 4L 2L, L) sard di second ordine perché ha un primo
gruppo derivato (0,1 4,1 1. .) e un secondo gruppo derivato che si
riduce al punto zero. E invece il gruppo G dei numeri razionali fra 0 e 1
sari di seconda specie, perché il suo primo gruppo derivato G’ sari com-
posto di tutti i numeri (razionali e irrazionali) fra O e 1, e i gruppi deri-
vati seguenti saranno sempre uguali a G

10. — Osserviamo ora che i punti che comporranno il primo gruppo deri-
vato di un gruppo infinito G potranno non appartencre al gruppo stesso G,
perche i punti-limiti di un gruppo possono non appartenere al gruppo, come
avviene per es. pel punto-limite zero pei gruppi indicati sopra.

Invece i punti che comporranno i gruppi derivati 2.2, 3.0, 4.0, ..., se questi
gruppi esistono, apparterranno tutti effettivamente al primo gruppo derivato;
giacch?® se un punto x che appartiene al gruppo derivato G, essendo m > 2,
non appartenesse anche a G, esisterebbe un intorno (x—z, 24-3') di questo
punto nel quale cadrebbe soltanto un numero finito di punti di G, o non
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ve ne cadrebbe alcuno, e quindi nessun punto inferno in questo intorno ap-
parterrebbe a G, e in conseguenza neppure a G", G",..G™, cid che & contro
|’ ipotesi.

Ne sogue che, dopo oftenuto il primo gruppo derivato &, formando i
grappi derivati seguenti, quando esistono, non si otterranno punti nuovi;
e quindi in particolare si pud dire che se wun gruppo di punti di seeonda
specie é tale che un suo gruppo derivato contenga tutti @ punti di una por-
vione (a, b) dell’ intervallo dato, anche il suo primo gruppo derivato con-
terra tutti questi punti.

~11. — Un gruppo G si dice che contiene un altro gruppo G, quando ogni
punto di questo appartiene a G; e il gruppo G, alla sua volta si dice al-
lora che @ contenuto in G; quindi pel teorema dimostrato si pud dire che
ogni gruppo derivato di un gruppo infinito G contiene tutti © gruppi de-
rivati seguenti quando esistono, mentre ad esempio il primo dei gruppi con-
siderati al § 9 & contenuto nel secondo.

E chiamando, come si usa, gruppi chiusi quei gruppi che contengono
il gruppo derivato, e gruppi concentrati quelli che sono contenuti nel grup-
po derivato, si pud dire che ogni gruppo derivato di un gruppo G é un
gruppo chiuso,

Si chiamano gruppi perfetti quelli che si riproducono completamente nel
gruppo derivato per modo che vengono a coincidere con questo e guindi
anche coi gruppi derivati seguenti i quali dovranno evidentemente esistere.

E cost ad esempio il gruppo dei numeri reali di un certo intervallo &
un gruppo perfetto; mentre il grappo dei numeri razionali di un dato in-
tervallo o quello dei numeri irrazionali non sono perfetti e sono invece gruppi
concentrati perchd evidentemente e 'uno e 'altro hanno per gruppo deri-
vato quello di tutti i numeri reali che contiene tanto i numeri razionali
che quelli irrazionali.

I gruppi perfetti riproducendosi continuamente nei loro gruppi derivati
sono gempre di seconda specie; ma inversamente non fulli i gruppi di se-
conda specie sono perfetti. Cosi ad es. non & perfetto il gruppo dei punti
razionali di un dato intervallo sebbene esso sia di seconda specie. 1 per-
fetto perd il suo primo gruppo derivato.

Si distinguono poi da tutti i precedenti quelli che si chiamano qruppi 1so-
lati, ciod quei gruppi nessun punto dei quali appartiene al gruppo derivato

come & ad es. il gruppo dei punti 1,%,%,},4,..1 e tale denominazione

& dovuta alla circostanza che in intorni ridotti sufficientemente piceoli di
ogni punto del gruppo non esistono piit punti del gruppo stesso, per modo
che i punti del gruppo possono riguardarsi come staceati 1'uno dall’ altro.
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hiliri&u; Quaydo si hanno .dm? gruppi G e Gy, se fra i loro punti si pud sta-
corrispondenza biunivoea, per modo che ad ogni punto del pri
grup.po ne corrisponda uno del secondo e viceversa quei due gru ’p e
constderati come equivalenti, e si dice che hanno l; stessa poirml;pl o
9 p?:n:;;a:?entﬂ sahun gruppo & finito (ciod composto di un numerc; finito
1sogna che anche 1" altro sia finito
nfero di punti perché possano essere di uguale ;utceTzlaI:oZt; a.[lljxlllr(l} csttzsz? -y
:;al.e & da dif'si per essi; ma pei gruppi infiniti che s:ono quelli che Io:f!)i-
N rl;s?meute Si presentano negli studii molte altre considerazioni possono
. Il gruPpo (infinito) pilisemplice & quello G, deinumeri naturalil, 2,3
ei gru[.mpn che hanno la stessa potenza di questo si dicono grup, "m‘tr ‘ ,;{.:.
perché i loro punti quando sia stabilita la corrispondenza iud?:ata "‘:“ o
e,sserfe rappresentati SGMPre CON ¥y 3 Yoy Ya g eee y Y 5 e © OSSETE oonsidp0 rf’-mm
I'ordine di questi. I e
Cos) il gruppo G, dei numeri pari avra la stessa potenza di quello dei
numeri ?attllrali, e sarid quindi un gruppo numerabile, perché una [clorrio ,
denza biunivoca potrd essere sempre stabilita in modo che ad ogni HUSPOD'
del gruppo G, corrisponda il numero meta nel gruppo Gy, e recigro onte
ad ogni numero di G, corrisponda il numero doppio inN 'G,. .

CUS‘ pllle ].l gruppo dBl numer lﬁz]lll]all |llst1] ti — avra Ia Stessa po-
n

4 g . . :
enza‘dj quello Gy dei numeri naturali, e quindi sard un gruppo numerabile
pa.rch? bastera immaginare scritti i numeri razionali in certi ordini deter‘
m ili i I :

1:.131:1 Per potere stabilire la corrispondenza biunivoca sopra indicata coll
serie dei numeri naturali, o

d m p 5e I = —
erem C a 1t —_—
n Tl 1
A ase 10 SCriveremo spc essivamente 1 ume i/ n deO e
ch

venga scritto ‘prima quello pel quale la somma dei numeri m ¢ 2 & 1, (ch
sara ze.roj, poi si scrivano quelli nei quali la somma dei detti numeri r;e )
9‘2, p.m quelli nei quali la detta somma @ 8,4,5,... avendo sempre .
di SL'-rl'V&l‘Ii in ogni gruppo parziale per es. nell’ ordine clelcresl:em‘.epl:l'B -
u-a.la.scw:ndo via via quei numeri che si fossero gid trovati prima ltm‘ .
poi attribuire ai numeri y cosi scritti gli indici 1,2,3 4 P5 L er'o
vamente e la corrispondenza voluta verra mbilit;. T e

In corrisponden i
za & questo ordinamento i n i ionali
b ume
s o ri razionali verranno
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e questi numeri verranno rappresentati successivamente da ¥y, Ysy Ysy Yus
Ys Yoy Yag e ) .

1 gruppi poi che abbiano la stessa potenza di quello dei numeri reali
compresi fra 0 e 1 per modo ciod che fra i numeri dei due gruppi si possa
stabilire una corrispondenza biunivoca per la quale ogni numero del primo
gruppo venga a corrispondere a un numero reale fra O e 1 e viceversa, si
dira che hanno la potenza del conlinuo.

18. — Premesse queste nozioni generali sui grappi facciamo osservare che
i gruppi di punti di prima specie, anche quando non sono di ordine zero,
in qualunque porzione (a,b) dell’intervallo (=, #) in cui sono contenuti go-
dranno della proprieta che togliendo dalla stessa porzione — con intervalli
arbitrariamente piccoli (ma di ampiezza differente da zero) — gli intorni
di un numero finito di punti, negli intervalli restanti non cadranno pin punti
del gruppo.

Supposto infatti che il gruppo G che si considera sia di ordine v, nel-
I'intervallo (a, ) (@ e b inclusi) non cadrd nessun punto del v* gruppo deri-
vato GI*) o ve ne cadri soltanto un numero finito, e formando nello stesso
intervallo per ognuno di questi punti (se ve ne sono) degli intorni arbitra-
riamente piccoli e togliendoli da (a,b), otterremo un numero finito di altri
intervalli (a,, b,), (ay, &) , ... , in ciascun dei quali non cadrd nessun punto
del gruppo di GOV, o ve ne cadri soltanto un numero finito, perché al-
trimenti negli stessi intervalli dovrebbero cadere anche punti di GU.

Togliendo ora in modo simile dagli intervalli (a,, b)), (@ ,b,) ... i punti
di GO | se ve ne sono, negli intervalli restanti, che saranno pure in nu-
mero finito, non avremo che un numero finito di punti di G2 | o anche
nessuno; e cosi continuando si vede chiaramente che, dopo di avere tolti succes-
sivamente dai varii intervalli che successivamente si ottengono gli intorni
sufficientemente piccoli dei punti di GU), GO0 | G2 ... G, G che in
essi cadono, e che evidentemente saranno in numero finito, resteranno degli
intervalli nei quali non avremo pii punti del gruppo dato.

B perd da notare che se il gruppo non & di ordine zero il numero dei
punti da togliersi cosi successivamente con intorni sufficientemente piceoli,
sebbene sia sempre finito, andra crescendo indefinitamente coll’ impiccolire
degli intorni che si toglieranno.

14. — Ed & pure da notare che pel teorema dimostrato possiamo anche dire
che pei gruppi di prima specie in ogni porzione dell’ intervallo (2, B) esistono
sempre aleund intervalli nei quali non cadono punti del gruppo; e la stessa
porzione pud sempre dividersi in intervalli tali che la somma di quelli nei

quali cadono punti del gruppo sia minore di quella quantita che pit ci
piace o.

Si osservi infatti che se G' @ il gruppo dato di ordinev, e fra e e b

(a e binclus.) cadono m punti di G, e m & diverso da zero, gli intervalli coi

a.
quali questi punti si tolgono possono prendersi tutti eguali a é , essendo o,

. - - - 3 G
piccolo quanto si vuole, o anche minori di ;;“ , @ allora la loro somma non
superera o, .
Dopo poi di avere tolti questi intervalli, se in quelli restanti cadranno '

punti di GO~ | essendo m’ diverso da zero, gli intervalli coi quali questi

- - . . g — - -
punti si tolgono potranno prendersi uguali a — ,1 o anche minori, e cosi
ne :

la loro somma non supereri o, , , e la somma di tutti gli intervalli tolti

non supererd g, - 3,_, : e ora, cosl continuando, si vede chiaramente che am-
messo anche, come precedentemente, che in tutti i suceessivi intervalli cadano
sempre un certo numero di punti di tutti i gruppi G- G-2) . G G
respettivamente (cio che & il caso pil sfavorevole), la somma degli intervalli
che in fine saranmo stati tolti non supererd o, + 5, | +5, , + .45 +5;
e quindi, siccome v & un numero finito e le 5, , Gy_13%y_gy+y Ty Gp SONO arbi-
trariamente piccole, la stessa somma potra ridursi sempre minore di qua-
lunque quantiti data a.

15. — 1l teorema dimostrato mette in evidenza che ci sono gruppi infiniti,
i punti dei quali possono racchiudersi in intervalli talmente piccoli che la
somma degli intervalli nei quali vengono allora ad essere compresi i punti
del gruppo sia piccola ad arbitrio, dopo di che negli intervalli rimanenti non
cadranno pitt punti del gruppo. E vi sono invece altri gruppi, come ad es.
quello dei numeri reali, o anche soltanto quello dei numeri razionali in un
certo intervallo, pei quali cid non & possibile in nessun modo, e per nes-
suna porzione dell’intervallo nel quale il gruppo & contenuto.

I primi gruppi vengono detti talvolta gruppi di punti rinchiudibili, e
ad essi, per quanto abbiamo visto, appartengono in particolare tutti i gruppi
di prima specie; i gruppi poi pei quali in ogni porzione comunque piccola
di un certo intervallo cadono punti del gruppo, vengono detti gruppi densi
nell’ intervalio. .

Queste considerazioni sui gruppi rinchiudibili e sui gruppi densi nell’in-
tervallo si collegano con quelle relative ai gruppi che si dicono misurabili,
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o con cid che si chiama la loro /isura; ma noi non p'ossiamo dozaca?:p;
pure fermarci a dare le definizioni relative, per lilﬂl‘l us%clro di 1.'1‘0[:]}']0 ,:i o Eri
che dobbiamo necessariamente assegnarci, e Tlmandmmo i?ercu:ﬂab

che trattano di questi soggetti in modo speciale e‘ dettagh.ato : ‘,

. 16. Consideriamo ora un gruppo qua.luuqu.a. di numeri y! 3 _r{e ; i..,o J;;}.:
tutti finiti, ciod compresi fra due numert finiti ot'e\B (eef mﬁ,:, i nu_,
¢ indichiamo con % un numero dotato della proprfeta che 11essvu‘m s
meri  sia maggiore di 1 e tale inoltre che, pu.ar f}gm. numero poil it
trariamente piccolo s, fra A—o e A (i inclusive) esistano sempr
mlmé:es!:; numero J si dird il dmite superiore dei am-meri yl. e ,.‘....‘y ,om oe
il limile superiore del gruppo; © se esso sard un.() ‘th qt;(;stl nun‘mli E;m ’
avviene sempre, per es. quando il loro numero & finite) allora sara a p

i i stessi eri, allora
stesso il loro massimo; mentre se non sard uno degli stessi numer,

ii inter ini vnette-
questi numeri, quantunque compresi in un intervallo finito, non an

ranno un massimo e ). sara soltanto il loro limite superiore. }
) ) - dati . ... Che suppo-
Ora, qualunque sia il gruppo dei numer dati iy, Yo yorey y,,? i }Ip :
Y futti ;in ‘ntervallo finito (=, ) (gli estremi o e § inelust
niamo tutti compresi vn un mtervalio e (9° g

0 no) & facile di dimostrare che in questo intervallo (gl estremi ictust ¢

! i 1 casi sari npo stesso

sempre per esst un limite superiore (che in alcuni casi sard al temp

.

1 ) Massimo). .
il }0;: divida ini?atti I’ intervallo (2, #), nel quale supporremo ad es. a(ltlﬁl .111
due intervalli parziali («,%) e (7, #) segnando il [funtu 1?1 .mez.z.(.) 1 de 01:110
tervallo stesso come si fece al § 8 [pag. x\‘l},e.. si esamini se vi s:a[l({l H
numeri y maggiori di : e se non ve ne sono 51. pre‘nfla a co.ns‘ulera;e 1 E‘r_
mo inte.r\'allo (2, ), mentre se ve ne sono si consideri mvef'e il secondo in
vallo (y,f) nel quale allora verranno pure a cude.re pll}lh (IEaF grtl.p;]):\o. »
Ammesso poi ad es. di essere nel primo caso, .sl\open sul! mtlel\a rL u q;l
come si & operato sul primo (x, f), dividendolo cio® per metd co segnau o
nuovo punto +,. Degli intervalli («, 7,), (11 ,7) che cosi si formeranno uut '
tale che non vi sara nessun punto del gruppo a destra del suo es remo
superiore, mentre in esso vi saranno sempre punti del gruppo; e alL(:}ra;O];f;
prenderemo a considerare questo nuovo intervallo, e opereremo si €s
i ato sui precedenti. ‘
. f’(le&:'lmt‘:{)ntiuuf:u:)dn indefinitamente, e intendendo sempre segnati sulla retta

ii i ~pssi > sl con-
gli estremi inferiori e superiori degli intervalli che successivamente s

i i i illars
™ V., ad es. BoreL. Legons sur la théorie des fonctions. Paris, Gauthier Villar
et fils 1898,
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sidereranno, questi estremi daranno luogo a due classi contigue di numeri
che definiranno un numero %, e ora sara facile vedere che questo numero A
saré appunto il limite superiore richiesto dei numeri del gruppo, e potri
essere 0 no al tempo stesso il loro massimo.

Osservando infatti che il numero X sari sempre nell’ interno o a un
estremo (quello superiore) dei varii intervalli snccessivamente formati, e os-
servando inoltre che in questi intervalli esisteranno sempre punti del gruppo
mentre non ne esisteranno a destra dei loro estremi superiori, s’intendera
subito intanto come nessun numero 3’ superiore a i potria appartenere al
gruppo, perché gli intervalli stessi al loro successivo impiccolire finiranno
per divenire di ampiezza inferiore a '—X e allora i loro estremi superiori
saranno fra A e )’ senza arrivare a )’ e nessun punto alla destra di questi
estremi (e quindi neppure 1) appartiene al gruppo.

Invece in ogni intorno (h— 9,}) a sinistra di ) esisteranno sempre punti
del gruppo perchd i detti intervalli finiranno per essere sempre di ampiezza
inferiore a 5, e rimarranno quindi tutti compresi in quell’intorno e in essi
si trovera sempre almeno un punto del gruppo che potra anche essere lo
stesso punto J.; e cosl evidentemente resta dimostrato quanto abbiamo enunciato.

In simil modo considerando il limite inferiore dei valoriy, , y, ,..., i qine B
potrebbe dimostrare che qualunque sia il gruppo dato dei numeri y,, yy ooy Y, ...
quando essi siano compresi in un intervallo finito (o, f) esisterd sempre in
questo intervallo (gli estremi inclusi) un limite inferiore degli stessi valori,

che in alcuni casi sara anche il loro minimo.

E poi quasi superfluo di notare che quando 1'intervallo nel quale cadono
i numeri ¥, , s y..., Yo ... sin di ampiezza infinita, allora o sard 4 o il limite
superiore, 0 sard — oo il limite inferiore, o anche sara ad un tempo + o il li-
mite superiore e — oo il limite inferiore, non ostante anche che non possa
dirsi propriamente che fra i numeri dati vi siano numeri ¥ infiniti.

Notiamo poi in particolare che il limite superiore o il limite inferiore delle
classi di numeri commensurabili che definiscono i numeri incommensurabili
sono questi numeri incommensurabili stessi.

17. — Inoltre & da notare che se ¢ numeri Yis Yo sy Yy g AT un gruppo sono
in numero infinito e non ammettono un massimo, il loro limite superiore
sard sempre un numero-limite del gruppo, e quindi sara il massimo del
primo gruppo derivato; giacch® se si osserva che, per quanto piccolo sia
il numero positivo o, fra A—o5 e A devono cadere sempre numeri y e questi
sono differenti da ), indicando con % uno di questi valori y compresi fra
h—a e ke con 5’ un numero positivo minore di A—y', si potrd dire che
anche fra 1 — o’ e ) dovrd esistere almeno un altro numero ¥”; e essendo
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ora o’ un numero positivo minore di —3y, fra L —d" e ) cadrid ancora
un numero y”; e cosi continuando si vede chiaramente che fra ke h—ao,
per quanto piccolo sia il numero positivo o, cadranno sempre infiniti nu-
meri y, e percid ) sard un numero-limite del gruppo che si considera.

Lo stesso dicasi del limite inferiore del gruppo di numeri i, , ¥s yeeey Yo yeee
quando essi non ammettono il minimo.

Questi risultati valgono evidentemente anche quando il limite superiore
& 4 o0 o il limite inferiore &8 — .

— e —

Intr, 1.

111

Dei limiti

¢ 18. — Il concetto di limite & uno dei pit fondamentali di tutta la mate-

matica. Noi lo incontriamo fino negli elementi, nella Geometria cioé e nel-

I'Aritmetica; e dei limiti occorre valersi in tutti i rami della matematica come
nelle sue applicazioni.

In particolare il calcolo infinitesimale &, si pud dire, una continua ap-
plicazione della teoria dei limiti la quale ne forma quasi il suo esclusivo
fondamento; quindi, per quanto ordinariamente la teoria dei limiti venga
esposta diffusamente anche nell’Algebra complementare, & naturale che ne
trattiamo anche qui, onde il concetto di limite e i teoremi principali che
ne derivano, stabiliti con tutto il rigore desiderabile, restino chiari e precisi
nella mente di tutti.

Abbiasi percid una quantith reale y che pei valori che si considerano di
un’altra quantitd z, escluso tutt’al pin il valore particolare & = a, ha sempre
un valore determinato e finito (ciod che in valore assoluto non pud supe-
rare un certo numero dato), sia che questi valori che si considerano di @
formino una serie di quantiti continue o una serie di quantita discrete (costi-
tuendo cosl soltanto un gruppo infinito di valori di cui a & un punto-limite).

Allora se esisteri una quantiti finita e determinata A che goda della
proprietii che, preso a piacere un numero differente da zero ma arbitraria-
mente piccolo e positivo 5, coll’avvicinarsi indefinitamente di 2 per valori de-
crescenti o per valori crescenti alla quantiti @, che ora supponiamo finita,
senza che = divenga mai uguale ad a, la differenza A —y finisca per di-
venire e restare poi costantemente inferiore in valore assoluto al numero
scelto 5, si dird che A & il limite dei valori che si hanno per y quando x
si avvicina sempre piii ad a per valori decrescenti o per valori creseenti;
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.d anche che A @ il limite dei valori che si hanno per y quando ci si av-
vicina indefinitamente ad @ dalla parte destra o dalla parte sinistra di a,
intendendo con cid che i valori di z si riguardino, come al solito, rappre-
sentati su una linea retta.

In altri termini si dira che A ® il limite dei valori che si hanno per = a
destra 0 & sinistra di @, o anche, pilt semplicemente, che A & il limite di y
per z=a a destra 0 a sinistra o per r = a0 e x=a— 0 respettivamente o,
quando preso a piacere un numero differente da zero ma arbitrariamente piccolo
e positivo o, si potrd trovare un numero e, positivo nel primo ecaso e nega-
tivo nel secondo, tale che per futli i valori di x che possono considerarsi
fra @ e a—¢ (e escluso) la differenza A —y sia sempre numericamente in-
feriore a o.

Se poi avverri che coll’avvicinarsi indefinitamente di  ad @ a destra o
a sinistra, y prenda anche valori infiniti (ciod maggiori numericamente di
qualunque numero dato) o che finiscano per divenire grandi quanto si vuole
in valore assoluto, allora se per ogni numero positivo e grande quanto si
vuole w si potrd trovare un numero differente da zero ¢, positivo quando i
valori di z che si considerano sono a destra di a e negativo quando sono
a sinistra, tale che per tutti i valori di z fraae a -+ (@ escluso) y si man-
tenga sempre maggiore di w in valore assoluto, si dira che i valori di y col-
I’ avvicinarsi indefinitamente di = ad @ a destra o a sinistra hanno per li-
mite 43 o pitt semplicemente si dird che y per x=a a destra o a sinistra
ha per limite o0, restandoci cosi I'indeterminazione soltanto nel segno: e
quando fra @ e o+ (a escluso) ¥ abbia sempre lo stesso segno, allora anche
il segno del limite sara determinato, e questo limite secondo 1 casi sari
ora + o, ora —w.

E quando infine la variabile = possa crescere indefinitamente per es. per
valori positivi e secondo certe leggi (come per es. per numeri interi), allora se
esistera un numero finito e determinato A dotato della propriet che, preso
a piacere un numero differente da zero ma arbitrariamente piccolo e posi-
tivo 5, si possa sempre trovare un numero positivo @ cosi grande che per
ogni valore di # maggiore di z’ che pud prendersi in considerazione, la diffe-
renza corrispondente A — y sia sempre numericamente inferiore a 3, si dira che
A @ il limite dei valori che si hanno per y quando x cresce indefinitamente
per valori positivi, o pitt semplicemente il limite di y per a=-+@.

# Questi simboli @+ 0 e a—0 sono spesso usati per indicare i punti a destra
o a sinistra di a respettivamente e vicini quanto si vuole ad a (a escluso), e noi
pure li useremo in questo senso.
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E si dira infine che y ha per limite I'infinito (positivo o negativo) per .
=+, per es, per r=- oo, quando per ogni numero arbitrariamente
grande e positivo w esisterd un numero positivo 2’ tale che per ogni valore
di @ maggiore di 2/, che puo prendersi in considerazione, y sia sempre mag-
giore di w in valore assoluto.

E cosl, in particolare, potremo dire che delle funzioni y 1 2 sen® (x—a)

. 1 1 1 senz
@—a)sen —, (;—_—E, o R :r-l-scn:;, la primae la

seconda hanno respettivamente per limite uno e zero per x=a a destra ¢ a
sinistra di @, la terza ha per limite + @ per #=ua a destra o a sinistra, la
quarta ha per limite 4 o per x=ua a destra e — » per x=a a sinistra,
la quinta ha per limite zero per x= o, e la sesta ha per limite 4 o per
r=aw ¢ —w per r=—uw.
+19. — Quando poi coll’avvicinarsi di = ad @ indefinitamente a destra o a
sinistra, o col crescere indetinitamente di & per valori positivi o negativi, ¥ si
comporti in modo che non si venga a rientrare in nessuno dei casi prece-
denti, allora si dira che y non ha limite determinato per =g a destra o
a sinistra respettivamente, o per =+ ; e cosl, in particolare, se y sari
sempre finita, essa non avrd un limite determinato per x =a, per es. a destra,
quando non esistera un numero A che goda della proprieti che, per ogni
valore di s inferiore a un certo numero, esista un corrispondente ¢ (positivo)
tale che la differenza A—y pei valori di = fra @ e @4-= sia sempre nume-
ricamente minore di 5; o, in altri termini, ¥ non avra un limite determinato
per z=a a destra o a sinistra quando, qualunque valore si attribuisca alla
quantita A, esistano sempre dei valori di 5 pei quali non ¢ possibile di trovare
un valore per la quantitd = che goda della proprieta che per ogni valore di x
fra a e a4 la differenza A—y sia sempre numericamente minore di a.
Similmente ¥ non avra un limite determinato per z=a a destra o a si-
nistra quando coll’ avvicinarsi indefinitamente di = ad a essa prenda anche
valori grandi numericamente quanto si vuole, ma almeno pei valori di
maggiori di un dato limite, per quanto piccolo si prenda il numero ¢, la
stessa y pei valori di z fra @ e a--¢ sia ora maggiore ora minore di ml in
valore assoluto.
Enunciati analoghi si hanno per le condizioni di indeterminazione del
limite di y per @=+ow: e cosl in particolare si pud dire che le guantiti

1
sen
r—a r—a

1
y=sen _—, y=1- per r=a a destra e a sinistra, ¢ le

quantiti y=senz ,y = senx per z===+co non hanno limiti determinati.
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20, — Queste considerazioni si estendono anche al caso in cui y varii in-
sieme con pil variabili z,,,...,%,.

Cosl, 86 @, @, ..., @, SOno quantit finite e se esiste una quantitd finita
¢ determinata A che goda della proprietd che, preso a piacere un numero
differente da zero ma arbitrariamente piccolo e positive o, esistano sempre
delle quantita differenti da zero ¢, , &, ... , &, tali, che pei valori di 7, , @y ,..., @,
che possono prendersi in considerazione fra a, e @, 4z, , fraa, e a; -tz ..., 0
fraa, e a, -z, respettivamente (il sistema &, = a, , T, =a,, ... ,r,=a, escl.)
la differenza A-—y sia sempre numericamente minore di s, si dice che A &
il limite dei valori che si hanno per y quando z, , @ ..., 7, si avvicinano in-
definitamente ad a, , @, ..., @, per valori decrescenti o crescenti respettiva-
mente secondoché le corrispondenti ¢, 5 ,..., 5, sono positive o negative.

E considerazioni simili a quelle fatte sopra trattandosi di una sola va-
riabile, potrebbero farsi anche adesso pei casi in cui si presentano limiti
infiniti o indeterminati, o in cui tutti o aleuni dei valori a,,as, ..., a, delle
variabili sono infiniti.

21. — Fermiamoci ora pitt specialmente sul caso in cui y varia insieme
con un’ altra variabile soltanto @, per valori continui o per valori discreti,
e osserviamo che per la definizione stessa di limite che abbiamo dato, i va-
lori di y dalle due parti (destra e sinistra) del numero finito @ potranno avere
limiti differenti, e quindi non sarebbe preciso il dire semplicemente che y
per =a ha per limite A, a meno che i valori di y dalle due parti di @
avessero uno stesso limite, o che la limitazione posta per la variabilita
di  determinasse essa stessa il senso secondo il quale x deve avvicinarsi
ad a; e quando useremo questa locuzione vorra dire che saremo in uno di
questi casi, o che pel nostro studio sard inutile U'occuparsi del senso secondo
cui x si avvicina ad a.

Inoltre osserveremo esplicitamente che quand’anche sia conosciuto o possa
effettivamente calcolarsi il valore y, di y per x=a, non si deve mai con-
fondere questo valore speeiale di y per x==a col limite dei valori che si
hanno per y dall’una o dall’altra parte di a.

Per la definizione stessa di limite s’intende subito infatti che i signifi-
cati di queste quantiti sono bene differenti, poich@ il limite di y dipende sol-
tanto dai valori che si hanno per y nei punti a0 0 a—0 fuori del punto
limite a, e non gia dal valore speciale che si avesse per 7 in questo punto, del
qual valore, se anche esiste, non ci si cura affatto quando si cerca il detto
limite; e mentre in aleuni casi queste quantita (limite di y e valore di y nel
punto limite) possono esistere entrambe ed essere uguali, in alfri casi pud
avvenire che esista il valore limite di y a destra o a sinistra di & e non esista
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il valore #, o non abbia verun significato, come pud esistere invece questo
valore y, di ¥ e non il valore limite; o esistendo si 1" uno che Ialtro possono
essere differenti.

Cosl per esempio:
i

—_ ’

1.2 Se i valori di y saranno quelli di il valore y, di y per

x=a non avri alcun significato, mentre il valore limite per x=a a
destra o a sinistra di @ sard uno; e se i valori di y saranno quelli della
funzione che chiamasi derivata di quella che per z diverso.da a & uguale a

1 . ;
Tag @ B 2=4 ¢ zero, allora poichd, come vedremo in se-

guito, per # diverso da a sard

(z—a)* sen

y=2(r—a) sen-l— — o8 —l—,
Tr—a T—a

e per x=a sard invece

§ k* sen :;
_lim _
Y=h=0"h %

il valore y, di ¥ per @ =a sard determinato e uguale a zero, mentre il valore
limite dei valori che si hanno per y quando ci si avvicina indefinitamente
ad a a destra o a sinistra non esiste affatto.

2. Se i valori di y pei varii valori di = saranno quelli della serie

sen x sen2r | sendr
T g ts

allora il valore y. corrispondente a z=r= sard zero, mentre il valore limite

: e i : 1 s . 1
dei valori di y a destra di = sard — 9 quello a sinistra di = sard oL percha,
come si dimostra in Analisi con tufta facilitd, e come noi purd avremo ocea-
sione di mostrare fra non molto, la somma di questa serie per x compreso
¢ : . 1
fra —z e = (gli estremi + & esclusi) & 5 @

Circostanze simili possono aversi nel caso di valori limiti di date quan-
tith y per a==x.

Notiamo poi che almeno generalmente, come apparisce anche dalla defi-
nizione, col considerare il limite di y per z=a (a destra 0 a sinistra) si ha
in mira di studiare 'andamento dei valori di y fuori del punto limite a
mentre si va verso questo punto da una parte o dall'altra, senza curarsi
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affatto di cid che accade per y in questo punto. E aggiungiamo anche che
il piit spesso non si parla del detto limite altro che quando il valore y,
non & définito, o quando, essendo conosciuto, & differente da quello del
limite, o quando infine non vuole considerarsi insieme cogli altri valori
o non pud ottenersi collo stesso processo che determina gli altri valori
di y a destra o a sinistra di @, sia perchd questo processo per x=a non ha
pit significato, sia perchd lo stesso valore y, deve essere effettivamente de-
terminato con un processo differente. E in generale quando si parla di li-
mite, vi & I'idea di non potere mai raggiungere il valore-limite stesso.

<92, — Ricordiamo che intorno ai limiti si hanno i noti teoremi relativi
ai limiti delle somme, dei prodotti ecc. quando i termini o i fattori che
compongono queste somme o questi prodotti sono in numero finito e hanno
limiti determinati e finiti; e poich® la dimostrazione che ordinariamente se
ne da & semplice e rigorosa, non stiamo qui a ripeterla.

Perd facciamo osservare esplicitamente che questi teoremi sui limiti delle
somme o dei prodotti di pilt quantitdi non possono applicarsi rigorosamente
(altro che sotto certe condizioni) al caso in cui il numero dei termini della
somma o dei fattori del prodotto sia infinito (ciod possa supporsi maggiore
di qualunque quantita assegnabile) o cresca indefinitamente coll’ avvicinarsi
di z ad @ o col crescere indefinito di z; che anzi in molti casi essi non sono
piti affatto giusti, e se ne ha un esempio nella serie precedente

sen x sen 2z sen 3z

giacché in questa, mentre il limite della sua somma per z=7 a destra di =
e — %' e a sinistra & %r, la somma dei limiti dei differenti suoi termini
@ zero.

E come questo possa avvenire si comprende subito quando si porti atten-
zione al processo che giova tenere per la dimostrazione rigorosa del teorema
sul limite delle somme U che sono composte di un numero finito k di ter-
mini 2 , Uy 3 Uy ooy Un o

Per queste infatti, se 4, ,k, kL, ..., L sono i limiti respettivi di w, ,u.,
Uy, oyt per x=a per es. a destra, & certo che preso un numero arbitra-
riamente piccolo 5, esisterd un numero diverso da zero e positivo g, tale che
pei valori di z nell’intervallo da @ ad a4z (a escl) la differenza w, — 1,
sia in valore assoluto sempre inferiore a o,.

Cosi pure preso un altro numero comunque piccolo 6y, esisterd un nu-
mero diverso da zero e positivo z, tale che pei valori di z nell’intervallo da
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a ad a--¢, (@ escl.) si abbia in valore assoluto uy—1,<Zs,; € quando & fosse
inferiore a ¢, basterehbe prendere &, invece di g anche per la prima diffe-
renza per avere uno stesso intervallo di ampiezza diversa da zero (a,a-e)
che servisse per ambedue le differenze u,—17, e u;—1,.

Facendo lo stesso per uy si trovera un intervallo (2, @+ 2) nel quale la
differenza u;— , sardi sempre numericamente inferiore a un numero dato
comunque piccolo gy, e al solito se venisse ;< e, basterebbe prendere z; an-
che per le due prime differenze per avere uno stesso intervallo (a, a-z,) che
servisse ad un tempo per le tre differenze wu, —1U ,u,—1, e uy—1.

Cosi continuando, siccome & & un numero finito, s’intende subito che,
operando successivamente nel modo indicato, si arrivera sempre a trovare
un numero diverso da zero e positivo = tale che per ogni valore di x che
gsia da considerarsi nell'intervallo (a,a-¢) le differenze u,—1,, us—1;,
wy—1ly , oo 1ty — 1, siano futte numericamente inferiori 5, , 3, %y «r , % TC-
spettivamente; e cosi nello stesso intervallo la differenza

U— (4Lt )= (@, — ) + (e—1) + . + (s — 1)
sari sempre numericamente inferiore a 5,4+ 7. -+ ... 4 a,, e quindi anche a
un numero dato arbitrariamente piccolo 5, perch® si pud intendere di aver

" ki o 3 .
prese le =, 6,95, ..., 3, tutte inferiori a e e cosi il teorema per le somme

composte di un numero finito di termini resta dimostrato completamente e
con tutto il rigore.

E la dimostrazione stessa che abbiamo fatto mette subito in evidenza
come il teorema possa cessare di essere vero quando i termini della somma
sono in numero infinito, o crescono di numero indefinitamente coll’ avvici-
narsi indefinito di z ad a.

Dovendo infatti in questo caso continuarsi indefinitamente la ricerca suc-
cessiva Aol DUMEN €, 25,2 e s 50y e o § intende subito come potrd darsi
che i numeri ¢, , 2, 2 y -y £ oo 0 gli intervalli (@, a ¢ . (@,@ +25), (0, gy,
vy (@, @a-+¢,),... che si troveranno successivamente con yuesto processo, pure
risultando ciascuno diverso da zero, possano in certi casi andare impicco-
lendo tanto da far st che il lore limite inferiore sia lo zero.

E allora, prendendo i numeri 5,,9,, ¢y, in modo che le loro somme
successive siano sempre inferiori al numero scelto sopra s (come potrebbe

F - [+
farsi ad es. prendendo 5, < o} , 735, ...y 62 07, - CON -l—--l-c- <5 perchoal-
b §

Jora le stesse somme sarebbero inferiori a 5,43 4914 ... +51-4... e quindi

i i ; : : .
4y 1 ) non i potrebbe trovare un intervallo di ampiexxa diversa da xero
1
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(a, a-z) nel quale le differenze successive wu,—1, sty — by g— 1y ooy u“—i,.”...
risultassero sempre numericamente inferiori a 5,,0s, 9y, ey Gy peee respettn'a'ap
mente anche al crescere indefinito di »; e quindi, ammesso anche che la SQI‘I?
L+&+6&+ ..+, -+... fosse convergente e avesse per somma L, non si
potrebbe pit assicurare la esistenza di un intervallo diverso di.i zero (a,a--¢)
tale che pei valori di z che fossero da considerarsi in esso si avesse sempre
U—L< 5, mentre della esistenza di un tale intervallo dovremmo essere
sicuri per potere essere certi della esistenza del limite L per U . i

Ragionamenti simili a questi dovranno essere fatti spesso nei nostri studu?
ed & anche per darne subito un saggio che abbiamo trovato opportuno di
esporre le considerazioni che ora abbiamo fatte. . .

+ 23, — 1T teoremi ricordati sulle somme, sui prodotti ecc., servono in molti
casi a rendere pit semplice la ricerca dei limiti, ma bene spesso questa ricerca
resta ancora difficilissima. o

Sovente perd non & necessario di eseguirla effettivamente, e basta limi-
tarsi a constatare 1'esistenza di un limite finito e determinato A per la qmmt
tita y che si considera; e per questo basta allora appoggiarsi secondo i casi
sopra I'uno o I'altro dei due teoremi che ora passiamo ad espfmrre.

Il primo di questi teoremi serve pel caso in cui il valore di « pe.I qua]e}
si cerca il limite di y ¢ finito, e si enuncia col dire che: Affinché ¢ valori
di y a destra o a sinistra di un numero finito a, per es. a desh:a, abbiano -mts
limite determinato e finito, é necessario e sufficiente che per ogni mmutro arbi-
trarviamente piccolo e posilivo o esista un numero & tm’e: che le-. dr}?’ereme
Yayri—Yass fra i valori di y corrispondenti a a'a-f'or-a qrm.’sarfrm -a—?—-;
e a3 di » fra a e a+z (@ escluso), siano numericamente mmor:a di -:

Per dimostrare questo teorema, diciamo prima di tutto, a scanso di Bq}ll-
voci, che potendo la = variare soltanto per valori discreti senza passare c‘wé.
per qualsiasi valore nel suo indefinito avvicinarsi ad a, noi. parla!ldo qui di
valori di z negli intorni di @ intendiamo sempre di riferirci ai valori che essa
pud prendere e non agli altri. ‘

E ammesso questo, osserviamo prima che se esiste un limite de‘tcrm.matu
e finito A pei valori di % a destra di a, per ogni valore di o esisterad un

a 3
numero e pel quale si avra in valore assoluto A —ya4q<< > A— ya+3<§ s

e quindi anche yay—ya+3<5 ®, per tutti i valori di e & inferiori ad ¢,

(# Notiamo, cid che del resto ¢ bene evidente, che .quando si hanno disegua-
glianze fra valori assoluti come ad es. le due [A|<a,[B]< By SIS a;b nu{;
meri positivi, siccome siha |A—B| <[A|4-[Bl, si avrisempre [A—B| < f’"}'d" °:)_
mentre nel primo membro dei numeri A e B si fa la differenza, nel secondo dei
due numeri @ ¢ b si fa la somma.
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escluso lo zero, che potranno cousiderarsi; e si conclude pereid intanto che
la condizione contenuta nell’enunciato del teorema & necessaria.

Per dimostrare poi che la stessa condizione & anche sufficiente, si osservi
che se & soddisfatta, e se ¢, @ un valore di ¢ corrispondente al valore 5 di g,
indicando con ¢, un valore qualunque di y corrispondente a un valore di z
fra a e a+¢ (a escluso) potremo formare due numeri o,— 5, o %, - 3, che
comprenderanno tutti i valori che si possono avere per y quando si fa va-
riare x fra a e @+« (a escluso), e in luogo di questi, per comodo di dimo-
strazione, potremo prendere anche i numeri o,— 24, e o+ 24,.

Preso poi un altro numero o, minore o uguale a g-' si trovera il corri-
spondente g, e poich® naturalmente se la indicata condizione sard soddi-
sfatta per un numero ¢, lo sard anche per qualsiasi numero inferiore, il nu-
mero g, potremo sempre supporlo non superiore a e,.

Fissato questo numero &, si formeranno come precedentemente due nuovi
numeri o3 — 23, , 0y + 27, , @ questi comprenderanno i valori che si avranno
per y facendo variare x fra @ e a -z, e saranno evidentemente compresi fra
73—0;,— 27 @ 7,4 5,425, perchd », non pud scendere sotto a 2;—73, 0 an-

" 5 iy o] 5 . .
dare sopra a =, -+ 5,; e quindi poiché 2, < 31, gli stessi numeri s, — 21, € o, -}- 25,

saranno evidentemente compresi fra i precedenti o —25, € o,+25,, e uno
almeno di essi sara differente da questi.
Cosl continuando, giungeremo a formare due serie di numeri

y= (o, — 25, s 0g—20 03— 205 .., )s
A’x={a1+ 2q,, 1a.+272 y 23— 2095, ... ),

che daranno luogo ad una scomposizione (A"}, A’) di una serie di numeri
in due classi contigue, e ora sari facile vedere che il numero determinato
e finito A che corrispondera a questa scomposizione sard appunto il limite
dei valori di y a destra di a.

Si osservi infatti che pel modo secondo il quale sono state scelte le
0130, Oy ey Op s ooy PEr un valore sufficientemente grande di » le differenze
successive 40, fra i numeri delle due classi saranno inferiori a qualsiasi nu-
mero comunque piccolo s, e siccome per ogni coppia a, — 25, € 2, 4 25, di
questi numeri esiste il corrispondente numero diverso da zero e positivo ¢,
tale che pei valori di = fra a e a4-¢, (a escl) i valori corrispondenti di y
cadano fra gli stessi numeri «, —25, o @, + 23, fra i quali trovasi pure
sempre compreso il numero A, & certo che per gli stessi valori di ¥ avremo
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in valore assoluto A—y<"q, e questo dimostra appunto :':.he A @il limite
cercato dei valori di y a destra di e; talchd si pud ora evidentemente con-
cludere che la condizione contenuta nell’enunciato del teorema dato sopra
& anche sufficiente per l'esistenza del limite; e questo limite pud arfche essere
trovato effettivamente col processo stesso che qui si & tenuto per dimostrarne
| esistenza. o
. 24.—In modo del tutto simile si dimostra l'altro 1eorema. dl.Cll.l sol?ra
abbiamo parlato, che serve utilmente pel caso in cui L c-err:'a il hmlte. di y
per valori infiniti della variabile z, e che pud enunc:arim dlcen.dfl .che. Af-
finehé i valori di y per valori infinilamente grandi di x 'pasmm 0 ?wga.-
tivi, per es. per valori positivi, abbiano un h'm_z't.e determ.matcf e ﬁm-to,‘e
necessario e sufficiente che per ogni numero positivo e arbztrm‘mmfmte pie-
colo = esista un numero positivo o talmente grande che ;.)sr valori comun-
que presi x, e T, per x superiori ad o st abhia sempre in valore assoluto
— . < 5.
- B ?{l: ;oiare che questi due teoremi, che sono dovuti a Cauchy, possono
anche leggermente modificarsi sostituendo nel primo alla differenza yat+y—ya+3
I'altra ya4s—ya+s fra il valore yat: di y nell'estremo a+-= e quello ya+3
in un altro punto qualsiasi @+ 3 fra a e a-}z (a escluso), e nel secondo t?o-
rema sostituendo alla differenza y,, — y=, quella yw—y., fra il valore :y‘m diy
nel punto e quello ,, in un punto z, qualsiasi superiore ad w;e .cxu sup-
posto naturalmente che, come pud sempre farsi, il valore a+-e¢ n?] primo caso
e il valore o nel secondo si prendano fra quelli che la z pud prelfldere.
E queste modificazioni negli enunciati dei due teoremi possono farsi perché
quando siano soddisfatte le condizioni degli enunciati 10. saran}:o anc]u? queste
ultime, e quando lo siano invece queste ultime, cogli stessi numeri ¢ 0 ®

a
i izioni i i i~ verranno sod-
pei quali queste condizioni saranno soddisfatte pei numeri 5 v

-~

disfatte quelle degli enunciati dei teoremi pel numero doppi.o 3.
¥ 25, — Supponiamo ora che i valori che si conside:ra:wf di » a destra n.ar
sinistra di @, o per* valori crescenti indefinitamente di x siano sempre finiti
ma non abbiano un limite determinato. ‘ ‘ o .
Allora pei due teoremi precedenti dovranno esxsFerc certi valori ch.s pei
quali non & pitt possibile di trovare il numero ¢ o il .nm.nero w corrispon-
dente; e quindi, se saremo per es. nel primo caso, indicando con aA uno
di tali numeri positivi e sufficientemente piccoli, e con (a, a-i—?) un :nmrj
vallo qualunque a destra o a sinistra di @ (@ escluso) che fermini a uno de:
valori @ +4¢ che z pud prendere, esisterd in questo iutervstlln un puntogn.?-:—a
pel quale si avrd numericamente ya+:—ya+b_>5, € poi anche nell’inter-
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vallo (2,a+-2) (a escluso) esistera un punto a-& pel quale si avrd nume-
ricamente ya+i—yai3’ >3, e nell'intervallo (a,a--7) esisteri ancora un
punto 2" pel quale si avra pure numericamente Ya+¥'—Yatd >3, 0 cosi
di seguito indefinitamente.

Osservando dunque che y si mantiene finito in tutto 1'intervallo (a,a+z) e
cosi anche nei seguenti, basteri sommare le diseguaglianze che cosl successi-
vamente si ottengono per concluderne che le differenze successive Yat:—Yya+i,
Ya+t—Ya+¥', Ya+¥ —Ya+i" ... non dovranno avere sempre lo stesso segno; e
quindi poichd osservazioni analoghe possono farsi anche per I'altro caso in
cui z deve crescere indefinitamente, si potra ora evidentemente concludere
che quando i valori di y coll’ avvicinarsi indefinilamente di » ad a a de-
stra o a sinistra, o col crescere indefinitamente di x, si manlengono sempre
finiti ma non hanno un limite determinato, essi dovranno oscillare continua-
mente, e almeno alcune di tali oscillaxioni dovranno farsi sempre fra lLimiti
differenti fra loro pits di una quantiti determinata diversa da xero; come

: . : 1
avviene per es, nel primo caso per la funzione sen——, o nel secondo per
—i
la funzione sen z,

E per quanto abbiamo detto nel § 19 [pag. xxvm] si avranno oseillazioni
nei valori di y anche quando coll’avvicinarsi indefinitamente di ad a a
destra o a sinistra o col crescere indefinitamente di , y finisca per prendere
anche valori maggiori di qualunque quantiti data senza perd che possa dirsi
che ha per limite I'infinito; ma allora i limiti entro i quali si faranno le
oscillazioni finiranno per essere discosti 1'uno dall’ altro pit di qualunque
quantita data, o, come si dice, queste oscillazioni finiranno per avere un’am-
piezza maggiore di qualunque numero dato.

v 26.— E perd da notare che oscillazioni nei valori di Y polranno avve-
nire anche quando il limite di questi valori per @ =a a destra o a sinistra
0 per =g sia una quantita finita e determinata A, giacchd dalla defini-
zione di limite non viene di necessita che, a partire da un certo valore
di ¢, o di z, la differenza ya+3—A o l'altra Y-—A col diminuire indefinita-
mente di g, o col crescere sempre piii di z, conseryi sempre lo stesso segno,
e vada sempre diminuendo in valore assoluto; ma in questo caso perd
queste oscillazioni finiranno per avvenire fra limiti vicini pit di qualunque
quantiti data, o come si dice, finiranno per avere tutte una ampiezza minore
di qualunque numero dato, senza perd che sia necessario che questa ampiezza
(che pure diminuisce oltre ogni limite) vada costantemente diminuendo.

E cosi anche potranno aversi oscillazioni nei soliti valori di ¥ quando
il loro limite sia I’infinito.
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7. — Le osservazioni precedenti conducono subito a dimnsu:altet che (: ii
coll’ avvicinarsi di x ad una quantila finite 4,8 destra ‘af rzl -s“i,m“:::é !
erescere indefinitamente di x per valori positivi o per v -z.n zf ?’I_lj .m. se} ?.w
es. per valori positivi, un’ altra quantita y conserva sempre -uls cs mng "
¢ non cresce o non decresce mai in valore assoluto, restando pen:i ;.s‘t . : ‘
minore di un certo numero finito, essa_per a.-:=a ’a destra .o a sm‘ -
per x=o0 avra un limite determinato e finito; gla.’cchf‘e‘, .smc(?m_e ; per
di y sono sempre finiti e non possono oscillare cc?ll avy 1‘cmar51 1:11. efix ﬁ
mente di x ad @ a destra o a sinistra o col crescere mdeﬁmt.am.entz tl I'-(:o
per le osservazioni precedenti dovranno tendere verso un limite determin
' h;’::i.amo che questo teorema risulta subito n.nc.ifle da.a.lle .cmfsi;lrfrazi’om lg;;
nerali esposte nel § 16 intorno ai limiti Sllp.Bl']Ol'l e. m‘ferlor: ie; Oi :1;111 .
numeri, poiche si dimostra facilmente ch[.! pei gruppi di 111ume[;0 formatt
valori di  mel caso in cui questi valori no‘n vadano (:1:ea.cen » a?n el
in cui non vadano decrescendo, il limite inferiore o superiore respetiv

il limi i i valori . o
’ lllill“:;?mizgl;.nit:zsche da q{lesto teorema risulta che, se .{!DH’;;Y'IC]I;?I‘EI
di z ad una quantiti @ a destra o a sinistra, o col crescc?e mdea :::r=‘;
una quantitd y finisce per non crescere ? non ldem_escere pitt, essa p
0 per r=2co avri sempre un limite finito o mﬁmtfn. ‘ ——

E aggiungiamo infine che, secondo ul.m denf)mmamonel]l’n S

Neumann nel 1881, queste successioni di valori y che c.o av\‘tcud o
definito di z ad @ a destra, o a sinistra o col crescere 1u(%eﬁm odi o
crescono o non decrescono mai si dicono monotone, € nol pure use

talvolta questa denominazione.

V.

Concetto di funzione. — Continuita e discontinuita

< 28. — Premesse le considerazioni precedenti sui gruppi di punti e sui
limiti, passiamo a occuparei delle funzioni, e incominciamo dallo stabilirne
il concetto per quelle di una sola variabile reale. e

Gli antichi usarono dapprima la parola funzione per esprimere le varie
potenze di una stessa quantita, e solo da Leibnitz, dai Bernoulli e piii spe-
cialmente poi da Eulero fu esteso il woncetto di funzione fino a comprendere
tutte le espressioni analitiche che contengono in un modo qualunque le va-
riabili corrispondenti; e se anche alcuni nelle definizioni usavano parole e
frasi generali che esprimevano concetti pitt generali, nel futto perd anche
dando tali definizioni intendevano sempre di riferirsi al caso di legami anali-
tici che espressamente o tacitamente supponevano esistere fra la funzione
e le variabili,

Fu il primo Dirichlet nel secolo scorso che esplicitamente dette per la
parola funzione an significato indipendente da qualunque ipotesi sulla pos-
sibilita di una espressione analitica, e chiamo funzione di una variabile reale z
in un dato intervallo ogni quantita y che per ogni valore speciale di = com-
preso nello stesso intervallo (gli estremi inclusi) ha un valore wunico ¢ de-
lerminato che & conosciuto o pud sempre aversi, senza occuparsi se la deter-
minazione di questo valore di y si faccia per mezzo di operazioni analitiche
sulla variabile stessa z, o in altro modo qualunque.

Noi adotteremo questo concetto di funzione, limitandoci specialmente alle
funzioni reali e finite; e cosi per es. sard funzione di z in un interv.

allo qua-
lunque la quantiti y che & somma della serie sempre conv

ergente che con-
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siderammo al § 21, 2.0 [pag. xxx]

3 w1 SEDN T
S =,

perché per ogni valore di & in quell’intervallo y' avrda un valore ﬁn;t; .e :1;
derminato; e sari funzione della # in un certo }ntermllo una quan : gamri
pei valori razionali di z nello stesso intervallo & ug.ua.lt? a zero e 1‘:|t3;E e
irrazionali & uguale ad uno; e sard pure funzione di x in B t?a;;) 1;1 r e
una quantiti che pei valori razionali di ;: nello stesso intervallo & ug

i valori irrazionali & uguale a =°,... .
) zlivl:ez:a :b;;ru:na quantit&i fosse detto soltanto che in un intervallo

1 g
i =, non si potrebbe con-
che comprende il punto z=0 essa & uguale a sen—, N p

siderarla come funzione di « in tutto lo stesso ir:\terrallo, perché 1? suod;‘::
lore per =0 non sarebbe determinato; e solo diverrebbe una funm.m;e o
in tutto lo stesso intervallo, quando le si nssegnassfe un -\ta.lore. specl.a: e 1_ :
lunque anche per =0, come per es. quando si stabilisse che per r=
3 y il valore zero. \
ejsa2§.l Td(elulil perd & du osservare che definite le f llllZil?Ili in un modo (:151 ]it:
nerale, finch® non si pongano altre condizioni, now si #vranno per Essmlo -
prieta generali che includano delle relazioni fra 1 \'5.1]01'1 che (;sse h:l -
punti differenti qualunque (cioé per valori differenti (‘11 x) quuflll \B.I‘.l(‘- g c:i o
punti si suppongano arbitrariamente vicini I'uno all’altro, perché i v . u(ii e
esse avranno in tali punti potranno essere tutt’affatto qualunqucb e in Szrﬁ
denti del tutto gli uni dagli altri. 1 ¢id avverra 11?11.ustnnte che (lcP atlin':n Z?n,,uﬁ
una o pitt leggi determinate mediante le qualf riescano determina 1tc l:, i
valori della funzione in ogni punto — giacch® e\'ldeutcmemc. senza queste | dgg :
essendo infiniti i punti di un intervallo qunlunque.. non si potrebbe mai : Czll;i
pienamente determinata la funzione —; talchd in parhculare,‘senza fa.l:B quacm]-
limitazione, non si potra ajfatt.o parlare di quelle proprieta ch({ 1)1.11‘811)9 ¢
mente richiederemo nei nostri studii quali sono ad es. la continuita, la di
ferenziabilita ecc. delle quali tratteremo piit oltre. ; <
Con tale definizione poi si da luogo naturalmente au.cl.w‘ alla omafn

¢ se, conservando tutta la generalita contenuta nella dehmzwnc‘, 11118: :lr;:
« zione y di x data in un certo intervallo possa SB!':I.]'I!‘O 0 no oaprlmers:rzuua
« liticamente per tutti i valori della variabile nell lllter\'a{lo stesso .pbile‘
¢ 0 pilt serie finite o infinite di operazioni di calcollo da farsi sulls: varn:) " riz
e a questa domanda, nello stato attuale della S'('.IL‘LIZIL non pud au.c -
spondersi in modo pienamente soddisfacente, poiche, quantunque si sapp
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ora che per estesissime classi di funzioni e anche per funzioni che presen-
tano grandissime singolariti pud darsi una espressione analitica ™| resta pero
ancora il dubbio che, non facendo nessuna limitazione, possano anche esi-
stere funzioni per le quali ogni espressione analitica, almeno cogli attuali
segni dell’analisi, ¢ del tutto impossibile.

*30. — Volendo ora fare uno studio sulle funzioni di una variabile reale y
quali le abbiamo definite, incomincieremo dal cercare quali distinzioni pos-
sono farsi in esse quando si ha riguardo alla continuita o alla discontinuita
che esse possono presentare pei differenti valori della variabile nell’ inter-
vallo che si considera,

Indichiamo percid con £ (z) la funzione che consideriamo in un intervallo
finito (2,B) e ricordiamo espressamente che per la definizione che abbiamo
data, essa avra un valore unico e determinato in ogni punto dello stesso
intervallo (i limiti inclusi); €, a meno che non si avverta espressamente il
contrario, supponiamo sempre che essa sia reale e sia finita (ciod i suoi va-
lori siano tutti compresi fra due numeri finiti) (=,

Diremo che essa & continua per x=a, o nel punto a dove ha il va-
lore f (), quando per ogni numero differente da zero ma arbitrariamente
piccolo e positivo s, esistera un numero differente da zero e positivo ¢ ta-
le che per tutti i valori di & numericamente minori di ¢ la differenza
 (@+3) — f(a) sia numericamente minore di 5; 0, in altri termini, diremo
che f(z) & continua nel punto z=a dove ha il valore f (a), quando il limite
dei suoi valori a destra ¢ a sinistra di @ o lo stesso ed ¢ uguale a f(a), o
anche, se vuolsi, quando le quantita fla+h) e fla—h), dove h @ posi-
tivo, per A=0 hanno per limite f(a); o anche infine quando le quantita
fla+h) —f(a)e f (@a— k) — f (a) hanno per limite zero per h=0.

Diremo poi che f (x) & discontinua per x=a quando non esiste per ogni
valore positivo di s un valore corrispondente positivo di = tale che per tutti
i valori di & numericamente minori di ¢ si abbia sempre numericamente

fa+2)—f(a) <o; o in altri termini, diremo che [ (z) & discontinua per

™) Cosl ad es. si trova una espressione analitica per mezzo del quoziente di
due serie per la funzione alla quale accennammo sopra che pei valori razionali di x
€ uguale a zero e pei valori irrazionali ¢ uguale ad uno, ece.

## Secondo le denominazioni recentemente introdotte specialmente in Francia,
analoghe a quelle che gia nella nota al § 8 [pag. xvi] dicemmo essere state introdotte
pei gruppi di punti, queste funzioni i cui valori sono tutti compresi fra numeri
finiti vengono dette funzioni limitate (bornées).

E quando i valori della funzione possano anche esscre infinitamente grandi ma
solo dalla parte dei numeri positivi, o solo da quella dei numeri negativi, si dicono
respettivamente limitate inferiormente o limitate superiormente,
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z—a quando i valori f (a+-k) di f(z) a destra di a'n e t.1ualli f Fa—!f) di f(z)
a sinistra di @ non hanno limiti determinati s1 gli uni che‘glt‘ alt_rl, o aven-
doli sono differenti dalle due parti di @, o essendo uguali differiscono dal
e ha la funzione nel punto a.

va]ug?inﬁ?d:hperﬁ che se a fosse un estremo a o f dell‘int.arvq.}lo‘ allora“
tanto nel caso della continuita quanto in quello della disr.jontinmta, non si
potrebbe parlare di valori di f(z) altro che da una pt?rte. di questo estmmclr
e quindi non si potrebbero considerare che i valori di f(ah) o quelli
di fla—P), e il valore f(a).

5. 31.— Faremo poi sulle discontinuita che f{(x) pud presentare nel panto a,
le seguenti distinzioni. .

1.0 Nel caso che il punto @ non sia un estremo dell’intervallo e la discon-
tinuitd che si ha in questo punto sia di quelle per le quali i val?ri'f (a+h)
e fla—h) di f(x) a destra e a sinistra di @ hanno uno stesso ]nmte‘ deter-
minato A ma differente dal valore f(a) di f(z) nel punto a, allora swct)fne
la continuita della funzione in questo punto potrebbe ristabilirsi quando m—:
vece di f(a) si prendesse A pel valore della funzione nel punto s?ess?‘ noi
diremo con Riemann che si ha in a una discontinuiti che pud togliersi mu-
tando il valore della funzione in quel punto.

2.0 Nel caso poi che il punto @ dove f(z) & discontinua non sia un estremo
dell'intervallo, e che i valori di f(x) da una parte di a abbiano per limite
fla), e quelli dall’altra parte non abbiano verun limite determinato o lo ab-
biano differente da £ (a), si dird che [ (z) & continua da una parte (a destra
o u sinistra) di @ e & discontinua dall’altra, o pitt semplicemente si dira
che f(z) & continua o & discontinua soltanto da una parte di a ™,

3.0 Se da una parte di un punto a si ha discontinuitd in f(r), e questa
discontinuita & tale che i valori di f(x) dalla stessa parte di « hanno un
limite determinato, si dira che essa & una discontinuita ordinaria o una discon-
tinuita di préma speeie; mentre se gli stessi valori di f(z) non hanno un
limite determinato, la discontinuita si dird di seconda specie; e cosi le di-
scontinuitd che possono togliersi mutando il valore della funzione nel pl;!ntcf
corrispondente saranno sempre discontinuitd ordinarie dalle due parti di

# 1 da notare che ora che si ha il concetto di funzione continua in un punto @
da una parte di questo punto, si pud dire che, se y & una quantitd chfa é data per
tutti i valori di = compresi in un intervallo (a,ate) a destra oa sinistra dl‘ a
(a inclus.), il caso al quale accennammo al § 21 [pag. xx1x] in eui il valore .'{"a‘dl y
per x=u coincide ecol limite dei valori che si hanno per y n‘dcst.rfx 0 a smfstra
di @, & soltanto quello in cui y, considerata come funzione di x, & funzione continua
di  almeno dalla parte destra o dalla parte sinistra di a.

Intr 1L,
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questo punto; e quando la fanzione f () in un punto a che non & un estremo
dell’intervallo sari discontinua, potra avvenire che essa sia continua da una
parte di @ e dall’altra abbia una discontinuitd ordinaria o una discontinuita
di seconda specie, o, essendo discontinua dalle due parti di @, abbia da am-
bedue le parti una discontinuitd ordinaria o una discontinuiti di seconda
specie, o abbia invece da una parte una discontinuiti ordinaria, e dall’altra
una discontinuita di seconda specie; e cambiando il valore della funzione
in questo punto potremo sempre togliere la discontinuita almeno da una
parte se essa & di prima specie, ma non gia se & di seconda specie.

E cosi quando il punto di discontinuita f(x) sia un estremo dellinter-
vallo, se la discontinuita sari di quelle che ora abbiamo chiamate ordinarie
potremo anche riguardarla come una di quelle che possono togliersi mutando
il valore della funzione in quel punto.

# 82. — Merita poi di essere osservato che quando da una parte di un
punto @ si avra una discontinuita di seconda specie, i valori di f(r) col-
"avvicinarsi indefinitamente di z ad @ dalla stessa parte faranno continue
oscillazioni (in numero infinito) di ampiezza maggiore di un certo numero
dato (§ 25 [pag. xxxv e seg.]), perchd allora questi valori di f (z) non avranno
un limite determinato.

E di cid si ha un esempio nella funzione che pei valori di z differenti

1
da @ & uguale a sen ——— e per z=a & zero, poiché questa funzione perz=a

a destra e a sinistra ha una discontinuiti di seconda specie, e coll’avvici-
narsi indefinitamente di  ad @ dall’una o dall’altra parte di a oscilla con-
tinuamente fra —1 e 1.

Inoltre si pud anche notare che una funzione che sia continua a destra
e a sinistra di un punto @, o che abbia semplicemente una discontinuita or-
dinaria da una o da tutte e due le parti di questo punto, potra fare essa
pure in vicinanza del punto @ dalla parte che si considera un numero infi-
nito di oscillazioni, ma I'ampiezza di queste oscillazioni impiccolira oltre ogni
limite coll'avvicinarsi indefinitamente di z ad a (§ 26 [pag. xxxvi]). Cosi av-
viene per es. nel punto =0 per la funzione che per z diverso da zero &

uguale a z sen :—: , @ per z=0 & zero o ha un altro valore finito qualunque.

33. — Inoltre & da osservare che una funzione potra essere continua o
avere soltanto una discontinuiti ordinaria da una parte di un punto a per
es. a destra, e essere poi discontinua, e anche discontinua di seconda specie,
a sinistra di punti che si trovano nelle parti a destra di ogni intorno dia
arbitrariamente piccolo (ciod di punti situati a destra di a e vicini quanto
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oversa pud aversi discontinuitd anche di seconda specie

si vuole ad a); e vie
¢ aversi continuita a sinistra di punti che siano vieini

nel punto @ a destra,
quanto si vuole ad @ e siano a destra di a@.

i infatti continuita a destra di un punto a, o anche soltanto 1"es-

1 esserv
sitivo s esista

servi una discontinuitd ordinaria porta che per ogni numero po
un numero positivo ¢ tale che per ogni punto a7 nell’ intervallo (a, a-te),
che ha D'estremo inferiore in a, si abbia numericamente

(1) f la+e)—f (a+3) <s.

Invece l'esservi continuita o soltanto una discontinuita ordinaria a sinistra
di un punto z=a-:' che si trova a destra di @ e vicino quanto si vuole
ad @, porta che per ogni numero positivos, esista un intervallo (a--¢'—z,,a-+=),
coll’ estremo superiore nel punto fisso a-+¢, per ogni punto z del quale si

abbia numericamente

2 f{“+2'—51]‘—f{1’)<°ﬁ

¢ questo mostra subito quanto abbiamo detto sopra, giacch® delle due con-
dizioni (1) e (2) 'una non trascina di necessitd l'altra, inquantoche se col-
I'impiccolire di & continua sempre ad esistere un intervallo (@ ,a--¢) col-
Vestremo inferiore in @ e nel quale & soddisfatta la condizione (1), non ne
viene di necessita che coll'impiccolire di s, debba continuare ad esistere un
intervallo (a +¢ —¢ ,a-+¢) coll’estremo superiore nel punto fisso a--<"nel
quale sia soddisfatta la condizione (2), e viceversa.

Del resto tali singolarita si riscontrano effettivamente per es. n
— delle quali si ha pure una espressione analitica % — che sono continue nei
punti irrazionali (ciod nei punti che corrispondono a valori irrazionali di )
di un dato intervallo e sono discontinue nei punti razionali dello stesso inter-
vallo, e si riscontrano anche nella funzione che per © differente da @ & uguale

elle funzioni

1 . : ’ s
asen_— e per s=a & zero, poiché questa funzione ha una discontinuita

di seconda specie nel punto #=a a destra e a sinistra, mentre & continua

in tutti i punti vicini quanto si vuole ad @ a destra e a sinistra.
34, — Supponiamo ora che la funzione f(x) abbia una discontinuita (di
prima o di seconda specie) da una parte di un punto a per es. a destra,

essendo perd sempre numericamente inferiore a un numero finito A nell’in-

tervallo nel quale si considera, o almeno in un certo intorno di @ a destra.

(# V. per la prima di queste funzioni i miei Fondamenti per la teorica ecc.

al § 114, pag. 135 e seg.
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All A e
M o[;': vrc:n;;ctl::u:o 1 varn numeri differenti da zero e positivi, & certo
sl ovare un xfumero o pel quale non sara possibile di
il f(ﬂ(rj_, a—{—:l}.d: aa de.stra nel quale il valore assoluto
s coﬂ.mn f(a) 'ma. sempre .mferiore a g;, perchd se per qua-
F i s, que piccolo che si scegliesse per =, 1’indicato intorno
: che_ s t.m | one f(z) sau:ebhe continua nell’ intorno dia a destra
ik o ot numl;ppcsto. E s 1I‘ detto intorno di @ a destra non si po-T
ke r0 6y, @ fortiori non si potra trovare pei numeri minori
’ aiz::c:ﬁ ipc::rtfof(c;e_s} potrd trovare un intorno di @ a destra nel quale
e g [ (z:i)|<a, esseudf}q, un numero positivo ugnale o
cmimlons it npll-en eremo a considerare I'intervallo da s, a 5,, e lo

Per o, esistera o ; pu‘nm o i
B ; ek non.eswteri }m intorno (@, @+-¢,) pel quale si abbia
e ,; h< Oe; € se e‘mstuni noi prenderemo a considerare 1'in-
pmallo du; ;;_5 e ltle se non esistera considereremo I'intervallo (s, ,a,); e
ot ;wo intervallo .da considerarsi sari nelle stesse condi-
P m,lme,.' pe .nul.nero cof'nspundente al suo estremo inferiore e
¥ i Itl:].llﬂn non esistera un intorno di @ nel quale sia sempre

il 3 Prex:eg u; pfal numerq c?rrispondante al suo estremo supe-
i iﬂzl__ﬂa”e;: maggiort esistera un intorno di a nel quale

seraoa;')e;:::::z :l.lo:a sul nuovo intervallo come si @ operato sul primo si pas-

G ;2 ﬁirtvallu che .godrsi ancora delle stesse particolariti; e cosi

i num:tamel’lte si f'orme‘rannu due classi contigue di numeri che

s o B duf;roc[o 1}5[1]1. mfcnm;e a gy e quindi diverso da zero; e pel

R s asei di mulnen vengono .costruite questo numero o

o € pe1 numeri © >>¢’ esistera un intorno di @ a destra

D T e I;:e] f (9;] —-.f (@) <<w, mentre pei numeri o <" o’ non esistera

bt quale sia sempre | f@)—f(a)| <s5; e questo numero

pand by Te con g,4, si dird il salto della funzione nel punto a

Analo i

mnﬁnuamer;tiizs;:ri;n salto 5,_, a .‘s:.'nistm di @ quando f(z) sia di-

R s Si. cong;:;nfio f'(a:). sia discontinua dalle due parti di a

salto della funzione nel punto a 111'l i;oaglt;;i?i lefrglzedpuﬁ N “_ e

che gappreaentano il salto a destra e quello da i;iniatr'l:a.‘3 .

- fuun;?, con queste dc‘anominazioni potremo dire evidentemente che quando

one ¢ tale che in un punto a da una parte per es. a destra @ c:ntinua

ato © Ga_p
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o ha soltanto una discontinuiti ordinaria, mentre a sinistra di punti che
sono a destra di @ e vicini quanto si vuole ad @ & discontinua, i salti che
essa fard a sinistra di questi punti dovranno impiccolire oltre ogni limite
collavvicinarsi indefinitamente degli stessi punti ad @; ma non potra affer-
marsi la cosa inversa giacchd, come si & detto nel paragrafo precedente, esi-

, che sono continue

. . 1
| stono anche funzioni, come la solita funzione Sanz

in questi punti, e hanno una discontinuita di seconda specie nel punto a.

35. — Diciamo poi fin d’ora che quando f(z) a destra o a sinistra di
un punto @ @ continua o ha soltanto una discontinuitd ordinaria, dietro le
notazioni di Dirichlet, si suole indicare con f(e+0) o fla—0) il limite
per h positivo e tendente a zero dei valori fla+%) o f(a—h) che si hanno
per f(z) dalla parte corrispondente di @ (destra o sinistra). Conseguentemente
quando in a vi sia coutinuitd dalle due parti, o vi sia una di quelle discon-
tinuita che possono togliersi mutando il valore della funzione in quel punto,
le stesse quantitd f(a-0) e f(a—0) saranno uguali fra loro e nel primo
caso saranno anche uguali a f(a). Le stesse quantiti perd non avranno verun
significato quando la discontinuita che si ha in f(z) dalla parte dia cui esse
si riferiscono sia una discontinuita di seconda specie.

Nel caso poi che la discontinuita di f(s) per r=a da una almeno delle
due parti per es. a destra sia una discontinuita ordinaria, il salto corrispon-
dente della funzione sard evidentemente il valore assoluto di f(a+0)—f(a);
o similmente il valore assoluto di f(a--0)— f(a) sard il salto di f(z) nel
caso che si abbia una discontinuita ordinaria a sinistra di a.

36. — Adesso troviamo utile di esporre il seguente teorema di Weierstrass
relativo ai limiti superiori e inferiori (0 massimi o minimi) dei valori di una
funzione (reale e sempre finita) in un dato intervallo.

Sia percid f(z) la nostra funzione data arbitrariamente nell’ intervallo
da o e B (i limiti inclusi).

Pel teorema del § 16 [pag. xxm] si pud dire intanto che esistera un
limite superiore ) e un limite inferiore p. dei valori della stessa funzione in
questo intervallu; e ora ci proponiamo di mostrare che in questo intervallo
esiste sempre almeno un punio determinaio x' (che pud essere anche un
estremo dell’intervallo stesso) dotato della proprieta che pei valori di f(z)
corrispondenti ai punti di ogni intorno di «' anche arbitrariamente piceolo
il limite superiore ¢ ancora ). (Weierstrass).

La dimostrazione di questo teorema si fa ancora col processo della divi-
sione dell’intervallo in 2 ,2°%,2%, ..., 2", ... parti uguali

Supponiamo percio come al solito f>=, e dividiamo 1'intervallo da e a p

]
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in due intervalli uguali ( {i){'i‘, ) (Bi—a’ ), e immaginiamo determinati i

limiti superiori 3, e }, dei valori di f(z) corrispondenti ai valori diz che
cadopo nel primo e nel secondo di questi intervalli respettivamente.

E chiaro che nessuno di questi numeri %, e %, potrd essere superiore
a ), perché altrimenti nell'intervallo («, ) vi sarebbero valori di f(x) maggiori
di %, e neppure potranno essere tutti e due inferiori a ., perché altrimenti
se fosse per es. <" )<, fra ), e ) non vi sarebbero valori di f(x) nel-
I'intervallo (x, ) e per conseguenza nell'un caso e nell’altro % non sarebbe
il limite superiore corrispondente ai valori di f(x) nello stesso intervallo:
quindi uno almeno degli stessi numeri %, e %, dovra essere uguale a ). .

Ora se h,= A, qualunque sia del resto 7, (ciod <_2), noi ci occuperemo del-
Iintervallo cui corrisponde }, (ciod del primo), mentre se %, non & uguale a J,
cid che porta che allora si abbia h,=0, noi ci occuperemo del secondo in-
tervallo; e quindi ponendo f—=z=1, e indicando con #, un numero uguale

a zero o a uno secondoch® 2, & o no uguale a ), e ponendo xl=g+;a”

Sard (.z, ar —J—%) I’intervallo di ampiezza uguale a % di cui ei occuperemo, e

nel quale il limite superiore dei valori di f(z) & ancora .

Operando ora in modo simile su questo intervallo, e indicando con oy
un nuovo numero uguale a zero o a uno secondoché il limite superiore di
tutti i valori di f(z) corrispondenti al primo dei nuovi intervalli ottenuti &

uguale o no a i, e ponendo x,:x,—f—%, 9g , 81 otterra I'intervallo (x, i -1,—}—%—,)

nel quale il limite superiore dei valori di f(x) & ancora .; e cosi continuando
. il

col porre successivamente z;=u, +2—3 O5y oo y Tn=Tpy_, +QTT-°"‘ ydoveay,... o,

hanno al solito i valori 0 o 1 che si determinano successivamente nel
modo che si & detto, dopo = di queste operazioni successive si giungera

all’intervallo (x,‘ + Tn -|-;—“) di ampiezza zTN nel quale il limite superiore dei

valori di f(z) & ancora i.
Ora, considerando le due serie di numeri che cosi si ottengono succes-

sivamente (% , #,,%; ,..., z,) € (B,z,-}--l,:z;,—]— gi e :c,+2—'f'|) si vede che es-

?e, col crescere sempre pilt di %, danno luogo ad una scomposizione di numeri
in due classi contigue alle quali corrisponde un numero determinato ', che
pud essere anche un estremo x o § dell’intervallo dato, e che & compreso
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negli intervalli (:c.‘,z,.-!-z.r—_) che successivamente si ottengono (i limiti

inciusi); e ora sard facile di vedere che questo numero «' & appunto quello
del quale si vuole dimostrare Pesistenza.

Osservando infatti che esso trovasi negli intervalli (x,. T+ 2‘7‘) (i limiti

- . . . . . 'i'
inclusi) si vede subito che uno almeno dei due intervalli (z,,.2") e (3" y +E-)
-

sarii di ampiezza differente da zero e in uno almeno di essi il limite supe-
riore dei valori di f(z) sard ancora »; quindi, poiché si ha evidentemente
r—zx, < %q, ex,+ ‘1“—::’ = %‘, e m pud prendersi cosi grande che —21“ sia
un numero minore di quella quantita che pilt ci piace, si conclude che ef-
fettivamente, qualunque sia il numero positivo e arbitrariamente piceolo s,
pei valori di  che cadono in uno almeno dei due intervalli (2'—s,2), (&,2"}¢),
e quindi anche pei valori di « fra 2’—= e 2’'+4-¢ che cadono nell’intervallo
dato da o a B (x e & inclusi) (o, il che & lo stesso, pei punti di ogni intorno di )
il limite superiore dei valori di f(x) & ancora J; e questo dimostra il teo-
rema, poichd dal processo tenuto per trovare il punto ' risulta anche che
di tali punti potrebbe esisterne piti di uno.

Un teorema analogo si ha per il limite inferiore dei valori di f (x) nel-

I'intervallo (z,f). .
. 37. — Poichd siamo a parlare di limite superiore e inferiore (0 massimo
¢ minimo) di una funzione in un dato intervallo diremo subito che la dif-
ferenza fra il limite superiore e il limite inferiore (o fra il massimo e il
minimo ) dei valori di una funzione f(x) in un dato intervallo si chiama
oscillaxione della funxione nell' intervallo slesso: e osserveremo che se z, e z,
sono due valori di » in questo intervallo e D & I'oscillazione di f(x) nello
stesso intervallo, si avra in valore assoluto D > f (@) — f(xg); e se I'inter-
vallo & quello da @ ad @—z o quello da a—e ad a--= e si ha sempre in
esso f (@) —f (@) < s, sard evidentemente D < 253 e se daa ad a+tc o da
a—:z ad a-+s la funzione amniette effettivamente un massimo e un minimo
si pud anche affermare che allora sari D<2s.

38. — Se ora si considera un punto a che sia per es. Znterno all'intervallo
nel quale una funzione f(z) viene considerata, e si prende un suo intorno
qualsiasi (@—z,,a-¢) che abbia una parte a destra e una parte a sinistra,
ciod con ¢ e g, diversi da zero e positivi, la funzione in questo intorno avrd
una certa oscillazione D:,,c; e evidentemente se la funzione stessa sard con-
tinua in quel punto @ questa oscillazione tenderd a zero all'impiccolire inde-
finito con una legge qualsiasi dell’intorno medesimo, o di ¢ e di &.
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Invece se la funzione sard discontinua nello stesso punto a, la indicata
oscillazione non potrd tendere a zero all’impiccolire indefinito dell’intorno
corrispondente perchd altrimenti la funzione sarebbe continua in a; perd con-
siderando una serie successiva di intorni di quel punto che impiccoliscano
con una data legge, e ciascuno dei quali sia contenuto nel precedente, evi-
dentemente le oscillazioni corrispondenti ai successivi intorni o rimarranno
invariate o andranno sempre impiccolendo, e quindi esse avranno un limite
determinato (§ 27 [pag. xxxvu]) che sard necessariamente diverso da zero.

Variando in un modo qualsiasi la legge colla quale si faranno impic-
colire indefinitamente gli intorni di @, quand’anche colla nuova legge ogni
intorno non venga piii ad essere sempre contenuto nel precedente, & certo
che i nuovi intorni finiranno per essere compresi in uno qualungue comunque
piccolo che si scelga fra quelli che si ottenevano successivamente colla prima
legge, come inversamente questi ultimi finiranno per essere contenuti in un
intorno qualunque comunque piccolo che si scelga fra quelli ottenuti colla
seconda legge; e questo basta per poter dire che anche con questa seconda
legge il limite delle oscillazioni De e esistera e sard quello stesso che si
ottiene colla prima legge.

Questo limite delle Dz, , e che viene cosi ad essere indipendente dalla
legge che si fissera per 1'impiccolire indefinito degli intorni di @ pud essere
indicato con D, e si chiama 1'oseillaxione della funzione nel punio a.

Evidentemente il numero o, che al § 34 [pag. xuv] abbiamo chiamato
salto della funzione nel punto @ non sara mai superiore a D,, come D, non

2 ; i e 1
sard mai superiore a2 5, e sara quindi 5, << D, < 25,, ovvero 3 D,<6,<D,.

. 39. — Infine osserveremo che se fi(z), f(%),.., [, (x) sono un numero
finito di funzioni di z in un dato intervallo e sono tutte continue in uno
stesso punto @ del medesimo intervallo, si vede facilmente che altrettanto
accadri della loro somma algebrica e del loro prodotto, e anche del quo-
ziente di due qualunque fra esse quando perd nel punto a la funzione de-
nominatore sia differente da zero, ecc.

E osserveremo poi, una volta per sempre, che le considerazioni che ab-
biamo esposte per le funzioni reali di una variabile reale si riportano alle
funzioni complesse di una variabile reale, considerando in esse separata-
mente le due funzioni parte reale e coefficiente dell’immaginario, e talvolta
anche considerando semplicemente la funzione modulo della funzione stessa.
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Funzioni continue in un dato infervallo

40, — Si dicono continue in un dato intervallo quelle funzioni che in
tutti i punti dell’intervallo stesso (gli estremi inclusi) sono continue; e si
dicono generalmente continue in un intervallo quelle funzioni che sono di-
scontinue soltanto in un numero finito di punti dell’intervallo stesso talchd
togliendo questi punti con intervalli piccoli quanto si vuole, negli intervalli
restanti esse sono continue.

; ; 1 ; .
Cosi per es. la funzione zsen—, quando si prenda zero pel valore di essa
T
nel punto x=0, & continua in qualunque intervallo; mentre la funzione

1 s <
sen—, qualunque sia il valore che si prenda per essa nel punto =20, & con-

tinua soltanto generalmente in quelli intervalli che contengono il punto x=0.

41.— Noi ci occuperemo ora in modo speciale delle funzioni che sono
sempre finite e continue nell'intervallo finito (x, ) che si considera; e in-
comincieremo percio dall’ osservare che, se f(z) & una tale funzione, pren-
dendo a piacere un numero differente da zero ma arbitrariamente piccolo
e positivo 5, per ogni valore speciale @ di = fra o e B (2 e B inclusi) esistera
una speciale quantita differente da zero e positiva e tale che per tutti i va-
lori di 3 numericamente minori di & pei quali il punto a2 cade nell’inter-
vallo che si considera (z,f) (= e { inclusi) ™ si abbia in valore assoluto

fla+23)—f(a)<o.

# A scanso di equivoei facciamo osservare che noi diciamo sempre di limi-
tarci a considerare i valori di & numericamente minori di = pei quali il punfo a3
cade nell' intervallo dato (z , ) (ze § inclus.), o i punti a4-3 compresi fraa—zea--¢

B

Perd per uno stesso valore di 5 potrd avvenire che il numero & che serve
per certi punti @ non serva pili per altri punti dello stesso intervallo, ma
per questi debba essere diminuito; ed anche nasce il dubbio che, come ac-
cade quando ci si avvicina indefinitamente ai punti di discontinuita per le
funzioni che sono soltanto generalmente continue, anche per le funzioni con-
tinue nello stesso intervallo, coll’avvicinarsi di z a certi punti speciali, e pussa
impiccolire oltre ogni limite senza perd raggiungere mai il valore zero (che
sarebbe cosi soltanto il limite inferiore di tutti i valori ¢).

In altri termini, si ha qui il dubbio che in certi casi non esista un nu-
mero e differente da zero che serva per tutti i valori di x da o a B (2 e § inclusi);
ed @ appunto per questo dubbio che dapprima venne da taluno proposto di
distinguere la continuiti di una funzione che & continua in un certo inter-
vallo (=, f) in continuitd wuniforme e continuiti won uniforme, secondochd
per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo 5 esistesse 0 no un
numero differente da zero e positivo ¢ tale che per tutti i valori di & nu-
mericamente minori di = pei quali il punto # 42 cade nell’intervallo dato
(2, f) (= e B inclusi) e per futti i valori di 2 nello stesso intervallo (gli estremi
ancora inclusi) si avesse in valore assoluto f(z-72) — f(x)<Zs.

Poco dopo perd fu dimostrato da Cantor che se f(x) & continua nell’in-
tervallo da 2 a B, per ogni numero s esiste sempre un tal numero e che serve
per tutti @ punti dell’interrallo stesso e quindi la distinzione surriferita, alla
quale era pure necessario di accennare, si rende del tutto inutile.

42. — Questo importante teorema di Cantor si dimostra nel modo seguente.

Consideriamo i valori di # fra o e § (2 e § inclus.) e indichiamo con ¢ (3,2)
un numero & che pel valore speciale di « che si considera gode della proprieta
che per tutti i valori di & numericamente minori di e e pei quali il punto
z-+¢cadefrazefi(z e f inclusi) si ha in valore assoluto f(x--2) — f(x) < 5.

Per la continuiti che noi supponiamo in f(x) questc numero = esistera
e sara differente da zero, perd esso non sard bene determinato perché ogni
numero fra 0 e e potrebbe servire egualmente. Per togliere questa indeter-
minazione, noi fisseremo di prendere per e il limite superiore dei valori die

che cadono nell’ intervallo stesso (u, ) perché, per punti a sufficientemente vicini
agli estremi z e § e in questi estremi, alcuni dei punti a-+% pei quali ¥ ¢ numeri-
camente minore di  usciranno effettivamente dall’ intervallo (a, f).

Si puo osservare infatti che anche se a & sufficientemente vicino ad un estremo
per es. ad «, o & in questo estremo, potrd darsi che debba ancora considerarsi un
numero fisso e positivo ¢ > a—« tale che pei punti a4 @ compresi fra « e a-}-z (a in-
clus.) si abbia numericamente f (a--&) — f (a) < 55 e allora, alcuni dei punti a--%
pei quali & & numericamente minore di : usciranno effettivamente dall’intervallo («, §).
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che rispetto al punto z sono compatibili colle proprieta che devono avere
tutte le e (il qual limite superiore pel teorema del § 16 [pag. xxm] certan?enta
esisterd), e riterremo che e (3, 2) ci indichi questo valore cosl determinato
’ 52 r =
di ¢ pel punto z; e allora questa quantita ¢ (5, #) nell’intervallo (=, ) potra
riguardarsi come una funzione di z. . o )
: Da cid segue che esisterd un limite inferiore )’ pei valori di & (5, z) nell'in-
tervallo stesso (x , F), e esisterd (§ 36 [pag. xLv e seg.]) n.lmbeno u.n.punto J.:l .f rs:
uef(z e finclusi) dotato della proprieta che pei punti di ogni intorno 1 ;c
: - . . L . -
anche arbitrariamente piccolo, il limite inferiore dei valori carnspos)denh i
¢(s, ) & ancora . Inoltre, siccome la funzione f (¥) & sempre continua, per
il p:u\.to £ esisterd un numero positivo e differente da zero £ dlotato ‘dt.alla pro-
prieta che per tutti i valori di 2 numericamente minori di< pei quali il punto
#'+ % cade nell'intervallo dato si ha in valore assoluto f (#'4-&')—f (& ]<§ , @
quindi nell'intervallo (« —¢,2+<) (o nella porzione di esso che c‘ade nel-
Pintervallo dato) le variazioni della funzione saranno sempre numericamente
minori di o . ‘ .
Ne segue che per tutti i punti = che possono considerarsi nell’inter-

: & ; € i isfari alla condizione di
vallo (:d—%,x’+§) un valore per = uguale a 5 soddisfara .
darci in valore assoluto f(z-8)—f(x)<ls per tutte le ,6 numermamm:tt?
minori di questo e e per le quali il punto x-+¢ resta nell'intervallo (z, ,J)‘,
quindi per tutti questi punti « la quantitd ¢ (5, %) definita sopra non potra

inferi = ) il limite inferiore dei valori e(3,2) per
essere inferiore a 51 @ 3! che © il limite inferiore s

gli stessi valori di #, e anche per tutti i valori di « fra o e § (= e § inclusi),

i . B
non potra essere minore di 3

Questo ci dimostra che per tutti i valori di = compres.i nell‘interf'aﬂc:
(2,B) (gli estremi inclusi), e per tutti i valori di & numericamente minori
dif;; e pei quali il punto x-4-3 cade nell’ intervallo stesso (x, ) si ha in
val;re assoluto f(z+28)—f (x) <s; quindi il teorema resta‘cusi ‘dimostrato:

43. — Notiamo che dal teorema precedente risulta subito I’ altro che:
Se una funxione f(x) ¢ continua in tutto un intervallo .(1 , B), prendendo un
numero positivo e arbitrariamente piccolo s, m’-. g.mim se:‘npre s.:-m‘uporre
I intervallo totale (= ,B) in un numero finito di intervalli pa.r:m.h suffi-
cientemente piccoli, ma tutti di ampiexza differente da zero, Fm‘a .chef lf‘:
oscillaxioni della funxione in ciascuno di essi siano tutte minori di o;
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giacchd se ¢ & il numero di cui abbiamo mostrato sopra Iesistenza che
serve per un numero ¢ inferiore a —; y in ogni intervallo inferiore o uguale

a e le oscillazioni della funzione non saranno mai superiori a 2 o' (§ 37
[pag. xuvn]), e quindi saranno tutte inferiori a .

44. —Le funzioni continue in un dato intervallo godono anche di altre
proprietd che per molto tempo si ritennero come di una evidenza imme-
diata, ma che esigono pur nonostante una dimostrazione. speciale quando si
voglia fare uno studio rigoroso delle stesse funzioni.

Queste proprietd sono contenute nei seguenti teoremi, dei quali il primo,
il terzo e il quarto si riferiscono piit generalmente anche alle funzioni che
sono continue soltanto in un punto.

Teorema L. Se una funxione f(x) ¢ conlinua in un punto determinato
a ed ¢ conosciuta in un gruppo di punti dei quali ¥’ é soltanto un punto-
limite, essa sara determinata anche nel punto z'.

Infatti, se questo accade e «,,0,,...,2,,... sono punti del gruppo dato
disposti in modo che col crescere di » vadano sempre pii avvicinandosi
ad ', i valori (), f(%) e,y [ (), - s (%agp) s - SONO conosciuti, e pel
teorema di Cauchy (§ 23 [pag. xxxm]) hanno un limite determinato percha,
a causa della continuita di f(z), le differenze f (%ntp) — [ (), qualunque sia
il numero positivo p, col crescere indefinito di n finiscono per divenire
e restare poi sempre numericamente minori di qualunque quantitd data.

Ora se A & questo limite, nel punto 2’ sard f(z’)=A, perchd se po-
tesse essere per es. f(#)=DB, con B differente da A e per es. A<B, in-
dicando con . un numero qualunque compreso fra A ¢ B (A e B escl) e
con n'un numero tale che per n>>n' i valori f(,) fossero sempre vicini
a A pii di quello che lo sia il numero %, questi valori si manterrebbero
discosti da B, ciod da f(«), pit di B—), e quindi f(z) non sarebbe con-
tinua nel punto 2/, perchd non esisterebbe un intervallo (2/+:, a2’ ), 0
(z'—e, 2'+-¢) nel quale fosse sempre f (x) — f (x') <~ B —1 in valore assoluto.
Il teorema & dunque dimostrato.

Da questo teorema si deduce immediatamente come corollario che:

Se una funxione f (x) é continua in un certo intervallo (x ,B) ed ¢ cono-
sciuta nei punti di un gruppo infinito G, essa ¢ determinata anche nei
punti di tutli i gruppi derivati di .

45. —Di qui poi si ha subito il seguente:

Teorema I1. Se una funxione f (x) é continua in un certo intervallo («,B)
ed ¢ conosciuta soltanto nei punti di un gruppo G di seconda specie di cui
il primo gruppo derivato G’ contiene tutti i punti dell intervallo, essa sard
determinata anche negli altri punti.
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E cosi in particolare si pud dire che: Se la funxione f(x) ha uno stesso
valore A tn tutti @ punii di un gruppo G come quello ora considerato, essa
sara uguale ad A in tutto Uintervallo; e se una funxione f(z) continua
fra o e B é conosciuta in tutti @ punti raxionali dello stesso intervallo, essa
sara delerminata anche nei punti irraxionali; come anche: se due funxioni
continue nell’ intervallo (o, B) sono uguali in tutti i punti del gruppo G
di seconda specie ora indicato, esse saranno uguali anche in tutti gli altre
punti.

46. — Toorema 1II. Se una funxione f(z) é continua in un punto ',
¢ in punti discosti da &’ meno di qualunque quantila arbitrariamente pic-
cola data prende il valore A o valori che numericamente differiscono da A
meno di qualunque quantita data, si avra f(x')=A, giacchd se fosse
per es. f(2)=B, con B differente da A, f(z) nel punto x’ non sarebbe
continua.

47. — Teorema IV. Se f(x) é continua in un punto x’ e coll’avvicinarsi
indefinitamente di x ad ' da una parte di a' finisce per non essere mai
maggiore di A, mentre coll’ avvicinarsi di x ad o' dall'altra parte di o' fi-
nisce invece per non essere mai minore di A, essa nel punto o’ prendera
il valore A. -

B chiaro infatti che se non fosse f(«)=A, da una parte di 2’ la fun-
zione f(x) — A coll’avvicinarsi indefinitamente di z ad 2’ finirebbe per es-
sere sempre positiva o nulla, e dall’altra finirebbe invece per essere sempre
negativa o nulla, e in 2’ non sarebbe zero, e quindi almeno da una parte
di 7 questa funzione f(x) — A non sarebbe continua, cid che & contro I'ipotesi.

" 48, — Teorema V. Una funxione f(x) che in un dato intervallo (2, )
¢ continua ¢ non ¢ costante, prende sempre effettivamente nello stesso in-
tervallo il valore massimo e il valore minimo; ciod esiste sempre nell’in-
tervallo (gli estremi inclusi) almeno un punto determinato ' nel quale la
funzione ha un valore che non & inferiore a nessuno dei valori che essa
ha in tutti gli altri punti dello stesso intervallo, ma & invece superiore ad
alcuni o a tutti questi valori; e esiste pure nello stesso intervallo almeno
un punto determinato 2 nel quale il valore della funzione non & superiore
a nessuno dei valori che essa ha in tutti gli altri punti, ma & invece infe-
riore ad alcuni o a tutti questi valori stessi (Weierstrass) ™.

Indichiamo infatti con 7 il limite superiore dei valori della nostra fun-

# Osserviamo che per le funzioni che non sono sempre continue nell’inter-
vallo (, B) non pud darsi che il teorema del § 36 [pag. XLv] poiché per esse il
massimo e il minimo possono evidentemente non esistere.
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zione [ (x) nell’intervallo dato da « a 3 (gli estremi inclusi). Questo limite
superiore esisteril, ed esistera anche (§ 36 [pag. x.v]) almeno un punto '
dotato della proprieta che pei punti di ogni suo intorno, anche arbitraria-
mente piccolo, il limite superiore dei valori di f(x) & ancora 2; quindi pel
teorema III si avrd evidentemente f(x')=3, e percio & sard un massimo.

In modo simile si prova l'esistenza del minimo, e percid il teorema puo

dirsi completamente dimostrato.
/N 49. — Teorema VL. — Se f(x) ¢ una funxione continua nell’ intervallo
(a,B) e in questo intervallo prende anche valori numericamente minori di
qualunque quantita data, essa per un valore determinato di z nello stesso
intervallo prendera effettivamente anche il valore xzero.

Per il teorema precedente infatti, la funzione f* (z), che & pure continua fra
a e[ (§ 39 [pag. xtvm]) e non & mai negativa ammettera un minimo che sara
al tempo stesso il limite inferiore dei valori che essa ha fra o e (2 e § inclusi).
Ma per le ipotesi fatte nell’ enunciato questo limite inferiore & zero, quindi
esiste fra « e § (2 e £ inclusi) un valore determinato di # pel quale f(z)=0.

50. — Teorema VII. Se la funxione f () é continua fra o e § e in questo
intervallo prende anche valori numericamente vicini quanto si vuole ad una
quantita determinata A, essa per un valore determinato di x nello stesso
intervallo prendera effettivamente anche il valore A.

La funzione f(x)— A infatti, nell’intervallo dato, prendera anche va-

lori numericamente minori di qualunque quantitd data, e quindi (teor. prec.)
per un certo valore ' di x in questo intervallo (gli estr. inclusi) prendera
anche il valore zero, e si avra percid f(z)=A.
X 51. Teorema VIII. Se la funxione f(x) ¢ conltinua fram el e per un
valore a di x compreso in questo inlervallo (= e 3 inclusi) ¢ positiva, menire
per un valore b di x nello stesso intervallo (s ¢ B pure inclusi) ¢ negativa,
per un valore determinato di x fra a e b prendera il valore zero.

Supponiamo infatti per es. «<Zb, e formiamo il gruppo dei valori posi-
tivi di f(z) fra @ e b (a incluso) e indichiamo con A il limite inferiore di
questi valori. Siccome f(z) & continua fra @ e b, pel teorema precedente
esisterd fra @ e b un punto 2’ pel quale f(x)=A, e percid per dimostrare
il teorema enunciato bastera dimostrare che A deve essere uguale a zero.

Ora, ammettendo che A sia differente da zero, pel teorema dato sopra al § 43
si potrd trovare un numero differente da zero e positivo & col quale si potra
dividere 1’ intervallo (a,b) in pil intervalli successivi (¢, a--¢), (@42 ,a4-2¢),
(a 42z, a+3:), ... in ciascuno dei quali le variazioni di f(z) siano minori
di A in valore assoluto; e poiche ¢ & differente da zero, il numero di questi
intervalli sara finito, e 1'ultimo di essi (@4me,b) potri anche essere di
ampiezza minore di &.
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Ora considerando il primo di questi intervalli (‘a,a-l-e)‘ e os\smando
che f(a)>A, si vede subito che in esso 1u funzione f(x) 3808 sen:::]i:‘l::
positiva, e quindi non inferiore ad A, e percid anc!w f(a—+z) sard posi A
e non inferiore ad A. Considerando poi il secondo mterv.al.la (a +sf a‘—f— g
si conclude subito che anche in esso f(x) & sempre pos.ntwa e q'uuf{h non
inferiore ad A, e sard percid f(z-2¢) > Aje cosl continuando si gu‘n?ge a
concludere che, quando A fosse differente da zero, (a_:} sarebbe positiva e
non mai inferiore ad A in tutto 'intervallo, e in part]co}s.\re an'che i {b? sa-
rebbe positiva e non inferiore ad A, cid che & c-untr(f l‘lpo-t.em. Cor‘w:an.el
dunque ammettere che A sia zero, ¢ f (z'y=0; e poich® ev ldentf,-me,jr ei:}
punto ' non pud trovarsi n¢ in a né in &, il teorer?a resta cosi :hmo‘s ; i
- 52, — Teorema IX. Se la funxione f(x) é conlinua frv'a a} efBe .m ue
punti a e b di questo intervallo (u e § inclusi) prende valori d:ﬁ'.:zrenta AeB,
essa per uno o pin valori determinati di  fra aeb prendera qualunque

compreso fra A e B. "

mwéin(s}iderafdo in’f-atti la funzione f (r)—C, si vede subito che.l 51:101 va-
lori per z=a e x=> sono di segno contrario; e si Foncluc?e gxlmdl (teolr.
prec.) che fra @ e b esistera almeno un valore determinato x di = pel quale
i avra /Y — C=0, ossia [(z')=C.

i “;;‘.‘i(;ir questo ,teoremafpr)i e per quello del § 48 si ha subito anche
! E?I‘g;‘;?‘:zs; X. Se la funxione f(x) é continua fra o e, in questo t'-‘?‘ifej?‘-
vallo prendera almeno una volta per un valore dei?rmifm.to dellfz t-'am.zbahte
un valore qualunque compreso fra il massimo e il minimo dei valori che
essa ha nell'intervallo stesso.

54. » Teorema X1. Se la funxione f(z) ¢ conlinua nell intervallo (a.,f) e
in aleuni intorni di uno dei due estremi, per es. di o, ¢ costante e_* uguale
ad A, senxa pero essere costante in tutto U intervallo (»,f), e st ha per
esempio o<, esisterd nellinterno dell’ intervallo stesso Tm p:mto.determh
nato « dotato della proprieta che mentre fra o ex’ (¥ mc.'h:;so] st ’ka sem-
pre f (x) = A, in qualunque intervallo (x' , 2'-¢) fzdesb:a diz' e c?ll estremo
inferiore in ¥ esisteranno sempre dei punti z pei qual Doiv. sord flz)=A.

Col solito processo infatti della divisione successiva dell’intervallo l.m‘, B,
pel quale supporremo «<Z f, in intervalli ciascuno meta del precedente, s1.mcc-
minci a dividere I'intervallo stesso in due intervalli (= ,7) e (1,£) segnan‘do il suo
punto di mezzo +; e se fra o e 7 la funzione che si considera f (-.r? ‘:n'ra sem‘pre
il valore A — con che pel teorema del § 46, a causa della continuita, anche in ¢
avra questo valore — si prenda a considerare il secondo intervallo (7, §) ne‘l
quale la funzione non saréd sempre uguale ad A, mentre se fr.a 2 e essa avri
anche valori diversi da A si prendera a considerare il primo intervallo («, 7).
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Supposto ad es. che si debba cosi considerare I'intervallo (y,f) si pro-
cederd su questo come si & proceduto sul precedente (s, ), dando luogo
con ¢id ad un terzo intervallo da considerarsi pel quale si procederi al modo
stesso; e cosl continuando si formeranno le solite due classi contigue di
punti dotate della particolariti che indietro a ogni punto della prima classe,
@ in questo punto, la funzione avri sempre il valore A, mentre fra ogni
punto o, della prima classe e il punto corrispondente §, della seconda vi
saranno sempre dei punti nei quali f(x) ha valori diversi da A.

Queste due classi di numeri definiranno dunque un numero «’ che godra
della proprieta che nei punti a sinistra di 2’ vicini quanto si vuole a z’, e
quindi anche in questo stesso punto &/, la funzione avra sempre il valore A,
mentre in intorni a destra di «’ comunque piccoli avra anche valori diversi
da A; e poiché evidentemente questo punto z’ non potra coincidere né
con o né con { e sard interno all’intervallo (o, f), il teorema resta comple-
tamente dimostrato. ’

55. — Da questo teorema risulta evidentemente che se fra aefi (2 e
f inclusi) esiste un punto determinato ' dotato della proprieta che in un in-
tervallo arbitrariamente piccolo che ha questo punto nel suo interno o anche
soltanto in un estremo, la funzione f(x), che supponiamo continua fra o e -
ha sempre uno stesso valore A, esistera una porzione determinata dell’in-
tervallo («, ), alla quale apparterra il punto 2, e pei punti della quale si
avra sempre f(xr’)= A, mentre fuori di questa porzione anche per punti
vicinissimi ai suoi estremi non sara sempre f(z)=A™; e per brevitd di

locuzione una tal porzione dicesi tratto di invariabilita della funxione, e
diconsi punti di invariabiliti i punti di essa, come in particolare poi diconsi
punti limiti di invariabilita i punti estremi della stessa porzione.

E osserveremo che una funzione continua fra o e f e che non sia co-
stante in tutto questo intervallo potra avere nello stesso intervallo dei tratti

(*) Se la nostra funzione 7 (x) fosse discontinua nell'intervallo (a , B) nel quale
si considera, e in questo intervallo vi fosse un punto determinato =’ negli intorni
arbitrariamente piceoli del quale anche soltanto da una parte (lo stesso punto o'
al pii escluso) la funzione avesse sempre uno stesso valore A, allora, fatta astra-
zione dalle discontinuitd che possono togliersi, quando ve ne siano, con un proce-
dimento del tutto simile a quello tenuto sopra si dimostrerebbe ancora che esiste
una porzione determinata dell’ intervallo, alla quale appartiene il punto =, per ogni
punto della quale salvo tutt'al piu negli estremi si avra sempre f(z)= A, mentre
fuori di questa porgzione anche per punti vicinissimi ai suoi estremi non sara sem-
pre f(x) = Aj; talché si avranno ancora i tratti d' invariabilita quando si faccia
tutt’al piu astrazione da cid che avviene agli estremi di questi tratti e dalle di-
scontinuith che possono togliersi, quando ve ne siano.
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di invariabilitd, e il numero di questi tratti potrd anche essere infinito. E
poich il valore della funzione in un punto qualungue di un tratto di inva-
riabilita & lo stesso di quello che essa ha nei punti estremi, potremo talvolta
fare astrazione dai tratti di invariabilita, e limitarci a considerare i punti
limiti di invariabilita.

Osserviamo ora che se in un intervallo («, ) la funzione continua f(x)
non é costante e o e § non sono suoi punti di invariabilitd, questo inter-
vallo potra sempre scomporsi in due altri intervalli (o, o), (% , f) in ciascuno
dei quali f(x) non sari costante. Lo stesso accadrd se uno o tutti e due
i punti « e § sono punti di invariabilita della funzione, poiche allora se o ef
sono i punti limiti di invariabilita corrispondenti ai tratti di invariabilitd cui
appartengono i punti « e [, essi saranno evidentemente distinti, e basterd
prendere per o, un punto compreso fra questi punti o' e '; quindi poiche
ciascuno dei due intervalli ottenuti pud alla sua volta scomporsi in due altri
intervalli nei quali £ (x) non & costante, si puo dire evidentemente che se f (z)
nell’intervallo (z, ) non ha sempre lo stesso valore, questo intervallo potrda
scomporsi in un numero grande quanto si vuole di intervalli parziali in cia-
scuno dei quali f(x) non avra sempre lo stesso valore.

56. — Sulle funzioni che sono continue in tutto un intervallo (a,f) e
non hanno sempre lo stesso valore presenteremo ora altre osservazioni che ci
condurranno poi ad una classificazione molto importante delle stesse funzioni.

Ricordiamo percio che pel teorema del § 48 una qualunque f(x) di queste

funzioni ammette sempre nell’intervallo dato (x, ) (gli estremi inclusi) un

massimo M e un minimo # fra tutti i valori che essa pud prendere nell’in-
tervallo stesso. In questo massimo e minimo perd si ha soltanto il piti grande
e il pil piccolo fra tutti i valori che la funzione pud prendere fra « e f
( e B inclusi); ma si potranno avere fra = e § anche altri massimi e mi-
nimi in base alle considerazioni seguenti.

Supponendo che 2" non sia un punto di invariabilita della funzione nel-
I'intervallo («,f) (« e § inclusi), diciamo, come & naturale, che nel punto @’
la funzione & massima o minima quando il valore f(z') che essa prende in
quel punto & il massimo o il minimo respettivamente fra tutti i valori che
essa prende in ogni intorno sufficientemente piccolo del punto stesso. Questo
punto 2’ pel ricordato teorema del § 48 esistera sempre per ogni intorno, e
ne potra anche esistere pit di uno, potendo perd trovarsi in uno o in tatti
e due gli estremi dell’intorno.

E se (r,,x,) & un tratto di invariabilita della funzione, si dira che la
funzione & massima o minima in ogni punto z’ di questo tratto e anche in
tutto il tratto quando il valore che essa ha nel tratto stesso & il massimo
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o il minimo respettivamente fra i valori che essa prende in ogni intorno
sufficientemente piccolo di uno o di tutti e due i punti limiti di invariabi-
lita @, ,z, dello stesso tratto secondoch® uno solo o tuiti e due questi punti
cadono nell’interno dell’intervallo (« , ). Fuori di questi casi in un punto
0 in un tratto di invariabiliti della funzione non si avranno né massimi
nd minimi. '

A scanso di equivoei poi chiameremo massimi e minimi assoluti della
funzione nell’intervallo («, ) i numeri M e m considerati sopra, e con queste
denominazioni sara da osservare che anche questi massimi e minimi asso-
luti corrisponderanno sempre respettivamente a massimi e minimi della fun-
zione, sia che i punti corrispondenti a questi valori siano punti di invariabi-
lita della funzione o non lo siano. Inoltre potra darsi che fra e e § (x e £ inclusi)
non vi sia che un sol punto o un solo tratto di invariabilita di f(z) nel quale
questa funzione abbia un valore massimo e questo allora sara M, e potri
darsi che non vi sia che un solo punto o un solo tratto nel quale essa abbia
un valore minimo e questo sard m; come potri darsi anche che fra « e §
esistano pitt punti o pin tratti nei quali la funzione & massima o minima,
e in questo caso tutti i valori massimi e minimi della funzione che cosi si
avranno saranno compresi fra M e m, o saranno uguali respettivamente a
questi numeri, e dei massimi alcuni (differenti da M) potranno anche essere
uguali a dei minimi (differenti perd da m).

57. — E poiche, pel ricordato teorema del § 48, in ogni porzione dell’ inter-
vallo (z, ) che non appartiene tutta ad un tratto di invariabilita, esistono
sempre dei punti o dei tratti determinati, nei quali la funzione ha il mas-
simo M e il minimo m dei valori che essa pud prendere nella stessa por-
zione, e si ha M™>m, si conclude che se fra un massimo e un minimo della
funzione (punti o tratti) non si hanno altri massimi o minimi, essi non po-
tranno essere uguali; e se in due punti o tratti non appartenenti allo stesso
tratto di invariabilita la funzione avra due massimi, fra essi dovra esistere
almeno un punto o un tratto determinato nel quale la funzione ha un mi-
nimo inferiore ai massimi stessi.

Ne segue che se la funzione avria massimi e minimi in punti o in tratti
delerminati, percorrendo Iintervallo per es. da « a 3, da un punto o da un
tratto dove la funzione & massima non si passera ad un altro punto o ad un
tratto dove essa & pur massima senza incontrare almeno un punto o tratto nel
quale essa ha un valore minimo inferiore al massimo da cui siamo partiti. Inol-
tre in tutto I'intervallo fra un massimo e un minimo quando siano consecutivi
la funzione sara tale che dividendo in due 1’intervallo con un punto qua-
lunque preso in esso, negli intervalli che si otterranno essa avrd sempre il
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massimo in principio e il minimo in fine, o in altri termini nell'intervallo
totale dal massimo al minimo la funzione andria sempre decrescendo o ri-
marrit costante soltanto in alcuni tratti, e potra anche restare costante in
un numero infinito di tratti.

Viceversa da un minimo a un massimo consecutivi la funzione andra sem-
pre crescendo o restera costante in alcuni tratti; e noi ora per indicare questo
passaggio da un massimo a un minimo consecativo o viceversa, diremo che
la funzione fa wna escillaxione, e chiameremo ampiexza della oscillaxione
la differenza fra il massimo e il minimo corrispondenti, riservando perd an-
cora il nome di oscillaxione di una funzione continua in wun dato intervallo
alla differenza fra il massimo e il minimo dei valori che essa prende in
questo intervallo (§. 37 [pag. xLvu]).

58. — Osserviamo poi che se un punto r=a fra o e § (x e § inclusi)
non & un punto di invariabilita e in esso la funzione f(x) ha un massimo
0 un minimo, dovri esistere un intorno (@—=z,a--¢") di questo punto tale
che per tutti i punti a4 ¢ e @a—¢& che cadono respettivamente a destra e
sinistra di @ nello stesso intorno le differenze f (a--¢) — f(a), [ (a—2) — f (a)
siano sempre negative o nulle, o sempre positive o nulle respettivamente,
senza perd esser sempre nulle nd le une né le altre. E se il punto x=a
appartiene a un tratto di invariabiliti e in esso si ha un massimo o un mi-
nion, le differenze precedenti dovranno soddisfare alle stesse condizioni in
un intorno (@ —e, a--¢') di questo punto che contenga nel suo ¢nferno uno
0 tutti e due i punti limiti di invariabilita, secondoché uno solo o tutti e
due questi punti cadranno nell’ énferno dell’ intervallo (2,f); e se infine
p'er: z=a non si avri n¢ un massimo né un minimo, allora non sarda pos-
sibile di soddisfare a queste condizioni, e, qualunque siano gli intorni
(a—e ,‘a-|- ¢') che si prenderanno, le differenze corrispondenti f (a+-¢)—f(a) ,
f(a—&) — f (a), dove saranno differenti da zero, non saranno sempre tutte
dello stesso segno.
mul:}rzlid?:f:r;;:l;a co:a:;l:r::‘:t ,1;;1 punto r=a, che .m?n a[?p:.arten.ga ‘a un
ge:s y0¢ pill sia un punto limite di invariabilita,
s; \puu nssermre che per quanto piccolo si prenda un numero positivo e, po-
coﬂ; ;Z:j::;e :;e :;zr?lze;o de!l? 'c.ilﬁ‘eraflze f [a‘—|— 2)—fla), fla—E2)—f (a),

: ] positivi e minori di e, senza essere sempre zero
PF!' tuttl‘ questi valori di &, divenga perd sempre uguale a zero per alcuni
i;ﬁq::i:r;i{::;eov :;?:i continuamente dJ segno co{ variare di , o anche
% pemers a crescendo ora diminuendo in valore assoluto col-
1 1mp1cco¥1re sempre pilt di ¢; in modo ciod che fra 0 e ¢ (0 escluso), per
(uanto piccolo sia ¢, esistano sempre dei valori &, di & pei quali il valore
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assoluto di quella differenza & minore del valore assoluto della stessa diffe-
renza per alcuni valori di & inferiori a ¢,. Allora la funzione f (x) per r=a
avrd 0 non avrd un massimo o un minimo; ma sempre perd nell’intorno
del punto a, a destra o a sinistra o da ambedue le parti secondochd le dette
singolarita si presenteranno per I'una o per I’ altra delle due differenze
fla+8) —fl(a),fla—&) —[la) o per tutte e due, la funzione stessa avra
un numero infinito di massimi e di minimi (in un numero infinito di punti
o di tratti).

Riteniamo infatti che le dette singolarita si presentino per es. a destra
di a, e sia & uno degli indicati valori di &; e consideriamo il massimo e
minimo assoluto di f(x) fra @ e a4+, (@ ea+7 inclusi).

Supponiamo = gia sufficientemente piccolo; si vedra subito che se f (@)
& un massimo di f (), esisteri sempre nell interno dell’intervallo stesso
(a,a-2,) un punto o un tratto determinato cui corrispondera il minimo
assoluto di f(z) fra @ e a-+3,, perchd per certi valori di & inferiori a 2, il
valore assoluto della differenza f (a--2) —f (a) (che ora & negativa) sard mag-
giore del valore assoluto della differenza f(a+-2)—/(a). Similmente si ve-
dré che, se in @ si ha un minimo di f (x), nell’ interno dello stesso intervallo
(a,a-2,) esisterdi un punto o un tratto determinato nel quale si ha il
massimo assoluto di f(x), e parimenti, se in a non si ha né un massimo né
un minimo, in un punto o in un tratto determinato nell’interno dello stesso
intervallo si avra ancora il massimo o il minimo assoluto di f(x); talchd
in ogni caso, per quanto piccolo sia g, esisteri sempre un punto o un tratto
determinato fra @ e a--z (@ e a-z esclusi) cui corrisponderd un massimo
o un minimo di f (x).

Prendendo ora per ¢ un valore z, minore di ¢ e tale che fra @ e a4, non
sia contenuto il punto o il tratto che ora abbiamo determinato (neppure
in parte), si giungeri alle stesse conclusioni per lintervallo (a,a-=); e
cosi continuando si vede chiaramente che il numero dei massimi ¢ minimi
(punti o tratti) che si avranno in qualunque intervallo (@, @+-¢), per quanto
piceolo sia g, sard sempre infinito; e volendo, si potri anche costruire quel
numero che piit ci piace di punti o tratti corrispondenti agli stessi massimi e
minimi.

Viceversa, se si osserva che quando una funzione ha un massimo 0 un
minimo in un punto #nterno di un intervallo (x, ), o in un tratto deter-
minato {futto contenuto nell’ interno di gquesto intervallo, essa col variare
di # da « a { in alcuni tratti deve andare crescendo e in altri decrescendo, si
potra dire evidentemente che quando in ogni intorno di un punto @ a destra
0 a sinistra, o dalle due parti la funzione f(z) ha un numero infinito di
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massimi 0 di minimi (punti o tratti), I'una o I’ altra delle due differenze
flat2)—fla)e fla—2)—f(a) o tutie o due presenteranno le singolarita
dette sopra.

59. — Queste osservazioni conducnn:} a notare l'esistenza di funzioni con-
tinue che nell’intorno di punti speciali (come per es. il punto z=0 per la

1
funzione = sen— infini i imi inimi
e xsen_ hanno un numero infinito di massimi e minimi (punti o

tratti) o fanno un numero infinito di oscillazioni,

In particolare poi ci permettono anche di notare che se una funzione
f(z) & continua in un dato intervallo e un estremo di questo intervallo non
& un puuto‘ di invariabiliti, essa nello stesso estremo o saria massima o
mfnfma:\, 0 in ogni intorno di esso avra un numero infinito di massimi e
I]l]r{lml (punti o tratti); e nel caso"che la funzione abbia dei tratti di in-
variabilita, la stessa osservazione potra farsi pei punti estremi di questi
tratti.

. 60. — Inoltre per le stesse osservazioni le funzioni che sono continue
in un dato intervallo finito potranno distinguersi

a). in funxioni che nello stesso intervallo hanno un numero finito di
massimi e di minimi (punti o tratti) o un numero finito di oseillazioni;

b}. in funxioni che nello stesso intervallo hanno un nuwmero infinito d;'

massimi e di minimi o di oscillaxions.
‘ E pe?r le prime, come ora mostreremo, i massimi e minimi sarauno sempre
in pul‘lFl 0 tratti determinati dell’intervallo dato che potranno effettivamente
trovarsi; mentre per le seconde potra avvenire che essi si aggruppino (in
‘numem infinito) negli intorni di un numero finito di punti speciali soltanto
in modo che, tolti questi punti con un numero finito di intervalli pieco];
(!ufmto si vuole, negli intervalli restanti la funzione abbia soltanto un numero
h.mto di massimi e minimi (punti o tratti); e potra anche avvenire che essi
8 trovino aggruppati negli intorni di un numero infinito di punti dello stess;o
intervallo, e in modo anche che almeno da certe porzioni dell’intervallo
stesso non sia possibile isolare nessun intervallo nel quale cada soltanto un
numero finito di massimi e di minimi.

61..— Che i massimi e minimi delle prime delle dette funzioni che noi
Supponiamo continue siano sempre in punti o tratti determinati dell’inter-
\"allo dato, che possono anche successivamente trovarsi, risulta con tutto il
rigore dalle considerazioni seguenti.

Premettiamo che tenendo conto della denominazione di suceessioni mo-
notome gia introdotta al § 27 [pag. xxxvi] diremo ancora con C. Neumann
per breviti di linguaggio, che il corso o ' andamento di una funzione f [:c):
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continua o no, & monotono, o pilt semplicemente che la funzione & monotona
in una porzione di un certo intervallo (z,f), che potrda essere anche 1'in-
tiero intervallo, quando essa col passare della variabile « da un estremo al-
l'altro della stessa porzione non & mai crescente (ciod decresce o resta im-
mutata) 0 non & mai decrescente.

In ogni punto ¢ della porzione medesima (gli estr. incl.) una tale fun-
zione sard continua o avra soltanto una discontinuita ordinaria (§ 82 [pag. xuu])
perchd negli intorni di quel punto essa non pud fare infinite oscillazioni;
e considerato per es. un intorno a destra di ¢ che sia sufficientemente pic-
colo ma che esca dal tratto d’invariabiliti corrispondente quando e sia un
punto d’invariabilita della funzione, & certo che, coll'avvicinarsi indefinita-
mente di # a e (o all’estremo superiore del tratto d’invariabiliti) a destra,
la nostra funzione f(x) dove non resférd invariata dovra finire per variare
sempre in un senso (essere sempre crescente cioé o sempre decrescente),
percha altrimenti in quell’intorno essa farebbe un numero infinito di oscillazioni.

In altri terminiequalunque sia il punto ¢ preso a considerare, dovri
esistere uno degli indieati snoi intorni a destra, sufficientemente piccolo ma
diverso da zero, nel quale la funzione col muoversi di x verso ¢, dove non
@ invariabile va sempre crescendo o sempre decrescendo, per es. sempre cre-
scendo, e quindi se in ¢ la funzione f(x) sard continua almeno a destra, il
valore f(¢) — dovendo essere il limite di f(z) a destra — verrit ad essere
il limite superiore dei valori di f(x) fuori di ¢ in quell’intorno: e quindi,
a causa della continuita di f(z) nel punto ¢ a destra, f(c) sard al tempo
stesso il massimo dei valori di f () nello stesso intorno; e in questo la fun-
zione sara monotona.

Le stesse particolariti si avranno per gli intorni del punto ¢ a sinistra
quando in ¢ la funzione sia continua almeno a sinistra; e quindi se ¢ sara
un punto interno alla porzione d’intervallo che si considera e in essa la
funzione sarii continua, esisteranno st a destra che a sinistra intorni di e
sufficientemente piccoli ma finiti, in ciascuno dei quali considerati separa-
tamente la funzione sard monotona: ma il suo valore f(¢) in ¢ potra figu-
rare come massimo quando si considera in confronto ai valori che la fun-
zione ha negli intorni da una parte e come minimo quando si ha riguardo
ai valori che essa ha dall'altra parte.

62, — Cid premesso, si consideri una funzione f(r) che sia finita e con-
tinua in tutto un intervallo («,f) pel quale supporremo ad es. a<T[; e si
ammetta di sapere che in questo intervallo essa ha un numero finito di mas-
simi e minimi (punti o tratti) o un numero finito di oscillazioni, senza perd
essere monotona in tutto I'intervallo perch® una funzione che avesse questa
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particolariti o sarebbe sempre costante, o varierebbe g£ia sempre in un sen
dove non restasse invariata nel passare da un estremo all’altro dell’ ini:&Eio
vallo, e quindi avrebbe gia il suo massimo (punto o tratto) i .
e il minimo successivo nell’altro. et
S'immagini allora diviso per meta col punto §, I'intervallo totale (x , )
fonnf.ndo cosi i due intervalli parziali (x,8,) e (3 ,8). h
;\’el punto @ per le considerazioni fatte nel paragfnfo precedente la nostra
fl.mzmne avri necessariamente un massimo o un minimo (punto o tratto)
rispetto ai valori che essa ha in un intorno sufficientemente piccolo di = a
destra, e noi, per fissare le idee, supporremo che vi abbia per es. un massi; ]
e potrd darsi che nel nuovo intervallo (« B la nostra funzione risulti Dﬁ'
munotuna‘,; mentre se questo non sara si dividera 1’intervallo stesso (= p)gi:n
due nuovi intervalli uguali (z, &) e (%, f1) segnando il suo punto di me;z::nﬁ ]
e s? neppure nelli intervallo (v, ) la funzione risulterda monotona si div!i-'
dfal'fl.anf:ora per meta questo intervallo, e cosl si continuerd con successive
dms‘mm ]?el- meti, finché si giungerd a un intervallo (=, ) mel quale la
funzione risultera monotona mentre nell’ intervallo precedente («, &,_,) non 1
em‘; e' questo intervallo dovra trovarsi dopo un numero finito A,r :‘ihltali 0 :
1'a.zlou1 successive, perche, per quanto dicemmo nel paragrafo precedenfa
esistono intorni di « a destra sufficientemente piccoli mabdz-'a.-ersz' da !
nei quali la funzione & monotona. -
’ Ora se il punto §, venisse ad appartenere a un tratto d’invariabilita che
si protrae:asc a destra di 3, questo tratto d’invariabilita dovrebbe terminare
:rfjl:j :'i,: le; ,;'L_l;z?.u nl::) rjiiizmpbul:lto Ix pn’ma. di {5,,__,: perché se y, arrivasse
. i * monotona in tutto il tratto (x, §,_,), il che &

contro il supposto; quindi nel caso che il punto . appartenga cﬁ‘etﬁ‘vam t
al detto tratto d’ invariabilita potremo sostituire all’ intervallo (« , ) l'inet11 :
vallo maggiore (2, 7,) considerando allora i due intervalli (=, }’om(a B -
nel primo dei quali la funzione sara monotona mentre ne]l‘in‘te:va.llo ey
non lo sari. ’
(.Ionsidemta nell’intervallo (x, ) o, secondo i casi, nell’altro («,v,) la
ffmzm.nc avendo un massimo (punto o tratto) in « avra il minimo {s}u‘(:ces—
sn"o? in ,?1.,\ 073 € sempre per le considerazioni del paragrafo precedente ne-
gli intorni a destra di Bx 0 di v, quando siano sufficientemente piccoli sari
pure monotona, e avra in f, o in v, un minimo o un massimo rispetto ai
valori che essa ha in quegli intorni a destra. e
‘ Se questo valore sara un minimo, esso sarda anche un minimo (assoluto)

l‘lspettol ai piccoli intorni completi di B, o 4, e allora, poiché da 2 a g, 0 a
la funzione & monotona, sari gid trovato il primo dei tratti dstermz'md; che :‘:

sFr)
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cercavano nei quali la funzione considerata nell’intiero intervallo (« , f) passa
da un massimo a un minimo successivo, e il detto tratto sard (=, ) 0 («, 7).

Se poi il valore di f(z) nel punto By 07, sard invece un massimo ri-
spetto ai valori della funzione nei punti di quegli intorni a destra di B, o 7»
nei quali, come abbiamo detto, sari pure monotona, allora nell’intervallo
(Bs , Bay) 0 nell’altro (7, , Bxoi) la funzione non potra essere monotona, altri-
menti essa verrebbe a risultare monotona (e non crescente) nell’intiero in-
tervallo (x,B,_); quindi potremo operare sul nuovo intervallo (B, , Bx) ©
(7x y Ba—y), che sard al pilt la meta del primitivo (z,{), come si & operato
su questo.

Si formera cosl un nuovo intervallo (% ,#'x) © (1x ; ') nel quale la fun-
zione sardi monotona e si comporterd come si comportava nell’intervallo
(2,B) © (2,7:), ciod in esso sard mon crescente per modo che allora si
potra considerare 1'intervallo (=, #'k,) invece dell’ intervallo precedente (x,B,)
o {2,%), perchd in esso la funzione sard ancora monotona; e se g ap-
partenesse a un nuovo tratto di invariabilita che si protraesse a destra di By,
fino ad un punto 7', prima di §,—1, si considererebbe invece I intervallo
(27 k)-

Allora se in 'y, 0 7', la funzione avrd un valore minimo fra quelli che
essa ha negli intorni sufficientemente piccoli di Bk, 0 %'k, mei quali sard mo-
notona, il nuovo intervallo trovato (=, B'r) 0 (e, 7'k, dard il ju-imu dei tratti
determinati che si cercavano nei quali la funzione passa da un massimo a
un minimo successivo; se poi questo non avverra si passerd ad operare sul-
I'intervallo (¥'k, , 1) 0 ({k» Fi—) come si & operato negli intervalli pre-
cedenti (%,0) e (B, fr—1) 0 (1x,Bem), e il nuovo intervallo sul quale ope-
reremo sard al piii la metd del precedente.

Cosi continnando o si giungera dopo un numero finito di operazioni a
un intervallo (o, ! )0 (=471 ) che dara il primo dei tratti deferminati
che si cercano nei quali si passa da un massimo in o (punto o tratto) al minimo

successivo in f) o %) (punto pure o tratto), o il numero delle operazioni

successive si protrarra indefinitamente, e allora gli estremi superiori degli
intervalli (=, B! ) o (2,7 ) che successivamente si troveranno avranno

un limite superiore ) compreso negli intervalli suceessivi che si troveranno

a destra degli estremi medesimi ,';‘,;': o0 44! — nei quali la funzione non sara
¥

monotona —; e ora sara facile vedere che I'intervallo (,}) sard il primo
degli intervalli cercati.

Presi infatti a considerare intorni a sinistra e intorni a destra di ) se-
paratamente, in questi intorni quando siano sufficientemente piccoli la fun-
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zione sard monotona; e quindi, poich® in tutti i tratti da « fino a punti
sempre a sinistra di ) ma vicini quanto si vuole a i ess.a & nm.a crescente,
tale sara anche nei detti intorni a sinistra di %, e quindi nell’ mter(‘) t:‘:atto
da = a ;e in ) essa avrd un minimo rispetto ai valori che essa ha a sinistra.
Invece rispetto ai valori che ha a destra di i nei detti intorni, essa non potra
essere massima in A, altrimenti la funzione continuerebbe ad essere non
crescente anche da = fino a punti dopo di ., il che non &; e cosi venendo k
ad essere un punto di minimo assoluto di f(x) negli intorni {completi). suf-
ficientemente piccoli di X, resta ora completamente provato quanto abbiamo
affermato sopra rispetto all’intervallo (x,%).
Trovato ora questo primo intervallo determinato (= ,%) nel quale !a fun-
- zione passa da un massimo al minimo successivo, si prenderi a cc.nr!mdarar_e
I"intervallo (» ,E); e operando su questo come si & operato sul primitivo (=, §)
si troveria un altro intervallo determinato (% ,7,) nel guale la funzione pas-
seri da un minimo in A al massimo suceessivo in },, e se %, non sara giain g
si operera al modo stesso sull'intervallo (%, , ) e si formera un terzo intef‘vello
determinato (%, , %) nel quale la funzione passeri dal massimo in }, al minimo
successivo in Jy, e cosi continuando ancora, ove occorra, & certo che dopo
un numero finito di queste operazioni successive si dovra giungere al punto ,’3
— supposto come dicemmo che I'intervallo («, ) sia finito = perchd altri-
menti essendo o,k ks, ... tutti punti di massimo o di minimo an'emmo
fra @ e B un numero infinito, di massimi e minimi, il che & contro il sup-
posto ™. .
63. — Pel caso poi della seconda categoria di funzioni del § 60, ciod
delle funzioni continue che in un dato intervallo hanno un numero inﬁnitc.»
di massimi e minimi, & facile vedere che il numero delle oscillazioni la cui
ampiezza — quale fu definita nel § 57 — & maggiore di un fiafo nflmero 3
piccolo quanto si vuole @ sempre finito, e solo va crescendo indefinitamente
coll’impiceolire indefinitamente di o.

* Quando la funzione data f(x), pure avendo nell'intervallo finito (« ,.3} un
numero finito di oscillazioni non & sempre continua, nel qul caso, come gl.-‘_t‘n_o-
tammo, le discontinuitd saranno tutte discon;iuuitfx ordinarie, n‘ou valgann. .pm t;;
tutti i casi le particolaritd del § 61; pero con leggiere modificazioni a.l processo
dimostrazione tenuto sopra si trova ancora che I intervallo ttrtnle (=, B) si pud spezzare
in un numero finifo d'intervalli in ciascuno dei quali la fm‘izmncéf monotona, salv? n.d
avere speciale riguardo a cio che accade nei punti estrcmz. degli mte_r\'alll medesimi.

Le funzioni, continue o no nell' intervallo (« , ), che in questo :ntarvalll.a ha:umo
un numero finito di oscillazioni, da aleuni Autori vengono dettl? le funzioni che
soddisfano alle condizioni di Dirichlet, perché Dirichlet ebbc:: co?tmuamen’te a con-
siderarle nei suoi studii sugli sviluppi delle funzioni in serie trigonometriche, ecc.
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Preso infatti per 5 un valore determinato, piceolo quanto si vuole, po-
tremo (§ 43 [pag. L1]) immaginare decomposto 'intervallo dato (= yB)in un
numero finito di intervalli

(= !u+5J9{ﬂ+51a+25)1 (2425, a+3¢) ..., (a+mnz, ),

(I'ultimo dei quali sara di ampiezzu uguale o inferiore ad t) in ciascuno dei
quali la oscillazione completa della funzione nell’intervallo (intesa nel senso
del § 87) sia minore di s; e in ciaseuno di questi intervalli la funzione non
potrd fare che oscillazioni di ampiezza minore di 5, sempre intendendosi per
ampiezza di una oscillazione quella che definimmo al § 57.

Ne segue che la funzione non potra fare oscillazioni di ampiezza mag-
giore di s se non compiendole in parte in uno degli intervalli sopra indicati -
e in parte nei seguenti o nei precedenti; e quindi nel caso pi sfavorevole,
la funzione fari una prima oscillazione di ampiezza maggiore di o fra o e
o+ 2:, una seconda fra otz e o+ 3z, una terza fra a+t2¢ e at-4s,...,
e infine una n° fra a4 (n— 1)z e b, e si avranno cosi tutt’al pitt 7 oscilla-
zioni di ampiezza maggiore di 5; e questo mostra appunto quanto abbiamo
enunciato, perché » & sempre finito per quanto piccolo si prenda il 5, e solo
va crescendo indefinitamente coll’impiceolire indefinito di o.

64. — Infine osserviamo che esempi di funzioni che sono continue in un
dato intervallo e hanno un numero infinito di massimi e minimi nell’ in-
torno di un numero finito di punti dello stesso intervallo si riscontrano nelle

2 i S 1 :
funzioni semplici Tsen ., sennrz san( ) dove % & numero determi-

sennrz
nato dato: poichd di queste la prima presenta le dette singolarita nell’intorno

del punto =0, e la seconda le presenta nell’ intorno dei punti z=:f , dove m

& un numero intero.

Si hanno inoltre sotto forma analitica classi infinite di funzioni anche
relativamente semplici che sono continue in tutto un intervallo e che hanno
un numero infinito di massimi ¢ di minimi nell’intorno di un numero infi-
nito di punti, e anche di qualunque punto, in una porzione qualunque dello
stesso intervallo; ma noi non possiamo ora fermarci a dare esempii di tali
funzioni, e rimandiamo per queste ai Capitoli che trattano della condensa-
zione delle singolarita e delle funzioni che non hanno mai derivata nei punti
di un intervallo dato, nei miei Fondamenti per la teorica ecc.
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Funzioni infinite volte discontinue

65. — Abbiamo gia detto che le funzioni discontinue soltanto in un nu-
mero finito di punti dell’intervallo (2, ) in cui si considerano si chiamano
generalmente continue, e il loro studio si riduce in sostanza a quello delle
funzioni continue in tutto un intervallo. Ora diremo aleune cose intorno alle
funzioni che, essendo discontinue in un numero infinito di punti dell’inter-
vallo dato (= ,f), possono distinguersi col nome di funzioni infinite volte
discontinue ¥,

Queste funzioni possono essere discontinue in qualunque punto di una
o di pit porzioni dell’intervallo dato (=, &), e possono anche invece in qua-
lunque porzione di guesto intervallo ammettere sempre dei punti di conti-
nuitd; e per questo si dividono in due grandi classi, chiamando:

Funxioni punteggiate discontinue quelle funzioni che sebbene infinite
volte discontinue nell’intervallo dato (# , 3), in qualunque porzione anche pic-
colissima di questo intervallo ammettono dei punti di continnita; e

Funxioni totalmente discontinue quelle funzioni che almeno in aleune
porzioni dell'intervallo dato (x,f) sono discontinue in egni punto.

. Appartengono cosi alla classe delle funzioni punteggiate discontinue
a0 e 1:

1.2 La funzione che in tutti i punti ;r=(é),.! dove n prende tutti i valori
interi da 0 a oo, ha il valore zero e negli altri punti ha il valore uno.
2. La funzione che nell’intervallo da z=1 a :n=% (gli estremi incl.)

Tw 1 1(1. . 1
ha il valore 1, da z = 38 o=5 (? mcl.) ha il valore 3 da o= -;-, a x=%

# Hankel chiama queste funzioni, funzioni linearmente discontinue.
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(515 ‘mcl.) ha il valore %, e in generale da w=§1; ar= 2},_“ (2—”_&1 incl.) ha

. 1
il valore o

3.0 La funzione che in un gruppo infinito di punti di prima specie fra 0 e 1
& uguale a zero e negli altri punti & uguale a uno.

Appartengono invece alla classe delle funzioni totalmente discontinue
fra 0 e 1:

1.° La funzione che pei valori razionali dix fra 0 e 1 & uguale a zero
e pei valori irrazionali & uguale ad uno.

9.0 La funzione che fra 0 e 1 ha il valore uno per tutto fuorchd negli

intervalli di ampiezza ¢ che hanno il loro punto di mezzo nei punti z= ;)1—" g

in tutta 'estensione dei quali (gli estremi inclusi) essa & uguale a zero pei va-
lori razionali di z, e uguale a uno pei valori irrazionali, supposto che sia per

es. c<-i, in modo da far si che fra gli estremi successivi %—l—.—l’r‘,

z ; *-;t"“‘ di due intervalli qualunque consecutivi ("'e (" cada sempre

on—
un intervallo di ampiezza };(%i:li—w nel quale la funzione sia sem-
pre uguale ad uno.

66. — Ora quando si abbia riguardo ai salti (§ 34 [pag. xum]) che le fun-
ioni infinite volte discontinue possono fare nei differenti punti dell’ intervallo
dato, si vede chiaramente che, per le funzioni punteggiate discontinue, in
qualunque porzione dello stesso intervallo esistera sempre un altro intervallo
nel quale si avranno salti minori di un numero arbitrariamente piccolo a.

Viceversa se questo accade, qualunque sia s, per una funzione infinite
volte discontinua, & facile vedere che essa sard punteggiata discontinua.

Prendendo infatti un intervallo qualunque (a,8) nell’intervallo dato (2, ),
noi potremo trovare in esso un intervallo (a,, b) nel quale i salti della fun-
zione siano minori di un numero arbitrariamente piccolo 7,, e in questo po-
tremo prendere un altro intervallo («',, b)) icui estremi siano distanti da
a, e b, respettivamente di una quantita determinata, come per es. siano ad
una distanza da @, e b, uguale alla quarta parte dell’ intervallo (a, , by).

Nell'intervallo (, #) i salti della funzione saranno minori di 5,, ein
esso potremo trovare un altro intervallo (a., b,) nel quale i salti della fun-

zione siano minori 50, e poi in questo intervallo (a., b,) potremo prenderne
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. . . ’ ’
un altro (@', ), come si & fatto nel caso precedente, i cui estremi a, e Y,
siano discosti da @, e b, respettivamente di una quantita uguale alla rguarfa
parte dell’ intervallo stesso (a.,b,). Similmente poi nell’ intervallo (a,!b,)
potremo trovare un altro intervallo (s, by) nel quale i salti della funzione
i ie di i 11i

siano minori di 271,‘51---; e cosl seguitando formeremo una serie di interva
(@, 0) (@2, U3y (@5, ¥3) 5o (@, F) oo meL quali i salti della funzione sa-
e 1 1 —

ranno successivamente minori di 5, , 501580300 Gt 011+ e uno qualung
di questi sard tutto compreso negli intervalli precedenti e ﬂars‘l-anche tutlo
interno agli altri intervalli (@, , b)) , (@s , bs) ... (@ s b,)... nei quali si hanno pure

1 1 1 <
salti minori di 5, 30 530 e O respettivamente.

Ora poichd tutti questi intervalli vanno evidentemente impiccolendo ?]Fre
ogni limite col crescere indefinito di », s’intende subito che ’gh es.trerm m-‘
feriori @), @y, @s... @, ..., & gli estremi superiori O (A (0 = dei
primi intervalli costituiscono due classi contigue di numeri alle f;uah cor-
risponde un punto determinato a'; e ci & facile di vedere che in questo
punto limite o' la nostra funzione f(x) & sempre couh.nua: .

Si osservi infatti che per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo &

; 1 -
esiste sempre un numero » pel quale si ha 55— <5, e quindi esisterd

un intervallo (@', , &',) che sari tutto siluato nell interno di un al.tro ?ntfar-
vallo (,,b,) in ogni punto del quale i salti della funzione is.aranno mlD(Trl dbj: 5.
Ora il punto o' pud considerarsi come appartenente all'intervallo (@', ,t ,t,z;
quindi esistera un intorno («'—e, ,o'+¢) di questo ptfnto tale ch.e perdiu .
i punti z di esso la differenza f(x) — [ (o) sia uumcrf?'ameute mmor;a oa,l
e percid f(r) nel punto o' sari continua, e cosi nell'intervallo (a,_ }t s?.:]
una funzione punteggiata discontinua, come appunto a*.revaon enunciato 1.

67. — Da’cid risulta che le funzioni punteggiate dxscunt?nue *.sar‘anno .e
funzioni per le quali in qualunque porzione dell’ intervallo in cui si consi-

#) Si pud osservare che gli intervalli successivi (¢'s, V'), invece di 'lﬂ:“r:;l:f:;la
abbiamo fatto noi dagli altrifintervalli (an , bn) col prendere i punti a .; S d;u' AN
da a, e b, respettivamente di una quantitd ugu:de‘ &ll.a quafr:?. ]:n:vauo et
vallo (d , bu), si potrebbero ottenere con altri processi coi quali ; 1;1 ie s i;r:Pic-
che si ha via via da dedurre dall’altro (an ,bn) Tion venisse ::osl or e o
colito; e allora invece di giungere ad un solo punto lumt:e « ne t::m L4 e
tinua si potrebbe giungere falvolta anche ad un tratto-limite in P
quale f(x) & pure sempre continua.
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derano esiste sempre un altro intervallo nel quale i salti sono minori di
un numero arbitrariamente piccolo: e le funzioni totalmente discontinue sa-
ranno invece le funzioni tali che, almeno per alcune porzioni dell’intervallo
dato, in vgni intervallo piccolo quanto si vuole preso nelle stesse porzioni
fanno salti maggiori di un certo numero sufficientemente piccolo ma de-
terminato .

68. — Di qui segue che per le funzioni totalmente discontinue il numero
dei punti dell’ intervallo dato nei quali si banno salti maggiori di un nu-
mero sufficientemente piccolo s sara sempre infinito; mentre per le funzioni
punteggiate diScontinue, e per queste soltanto, potra anche avvenire (come
avviene per es. per la seconda delle funzioni del § 65) che questo numero
sia sempre finito, qualunque sia s, e vada soltanto crescendo indefinitamente
coll’impiccolire indefinitamente di o.

69. — Per questa osservazione poi si pud anche notare che appartengono
sempre alla classe delle funzioni punteggiate discontinue quelle funzioni infi-
nite volte discontinue che nell’ intervallo dato hanno soltanto un numero
finito di oscillazioni */,

Per queste funzioni infatti, in ciascuno degli intervalli parziali nei quali
esse fanno una sola oscillazione, e quindi anche in tutto 1’intervallo (=,F),
i salti maggiori di un numero arbitrariamente piccolo 5 dovranno essere sol-
tanto in un numero finito di punti, perché altrimenti in quegli intervalli
parziali avvenendo i salti sempre in un senso, la funzione dovrebbe dive-
nire infinita; quindi le funzioni stesse non potranno essere che funzioni pun-
teggiate discontinue.

# Queste funzioni naturalmente rientrano fra quelle che nella nota alla

pag. Lxv furono dette funzioni che soddisfano alle condizioni di Dirichlet.
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Aleuni studii sulle serie

(Generalita.

70. — La teoria delle serie viene esposta ordinariamente con abbastanza
diffusione, almeno nelle sue parti fondamentali, nei corsi di Algebra, ¢ qui
ci limiteremo percid a richiamarne i punti principali e ad esporre quelle
altre parti di essa che pii hanno interesse pel caleolo infinitesimale e per
le matematiche superiori.

Ricordiamo percid che si chiama serée un aggregato

1) AUy e U

0 Xu, di termini reali o complessi il cui numero & infinito; e una serie si
dice convergente quando il limite della somma s, dei suoi primi 7 termini
per » crescente indefinitamente & determinato e finito, e si dice divergente
quando questo limite & infinito 0 non esiste; e talvolta anche quando questo
limite non esiste si dice che la serie & indeterminata.

Nel caso della convergenza il limite s della somma s, dei primi n ter-
mini della serie si dice somma o valore della serie; e talvolta si parla pure
di somma delle serie divergenti quando il detto limite & infinito, dicendo
che la somma della serie & infinita.

S8'intende che, se una serie & complessa, per la sua convergenza dovranno
essere convergenti separatamente la serie delle parti reali e quella dei coef-
ficienti dell’immaginario dei singoli termini o, il che & lo stesso, dovranno
avere limiti determinati e finiti il modulo delle somme successive s, e anche
i loro argomenti, salvo per questi le differenze di multipli di 2% che non
hanno influenza sul valore del limite di s,; e cid a meno che il limite dei
moduli delle s, non sia zero nel qual caso sara inutile occuparsi di quello
degli argomenti.
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71.— Quando una serie 3w, & convergente si chiama resto della serie
a partire dal termine u,, la somma della serie

2) Unps = Ungz F oo = Uy = o

formata dai termini che seguono u,,; e in questo caso, se s’indica con s la
somma della serie data e con 7, il detto suo resto, si avra sempre

(3) §=S8pn+ T,

perché le somme successive dei termini della serie

(4) Siy 82y S5y wery Smy Smly Swmg2y ooy Smdp g oo
dalla s,., in poi corrispondono alle altre

(5) St Tmiay B Tty s St Tamgaon

quando §’indichino con 7, ,7p ¢ yoe s 7y, .- quelle della serie (2); e eviden-
temente se esiste un limite s delle somme successive (4) esisterd anche un li-
mite 7,, di quelle della serie (2) e viceversa, ¢ si avri uppunto la formola (3).
Il resto r,, di una serie convergente (1) equivarra dunque all’errore che
si commette prendendo per somma della serie la somma dei suoi primi 7 ter-
mini; il quale errore viene cosi ad essere la somma delle serie che si ot-
tiene incominciandola dal termine #,., che segue quello al quale ci si ar-
resta nella somma s,,.
~ 72.—Se una serie (1) & convergente, evidentemente il limite dei suoi
termini «, per n crescente indefinitamente & zero; ma il trovare soddisfatta
questa condizione non basta per potere concludere che la serie @ convergente.
Cio & noto dagli elementi della teoria delle serie, nei quali si danno
esempii semplicissimi di serie, come ad esempio la serie armonica

1
14 3+5+gt ettt

che sono divergenti sebbene i loro termini tendano a zero al crescere inde-
finito di 7; e cid del resto risulta subito dall’osservare che, in ordine al se-
condo teorema fondamentale di Cauchy sui limiti (§ 24 [pag. xxxv]) ap-
plicato alle somme (4), per la convergenxza di una serie reale o complessa (1)
é mecessario e sufficiente che le differenze s,.,,—s, che corrispondono alle
SOMINE Uy gy~ Upys =+ ooe Uy, di un numero qualunque p di- termind con-
secutivi dopo I' n® abbia per limite xero al crescere indefinito di n; inten-
dendo naturalmente, pel caso delle serie complesse, che questo equivalga a dire
che debba avere per limite zero il modulo delle dette differenze s,,, — $,,.
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Da questo, e anche dalla formola (3), risulta inoltre che se una serie ¢
convergente, il limite per n—= o del suo resto r, sara necessariamente uguale
allo zero; ma inversamente il dire, come spesso si fa, che 1 essere zero
per n=oco il limite del resto di una serie & anche condizione sufficiente per
la convergenza della serie medesima, propriamente & cosa del tutto incon-
cludente, poiché quando si ammette di potere prendere a considerare il resto
di una seri¢ quale lo abbiamo definito sopra, si viene ad ammettere gia di
sapere che la quantitd chiamata resto ha un significato, cid che equivale a
sapere che la serie (2) e quindi la (1) & convergente.

78. — Essendo data la serie (1), se si suppongono i suoi lermini reali,
e si considerano le sue somme successive (4) incominciando da una qualsiasi
di esse s,,, ciod le somme

[6) S L] ‘su-i-l ] sm-H ALK |

& certo che queste somme avranno un limite superiore L,, e un limite in-
feriore /,; e uno o tutti e due questi limiti potranno anche essere infiniti.

Lasciando per ora da parte quest'ultimo caso che evidentemente corrisponde
sempre a serie divergenti, osserviamo per gli altri casi che quando si fara
crescere 7 i numeri L,, o andranno diminuendo o rimarranno invariati, e
invece i numeri /, o andranno crescendo o rimarranno invariati; e quindi
al crescere indefinito di s i numeri stessi avranno ciascuno un limite de-
terminato (§ 27 [pag. xxxvi]); e noi chiameremo L il limite delle L,, e I
quello delle 1,,; e poichd le L,, non sono mai inferiori alle {,,, evidentemente
i limiti e L saranno sempre entrambi finiti.

Indicando ora con & un numero determinato ma piccolo a piacere, e osser-
vando che le somme successive (6) non superano L,, e non sono mai inferiori
a l,, si vede subito che al crescere indefinito di 7 esse finiranno per non
superare pit L4 ¢ e per non scendere al disotto di /—¢; quindi evidente-
mente se L e / avranno un valore comune ). (che per la nustra ipotesi sara
finito) la serie sara convergente e la sua somma sara ).

Invece se L e ! saranno diversi fra loro, per la definizione dei limiti
inferiore e superiore & certo che le somme successive (6) al crescere inde-
finito di m finiranno per essere sempre comprese fra [—e e L&, — ciod
oscilleranno fra questi numeri —, alcune essendo vicine quanto si vuole a !
e altre vicine quanto si vuole a L, e talvolta anche ugualia l o a L. Allora
la serie sara necessariamente divergente, e la differenza limite L—{ si dira
la misura della divergenza (o della indeterminazione) della serie.

Solo quando questa misura sia zero la serie sara convergente, e vice-
versa; talchd, per wuna serie reale, come condizione necessaria e sufficiente

Intr, v
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della sua convergenxa si puo prendere quella che la misura della sua di-
vergenxa sia xero.

Poiché le somme successive (6) non superano L,, e non scendono al di-
sotto di /,, & evidente che la differenza fra la s, ¢ las,, ciod la somma
Pm.p = Upp1 -+ Upyz + oo + Uy, , qualunque sia p non supererd la diffe-
renza L, —1,.; e poiché questa differenza col crescere di m tende a L1,
cosi le somme stesse 7, , al crescere indefinito di m finiranno per non su-
perare mai in valore assoluto la differenza L — [ pit di un numero ¢ pic-
colo a piacere; e, se d & un numero qualunque superiore a questa differenza
ma vicina ad essa quanto si vuole, le stesse somme r,, , a partire da un certo
valore di m saranno sempre numericamente inferiori a d.

74. — Considerando ora anche il caso in cui uno o tutti e due i numeri
l,, e L, sono infiniti, osserviamo che supposto ad es. che I,, sia finito e L,
sia infinito, nel qual caso sard oo, & certo che col crescere indefinito di m
L,. rimarra sempre - o e sard quindi L= -+ o, mentre /,, avri ancora
un limite / che sara esso pure 4o o sard un numero finito.

Se poi I, sard infinito, nel qual caso non potri essere che —oo, tale
si manterrd anche al crescere indefinito di m e si avrd /=—c , mentre
al tempo stesso L, potra essere esso pure 4o e allora sara L=+, o se
L, sara finito avrd un limite L che sard un numero finito o sard — oo .

In tutti questi casi evidentemente la serie sard divergente; ma mentre
nel caso in cui / ¢ L risulteranno ambedue infiniti e dello stesso segno si
potra dire che la serie ha per somma I'infinito positivo o negativo secondoché
sard I=+w eL=+4w,0l=-w e L= —oc, negli altri casi non si potra
affatto parlare di somma delle serie (neppure somma infinita), e solo estendendo
il concetto della miswra della divergenza si potra dire allora che la misura
della divergenza (o indeterminazione) della serie é infinita, e le somme suc-
cessive (6) dei suoi termini oscilleranno fra numeri sempre piti discosti fra
loro, e che si allontaneranno 1'uno dall’altro pilt di qualunque numero dato.

75. — Fra le serie reali sono particolarmente studiate quelle a termini
positivi per le quali le somme (4) costituiscono naturalmente una successione
monotona, e hanno quindi sempre (§ 27 [pag. xxxvn]) un limite finito (serie
convergenti) o un limite infinito (serie divergenti senza indeterminazione); e
per queste serie si hanno varii teoremi notevoli che costituiscono altrettanti
critorii per giudicare della loro convergenza o divergenza.

Fra questi criterii i due che piu spesso si applicano sono i seguenti per
le dimostrazioni dei quali rimandiamo agli ordinarii trattati di Algebra dove
le dimostrazioni stesse si fanno con tutta facilita mediante il confronto della
serie data con una progressione:
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1.2 Il criterio di D’ Alembert che si enuncia col dire che una serie reale

e a termint positivi Xu, é convergente quando il limite del rapporto u—;—’

per n=oo esiste ed ¢ minore dell’unita, ed ¢ divergente quando il limite
dello stesso rapporio é maggiore dell’ unita; restando 1" incertezza quando
questo limite & 1'unitd o non esiste.

2.0 Il teorema di Cawuchy che si enuncia col dire che una serie reale

"
e a termini positivi Lu, é convergenle quando il limite del radicale \ u,
per n=o esiste ed ¢ minore dell'unita, ed ¢ divergente quando questo li-
mite & superiore all’ unita, restando cosi anche in questo caso l'incertezza
quando lo stesso limite & 1'unitdi o non esiste.

76. — E comprendendo ora anche il caso in cui i limiti dei rapporti u1:+1 0

"
"
dei radicali V u, non esistono, si pud dire in modo pitt generale che la stessa
serie Yu, sard convergente quando al crescere indefinito di 2 i rapporti
successivi

Uppy  Uppr Ungs
(7) 1 1 1 ey
U, Upi Uiy

o i radicali successivi
" n1 e
(®) Vi s Vit s Vit -

finiscono per restare sempre inferiori ad un certo nwmero determinato mi-
nore dell’ unita, ed & divergente quando gli stessi rapporti o gli stessi radicali

finiscono per restare sempre superiori alla unita.
E nel caso in cui si considerino i radicali (8), se si prendono & consi-
“derare i loro limiti superiore e inferiore A, e, per ogni valore particolare
di # al di la di un certo numero, osserviamo che questi limiti superiore e
inferiore al crescere indefinito di # non andranno mai crescendo o mai de-
crescendo-respettivamente e quindi avranno limiti determinati A e %; e per
questo con ragionamenti del tutto simili a quelli del § 73 si giungera a dimo-
strare che se il limite superiore A dei limiti superiori dei radicali (8) sard
minore dell'unita la serie data sara evidentemente convergente, mentre se lo
stesso limite A sara maggiore dell’unita, o se essendo uguale alla unita le
A, saranno sempre superiori ad uno ™ la serie sari divergente, perché in questo

(*} Poiché al crescere indefinito di n le A, non vanno mai crescendo, se il loro
limite A sara l'unitd, esse mon potranno essere mai inferiori ad uno ma potranno
essere sempre uguali ad uno da un certo valore di n in poi; talché col supporre
che le stesse A, siano sempre superiori ad uno si viene ad escludere quest’ultimo
caso delle A, sempre uguali ad uno a partire da un certo valore di =.
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caso aldi Ia di qualunque numero comunque grandesi troveranno termini «,, pei
quali sard Vu, > 1, ciod termini u, superiori o uguali all’unita.

Questa osservazione vale soltanto nella sua prima parte quando invece che
ai radicali (8) si voglia applicare ai rapporti successivi (7).

77.— Facciamo anche osservare che quando per una serie a termini
positivi Xu, i rapporti successivi (7) o i radicali successivi (8) da un certo
valore m di » in poi non siano mai superiori a numeri g e k inferiori al-
l'unita, si ha subito il modo di calcolare urn limile superiore dell’errove r,,

(resto) che si commette fermandosi al termine u,, nella somma d

. ella serie,
perché evidentemente avremo allora

U1 ZUng Up gy T Upg® Up 43 < Up§° ...
Upyy H™H Up 1o Ay, < RS

. ‘ - m+|
e quindi sara »,, < u,, ijg_; nel primo caso, e r,, < f—-; nel secondo.

78.— Un altro teorema sulle serie che & dovuto ad Abel, e che giova
anche per le serie complesse, si basa sul teorema dello stesso Abel che dice

che: Se v, vy, 2, ..., vy Sono quantila reali e finite tali che le somme suc-
cessive

(9) %ttt ut vy, o,

siano tutte comprese fra due quantita ae A o uguali a queste quantita,

essendo a <A, e se ¢, 5, ¢ 3y & SONO quantita posilive che non vanno
crescendo, si avra

CLRSUL I S v, <g A,
Se poniamo infatti
U=8, it v==s, v+ v, Lr,=s yor s Uifv - +v,=s,,
BYTOMO V=3, , Vy==5;— 8§, Vy=5;—5, yoy Up=8,—3,_,, o quindi
A0 enitertetete v, = (=) 0t (=) Syt oo (s = 5,)8, ey 5,
talché sari evidentemente

Qe <ati ot .. 4ev, <gA,

come abbiamo enunciato sopra.
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E in forza di questo teorema si avria anche la formola
av+teatyt..4ev,=¢C,

essendo C un numero compreso fra a e A (ze A inclusi).

Un teorema simile si potrebbe avere pel caso che le 5, , ¢, ... , £, , essendo
ancora sempre positive, non andassero decrescendo restando perd sempre al
disotto di un certo numero.

79. — Ammesso poi che le quantita v, ,v,, ..., v, possano anche essere
tutte o in parle complesse, ¢ tali perd che ¢ moduli delle somme succes-
stve (9) non superino mai un certo numero Ay sele g ,5, .., ¢ saranno
ancora quantita positive che mon vanno crescendo si avra

mod (&2 480+ .. +e,2,) < A,

perchd la formola (10) continuerd ancora a sussistere, e questa dara subito
luogo alla disuguaglianza che abbiamo scritta.

80. —Dai teoremi dimostrati risulta immediatamente il teorema di Abel sulle
serie al quale accennavamo sopra, cio¢ che: Se una serie reale o complessa Lu,,
¢ convergente, e le ¢ ¢y, ...,¢,,... sono quantita che almena a partire da
un certo valore n' di n sono positive e non vanno crescendo, anche la se-
rie Xe,u, sard convergente.

Si osservi infatti che se Zw, & convergente, per quanto dicemmo al § 72,
esistera un numero » =’ tale che le somme 7,,p di un numero qualunque p
di termini consecutivi a incominciare dall’ (7 —1)° abbiano tutte moduli mi-
nori di una quantitd arbitrariamente piccola o, e quindi pel teorema del pa-
ragrafo precedente le somme corrispondenti della serie e, u, avranno mo-
duli minori di s,;,5, e percid anche questa serie sara convergente.

Similmente si dimostra che questo feorema sussistera anche quando la
serie data Su, ¢ divergente, se ¢ moduli delle somme successive 8, saranno
sempre inferiori a un numero finito (come avviene in particolare nel caso
delle serie reali quando la misura della loro divergenza ¢ finita), purché allora
le &, y8,..., ollre ad essere positive e non andare crescendo almeno a
partire da un certo valore di n, tendano a xero al crescere indefinito di n.

81. — Per dare subito una applicazione di questo teorema si osservi che

le serie 14 % cosny e ¥sennp sono la parte reale e il coefficiente del-
1 1

I'immaginario della serie £ ¢ per la quale la somma dei primi 21 ter-
o

mini 144 (e")2 - ... +(¢'%)" colla formola delle progressioni risulta
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1— ity
uguale a — ———, ovvero a
1—e'?
ftly 1 (gl ) i e 28 iy
. T e e T !
e€r—1 gz —¢ 2 2isen 5
o anche per la formola di Eulero a
2n+1 . i 2n+1
B TR T AP
3+__‘F_+§ cot §—-—?;~—!e :
2 sen 3 sen 5
talche si hanno le formole notevoli
2n+1
. ) cen 2n2+1? i ¢ o ﬂ:— ?
(11) 5+ deosrg=—-"" | Vsenry= 5 cot 5 — —
! 2sen ! 2sen =
2 2
le quali col cambiare per es. ¢ in 7+ = danno luogo alle altre
2n+1
1 cos —5—¢
E-{-Z{—I}'msr;:{*l)"‘" —
2co08 &
(12) 2
2n+1
2( —-1)'senrz =tang2£ + (- 1)"'—7- .
: 2cos §

Risultando da queste formole che le somme successive delle serie ¥ cosny
e X sen np per ¢ diverso da zero e dai multipli interi di 27, e cosi quelle
delle altre £ (—1)"cosny e X(—1)"'senny per ¢ diverso dai multipli
dispari di = sono sempre inferiori a numeri finiti, se ne dedurrd subito che,
fatta solo eccezione pei detti valori di ¢ respettivamente, le serie Xa,cosng
Eb,senny,X(—1)"a,cosnyp,X(—I1)"b,sennyp sono sempre convergenti
quando le a, e cosi le b, sono quantita positive che almeno a partire da
un certo valore di # non crescono mai e hanno per limite zero per n=oo ™,

(#) Mutando nelle formole trovate(11) ¢ in ¢+ ; , 0 pit generalmente ¢ in o4z es-

sendo « una costante reale qualsiasi, si giunge al modo stesso a dimostrare la con-
vergenza di infinite altre serie trigonometriche simili per qualunque valore di ¢ che

non sia delle respettive forme 24 .':i;} o 2kz—a.
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In particolare dunque risulta di qui intanto la convergenza della serie

senx sen2x  sen3x

1 2 3

considerata al § 22 [pag. xxx1] e questo per tutti i valori di , non esclusi
ora i valori multipli dispari di = pei quali essa & zero.

82, — Le somme delle serie non sono somme ordinarie come quelle del-
I' aritmetica che sono composte di un numero finito di termini, ma sono
limiti di somme.

Cangiando secondo leggi determinate 1’ ordine dei termini di una serie
vengono naturalmente a cambiare tutte o alcune delle somme successive delle
quali si deve prendere il limite (quando esiste) per avere la somma della
serie, ¢ pud quindi venire a cambiare il loro limite, e talvolta non esistere
pit affatto se anche prima esisteva; e s’intende bene da cido come, a diffe-
renza delle somme dell’aritmetica, se anche colla serie primitivamente scelta
si aveva la convergenza e si aveva una data somma per la serie, dopo l'in-
dicato cambiamento nell’ordine di successione dei suoi termini, pud la serie
restare ancora convergente ma cambiare di somma, e pud anche divenire
divergente.

Di qui la distinzione delle serie in serie convergenti indipendeniemente
dall’ ordine dei termini o incondizionatamente, e in serie non convergenti
indipendentemente dall’ ordine dei termini o semplicemente convergenti se-
condoché la detta circostanza pud o no presentarsi; e si ha il notissimo
teorema di Dirichlet, per la dimostrazione del quale rimandiamo agli ordi-
narii corsi di Algebra, che dice che onde una serie reale o complessa sia
convergente indipendentemente dall’ ordine dei termini ¢ necessario e suffi-
ciente che la serie formata coi valori assoluti o coi moduli degli stessi ler-
mini sia convergente.

83. — In seguito a questo teorema le serie reali a termini positivi quando
sono convergenti Yo sono sempre anche indipendentemente dall’ ordine dei
termini; e quindi quelle serie reali che sono convergenti soltanto semplice-
mente non possono trovarsi — come effettivamente vi si trovano — altro che
fra quelle per le quali, quando si procede oltre quanto si vuole nella serie,
s'incontrano sempre termini con segni positivi e termini con segni negativi.

E per queste serie reali che sono convergenti soltanto semplicemente,
come anche in modo pitt generale per quelle i cui termini tendono a zero,
e nelle quali la serie formata coi termini positivi e quella formata coi termini
negativi sono entrambe divergenti, & notevole il teorema pel quale si pud
affermare che, cangiando convenientemente 'ordine dei termind, le serie stesse
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si possono sempre ridurre ad essere convergenti e avere per somma una
quantita qualunque data, e ridurle anche ad essere divergenti tanto da avere
per somma + w0 — w, o essere del tutto indeterminate; e cio pud farsi
sempre in infiniti modi.

Questo teorema & dovuto a Riemann, e la dimostrazione di esso pud
trovarsi negli ordinarii trattati d’Algebra, come anche nei miei Fondamenti

per la leorica ecc. alla pag. 99. :
In particolare da questo teorema si ha I’altro pure notevole che se Za, d
una serie divergente a termini positivi che tendono a xero, for do una

nuova serie Lu, i cui lermini positivi siano quelli di o, ¢ cui termini
negativi siano ancora quelli di questa stessa serie presi negativamente, si
potra in infiniti modi far st che la serie cosi formata Su, sia divergente
e abbia per somma + @ 0 — o 0 sia del tutto indeterminata; o sia con-
vergente e abbia per somma una quantita qualunque data; e cid per quanto
nelle infinite serie cosi formate per ogni termine ci sia il termine corrispun-
dente uguale e di segno contrario.

Serie ordinate per le potenze di una variabile.

84. —1 termini delle serie possono essere quantita costanti reali o com-
plesse (serie numeriche), o essere quantiti variabili dipendenti da una o pin
variabili, reali esse pure o complesse; e noi vogliamo ora occuparci piu spe-
cialmente di queste ultime serie, non considerandole soltanto per valori par-
ticolari delle variabili dalle quali i loro termini dipendono, perché allora
divengono esse pure serie numeriche e non altro, ma considerandole per 1'in-
sieme dei valori che alle variabili possono essere attribuiti.

Fra queste serie a termini variabili, le pii semplici sono quelle i cui
termini procedono per potenze intere e positive di una variabile complessa
x=z-4iy o x=pe" essendo z ¢ ¥ le coordinate cartesiane e p e 0 le
coordinate polari di un punto qualsiasi del piano che come & moto dicesi
indice della variabile .

Queste serie naturalmente hanno la forma seguente

1) Gt 02+ 02 o tay 2

dove i cneﬁi_cienti @y, @y, 0y ...y @y, ... SONO quantiti costanti reali o com-
plesse, e possono quindi rappresentarsi semplicemente con Xa,2"; ed esse
hanno alcune proprieta notevoli che, stante la loro importanza in tutta la
matematica, troviamo opportuno di esporre, sebbene molte di esse si trovino
dimostrate anche in quasi tutti i trattati di algebra moderna.
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85. — Osserviamo che fra queste serie ve ne sono alcune che non sono
convergenti per nessun valore di z, o come si dice in nessun punto del
piano nel quale 'indice x si muove, ad eccezione del valore o punto x=0
pel quale si riducono a a,, come ad es. la serie

2) 14+24+1.2.204+1.2.32°+ .. 4+1.2.. 02" +...

i cni termini quando z non & zero, per quanto piccolo sia il suo modulo p,
hanno moduli che crescono all'infinito con = perché il rapporto dei moduli
dei termini che contengono z* e "' & mp e cresce sempre indefinitamente

con 7. ‘
Invece altre serie, come ad es, quella che rappresenta 1’ esponenziale e* ciod

z! 13 Z"
@ 1+;+r§+1.2.3+“‘+ 1.2...n+“'

sono convergenti indipendentemente dall’ordine dei termini in tutto il piano,
cioé per qualunque valore di z, come si vede facendo il rapporto di un ter?
mine al precedente nelle serie dei moduli; e altre infine sono convergenti
soltanto pei valori di % il cui modulo non passa un certo confine, come ad es.

la serie della progressione
4) L o i S S R e o

che & convergente indipendentemente dall’ordine dei termini pei valori di z
il cui modulo @ minore dell’unita o, come si dice, entro il cerchio di raggio
uno col centro nel punto 1 =10, ed & divergente pei valori di z il cui mo-
dulo & uguale o superiore alla unitd ciod sul detto cerchio e fuori di esso.

86. — Ora & notevole che per queste serie Y, z" il campo di conver-
genza & sempre un cerchio col centro nel punto 2 =0, che dicesi cerchio
di convergenxza, mentre il sno raggio dicesi raggio di convergenza della
serie; con questo perd che il raggio del cerchio pud anche ridursi a zero
e il cerchio quindi ridursi ad un punto come per la serie (2), e pud essere
infinito come nel caso della serie esponenziale (3), o essere finito e diverso
da zero come nel caso della progressione (4). E dentro il cerchio di convergenza
la serie & sempre anche convergente indipendentemente dall’ordine dei ter-
mini, mentre fuori del cerchio & sempre divergente e i moduli dei suoi termini
vanno crescendo oltre ogni limite al crescere indefinito di n, e sul cerchio
la serie nei singoli punti pud secondo i casi essere convergente, o essere
divergente.

Per dimostrare in modo perfettamente rigoroso queste proprietd che sono
di estrema importanza, indichiamo in generale con @', il modulo di a,, e
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con py il modulo di x in un certo punto x, del piano, e formiamo la serie
dei moduli £ @, corrispondente a questo punto, la quale sard evidentemente
la stessa per tutti i punti x che si trovano sulla circonferenza di raggio p,.

Evidentemente, se questa serie Zd’, g sara convergente, la serie La™g* lo
sard pure per ogni valore di p inferiore a g, perché i suoi termini saranno
inferiori a quelli della stessa serie L a’, g, mentre se questa serie Y a’, py sara
divergente lo stesso avverra della serie Ya’, p" per i valori di ¢ superiori a p,.

D’ altra parte, considerando questa serie ¥, p" e in essa facendo va-
riare p da 0 a w0, se si troverda che per valori comunque grandi di p risul-
terd sempre convergente, cid vorra dire che la serie Ya,z" sard convergente
indipendentemente dall’ordine dei termini per qualunque valore di x, e quindi
saremo nel caso in cui il cerchio di convergenza & tutto il piano o il raggio
di convergenza @ infinito; e se invece avverra che si arrivi a trovare un va-
lore g, di p pel quale la serie £a’, gy sia divergente, la serie 2d,p" per quanto
abbiamo detto sard pure divergente per ogni valore di p superiore a poy € la
convergenza di essa non potra aversi che per valori di p compresi fra 0 e g,.

Considerando allora 'intervallo da 0 a fo, divideremo questo intervallo per

metd nel punto g, ———%“ , e formando poi la serie ¥/, p}' corrispondente a questo

valore p, di ; esamineremo se essa sia divergente o convergente.

Nel primo di questi casi la serie ¥a', ¢" sard divergente per ogni valore
di p superiore a p, e allora passeremo a considerare 1'intervallo da 0 a b1
nel secondo caso invece la serie stessa sard convergente per ogni valore
di p inferiore a p, come per p=p,, e allora prenderemo a considerare 'inter-
vallo da p, a p, che sari, come I'altro da 0 a p,, meta del precedente e com-
preso in questo.

Nell'un caso e nell’altro noi opereremo sul nuovo intervallo come si &
operato sul precedente, dividendolo cio# per meta nel punto p, e conside-
rando la serie 3a’,¢y relativa a questo valore pe di p; e passeremo allora
a un nuovo intervallo meti dell’ultimo intervallo considerato e compreso in
questo che avra ancora la proprieta che la serie Ya/, " pel valore dip cor-
rispondente all’estremo superiore e pei valori maggiori sarda divergente, mentre
pel valore di p corrispondente all’estremo inferiore e pei valori minori (se
questo estremo non sara pili nel punto x =0) la stessa serie Za', " sard con-
vergente.

Cosi continuando, evidentemente gli estremi superiori e inferiori degli
intervalli che successivamente considereremo formeranno le solite due classi
contigue di numeri che definiranno un numero determinato R (che potra
anche essere lo zero perchd i successivi intervalli potranno anche, in certi
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casi, incominciare sempre da 0); e ora sara facile vedere che quastti. nu-
mero R sara appunto il raggio del cerchio di convergenza del quale vogliamo
i istenza.
dlm;i?:::t;:l:;:e infatti, siccome R sard compreso nei successivi inrtervalli
che si formeranno o sard a uno degli estremi di que.s.ti, Ugatl oL g2 Bpss
riore ad R sara pure superiore agli esmimi degli stessi {ntervalll dopo che t;l}_est!
intervalli saranno divenuti inferiori a p—R, e (]L‘lil.]dl palr q.uesto valore p di
pla serie Sa',p" sard divergente; e per una ra.glone!smlle, .se R non sari:
zero, per ogni valore p di ¢ inferiore a R la serie Sa’, r" sari conre;g;nctoel,
e questo mostra appunto che questo numero I? de?termma. tm cerchi
centro all’ origine nell’ interno del quale la serfe‘}_,a“ x" sard ,sempre con-
vergente indipendentemente dall’ordine dei termini, mentre all’esterno non
v sﬁ:itre ¢ facile vedere che pei punti esterni a questo cerchio .la serie
Sa, x* non sari convergente neppure soltanto scmplicementej, e’ anzi :flm‘e]‘:m'
pern alcuni valori di » al di 1& di qualunque num‘ero, e quindi per infiniti
valori di n, i suoi termini avranno moduli maggiori di .qualunque numer‘o dato.
Se avvenisse infatti che per un punto z, fuori del de'stto ce.:rchm‘ , pel
quale conseguentemente il modulo p, di x, sarebbe mag;g:ore di R, i mo-
duli a,p; dei termini della serie corrispondente X a,aj non sup.erussell-o
mai un certo numero finite A (come in particolare dnvrebb‘a avvenire se la
serie stessa Ya,z! fosse convergente anche soltanto samphcem'enfe) all?ra
la serie dei moduli Za’,p} corrispondente a un valore qualsiasi ¢, di p
compreso fra R e p, (p, escl.) risulterebbe convergente perché, potendo scri-

versi sotto la forma Xa', (8 &)n‘ i suoi termini da un certo valore di n in
n

poi sarebbero sempre inferiori a quelli della progressione A (E] che & con-
vergente perchd p, < p,, @ questo & contro il supposto ‘ch‘e R sia‘il raggio
di convergenza della nostra serie 2a,2"; quindi la proprieta e!11111c1ata sop;:
relativa ai punti esterni al cerchio di convergenza resta cosi dimostrata co

plet:;::z:: poi ai punti sul cerchio di convergonz.a, evidenteme.nte nulla :1
permettono di assicurare le considerazioni che abbm:mn fatto, e si cm:‘n}.)ren -?
anzi che possono presentarsi, come effettivamente si preAser.stano, tutti 1 caps;:
e cosi per le serie ordinate per le potenze di una vs.rtalnljj r.es.tam.a pien

mente dimostrate tutte le particolarita che indicammo al prineipio di questo

paragrafo.

87. — I raggio del cerchio di convergenza di una serie ordinata per le
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potenze di una variabile potri sempre trovarsi col processo stesso che ab-
biamo tenuto sopra per dimostrarne la esistenza.

Nel caso perd che il rapporto %“ﬂ dei moduli dei coefficienti a,,, e a,
"

della serie abbia un limite determinato, il raggio di convergenza della serie
sara precisamente I'inversa di questo limite, ciod sara il limite del rapporto in-

.
"

a
Verso -
o

Considerando infatti la serie dei moduli Sd, ", si vede che il rapporto

’ -’

; T , a a

di un termine di essa a,,,, ;" al precedente a’, ;" & —Hp e ge -&':ﬂ ha
a'l "

un limite determinato (finito o infinito) 7, il limite del detto rapporto sari
lp, e questo pel teorema di D’Alembert (§ 74) ci mostra appunto che

se p<% si ha convergenza nelle serie Sa’, " e se p> II si ha divergenza,

e quindi } sara appunto il raggio di convergenxa della serie.

88. — Quando il rapporto a‘;‘f—‘ non abbia un limite determinato non si
ha di qui il modo di determinare il raggio di convergenza della nostra
serie Ya, 2",

In ogni easo perd il raggio di convergenza potra sempre trovarsi, come
osservarono Cauchy e Hadamard, considerando invece dei rapporti succes-

sivi a':+]l radicali successivi
”

" nl et

Va., Vi, Vg, ..
dei moduli dei coefficienti al di la di un certo valore di =.

Per questi radicali infatti esistera sempre il limite dei limiti superiori

A, che si hanno per essi per ogni valore speciale di n, e indicandolo con
A e ricordando quanto si disse sopra al § 76 si vede subito che la serie
Id, " sari convergente pei valori di p pei quali A p<1, e sara divergente
pei valori di p pei quali A p=>1, e quindi i raggio di convergenza sara

sempre }li .

4 89. — Aggiungiamo infine che quando z & sull’asse delle quantita reali,
ciod quando le si attribuiscono soltanto valori # reali in un certo intervallo
finito o infinito, e i coefficienti @, sono reali, le serie 3a,x" diventano
serie La,a" a termini reali ordinate per le potenze della variabile reale @,
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o queste serie dovremo spessissimo considerarle nei nostri studii di analisi
infinitesimale, ece.

E notiamo anche che per queste serie reali Xa,z" si pud avere con tutta
facilitd un limite superiore dell’errore r,, che si commette arrestandosi nella
somma della serie a un certo termine a,,z™.

Si consideri infatti dapprima il caso in cui essendo finito e uguale ad R
il raggio di convergenza della serie, i suoi termini non crescono indefinita-
mente per =R (ciod sul cerchio).

Allora indicando con g,, un numero positivo di cui gli stessi termini a, R
non sono mai maggiori in valore assoluto quando n>>m, — pel qual nu-
mero g, potremo evidentemente prendere il massimo valore assoluto dei ter-
mini stessi per n>m se essi tendono a zero al crescere indefinito di n—

evidentemente pel valore assoluto |r,,| dell'errore r,, avremo gr,|<g_.¥ (%)
w1
z ™ do = il val luto di d €
ero |7, m ———= essendo z il valore assoluto di = quando z
ovvero |7,|<g R"(R-2)

negativo.

Se poi sul cerchio di convergenza i termini a, R" prendono anche valori
numericamente grandi quanto si vuole, allora, preso un numero R’ inferiore
ad R ma vicino quanto si vuole ad R e del quale il valore z che si con-
siderera sia inferiore in valore assoluto, si osserveri che venendo ad essere
convergente la serie Xa,R™ esisterd un massimo ¢,, dei valori assoluti dei
prodotti @,R™ per n=>m, e allora con questo massimo ¢,, pel valore as-

gt
R~ (R -z)

Se poi la serie data Sa,z" sard convergente in tutto il piano, allora si
avranno ancora queste formole prendendo per R o per R’ un numero finito

soluto |r,,| dell’errore r,, avremo |r,,|< ¢,

comunque grande superiore & z .
|- 90. — In particolare se la serie 3 a,a" ha per cerchio di convergenza quello
di raggio uno e se 1 suoi coefficienti a,, da un certo valore #' di n in poi non

@™

’
; s a
vanno erescendo in valore assoluto, allora per m > n' avremo |r,, | <Z e
-T

ciod 'errore r,, sara numericamente inferiore al valore assoluto del termine
@y ™ che seque quello al quale ci fermiamo nella serie diviso pel nu-
mero 1 -z che misura la distanxa del punto x che si considera al cerchio
di convergenza.

Serie convergenti in egual grado.

+ 91, — Premessi questi studii sulle serie ordinate per le potenze di una
variabile Ya, 2", passiamo ad esporre aleune considerazioni e alcuni teoremi
generali sulle serie reali Y, i cui termini in un dato intervallo finito o
infinito (x, f) sono funzioni reali e finite di una variabile reale = o piu ge-
neralmente dipendono da una variabile reale # che pud prendere infiniti
valori nello stesso intervallo *,

Sia percio
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una tal serie Y, i cui termini nell'intervallo dato (2,F) (gli estremi oo B
inclusi) sono funzioni reali e finite della variabilez, o dipendono da una
variabile # che pud prendere infiniti valori nello stesso intervallo, e questa
serie sia convergente per tutti i valori # che possono considerarsi.

A causa di questa convergenza, per ogni valore speciale a di x che pud
considerarsi fra o e B (2 e f inclusi), e per ogni numero positivo e arbitra-
riamente piccolo o che si scelga e che si terra poi fisso, esistera un numero
intero e finito 7 dotato della proprieta che pei valori di # non inferiori
ad m il resto R, =u,, =+ 1o+ ... della serie data in valore assoluto sia mi-
nore di o perd evidentemente per un altro valore speciale @, di z che si
prenda a considerare potra darsi che il numero trovato m non possa servire
quando si conserva lo stesso numero =, e occorra prendere un altro numero
pit grande i, che allora serviri anche pel punto a.

Ma prendendo poi un terzo punto a, potri darsi che il numero trovato m,
non serva anche per questo punto e occorra prenderne uno anche mag-
giore my; e cosl continuando col considerare sempre nuovi puntiay, a, , as...
§'intende come potra avvenire che i numeri m , m, , Wiy, My, Wiy y My y oo Val-
dano crescendo indefinitamente, senza perd essere mai infiniti per nessun
valore speciale di z che si considerera; o in altri termini, il detto numero m,
senxa essere mai infinito, potra avere per limite superiore 1'infinito; e al-
lora per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo o non esisterd un
numero finito 7 dotato della proprieta che per n>m e per tutti i valori

#) Per semplicitd consideriamo il caso di una sola variabile x, ma con leg-
giere modificazioni di parole quanto andiamo ad esporre vale anche pel caso di
piu variabili dalle quali dipendano i termini della serie e si estende pure al caso
delle variabili complesse.
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di « che possono considerarsi fra « e 8 (« e f inclusi) si abbia sempre in
valore assoluto R, <Zs.

In vista di questa circostanza, quando si abbia una serie fu, i cui ter-
mini sono funzioni di # in un dato intervallo («,f) o anche pili general-
mente sono dati in un gruppo infinito di punti = dello stesso intervallo, si
dird che questa serie ¢ convergente uniformemente o in ugual grado in tutto
I'intervallo (x,5) o almeno per {utti © punti o valori = che si possono con-
siderare nello stesso intervallo quando per ogni numero positivo e arbitra-
riamente piccolo s esiste un numero finito 7 dotato della proprieti che
per m>m e per tulti i valori di « che possono considerarsi fra o e si
ha in valore assoluto R,<7o; e si dird che la serie data fu, non & con-
vergente in egual grado nello stesso intervallo o pei valori di = fra o efs
che possono considerarsi quando non esiste per ogni numero pomtlvn s un
numero finito 7 che soddisfa alle dette condizioni.

92.— Si dira poi che la stessa serie Yu, & convergente in egual grado
solianto in generale nell’intervallo dato («,f) o pei valori di  che possono
cousiderarsi in questo intervallo, quando, senza essere effettivamente con-
vergente in egual grado nel senso indicato sopra, & tale perd che, togliendo
dallo stesso intervallo un numero finito p di intervalli che possono prendersi
piccoli quanto si vuole, negli intervalli restanti o pei punti  che possono
considerarsi in questi intervalli essa & convergente in egual grado.

93, — E si dira infine che una serie Yu, ¢ convergente in egual grado
semplicemente nell’intervallo (=, #), o pei valori di = che possono conside-
rarsi in questo intervallo, quando per ogni numero positivo e arbitrariamente
piceolo 5 e per ogni numero 2’ esiste un numero intero m non inferiore a m’
e tale che per tutti i valori di # che possono considerarsi fra 2 e § (2 e § in-
clusi) il resto R,, corrispondente a quel numero speciale m sia numericamente
inferiore a o; e cosl si pud asserire che una serie convergente in egual grado
fra o e @ lo sara sempre anche semplicemente, ma almeno per ora, non si
pud affermare in generale la cosa inversa.

Perd, quando ci si limiti a considerare le serie Yu, che sono a termini
positivi per tutti i valori di # che si considerano fra o« e § e per le quali
si fosse trovato che sono convergenti in ugual grado semplicemente per gli
stessi valori di z, o quelle che avendo dei termini negativi si fosse pure
trovato che restano convergenti in ugual grado semplicemente anche quando
si riducono i loro termini ai rispettivi loro valori assoluti, allora si pud anche
dimostrare che le condizioni cui le serie stesse soddisfano portano di necessita
la loro convergenza in ugual grado (in modo assoluto) pei valori che si con-
siderano di z fra « e p.
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Indicando infatti con e/, la serie formata coi valori assoluti dei termini
di Yu,, e con m uno dei numeri non inferiori a »’ che nelle ipotesi fatte
godono della proprieta che il resto corrispondente R, di questa serie Yu,,
per tutti i vglori di # che si considerano fra « e 3 sia inferiore a s, §'in-
tende subito che i resti successivi R, , R, 4 ,.., della stessa serie (non
essendo mai superiori a R/,) saranno tutti inferiori a 5, e percid eviden-
temente lo stesso accadra pei valori assoluti dei resti corrispondenti R,,,
Ropi Rope ... della serie data Yu,,, e questa serie sard convergente in ugual
grado.

94. — Per mostrare fin d’ora la esistenza di serie Y, che, sebbene con-
vergenti in tutto un intervallo, non sono in esso convergenti in ugual grado
neppure semplicemente, faremo subito vedere che questa circostanxza st pre-
senta sempre in ogni serie Xu, i cui termini sono funxioni finite e con-
tinue di x in un punto a dello stesso intervallo ™, mentre in questo punto
la somma f(z) della serie ¢ una funxione discontinua di x.

Supponiamo iufatti che almeno da una parte del punto a, per es. a de-
stra, f(z) sia discontinua, e indichiamo con ' un valore di n tale che
per n —m' e per x=a si abbia in valore assoluto R,< s, e poniamo

f[a)=su+Rma f{a+a}=stm+RIM!

dove m @ finito e > m'.

Siavrd f(a+4-8) — f(a)=8',,—S8,, R ,,—R,,, e siccome m ¢ un numero
finito, e le funzioni w, ,u, ..., u, .. sono continue per r=a, per quanto
grande sia m potremo trovare un numero differente da zero e positivo s tale
che pei valori di & positivi e inferiori ad ¢ la somma §',, che & composta
di un numero finito di termini differisca da S,, in valore assoluto meno di
una quantita positiva qualunque arbitrariamente piccola a,.

D’altra parte, se il salto di f(z) nel punto @ & maggiore di d, f(a—3) e f(a)
almeno per alcuni dei valori di & che si considerano devono differire fra loro
pia di d, e quindi evidentemente per gli stessi valori di 5 i resti R,, e R',.
per quanto grande sia m verranno a differire fra loro di una quantita d’ che
sara maggiore di d—g3, e R, in valore assoluto sard maggiore di d —2s.

Ne segue che, se 5 sard sufficientemente piccolo, qualunque valore non
inferiore a m’ si prehda per m, esisteranno sempre alcuni dei detti valori

*) Notiamo una volta per tutte, a scanso di equivoci, che quando si dice che
una serie infinita di quantith «, ,u,,...,u,,... hanno date propriet, s'intende
dire che queste proprietd sono venﬁcata 0 pussono verificarsi fino a valori di n
grandi quanto si vuole.
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di = che possono considerarsi fra o e B (e ef inclusi) si abbia sempre in
valore assoluto R, <s. ‘ o

In vista di questa circostanza, quando si abbia una serie Eui icui ter-
mini sono funzioni di # in un dato intervallo (=,f) o anche pin genaral?
mente sono dati in un gruppo infinito di punti z dello stesso inten"allo, si
dira che questa serie é convergente uniformemente o in ugual _?rrado in tutto
I intervallo (o,B) o almeno per tutti i punti o valori x che si possono f::.on-
siderare nello stesso intervallo quando per ogni numero positivo ¥ BI:bltra-
riamente piccolo s esiste un numero finito m dotato delln ?ropneta 'che:
per n>>m e per tutti i valori di = che possono considerarsi fra o e si
ha in valore assoluto R,<"a; e si dird che la serie data .‘Iu,., non & con-
vergente in egual grado nello stesso intervallo o pctli valori di :.r. f.ra vef
che possono considerarsi quando non esiste per ogni numero positivo 5 un
numero finito m che soddisfa alle dette condizioni.

92.— Si dird poi che la stessa serie Yu, & convergente in egual grado
soltanto in generale nell'intervallo dato (=, f) o pei valori di & che possono
cousiderarsi in questo intervallo, quando, senza essere eﬂ'&ttivamente' con-
vergente in egual grado nel senso indicato sopra, & tale pero che, toghendc.n
dallo stesso intervallo un numero finito p di intervalli che possono prendersi
piceoli quanto si vuole, negli intervalli restanti o pei punti # che possono
considerarsi in questi intervalli essa & convergente in egual grado.

93. — E si dira infine che una serie Yu, ¢ convergente in egual g:'.ado
semplicemente nell’ intervallo («, ), o pei valori di :r'c'he Posseno t:onsnde-
rarsi in questo intervallo, quando per ogni numero positivo e a!:b1trz!:r1amantnz:
piccolo 5 e per ogni numero m’ esiste un numero intero m non mferlol'e.a m
e tale che per tutti i valori di « che possono considerarsi fra o o B(zef 1Pd')
il resto R,, corrispondente a quel numero speciale m sia numericamente infe-
riore a 6; e cosl si pud asserire che una serie convergente in egual grado fra
o ¢ § lo sard sempre anche semplicemente, mentre non sussiste st?mpre la cosa
inversa perchd vi sono serie convergenti in ugual grado semplicemente che
non sono convergenti in ugual grado (in modo assoluto) . ‘

Perd, quando per una serie Lo, si trovi che essa & conva.rgente in ugual
grado semplicemente per tutti i valori di « che si possono considerare fra = e 3

* Tale & ad es. nell’intervallo (0, 1) la serie che per a diverso da uno &

T—x (1— %)—i—aﬁ—m“ (1 —1-)+:ca——a-’ (1— ;:3—)) 4t —an (I—E%J—f-

T z(2)
iasi ie ¥ L (V. VoLTERRA
e per x=1 & una serie convergente qualsiasi, per es. la serie 2z ¥ A

Giorn. di Matemat. di G. Battaglini, vol. XIX, pag. 79).
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(z e 3 incl) e tale si mantiene anche riducendola ai valori assoluti, & facile ve-
dere che sara anche convergente in ugual grado (in modo assoluto) per gli
stessi valori di z.

Indicando infatti con £#’, la serie formata coi valori assoluti dei termini
di Xu,, e con m uno dei numeri non inferiori a m’ che nella ipotesi fatta
godono della proprieta che il resto corrispondente R',, di questa serie ¥u,
per tutti i valori di = che si considerano fra « e @ sia inferiore a o, s’in-
tende subito che i resti successivi Rapt, Rpey ., della stessa serie (non
essendo mai superiori a R',,) saranno tutti inferiori a =, @ percio evidentemente
lo stesso accadré pei valori assoluti dei resti corrispondenti R,,, R, R, 4o...
della serie data Yu,,, e questa serie sard convergente in ugual grado.

94. — Per mostrare fin d’ora la esistenza di serie Yu, che, sebbene con-
vergenti in tutto un intervallo, non sono in esso convergenti in ugual grado
neppure semplicemente, faremo subito vedere che questa circostanza si pre-
senla sempre in ogni serie Yu, i cul termini sono funxioni finite e con-
tinue di x in un punto a dello stesso intervallo *), mentre in questo punto
la somma [(x) della serie ¢ una funxzione discontinua di .

Supponiamo infatti che almeno da una parte del punto @, per es. a de-
stra, f(r) sia discontinua, e indichiamo con ' un valore di n tale che
per m_—-m' e per x=a si abbia in valore assoluto R,<s, e poniamo

f(@)=S8.+R,, fla+2)=S,+R,,
dove m ¢ finito & > m'.

Si avrd f(a+-2)— f(a)=8',, —S8,,+R,.—R,,, € siccome m ¢ un numero
finito, e le funzioni u, ,u,, ..., u, ,.. sono continue per x=a, per quanto
grande sia m potremo trovare un numero differente da zero e positivo = tale
che pei valori di 2 positivi e inferiori ad ¢ la somma S, che & composta
di un numero finito di termini differisca da S,, in valore assoluto meno di
una quantitad positiva qualunque arbitrariamente piccola o,.

D’altra parte, se il salto di f(z) nel punto a & maggiore di d, f(a-2) e f(a)
almeno per alcuni dei valori di & che si considerano devono differire fra loro
pit di d, e quindi evidentemente per gli stessi valori di 5 i resti R,, e R,
per quanto grande sia m verranno a differire fra loro di una quantita d’ che
sara maggiore di d—s, e R',, in valore assoluto sari maggiore di d —25.

Ne segue che, se o sara sufficientemente piccolo, qualunque valore non
inferiore u ' si prenda per m, esisteranno sempre alcuni dei detti valori

¥l Notiamo una volta per tutte, a scanso di equivoci, che quando si dice che
una serie infinita di quantitdk w,,t,,...,u%,,... hanno date proprieta, s'intende
dire che queste proprieta si verificano fino a valori di n grandi quanto si vuole.
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di & pei quali R/, sard numericamente maggiore di s5; e percid evidente-
mente la serie data X, nell’intervallo (2 ,{) non sara convergente in egual
grado neppure semplicemente, e potra tutt’al pill essere convergente in egual
grado soltanto in generale nello stesso intervallo quando i suoi termini
Uy y Uy yeery Uy y oo SiANO funzioni continue e la sua somma f(x) sia general-
mente continua nell’ intervallo.

In conseguenza della proprietd dimostrata, noi possiamo dunque anche
affermare in particolare che se una serie Lu, di funxioni w, di x finite
¢ continue in un certo intervallo (x ,f) é convergente in ugual grado almeno
semplicemente nello stesso intervallo, anche la sua somma sara sempre una
funxione finila e continua di x nell’ intervallo medesimo.

95. — DPer potere giudicare se una serie Xu, ¢ convergente in ugual
grado in un certo intervallo si hanno due teoremi che, sebbene non diano
che condizioni sufficienti per tale convergenza, sono perd molto importanti
perché servono in molti casi.

Il primo di questi teoremi si enuncia col dire che: Se i lermini w,,
Uy y vy Uy y oo della serie Yu, sono funxioni di x sempre finite fra « e §
(2 e B inclusi), e se la serie Yo', formata coi limiti superiori dei valori
assoluti degli stessi termini o con numert maggiori di questi limili é con-
vergente, la serie data Yu, per tulli ¢ valori di x fra o e} (x e § incl)
sarda convergente e sara quindi una funxione di x; e inolire sara conver-
gente indipendentemente dall’ ordine dei suot termini e convergente in ugual
grado.

Indichiamo infatti con py , g yeeey Py 3. 1 valori assoluti di w4 , #g gy %, 4.
per un valore speciale qualunque di « fra « e § (« e § inclusi).

La serie Xp,, avendo i suoi termini eguali o inferiori a quelli dela
serie Yu/, , sarii convergente, quindi pel valore speciale di z che si consi-
dera, e cosi anche per tutti gli altri, la serie Zw, sard convergente indi-
pendentemente dall’ordine dei termini, e essendo convergente rappresentera
una funzione di « in tutto l'intervallo.

Inoltre, poiché si ha p,y; + puge+ oo < Wogs + ®age =+ vy indicando con m
un numero tale che per n>>m si abbia %, 4, ', s+ ... < o, si vede su-
bito che questo numero m gode anche della proprieta che per n>m il re-
sto R, della serie Xu, per fufti i valori di « fra o e 3 (« e § inclusi) in va-
lore assoluto & sempre minore di o; quindi la serie Xu, nell'intervallo («,f)
sard anche convergente in egual grado, e il teorema & completamente di-
mostrato.

96, — Un secondo teorema che pud giovare per riconoscere la conver-
genza in ugual grado di una serie si basa su quelli di Abel dati sopra ai §§ 78
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e 80 [pag. Lxxv1 e seg.] e pud enunciarsi col dire che se ¢ termini u,, di una serie
Xu,, sono funxioni di x sempie finite in un intervallo (=, f) che, almeno a par-
tire da un eerto valore di n, risullano da quelli di un’altra serie Xv, molti-
plicandoli per quantita positive =, che possono dipendere da x ma che, se
ne dipendono, sono sempre inferiori a un numero finito e considerale per
ogni valore di x separatamente non vanno crescendo al crescere indefinito
di n, allora se la serie Yv, sara una serie numerica convergente, o se di-
pendendo da x sara convergente in equal grado nel suddetto intervallo (=, f),
anche la serie Yu, sara convergenle in ugual grado nello stesso intervallo.

Insieme poi a questo si ha anche 1'altro teorema che dice che se la
serie Yv, dalla quale risulta quella data Sw, sara divergente per tutti o
per aleuni valori di x nell intervallo (% ,[) ma avra le sue somme sucees-
sive sempre comprese fra numeri finiti, ciot avra una misura di divergenza
finita, allora la serie data Xu, sari convergente in ugual grado nello stesso
intervallo quando le ,, oltre a soddisfare alla condizione precedente, col
erescere indefinito di n tenderanno a xero; supposto che quando dipendono
da x tendano a xero in modo uniforme, cio¢ siano tali che, preso un nu-
mero arbitrariamente piccolo o, si possa trovare un numero finito m tale
che pei valori di n superiori ad m si abbia z, <7 per qualunque valore
di @ nello stesso intervallo (=, ).

Questi teoremi evidentemente sono immediata conseguenza di quello di
Abel ricordato sopra.

97. — I da notare che se i termini u, della serie Yu, invece di essere fun-
zioni di z fra 2 ¢ % sono dati soltanto per alcuni valori di  corrispondenti
a un gruppo di punti di prima o di seconda specie fra « e Z, i teoremi dimo-
strati nei due paragrafi precedenti continuano ancora a sussistere, colla sola
differenza che la somma U™ della serie Yw, non sard piit una vera e propria
funzione di = fra 2 e f ma sara una quantiti che avra un significato soltanto
pei valori di z pei quali sono dati i termini stessi u«,.

98. — I teoremi precedenti hanno una particolare importanza, e noi ce
ne varremo subito per lo studio di alcune classi di serie.

Consideriamo dapprima una serie Xa,a" ordinata per le potenze di una
variabile reale x e a coefficienti reali «,, per la quale supporremo che R sia
il suo raggio di convergenza: e prendiamo una porzione (z, ) dell’asse delle x
tutta contenuta nel cerchio di convergenza, essendo a<Zf.

Allora, indicando con «', i valori assoluti dei coefficienti @, e supponendo
dapprima che nessuno dei due estremi « e § dell’intervallo (x, f) sia sul
cerchio di convergenza e che di essi per es. & sia il pill vicino a questo cerchio
e sia positivo, la serie dei massimi valori assoluti dei termini della serie data
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Ya,x" pei valori di z nell’intervallo («,f) sard la.serie ‘Sa',, e sar_é. colrivelr.
gente, quindi pei teoremi dati sopra ai §5 95 e 94 si pud :'nta‘ntu asserire che le

serie reali Ya,a" ordinate per le potense di una variabile x sono conv.::r-‘

genti in ugual grado in ogni porxione (2 , () dell’ asse delle x che non termmf.

al cerchio di convergenxa; e in questo intervallo (2, f) la loro somma é
sempre una funxione finita e continua della x. o .

Se poi la serie data La,x" sara convergente 1-ndtpeﬂdentefnmte all’ or-
dine dei termini anche sul cerchio di convergenxa, allora ev.ldentcmeuta la
porzione (=, §) che si considera dell’asse delle = .pot.rff arrivare anche al
cerchio, e si avra convergenza in ugual grado e corm?n'uta. mj:dla somma della
serie in tutto Uintervallo da —R a R (gli estremi inclusi). o

99. — Se poi la serie stessa X, z" non sard convergente 1nd11?andante-
mente dall’ordine dei termini sul cerchio di convergenza, ma sard conver-
gente semplicemente in uno o in tutti e due gli estremi :::=—R{?;;r:=R
tiell'asse delle x su questo cerchio, allora, osservando che.z per D_?ITI, valu.re‘
di x vicino ad R 0 a —R o uguale all’uno o all'altro di questi estre.ml 1 tOI’B;l‘l.Dl
della serie corrispondente Ya,z" vengono da quelli della_ .'SEI‘IB Ta,R* o
Ya, (- R)" moltiplicandoli respettivamente per le quantita positive e sempre de-

gy i s 206 siv bito che si avra
crescenti (%) 0 (?B) , pel primo teorema del § 96 si vede subito che

convergenza in ugual grado anche negli intorni (R -« R)o (=R, -R+¢) .degh
estremii stessi se in questi estremi la serie Ya, 2™ sard convergente; e si pl?l)
quindi affermare evidentemente che ¢l teorema precedente sulla watn’c‘rgcrm:s in
ugual grado e sulla continuiti della serie La, .r". varra per qualsiasi pa}:'m::w
(2,%) dell’asse delle @ contenula nel cerchio di com'r.-rgatnm anche che ler-
uu';u' al cerehio di convergenxa, quando nell’estremo corrispondente su questo
cerchio la serie data sia convergente anche soltanto semplicemente. o

% 100, — Si consideri ora la serie La,z" anche per valori cump]es::‘,l di
é ammettendo che i coefficienti @, possano anche essere compless.i; e si p.reu?
dano ad esaminare le due serie reali formate dalle parti reali e dai ‘f:oeﬁﬁmentl
delle parti immaginarie della serie stessa per tut.tj i. \:alori r=pe'? dt z uo:'-
rispondenti ai punti della retta che passa per I'origine 2 =0 e fal'angolo
w coll’asse delle . ‘ .

' Queste serie saranno serie reali ordinate per le potenze di p e rientreranno
quindi fra quelle considerate precedentemente, per modo .c-he a.d‘ esse potranno
applicarsi i risultati precedenti; quindi in particolare noi pt?ssmmo a‘f'fermn.re
che se la serie Ya,x" sara convergente anche solianto semplicemente in uno o
tn tulti e due i punti e=Re®® | 2=Rel#T7) della stessa retta ‘ch{f sr.mo
sul cerchio di convergenxa, le due serie reali suddetie, come funxioni di p,
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saranno convergenti in ugual grado in ogni porzione di quella retta anche
se essa terminera sul cerchio a uno dei detti punti Re'? o Rel(3+7) (pel quale
si abbia convergenxa nella serie data La,x"); e nella stessa porzione (1 suot
estremi inclusi) la serie stessa sara una funzione finita e econtinua di p,
per modo che il valore della serie complessa Sa,x" nel punto (R, 7)o (R,¢+x)
del cerchio, quando in questo punto vi sia convergenxa, sara il limite dei
valori delle somma della serie stessa nei punti interni al cerchio di con-
vergenxa e situati sulla detta retta quando questi punti si avvieinano in-
definitamente al cerchio.

101. — Aggiungiamo ora che le serie Ya, x* considerate sul cerchio di con-
vergenza, ciod quando x=Re'¥ ¢ » variada 0 a2z 0da —=ra =, si ridu-
cono tutte a serie reali trigonometriche della forma Ya, cos ne e LE,senng
nelle quali i coefficienti «, e §, saranno numeri reali positivi o negativi,

Indicando con o, e &, i valori assoluti di questi coefficienti, le due serie
si ridurranno alle altre £+4',cosny e L +f, senzng; quindi se avverrd che,
fatta soltanto eccezione per alcuni valori ,, Fiyey di ¢, le serie X+ cosny,
e L+ senny dipendentemente dai segni dei loro termini, in ogni intervallo
che non comprende questi punti ¢, =, , ... abbiano sempre una misura di diver-
genza inferiore a un numero finito {che potra variare da intervallo a intervallo)
allora le serie stesse o, cosny e Y3, sen n saranno sempre convergenti in
ugual grado in quegli intervalli che non comprendono i punti esclusi ¢ 7z, ...,
tutte le volte che i@ valori assoluti o, e Fu delle o, e [, al crescere inde-
finitamente di n tendano a xero senza andare mai crescendo; e negli stessi
inlervalli le somme delle dette serie saranno funxioni finite ¢ continue di ®.

8’intende che se le condizioni poste si troveranno verificate per una sola
delle due serie La, cosng e LB, senny, il teorema enunciato varra soltanto
per la serie corrispondente.

Questo teorema naturalmente pud riguardarsi come relativo tanto alle
serie La,z" ordinate per le potenze di una variabile considerate sul cerchio
di convergenza, quanto a quelle classi di serie trigonometriche Yo, cosny
e L, senny per le quali i coefficienti o, e fw hanno le particolarita ora
indicate.

102. — Queste osservazioni ci permettono di trovare con tutta facilita
la somma della serie

(1) senx sen2x | sen3zx

1 2 3

che noi considerammo gia al § 22 [pag. xxxi] e anche al § 81 [pag. Lxxix],



e anche quella dell’altra serie

" cosx  cos2z | cos3x
) 1 2 3

Si ricordi infatti che dall’Algebra si ha

x at 2
log (1L +z)=~l~ - E+§ —.

pei valori reali e complessi di x nel cerchio di raggio 1, quando pel valore
di log (1+2) per x=0 s’intende preso il valore 0, e poi partendo da questo
punto s’intende che log (1+%) varii sempre con continuita * ; e si osservi che
sul cerchio di convergenza per x=-¢'¥ la serie del secondo membro si riduce
ey x, cosns L& Sen
"altra X(—1)*" —— o alla somma M (—1)" =28 iV (— 0T
all’altra X(—1) et S ‘T‘{ ) 2 +i2(-1) -
Per quanto si vide al § 81 e per 'ultima osservazione che abbiamo fatta, si
concluderd subito intanto che per tutti 7 valori di ¢ compresi in una porzione
qualsiasi (— a0 ,=—3) dell'intervallo da —= a = che non termini agli
. - cosne sen nz
estremi —= o0 =, le due serie X(—1)"' ——T ¢ X(—1)"! —n--i conver-
geranno in ugual grado e rappresenteranno funxzioni finite e continue
della variabile o,
Oltre a cid per quanto dimostrammo nel paragrafo precedente per ogni
p z e L .
valore di ¢ diverso da = e da — = la somma della serie X (—1)"-! ~,; sard
il limite di log (1+4-pe') nel tempo che 5 tende a 1 a sinistra (cioé facendo
passare p solo per valori inferiori ad 1), il che, per la continuita di questi
logaritmi quando ¢ non & = nd —=, porta che la somma stessa sari il va-
. ety

=] —

lore di log (14-¢'%); quindi per avere la somma della serie¥(— 1) "

S w_y COSTP = a1 SEDRP ) i
quelle delle due }1" ()= e 2‘{ 1) . basterd trovare il

detto valore di log (1+4-¢'¥) pei valori indicati di p.

™ §'intende subito come la definizione di continuitd che abbiamo data per le
funzioni di una variabile reale al § 30 [pag. xL] possa estendersi al caso delle fui-
zioni reali di piti variabili, e del resto noi ce ne occuperemo diffusamente quando
tratteremo di queste funzioni alle quali, volendolo, si possono sempre ridurre quelle
che si considerano come funzioni di una variabile complessa z studiando separata
mente in esse la parte reale e il coefficiente dell’immaginario.

— X0 —

Ora osservando che

g

e

L
1+e*'?=e2(e 2+92)=2 =

cos

-

con

inferiore a% in valore assoluto, si vede subito che si ha

log (1+€%) =log 2 cos ¥ +i% 421z,

]

L]
essendo & un numero intero da determinarsi e log 2 cos 5 un numero reale;

quindi evidentemente sara

z cosny senny =
b (—1]"—‘T"=lng2cos =, (=1 o =5+2k=,
(3

L
1

rol-6

b

e la prima di queste formole varra evidentemente anche per ©==4+n; e ora,

: : - senn
osservando che per quanto abbiamo dimostrato la serie E[—l,‘r"‘1 e
n

deve essere continua anche per z=0 e in questo punto essa ha il valore
zero, si conclude che k=0 e si hanno le formole notevoli

senny =

.\ )
- 3 }d(_l)n ! 2

(3) \n?{—l]"" (¥5=Ing2 cos

L3

che valgono per tutti i valori diz da —ra= (gli estremi + = esclusi per
la seconda di queste formolé), e che dinno le somme cercate delle serie (1)
e (2) scritte sopra col semplice cambiamento di = in x.

103 — Infine aggiungiamo che dai teoremi dimostrati risulta subito anche
la generalizzazione del noto teorema di Cauchy sul prodotto delle serie che
si dimostra in ogni trattato d’ Algebra, ciod del teorema che dice che se

E?u,, e E‘:t’" sono due serie (reali o complesse) convergenti indipendente-

mente dall’ ordine dei termini, tale sari pure la serie i w, dove
1]
(4} Wy =1u, +un—l v + Up_3 Uy + e + Uy vy,
e la sua somma sari il prodotto delle somme delle due serie date 2-&. e i Vs
o

Se non si pongono infatti le condizioni che le due serie Eu, e ﬁv,, siano
[ 1]

convergenti indipendentemente dall’ordine dei termini, limitandoci a supporre
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che siano convergenti ma ponendo al tempo stesso la condizione che risulti con-

\‘ergcnte la serie i-er',” allora si potra osservare che pei teoremi precedenti le

o0
serie ¥ ec,,.r \ v,z" e ¥ w,z", oltre ad essere convergenti per z=1, sa-
(1]

ranno convergantl indipendentemente dall’ordine dei termini pei valori di
numericamente inferiori ad uno, e inoltre, come funzioni di # negli intorni

, saranno funzioni finite e continue per modo che i loro va-

lori \u,,,‘) v, @ \aiw corrispondenti a =1 saranno i limiti dei valori

1 u

che si hanno per esse quando essendo x sempre inferiore ad uno si avvi-
cina ad uno indefinitamente. .

Ma, a causa delle particolarita ora indicate, per questi valori di  inferiori
ad uno il teorema di Cauchy ricordato sopra & certaments applicabile alle serie

ks k. o
Yu,z" e Yv,2", e quindi si ha Y, 2"= Yu,z" Jv, 2"; e per questo
[1] [ v

o o
evidentemente al limite si trovera 'gu-,, =-\_‘ u,,:‘-_‘-.'.-,‘, cio che mostra che &
L] (1)

a0 €0
teorema di Cauchy sul prodotio delle serie Nau, e Yo, vale anche quando
< T
una o tutte e due quesle serie sono convergenti soltanto semplicemente purche
si riseontri che la serie prodotio ﬁ w, , nella quale w, ¢ data dalla (4), ¢
0]

anch’ essa convergente.
Teoremi sui limiti delle serie.

“.104. — La considerazione delle serie convergenti in ugual grado permette
di dare alcuni teoremi coi quali in molti casi la ricerca dei limiti delle serie
pud farsi come se si trattasse di somme composte con un numero finito di
termini.

Questi teoremi sono i seguenti:

Teorema 1. Se ¢ termini wy , thy oy Uy, o - di una serie Xu,, sono funxioni
di © in un intervallo (a,a--:z) posto per es. a destra di un punto a e la
cui ampiexxa é differente da xero ma arbitrariamente piccola, o anche son
dati soltanto in un gruppo infinito di punti x dello stesso intervallo pei
quali a ¢ semplicemente un punto limite; ¢ se i lore limiti w,, per x=a+0
sono determinati e finiti, ¢ la serie Su, nell intervallo stesso o pei valori
di x che si possono considerare ¢ convergente in ugual grado, allora la
somma U di questa serie avra essa pure un limite determinato e finito

—tme
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per x=a--0, e questo limite sara la somma della serie dei limili Zu,
(la quale per conseguenza si ridurrd a un polinomio o sard convergente).
Siano infatti z, e z, due qualunque dei valori di = che si possono con-

siderare fra @ e a-}z (a escluso); si avra

Uir)— [le = ‘\; : uff) — yf# i +R@)—Rix)

indicando in generale con # e R i valori di u, e R, pel valore = della
variabile; e per le ipotesi ammesse si potrd sempre scegliere m in modo
che per tutti i valori di  che si possono considerare fra a e a4z, e quindi
anche pei valori di x, e #,, i resti RY siano numericamente minori di un
numero arbitrariamente piccolo a.

Ma poiche il numero m, dopo di essere stato scelto in tal modo, pud ri-
guardarsi come un numero fisso, pel teorema di Cauchy del § 23 [pag. xxxm],
si potrd evidentemente trovare un numero s, < e tale che per tutti i valori di

" o/ i
a, e x, compresi fra @ e a+¢ (@ escl) la summa z:rzfl‘—u':ﬂi sia essa
11

pure numericamente minore di o; quindi evidentemente si avra in valore as-
soluto U) — Ul <35, e pel ricordato teorema di Cauchy la somma U
della serie data avra un limite determinato e finito per x=a--0.

Ora, chiamando U questo limite, si potra evidentemente prendere un nu-
mero & < ¢ talmente piccolo che per tutti i valori di z che si possono con-
siderare fra @ e @z, (@ escl.) la differenza U*)— U sia numericamente mi-
nore di s; quindi poich® si ha

st

—

U"”—}:ﬂ... \{“4:1__“ )-|-R“"
1

si vede subito che sard

wo =Sl —u,) + RS +6s,

con B compreso fra— 1 e -4 1: e ora osservando anche che a causa delia
convergenza in ugnal grado di Su, fra a e a-}-¢, a partire da un certo va-
lore 7 di m i resti RS sono sempre numericamente minori di o, e per
quanto grande si prenda m si pud sempre prendere poi g cosi piccolo che

"
la somma z (u'—a/,) sin anch’essa numericamente minore di s, si con-

clude che a partire da un certo valore di m si avra sempre in valore assoluto
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"
U-—Eu’.('ﬁa, e percid la serie 32, sard un polinomio o sari convergente
1

e avrd per somma U, e questo completa la dimostrazione del teorema.

Notiamo che quando per solo dato si avesse che fra a e a--: la serie Yu,
@& convergente in ugval grado soltanto semplicemente, colla prima parte della
dimostrazione precedente si troverebbe ancora che la somma U di questa serie
ha un limite determinato e finito per x=a--0; ma resterebbe incerto se
questo limite fosse o no la somma della serie dei limiti Su,. Perd quando
si sapesse anche che la serie limite 2w, si riduce a un polinomio o & con-
vergente, allora si potrebbe ancora affermare che il limite di u, @ la somma
della serie Su,, , perchd in tal caso indicando con R',, il resto di questa serie Tu’,
si avrebbe la formola

U™ — B by = (17— () + RY— Rl
1

e scegliendo 7 in modo che sia maggiore di quel numero m” dopo il quale R',,
¢ zero 0 & numericamente minore di s, e sia tale che si abbia sempre R <Zs, e
prendendo poi = sufficientemente piccolo, si troverebbe ancora che lim U™ = S,

105. — 1l teorema dimostrato da solo una condizione sufficiente per 1’ esi-
stenza del limite di una serie. Una condizione che sia al tempo stesso ne-
cessaria e sufficiente per 1'esistenza del detto limite si ha dal seguente

Teorema II. Se ¢ fermini di una serie Xu, sono funxioni di x in un
dato intervallo (= ,[), o dipendono da una variabile x che puo prendere un
numero infinito di valori dei quali a ¢ un punto-limite, e se ¥ limili
degli stessi termini u, per x=a a destra o a sinistra, per es. a destra, sono
determinati e finiti, affinché il limite delln somma U= della serie Su,
per x=a-0 sia determinato e finito e sia la somma della serie dei li-
miti X', ¢ necessario e sufficiente:

1.° che questa serie dei limiti “u', sia convergente;

2.0 che per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo s e per ogni
numero intero m' comunque grande si possano trovare due numeri c e m
dei quali il primo sia differente da xero e positivo e il secondo sia intero e
maggiore di m' e lale che per tutti i valori di x che si possono eonsiderare fra
a e a--: (a escl.) il resto R della serie Su,, sia numericamente minore di a.

Supponiamo infatti che la serie dei limiti 3u', sia convergente, e osser-
viamo che si ha

(1) 09— i = S0t — ) + R,

essendo R', il resto della serie dei limiti Su’,.

= XCVIII —

In questa formola e potra supporsi maggiore del numero s’ a partire
dal quale, a causa della convergenza di Zu',. si ha in valore assoluto R',,<Zn;
quindi, osservando che quando & soddisfatta anche la seconda delle condi-
zioni poste sopra si possono sempre trovare due numeri m ed = pei quali
RE) per futti i valori di « che possono considerarsi fra e e a-¢ (a escl)
sia anch’esso numericamente inferiore a s, e poi, dopo di aver fissato cosi
il valore di m, prendendo un numero g < ¢ si potrd anche fare in modo

che quando x & compreso fra @ e a—e¢, si abbia sempre in valore asso-
"

luto ¥ (' — ',) < s, si conclude subito che per questi valori di z si avrd
1

sempre in valore assoluto U™ — X/, <733, e percid sard lim U¥ = 3/,.
Viceversa se lim U¥'=2Xu/,, la serie Xu', sard convergente e si potra

. . . i a
trovare un numero #’ dopo il quale sia sempre in valore assoluto R, <Z~:
p

preso poi un numero m >m', si potrd anche trovare un numero corrispon-
dente ¢ tale che per tutti i valori di = che possono considerarsi fra @ e a--g,

si abbia sempre in valore assoluto U™ — Yo', << ;, @ E(u’-;,' '—zf.',‘)<—;; o allora
1

per gli stessi valori di =, a causa della formola (1), si avri anche eviden-
temente R)'<s, talch il teorema pud dirsi ora completamente dimostrato.

106. — L’ultima parte della dimostrazione precedente mostra anche che
se lim U¥'=2Xu',, per ogni numero m superiore a un certo numero 7’ esi-
steri un numero s, tale che per tutti i valori di & che possono considerarsi
fra @ e a-+= (a escl.) si abbia in valore assoluto RJ<s.

Viceversa, se questo accade ripetendo i ragionamenti fatti in fine del § 104
si trova che lim U¥= X/, ; quindi si pud evidentemente enunciare anche
il seguente:

Teorema III. Se 7 fermini di una serie Su, sono funxioni di x in un
dato intervallo (=, f), o dipendono da una variabile x che puo prendere un
numero infinito di valori dei quali a ¢ un punto-limite, e se { limiti degli
stessi termind per xr=a-+0 sono determinali e finité, affinche il limite
della somma UY della serie Zu, per r=a -0 sia determinato e finito
e sia la somma della serie dei limiti X2/, (che si suppone convergente), ¢
necessario ¢ sufficiente che per ogni mumero arbilrariamente piceolo ¢ po-
sitiro s e per ogni valore di m superiore a un dato numero abbastanza
grande m' esista un nwmmero e (variabile o no con m) tale che per tutti i
valori di @ che possono considerarsi fra a e a-¢ (a esel.) il resto R della
serie Yu, sia numericamente minore di s.

Notiamo esplicitamente, a scanso di equivoci, che la condizione conte-
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nuta in questo teorema & condizione necessaria per Uesistenza del limite della
somma U™ della serie Yu, quando (come nel teorema) si richiede anche che
questo limite sia la somma della serie ded limiti Yu',,, ma cessa perd di esser
tale quando, senza occuparsi della serie Yu',, si richiede semplicemente che
la somma U abbia un limite determinato e finito, giacché evidentemente,
a causa della eguaglianza

Ll
Uin) —Uint — x(ui‘m — ul#)) - RE—Ri=) |

I'esistenza del limite di U porta soltanto che pei valori di # fra a e a4z, quando
¢ & sufficientemente piccolo, si abbia in valore assoluto R(%—R® <g,

107. —1 teoremi dimostrati conducono subito ad altri che si riferiscono
alla continuita delle funzioni espresse in serie che qui troviamo opportuno
di dimostrare.

Il primo di questi teoremi si enuncia col dire che: Se in un dntorno
comunque piccolo e differente da xero (n—-:z,, a-4e) di un puntoa i ter-
MENT Uy Wy g ooe s Uy, y o di wuna serie Xu, sono funxioni finite di @ che nel
punto a sono anche continue qualunqgue del resto esse siano ned punti vieini,
¢ questa serie nello slesso intorno ¢ convergente in ugual grado almeno sem-
plicemente, la somma della serie Yu, sara una funxione di x finita e con-
linua per r=a.

Questo teorema risulta immediatamente dal teorema del § 104, e risulta
anche da quello dato in principio del § 94, e anzi pud dirsi che non ne dif-
ferisca che per I'enunciato, giacch® se f(x) potesse esser discontinua per
r=a, per quanto allora si disse, la serie Xu, nell'intervallo (e —z, , a-2)
non sarebbe convergente in ugual grado neppur semplicemente.

Osserviamo poi che, per quanto si dimostrd nel § 104, nel teorema ora
enunciato si pud fare a meno di porre a priori la condizione della conver-
genza della serio Zu, per #=a, purch® perd si sappia che in fuiti gli aliri
punti dell’intorno (¢ —sz, , @z la serie stessa Xu, & convergente in ugual
grado in modo assoluto.

108. — Dal teorema dimostrato risulta poi, come caso particolare, anche
quello enunciato in fine del § 94, cioe il teorema che dice che: Se d termini
di una serie Yu, sono funxioni di x finite e conlinue in tullo un inter-
vallo (x, f) nel quale la serie slessa ¢ convergenle in ugual grado almeno
semplicemente, anche la sua somma f(r) sard wuna funxzione di x finita e
continua in questo inlervallo; e per questo teorema si pud affermare che

Se una serie Yu, ¢ convergenle in ugual grado almeno semplicemente
i tutto un indervallo (2 ,7), la sua somma [(x) in questo intervallo non

—_ 0 -

potra essere discontinua altro che in quei punti nei quali una o piic delle
funzioni w, , uy, ..., U, .. siano discontinue.

109. — Limitandosi poi al caso delle serie Yu, ¢ cui termini, oltre es-
sere funxioni finite e continue della x in tutto Uintervallo (2, ), sono sem-
pre positivi almeno a partire da un certo valore finito di n, si pud dimo-
strare anche la proposizione reciproca di quella ora enunciata, facendo ciod
vedere che quando la loro somma é una funxione finita e continua della ©
queste serie sono convergenti in ugual grado in tutto U intervallo (x,f).

Si osservi infatti che se Xu, & una serie per la quale sono soddisfatte
le condizioni ora indicate, per ogni valore speciale di  fra a e § esiste-
ranno infiniti numeri m maggiori di un dato numero »' e tali che i resti
corrispondenti RjY della serie data pel valore « che si considera e per n > m
siano sempre numericamente inferiori a s.

Fra questi infiniti numeri s potremo prendere il minimo che indicheremo

_con my,s; e allora, lasciando invariato il 5, questo numero m,, s acquistera

un significato determinato per ogni valore di z, e la quantita potri

x, 0
riguardarsi come una funzione finita e determinata di z per tutti i valori
di z fra o« e §.

Da cid segue (§16 [pag. xxm] e § 36 [pag. xtv]) che esistera un limite

inferiore p. pei valori di nell’intervallo stesso («,f), e esisterd pure

My o
fra o e B almeno un punto determinato 2’ dotato della proprieta che pei
punti di ogni intorno di # anche arbitrariamente piccolo il limite inferiore

di

sia ancora ..
My o

Ora, siccome nel punto & la serie Yu, & convergente, si potra trovare
per essa un numero finito w2, —>m' tale che per n >-m, si abbia sempre

R,,[r‘)(%; quindi poich# si ha

e+ —f)=3,

u, (7'+3) —ﬂn{x')g-l-Rm.(z'H}—Rm. () ,

osservando che, per la continuita di f(r) e dei termini u,(2), esiste un in-
tervallo (2’ —e,, o' +2,) nel quale si ha

res—f@)<y , Slunr—w@|<s,

si conclude che in questo intervallo si avra Ru,(#'+-8)<s; e ora avendo
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riguardo anche alla condizione posta che i termini di fu, siano tufti posi-
tivi a partire da un certo valore di n, si vede di qui che sard R, (z)<ls
per tutti i valori di 2 non inferiori am, e per tutti i punti = fra #'—z e @4z

Ne segue che p. non sard inferiore a —-, e percid m. s non sara mai
1

superiore & my, e questo evidentemente ci mostra appunto che sotto le ipo-
tosi fatte la serie Y, & convergente in ugual grado fra 2 e B e la nostra
proposizione & dimostrata.

210. — Come conseguenza poi del teorema ora dimostrato faremo notare che
evidentemente esso pud anche generalizzarsi col dire che: Se Xu, é una serie
reale o complessa @ ewi termini sono funxioni finite e continue della x in
tutto 1 intervallo (x,7) (gli estr. inclusi), e olire esser convergente indipen-
dentemente dall'ordine dei termini ¢ tale altresi che la somma della serie
dei valori assoluti o moduli corrispondente Yid,, ¢ una funione finita e con-
tinna della & in tutto U intervallo, la serie stessa Zu, sara convergente in
ugual grado nell’ intervallo dato (x,().

05|

CALCOLO DIFFERENZIALE
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Degli infinitesimi e degli infiniti

——————

1. — Si dice che una quantita variabile « diviene infinitesima o infinita-
mente piccola quando, diminuendo indefinitamente in valore assoluto ™, ha per
limite lo zero.

E si dice che una quantita = diviene #nfinita o infinitamente grande,
quando il suo limite & 'infinito, positivo o negativo.

Il limite ¢’intende preso col tendere di un’altra quantiti z (per valori
continui o per valori discreti) verso un numero determinato a a destra o
a sinistra, o col crescere indefinitamente di z per valori positivi o per va-
lori negativi, e quindi propriamente si dovrebbe dire che o diviene infini-
tesima od infinita per z=a a destra o a sinistra, quando il suo limite, a
destra o a sinistra di @, © zero, o © infinito respettivamente, ecc. Perd bene
spesso la natura della questione fissa il senso secondo cui il limite viene
preso, o fa si che questo senso sia indifferente e allora si rende inutile la
distinzione indicata. Noi percid, pur tenendo mente sempre a questa distin-
zione, non la faremo esplicitamente altro che nei casi in cui sia indispen-
sabile a farsi per non cadere in equivoci.

Aggiungiamo che in certe questioni conviene anche considerare dei casi
in cui col tendere di z ad @ a destra o a sinistra, o col crescere indefini-
tamente di # per valori positivi o per valori negativi, la quantita «, senza
avere propriamente per limite + oo, finisce per prendere anche valori gran-
dissimi e maggiori di qualsiasi numero dato. Anche in questi casi, volendo

*) Questo non porta che y debba diminuire confinuamente in valore assoluto.
Pubd anche oscillare continuamente, mantenendosi perd da un certo punto in poi
sempre inferiore in valore assoluto a un numero dato comungue piecolo s, come
chiaramente risulta dal concetto di limite giustamente inteso.



TR R

avere speciale riguardo alla circostanza che « prende anche valori maggiori
di qualunque numero dato, si dice ancora talvolta che « diviene infinita per
z=a+0 o per =+ o ; qui perd, quando dovremo riferirci a questo genere
d’infiniti, lo diremo sempre espressamente, per modo che quando si dird sem-
plicemente che « divienc infinita, senza altra avvertenza, s'intendera di rife-
rirci a quegli infiniti pei quali lim 2=+ .

2. — Ci fermeremo ora dapprima sulle quantita che divengono infinitesime
per z=a a destra 0 a sinistra, o per z=+ o; e su queste faremo le osser-
vazioni seguenti.

La quantitd « che diviene infinitesima non si considera al limite, ma fuori
del limite mentre a questo limite si avvicina., Essa dunque & una quantita
come tutte le altre ed & di sua natura variabile; ed il suo carattere essen-
ziale sta in cid, che per quanto piccolo sia divenuto il suo valore assoluto
nei punti ove & diversa da zero, avvicinandosi z sempre pit ad a (a destra
0 a sinistra) o crescendo sempre pin z, il valore stesso finirda per divenire,
e restare poi, sempre, ancora pit piceolo.

Essa poi, mentre ha per limite zero, fuori del limite, almeno ordinaria-
mente, sard diversa da zero, e su essa potranno farsi calcoli come su tutte
le altre quantita, appunto perchd si considera sempre fuori del limite. In
particolare dunque si potranno considerare anche i quozienti di quantita
infinitesime, come anche i limiti di esse, senza che questi quozienti o i loro
limiti cessino, almeno in un immenso numero di casi, di avere un significato;
anzi nel calcolo differenziale avremo ad ogni istante da considerare di tali casi,
poiché una parte principale di questo calcolo consiste appunto nello studio dei
limiti di certi quozienti d’infinitesimi (derivate).

3. — Due quantitd o ed o, che divengono ambedue infinitesime, tendono
ambedue a zero; perd s’intende bene come esse possano tendere a zero in modo
differente, 1'una avvicinandosi a zero pii rapidamente dell’altra. Cosl per es.
le due quantita #*e * divengono ambedue infinitesime col tendere di z a
zero, ma la seconda vi tende pit rapidamente della prima. La seconda in
certo modo finisce coll’esser sempre immensamente pit piccola in confronto
alla prima, e la prima, sebbene infinitesima, immensamente grande in con-
fronto alla seconda, perchd la seconda finisce coll’essere una frazione, piccola
quanto si vuole, della prima. E questa considerazione che porta a stabilire i
diversi ordini di infinitesimi quando essi si confrontano fra loro pel loro modo
di tendere allo zero.

4. — Si consideri un infinitesimo 4, pel quale riterremo che, mentre tende
a zero, almeno da un certo punto in poi, non passi mai per zero, pur di-
venendo alla fine e mantenendosi poi sempre numericamente minore di qua-_

wa s

lunque quantitd data; e insieme ad « si consideri un altro infinitesimo B.
1 r-a.ppcurta"?f di questi infinitesimi avra un significato, e potrd avere per

o

limite zero, 0 una quantiti determinata e finita, o + o, o non avere un li-
mite determinato: e noi nel primo caso diremo che § diviene infinitesimo di
ordine superiore ad o; nel secondo diremo che § diviene infinitesimo dello
stesso ordine di «; e nel terzo che § diviene infinitesimo di ordine inferiore
ad o. Nel quarto caso poi se il rdpporto -E, senza avere un limite determi-
nato, in valore assoluto resteri sempre maggiore di un numero differente da
zero e positivo, e minore di un certo numero pur differente da zero e finito,
si potrd dire ancora che « e § divengono infinitesimi dello stesso ordine, mentre

se il rapporto I potrd accostarsi quanto si vuole a zero, o passare per zero,
o

restando perd sempre minore in valore assoluto di un certo numero positivo,
potremo dire soltanto che 3 diviene infinitesimo di ordine non minore di o;

i s
e se il rapporto “ non potrii accostarsi a zero col suo valore assoluto pil
Lr A

di una certa quantitd, ma potri prendere anche valori numericamente mag-
giori di qualunque numero dato, allora potremo dire soltanto che § diviene
infinitesimo di ordine non maggiore di «; nel caso infine che lo stesso rap-
porto = possa al tempo stesso accostarsi quanto si vuole a zero, o passare
o

per zero. e prendere valori numericamente maggiori di qualungde numero
dato non potremo propriamente paragonare, come negli altri casi, gli ordini
di infinitesimo di § e di o.

Cosi, p. es., supponendo #=sen®a, si vede subito che se » & un infinite-
simo a cui ei si riferisce, sen®z sard un infinitesimo di ordine superiore ad

- .
; ; f sen®z  sena
o, giacchd si ha aﬁ_ =

= —— sen «, elim-a—=0‘
a o o

Supponiamo invece f=a-+sen 24; si vede che § & un infinitesimo dello

B o 2 5 sen 2o
stesso ordine di », giacchd si ha Lim'; =lim (1 + §el; '1) =lim (1 +2—2-;—) =3;

e supponendo, p. es., =y a+sena, si vede che 3 & un infinitesimo di or-

m\/a+sen_=:]jml__\/1+ sena=¢ )
va' oo

dine inferiore ad =, perch® lim ;-j =li -

Similmente se si ha, p. es., p=22 +a« sen 5 bisogneri riguardare

/s
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come dello stesso ordine di a, perché il rapporto = coll’impiccolire di o inde-

. i 5 . 1
finitamente, senza avere un limite determinato, oscilla fra 1 e 3; se 3=a sen -
- 3

bisognera riguardare 3 semplicemente come infinitesimo di ordine non

sen’ al_:
, bisognera riguardare § come infinitesimo

minore di a; se f=al| 2+

Vo
di ordine non maggiore di o, quando = tende a zero per valori positivi: e

senl—
infine se si avra f=a|2+4

Ve
tare ’ordine di infinitesimo di § con quello di e.

5. — Quando o & I'infinitesimo a cui tutti gli altri vengono riferiti, vien
sempre supposto, come gia dicemmo sopra, che esso sia di quelli che, pur
tendendo a zero, almeno da un certo punto in poi non passano mai per zero.

Esso poi suol essere detto 'infinitesimo principale, o infinitesimo prin-
cipale del primo ordine, talch&, limitandoci ora e in seguito, finch® non si
avverta espressamente il contrario, ai primi tre casi considerati sopra (quelli

non si potria in nessun modo confron-

[}
cio# nei quali 5 ha per limite lo zero, o ha per limite una quantita deter-

minata e finita, o ha per limite 1'infinito) si potra dire evidentemente che,
nel primo dei detti tre casi, ¥ dovra riguardarsi come un infinitesimo di ordine
superiore al primo, nel secondo come un infinitesimo del prim’ordine, e nel
terzo come un infinitesimo di ordine inferiore al primo.

£

E poiché se nel secondo caso si ha lim 5 =k, con k quantiti determinata,

-
.finita e diversa da zero, fuori del limite sara E: k+¢e, ovee d nullo o &

un nuovo infinitesimo, si concluderd subito che la formula === (k +¢), con
k determinato e finito e diverso da zero, ed ¢ nullo o infinitesimo, dara
I'espressione degl’infinitesimi del prim’ordine di cui noi ci occupiamo (quelli

=
ciod pei quali = ha un limite determinato, finito e diverso da zero) riferiti
@

all’infinitesimo principale .

E poich se si pone az=f, , 5, sard ancora nullo o sari un infinitesimo
d’ordine superiore al primo, si potra dire altresi che la forma generale de-
gl'infinitesimi del primo ordine riferiti all’infinitesimo principale « verra data
anche dalla formola

ﬂ=°‘k+[3n

ove k & determinato e finito e diverso da zero, e £, & nullo o & un infinitesimo
di ordine superiore al primo; restando cosl ¥ scomposto in una parte ancora
infinitesima e del prim'ordine, e in una parte nulla, o infinitesima di ordine
superiore al primo.

6. — Quando « & I'infinitesimo principale del primo ordine, ", ove n
@ un numero positivo che pud anche esser fratto o incommensurabile, sari un
infinitesimo di ordine superiore o inferiore al primo secondoch® n>>1 0 n<1,
e noi lo diremo un infinitesimo dell’ordine 7.

Quindi, secondo le denominazioni date sopra, un infinitesimo 3 potra dirsi

di ordine » quando si abbia lim %: k., dove k, & una quantitd determinata,

finita e diversa da zero: e cosi, sempre limitandoci agli infinitesimi che ab-
biamo detto sopra di considerare, si potra dire che la formola g=a" (k, +¢),
ove ¢ © zero o & un nuovo infinitesimo, dara 1 espressione generale degli
infinitesimi dell’ordine # riferiti all’infinitesimo principale «.

E poiche se si pone f,=7"¢, B, sard ancora zero o sard un altro infini-
tesimo di ordine superiore ad n, evidentemente si potra dire altresi che la
espressione generale degl’infinitesimi di ordine # & anche data dalla formola

f=a"k+p,

ove k & una quantiti determinata diversa da zero e finita, e £, & zero o &
un infinitesimo di ordine superiore ad », scomponendosi cosi 1'infinitesimo
generale & di ordine » in una parte ancora infinitesima dell’ordine n e in
una parte nulla o infinitesima e di ordine superiore ad n.

E si pud notare in particolare che, secondo queste denominazioni, B sard

un infinitesimo del secondo ordine quando E ¢ infinitesimo del primo or-

dine, 3 sara infinitesimo di terz'ordine quando gé infinitesimo del secondo
ordine ecc.....

In particolare ancora, quando si tratta, p. es., di linee trigonometriche,
prendendo I'arco  al suo tendere a zero come infinitesimo principale, si
pud dire che per = tendente a zero (a destra o a sinistra) il seno dell’arco z,
ciod senz & un infinitesimo del prim’ordine (perché lim S? =1).

La differenza 1 —cosx @& invece infinitesima del second’ ordine perché
si ha
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i 1—cosz 2 sen 2 1. sen§ 1
im =1 = i !
= z 2 oy

2
2

La tangente tgz & infinitesima del prim’ordine (sempre rispetto all’arco z) per-
ché Iimtwgf= lims—ey—l-—=1 .
x z cosz i

Oltre poi agl'infinitesimi di ordine determinato (intero, fratto o incommensu-
rabile) altri ve ne sono di ordine non perfettamente determinato che dovrebbero
dirsi di ordine respettivamente minore o maggiore di qualsiasi quantita data;
ma di questi non troviamo opportuno 1'occuparei in questo momento.

Noteremo anche che quando si cangia |’infinitesimo principale, prendendo
per infinitesimo principale un altro che rispetto al primo non & del prim’or-
dine, I'ordine di tutti gli altri infinitesimi viene evidentemente a cangiarsi ecc...

7.. _.H calcolo sugl’infinitesimi si fa pitt specialmente considerandoli in
quozienti o in somme composte di termini il cui numero & infinito, o di-
viene infinito col tendere a zero degl’infinitesimi che in esse figurano, e cer-
cando poi i limiti di questi quozienti o di queste somme.

Questo calcolo & fondato principalmente sopra due teoremi, il primo dei
quali & il seguente:

1l limite del quoxiente -'[zdi due infinitesimi non viene alterato quando
ad essi st aggiungano o si tolgano altri infinitesimi che sieno di ordine
superiore rapporto a ciascuno di essi rispettivamente, e purché i due infi-
nitesimi primitivi o e §, nel loro tendere a xero, non passino continua-
mente per zero.

Sia infatti 3 un infinitesimo di ordine superiore a B, e o, un infinite-
simo di ordine superiore ad a.

i o . 5
I rapporti {% e ;', per le ipotesi fatte, avranno un significato, e saranno
due nuovi infinitesimi z, ed ¢,; quindi si avra

B
Bth _ B T _plaia
o+ o cxl:‘:_ci,-_atl;{:s,1
-3

e al limite sara lim g-i—i: = li.ms , ¢id che dimostra il teorema.

R =
Fard notare esplicitamente che questo teorema vale non solo nel caso
in cui il limite di ‘El @ determinato e finito, ma anche nel caso in cui

questo limite & infinito o non esiste, nel senso perd che quando si ha

LB - L e
hm;_-]-w 0= co‘51ha.a.nchehmaim]—-+ w 0 w; e
quando -E— non ha alcun limite, lo stesso accade di [ﬁ—ifl

o - S ol

- 8, — Prima di dare anche il secondo dei teoremi su cui si fonda il cal-
colo sugl’infinitesimi, premettiamo la osservazione seguente.

SiAN0 2, , Sy« veyiny- ... degli infinitesimi il cui numero sia infinito,
o vada crescendo indefinitamente a misura che essi tendono a zero. Ognuno
di questi infinitesimi presi isolatamente, dovendo tendere a zero, finird per
divenire e restare poi sempre numericamente inferiore a un numero positivo
dato arbitrariamente s; perd s'intende che potrd benissimo avvenire che
quando si & giunti a quel punto dopo il quale si ha sempre in valore as-
soluto &, <<, non si abbia ancora, pure in valore assoluto, ,<7s.

E quando, continuando ad avvicinarsi al limite, si giunga ad un punto
(come dovrd pure avvenire) dopo il quale in valore assoluto si ha anche
& <Z3, potra darsi che non sia ancora g<T3; e potra darsi poi che quando
si sia giunti ad avere anche ¢<Co non si abbia ancora &<5....;e in ge-
nerale s'intende che via via che i successivi infinitesimi & , 2, ,.... si
riducono in valore assoluto inferiori a o, essendo il loro numero infinito, o
crescendo esso indefinitamente, potri darsi che vi restino sempre altri infini-
tesimi da considerare che non siano ancora divenuti inferiori a s, per modo,
ciod, che non si giunga mai ad un punto dopo il quale ognuno degl’infini-
tesimi che devono considerarsi sia sempre numericamente inferiore a 5.

E che tali circostanze in certi casi effettivamente si presentino, si riscontra
1 1 1 1

subito considerando, p. es., la serie d’infinitesimi 2 | 22, aF , o7, oF
1

a?" ... ove « & un infinitesimo; quindi, quando si hanno da considerare deg!l’infi-
nitesimi il cui numero sia infinito o vada crescendo indefinitamente col tendere
di essi a zero, gioverd fare la distinzione che viene suggerita dalle consi-
derazioni precedenti; e noi per brevitd di locuzione diremo che quest’infinite-
Simi 2, , 2 , &5y0-.y &40, SONO Enfinitesimi in equal grado, o anche, convergono
a xero in egual grado o in modo uniforme quando per ogni numero positivo
e arbitrariamente piccolo s, coll’avvicinarsi sempre pit al limite, si giunga
sempre ad un punto dopo il quale ciascuno degl’ infinitesimi che si avranno
allora da considerare sia sempre numericamente inferiore & o; mentre se questa

] ¥ 3y
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condizione non si potra soddisfare, si dira che le quantitd e, , &, &,...,¢,,... ,
sebbene infinitesime, non lo sono in egual grado, o anche (il che & lo stesso)
non convergono a zero in egual grado o in modo uniforme.

Similmente poi, se ¢, , &, , E3yee0y Euy.... SONO infinitesimi di ordine
superiore agli infinitesimi a, , &, | oy,..., %yy---, Tespettivamente, per sem-
plicitd di linguaggio si dira che ¢ 12y Bayeeny Enyee.. SO0 Uniformemente

infinitesimi di ordine superiore a =, y %2y %5y -eeny %yy... quando i rapporti
E, E E B » . 5m i

=, 2,2 .., 2 ... sono infinitesimi che convergono a zero in modo
o Oy oy Ly

uniforme.

+ 9. —Cio premesso & facile dimostrare il seguente teorema che & quello
cui alludevamo sopra:

Sew,ap,05....,0,,...50n0 infinitesimi positivi, che fuori del limite
sono differenti da zero, e il loro numero ¢ infinito o cresce indefinitamente
col tendere di essi a xero, e la loro somma ha wun limite determinato e
finito, il limite di questa somma non verra alterato quando agli infinitesimi
By Oey Yaye ety che la compongono, si aggiungano o si tolgano altri
infinitesimi che rispetto ad essi siano uniformemente di ordine superiore.

Sia infatti

lim (o, + @ + o+ ....... %t ) =S8,

essendo S una quantiti determinata e finita; e sieno €l y 82 4 Eyyenry Epyens
infinitesimi uniformemente di ordine superiore a o, , o, 0y,...,8,,.... respet-
= g - E " £ . 5
tivamente. Ponendo ~ =3 , X —3 ... .. S =f,, ...., si avra
o oy 2

(a;is;)+(a,¢s.)+...+{a..is..}+...=¢,+aﬁ,__,n_,_"_i.&laliﬁmimﬂn%im

talché per dimostrare il teorema enunciato, bastera evidentemente far vedere
che la somma + @ o 4 fym 4 ..., + Bun F.vninns ha per limite lo zero.

Ora per le ipotesi fatte su €138y S3yeeny Eayee., i08 che qualunque sia
il numero s, a partire da un certo punto in poi, col tendere a zero di =, , a, 3
Fayeeiey Gny.... Sioabbia in valore assoluto B,< s , fo<lo , ls<o,.... 0
cid per ogni infinitesimo 3 ad un tempo, ne segue subito che sard in valore
assoluto

iﬁ:aliﬁgasiﬁa%i ..... -'ti'jn"ui--<(ﬂ1-f—n‘.,-[—.._m“.{____Ja’

e percid si avra lim (+ f 2 4 Byotg +...... + fuou £ ....) =0, cid che, come
abbiamo detto, dimostra completamente il teorema enunciato.

—_— 11 =
10. — L’utiliti di questi teoremi pel calcolo dei limiti di quozienti, o di
somme di infinitesimi, si fa subito manifesta.

' . o
Supponiamo infatti p. es. di avere da calcolare il limite del quoziente 3’

essendo 2 e § due infinitesimi che non passano per zero mentre tenc.lonu a zZero,
e che non sono perfettamente conosciuti. E propriamente E;uPpomamo che
si componga, p. es. di due parti, o, e a,, la prima de.lle qu&.h si conoscf; perfet-
tamente, e la seconda non sia perfettamente cnnosc:uifa di forma o di valore,
ma si sappia perd che & infinitesima di ordine superiore ad «,; e lo stesso
accada per B, essendo j; e [ le parti che la c.ompo?gor}o. .

Allora per il primo dei teoremi precedenti sard inutile Stﬂ.!'(',l. ad occupare
di cio che si riferisce alla precisa determinazione di o, e f,, poiché avendosi

im > i suna in-
limg-: lim -, queste quantitd =, e % non vengono ad avere nes
é &

fluenza sul limite di % e possono senz’altro trascurarsi; riducendosi cosl

“x . — 3 E.-;
il calcolo del limite di % a quello ben pin semplice del limite di 5 dove o,

B infinitesimi osciuti.
e B, sono infinitesimi perfettamente con S
Lo stesso puo dirsi evidentemente pel caso delle somme di infinitesimi.

11. — Sugli infinitesimi aggiungiamo ora anche le ossfervaziom' seguenti.

Quando si abbia una eguaglianza fra soli infinitesimi e sia p. e‘ls..SE =, + oy
essendo @ un infinitesimo, e «, e «, due altri infinitesimi dei quali il s?condf) e
sia di ordine superiore a quello di =, , allora, dietro I‘osscrva:ziou.e cl‘le ‘zn‘ ultima
analisi, almeno ordinariamente, si devono considerare gli mﬁmbasum_ in quo-
zienti o in somme per passare poi al limite, e su qucs.to n::n ha influenza
la presenza di o, quando vi & I'infinitesimo di ordine.mfeno.ra o [sa.lvo a
tener mente sempre alle restrizioni contenute nell’ enunciato d31‘ teoremi pre-
cedenti) si usa spesso di trascurare subito o, serivendo senz‘ altro Q =a,.

Questa uguaglianza cessa con cio di essere rigorosa, ma errora. nf)n ha
nessuna influenza al limite sui resultati finali, nei quali l'esaﬁazza} si na’.mbl-
lisce perfottamente; tulché avendo in mira soltanto questi resu?tatl finali, la
cosa non arreca nessun danno, mentre arreca vantaggi immerllm per la sem-
plicita che bene spesso introduce nei calcoli, poiché per esss.l. si tolgono spesso
di mezzo delle quantita che, sia per essere complicate, sia Per non essere
perfettamente conosciute, complicano la questione, sen‘za 1.:)01 ch'e po'ssa.es-
sere di nessun vantaggio il trascinarle dietro nei calcoli, nei quali a]l 1_11t|mo
devono venire di per sd stesse a sparire. Queste considerazioni cnstltl:llscono
un prineipio di spAp]jcazione costante nelle matematiche che si enuncia sem-
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plicemente cosi, in modo non preciso, ma ormai consacrato dall’ uso: Gl infi-
nitesimi di ordine superiore spariscono di fronte a quelli di ordine inferiore.

12. — A questo principio poi si aggiunge 'altro che risulta dalle con-
siderazioni seguenti.

Quando con un processo qualunque si sia trovato che due quantitd A e B
finite o fisse (ciod che non variano al successivo impiccolire degli infinitesimi
che si considerano) se pur differiscono fra loro, differiscono soltanto per una
quantita infinitesima, per modo cio¢ che si abbia A —B=ua, essendo = una
quantitd nulla o infinitesima, allora evidentemente (osservando che o quando
fosse diversa da 0, potrebbe sempre supporsi ridotta minore di qualunque
quantita data, mentre d'altra parte A —B ha un valore determinato e fisso
perché tali sono A e B) & forza concludere che il valore A - B non pud essere
differente da zero, ma deve essere uguale a zero, e percid fra A e B non esiste
differenza alcuna e si ha A=B.

Questo fa s1 che quando in una eguaglianza compariscono quantita fisse e
quantitd infinitesime per modo che essa si riduca alla forma A 4 2 = B 4§,
ove o e [ sono quantitd infinitesime, e A e B sono quantiti fisse, tanto che
questa eguaglianza sia perfettamente rigorosa, quanto che (essendo stata de-
dotta da una eguaglianza non del tutto rigorosa fra infinitesimi come quelle che
nel paragrafo precedente dicemmo essere spesso considerate) essa fuori del
limite non sia rigorosa altro che all’infuori di quantita infinitesime di dati
ordini, se ne dedurra sempre 1’eguaglianza perfettamente rigorosa A =B fra
le quantita fisse A e B.

Questo equivale a dire che, nell’uguaglianza data, le quantita infinite-
sime possono in questi casi venire tralasciate, stabilendo una equazione fra
le sole quantitd fisse; e cid senza togliere all’eguaglianza il suo rigore se
tal rigore vi era, e anzi introducendolo con cid in tutta la sua pienezza
quando, per operazioni del genere di quella indicata nel paragrafo prece-
dente, il rigore stesso fosse stato in parte perduto. Cid si enuncia spesso col
dire che gli infinitesimi spariscono di fronte alle quantiia finite (quantiti
fisse); perd si deve notare che anche questo & soltanto un modo di dire
puramente convenzionale, perch® in questo caso non & gid che le quantiti
infinitesime, che compariscono nella primitiva eguaglianza, si facciano sparire

noi per comodo di calcolo o per altra ragione, ma & invece che queste quan-
tita infinitesime (quando siano introdotte nuovamente anche quelle che po-
tessero essere necessarie a ristabilire il rigore nella primitiva eguaglianza e
che coi processi del paragrafo precedente fossero state originariamente sop-
presse) vengono a sparire da per st identicamente e indipendentemente dalle
quantita fisse; e cid per la ragione che, a calcoli eseguiti, si troverebbe che
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nella equazione vengono ad esistere nei due membri le stesse quanti.‘t& in-
finitesime, le quali possono di conseguenza sopprimersi senza veruno incon-
veniente, 0 queste quantita infinitesime si trovano tutte in un membro e si
distruggono fra loro identicamente, restando sempre con cid una eguaglianza
perfettamente rigorosa soltanto fra lé quantita fisse che comparivano nella
uguaglianza primitiva.

13. — B utile ora fare anche osservare che se si ha una eguaglianza nella
quale compariscono varie potenze positive di uno stesso infinitesimo « in
numero finito, come p. es. la seguente

(1) Ayoh 4 Agafe ... + A, o’ = B, o® + Byafe 4 ..., + B, o®,
ove p & finito, A, , Ay, Ay..... A,,B,,B,..... B, sono quantiti fisse, e si
ha p. es. 8§ <8 <8< -.... <s,, allora tanto che questa eguaglianza sia

stata gid dimostrata perfettamente rigorosa, quanto che vi sia qualche dubbio
per essere state soppresse alcune quantiti infinitesime di ordine superiore ad .
o’ , per modo cioé che essa possa dirsi dimostrata vera soltanto all’infuori
di quantita infinitesime di ordine superiore ad = , dico che si dovra sempre
avere A, =B, , A,=B;,........ LA, =B,, ciod i coefficienti delle stesse
potenxe di o dovranno uguagliarsi.

Si osservi infatti che, dividendo per o (), si ottiene I’ eguaglianza

AtA, b g A b 0y L +A, 2% 51 =B,+B, oSS+ By a4+
4+ B, afr ™5,

che deve sussistere come la precedente in modo pienamente rigoroso, o sol-
tanto all’infuori di infinitesimi di ordine superiore ad 2% %, quindi per
quanto si ¢ detto nel paragrafo precedente, si conclude subito intanto che
sardi A, =B, .

Sopprimendo ora nella eguaglianza precedente (1) nel primo membro il
tormine A, =%, e nel secondo il termine uguale B, o®, si giunge ad una egua-
glianza dello stesso genere

AyoSe - Aya’s 4. + A, a% =B, a% + Bya® 4 ... + B, 2%,

# La divisione per af pué farsi solo quando « non sia zero. Conseguentemente
se « fosse uno di quegli infinitesimi che passano continuamente per wero m_entre.;
tendono al limite, la divisione per «h s'intendera fatta solo pei valori di « diversi
da zeroj e questa circostanza non porta affatto restrizioni nel teorema.
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la quale dara al modo stesso A, — B; ; quindi evidentemente si trovera suc-
cessivamente A,=B, , A,—B,,...., A,=B,, come abbiamo detto sopra,
In particolare dunque si pud dire che se si avra

Alut-I-A.,nt'+.”.+A.,,a:"‘=B,u+B,a'+ ....... + B, a",

dovri essere A, =B, , A,=B, , A,= B, yivey Ay = B,.

Piti generalmente poi, quando o, . %, ...... =, siano » infinitesimi in numero
finito e di ordini differenti fra loro, per modo che p. es. I'ordine di o, sia
superiore a quello di o, , quello di o sia superiore a quello di a, ecc., allora,
se sard stata dimostrata con tutto il rigore, o tranne tutto al pit all’infuori
di infinitesimi di ordine superiore ad «,, la eguaglianza

Alal+A'a!+ """ 'PA‘“Q-=B11I+Bgﬁg+ ...... +B,.f1..g

seguendo lo stesso processo che abbiamo tenuto sopra si dimostrera che
Al:BlsAe'—_B:qu:B, ....... A, =B,.

E cos in particolare quando, invece dell’ eguaglianza precedente, si abbia
Paltra pin semplice

A[ﬂ[+A!ﬁ,+ ...... -l-J&_“D'.“=0‘I

e si sappia al solito che essa sussiste rigorosamente, o anche si sappia sol-
tanto che essa & stata dimostrata all'infuori di infinitesimi di ordine superiore
ad a, , si potra subito asserire che A=A=A=A=...=A,=0.

14. — Sugli infiniti noi potremmo fare considerazioni del tutto simili a
quelle che abbiamo fatte per gli infinitesimi. Qui perd ci limiteremo a par-
lare degli ordini di infinito; e supponendo percid che a sia una quantita che
diviene infinita in modo che pur avendosi lim 2=+ o, fuori del limite sia
sempre finita, e rappresentando con § un’ altra quantitd che diviene infinita
essa pure nel senso indicato al paragrafo primo, ma senza escludere per essa
che possa avere valori infiniti anche fuori del limite, si dira

1.2 che j diviene infinita dello stesso ordine di o quando f ha un limite
determinato e finito e differente da zero.
2.° che B diviene infinita di ordine inferiore ad « quando il limite di

(. @ zero.
o

3.0 che § diviene infinita di ordine superiore ad @ quando il limite di
£ 8 +oo.
a
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E nel caso che % non abb-ia un limite determinato (finito o infin.ito) si
dira ancora che B diviene infinito dello stesso ordine di « quando il valore
assoluto del rapporto % si mantenga sempre discosto da zero piu di un certo
numero e si mantenga inferiore a un numero finito; come si adlré. che B
diviene infinito di ordine non minore di a quando il rapporto mantenen-

in di finito
dosi ancora numericamente discosto da zero piu di un certo :lmtmern ; djl.;;
. Lo g
prendera anche valori assoluti maggiori di qualu nquﬁ nzxineru a 30 St
. . . e
iviene infinito di ordine non maggiore di quello di a g
che B diviene infinito di o

i inferi numero fi-
rapporto E, mantenendosi sempre numericamente inferiore a un
o

ici i 0 &Ssera r
ni‘to in Va-lﬂre aSSUlutO 81 av ‘l('.lnerﬂ qllﬂnto 81 “'uol& ﬂ.uO Zero p pﬁ
b}

zero. E nel caso infine che il rapporto% in valore assoluto si accosti anche
quanto si vuole a zero o passi per zero, e nello stesso tempo g:?noan;.l:
prendere valori maggiori di qualunque Tmma.ro da.to., non si p

priamente paragonare gli ordini di infinito di B e di .

8 non ha un limite determinato
o

15. — Questi ultimi casi perd nei quali

(finito o infinito) saranno da noi sempre lasciati. da pa.rfe ﬁncl.ldé I;:enms; ::;-
verta espressamente il contrario; talché ne.;i cafl che noi conzld a:ssere i
dinariamente, gli infiniti § dello stesso ordlnafh o verra.m.lt(f A
compresi nella formula § = a (k+¢), ove k 8 una q?antl a o
finita e diversa da zero, ed ¢ & nullo 0 & un infinitesimo, 0 ne

f=ok+oas=0ak + By

infini i ordine inferiore ad o.
ove 5, se & un infinito, & di ordine in : ad: . .
('ll;andc poi « si consideri come infinito principale c'lel .pruno olrd:l;;n :
«", con n positivo ma qualunque, si dica un infinito dell’ordine =, la
gel‘zemle degl’infiniti ¢ di ordine n verra data dalla formola

ﬁ'_—-““kw'*‘ali

ove B, se & un infinito, & di ordine inferiore ad n, @ k, & una quantiti de-
terminata, finita e diversa da zero.

bl (1] to, — é infinites: P ] dire m‘}he
i 1mo, S1 pu
.cwm poi, 8e 1 & un lnﬁm 3 un ﬁ 3

evidentemente che gl’ infinitesimi corrispondono & infiniti di ordine negativo,
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e viceversa; talche le teorie degl’infiniti e degl’ infinitesimi possono, quando
si voglia, riunirsi in una sola.

S’intende che si suppone qui, come gia del resto abbiamo detto al princi-
pio del § 14 [pag. 14], che I'infinito « che deve servire di termine di confronto
a cui gli altri si riferiscono, sia di quelli che, pur avendo per limite + oo,
fuori del limite hanno sempre valori finiti: al modo stesso che, trattandosi
degl’infinitesimi, si supponeva sempre che l'infinitesimo, cui ci si riferiva
come termine di confronto, fosse di quelli che pur avendo per limite zero,
fuori del limite sono sempre diversi da zero.

16. — Aggiungiamo infine che, supponendo che gl'infinitesimi e gl’in-
finiti di una data quantitd y si prendano al limite per z=a a destra o a
sinistra, per es. a destra, e prendendo x —a come infinitesimo di primo

ordine, e =g come infinito di primo ordine, si potra dire che y per z=a+0

diverra infinitesimo di ordine n, quando si avra lim « = quantitd

Y
(x—a)
finita diversa da zero: mentre diverra invece infinito dell’ ordine n quando
si avrd lim y (z — a)" = quantita finita diversa da zero.

y
@-a)

Y
(x—a)
ad n; come se sard limy (z — a)" = + o, y sard infinito di ordine superiore
ad n; mentre se sari lim y (z — a)" = 0,y sari infinito di ordine inferiore ad n.

Invece se gl'infinitesimi e gl’infiniti di » si considerano per z=+4w,

E se sara lim « =10,y sard infinitestimo di ordine superiore ad n;

mentre se sard lim w=+00, y sard infinilesimo di ordine inferiore

A 1 N 3 : ;
per esempio, per =+, e — ez si prendono respettivamente per infini-

tesimi o infiniti di prim’ ordine, allora y, per x =, sard infinitesimo di
ordine n, o di ordine superiore, o di ordine inferiore quando si abbia re-

spettivamente o lim ~i—f-; = lim yz" = quantita finita diversa da zero, 0
e

lim yz" =0, o lim yz" = + @ ; mentre y sara infinito dell’ ordine n, o di

ordine superiore, o di ordine inferiore quando si abbia respettivamente 0

i G : 5o Y Y

]Jm;:;-quant:t& finita diversa da zero, o hmx__ico, olimz“ 0.
S’intende che qui pure escludiamo i casi in cui le quantita di cui si

deve prendere il limite non hanno un limite determinato, finito o infinito.

1L
Derivate di una funzione

———

17. — Sia f(x) una funzione che in un punto ¢ dell’intervallo («,§) in
cui si considera & finita e continua *.

Se @ & un punto interno a questo intervallo («, ), si chiama derivata
di questa funzione nello stesso punto @ il limite del rapporto ﬂ_“i%ﬂ
dell’accrescimento (positivo o negativo) fla+ k) - f(a) della funzione all’ac-
crescimento & della variabile, preso questo limite per % tendente a zero tanto
per valori positivi quanto per valori negativi, e nell’ipotesi che esso sia deter-
minato, finito e indipendente dal segno di k.

Quando poi questo limite sia infinito, essendo determinato o no di segno,
si usa ancora talvolta di considerarlo, dicendo perd allora espressamente che
laederivata di f{z) nel punto corrispondente a ¢ infinita; ma fuori di questi
casi conviene dire che la derivata della funzione f{x) nel punto a non esiste
0 & indeterminata.

18. — Stando dunque all’ ordinario concetto di derivata, s'intende sempre

fla+h) —f(a)
7

che il limite del rapporto si prende tanto per k=4 0 quanto

per k= —0; e considerando cosi nello stesso tempo il limite per h=+0 e
quello per k= — 0, per Iesistenza della derivata medesima si esige che questi
limiti siano entrambi determinati e finiti e uguali fra loro, o eccezionalmente
siano entrambi infiniti. '

™ Per la definizione delle funzioni, come per quelle relative alla continuita, alla
discontinuita, ai limiti superiori, inferiori ecc., non che per le proprietd generali
flelle funzioni tontinue ecc., io intendo sempre di riferirmi a quanto trovasi detto
1n proposito nei primi capitoli del mio libro: Fondamenti per la teorica delle funzioni
di variabili reali.
2
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In questi ultimi tempi perd ® si & dovuto riconoscere, che, almeno quando
si devono fare studi che abbiano la maggiore generalita possibile conviene

fla+h) -f(a)
h

tenere separate le considerazioni relative al rapporto per valori

positivi di %, da quelle relative allo stesso rapporto per valori negativi di 4.
E designando allora in generale col nome di rapporto incrementale |’ espres-

fla+h) -f(@a)
h

sione quando il segno di % non & fissato, per distinguere il

caso in cui k& & positivo da quello in eni & & negativo, si @ stabilito di chia-
mare rapporto incrementale destro il valore di questo rapporto corrispondente
ai valori positivi di k. e rapporto incrementale sinistro quello corrispondente
ai valori negativi di /.

Riservando poi ancora il nome semplicemente di derivata o quello di deri-
vata ordinaria al limite del rapporto incrementale quando questo limite si sup-
pone determinato ed & lo stesso qualunque sia il segno di %, si & convenuto di
chiamare derivata nel punto a a destra il limite del rapporto incrementale

destro M per k tendente a zero per valori positivi quando questo
limite & determinato (finito o infinito); e si & convenuto di chiamare derivata
nel punto a a sinistra il limite del rapporto incrementale sinistro che, con

fla- - f(a)
—h

k=0, possiamo indicare con , preso ancora questo limite per

k tendente a zero per valori positivi, e nell’ipotesi che esso sia determinato;
talch® con questa distinzione la derivata ordinaria, oltre a mancare nei punti
nei quali manca almeno una delle due derivate, manchera anche nel caso in cui,
pure esistendo ambedue queste derivate, esse non sono uguali fra loro; mentre
la stessa derivata ordinaria esisterd sempre, e avri un valore determinato
e finito uguale al valore comune delle derivate a destra e a sinistra, nei
punti nei quali queste due derivate esistono e hanno uno stesso valore flnito;
e se il punto @ sari un estremo dell'intervallo (2 ,f), la derivata che si
potra avere in quel punto non sara mai una vera e propria derivata ordi-
naria nel senso stabilito nel paragrafo precedente, per quanto verra da noi
cid non ostante riguardata come tale; ma sara soltanto una derivata a destra
o una derivata a sinistra nell’estremo considerato.

* Non si deve dimenticare che queste lezioni sono la riproduzione pura e sem-
plice per le stampe di quelle da me svolte nella Universitd di Pisa e autografate
nel 1877; e allora le considerazioni che qui si fanno intorno alle derivate avevano
un assolute carattere di novita, ed erano quindi naturali le locuzioni « negli wltimi
tempi ece. s, ed altre simili che qua e la incontreremo, e che non avrei piu intro-
dotte ora se avessi voluto fare una pubblicazione del tutto nuova.
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19. — Pel caso poi dei punti @ nei quali le derivate a destra o a sinistra
sono infinite, giovera far subito la osservazione seguente.

Quando in un punto @ si vuol considerare la derivata a destra o a sinistra
di una funzione f(z), non volendo fin da principio disporre le cose in modo
che la derivata stessa abbia poi necessariamente ad essere infinita, conviene
supporre che la funzione data f(z), almeno dalla parte corrispondente, sia
finita e continua, qualunque essa sia del resto rispetto alla continuita nei
punti vicini. Ma quando queste derivate (come il pin spesso si fa) devono
essere considerate in ogni punto di un dato intervallo, volendo allora che,
fatta tutt’al piti eccezione per un numero finito di punti, il caso ordinario, al-
meno per quanto poi sard possibile, sia quello delle derivate a destra e a sinistra
sempre determinate e finite, conviene allora porre fin da principio, come con-
dizione necessaria, la condizione che la funzione data f(z) sia finita e continua
almeno generalmente ¥ | per modo ciod che, esclusi soltanto un numero finito
di punti mediante loro intorni arbitrariamente piccoli, negl’intervalli restanti
(i quali saranno allora in numero finito) sia sempre finita e continua.

Ponendo dunque d’ora innanzi questa restrizione, potremo supporre che
Uintervallo (x,7) nel quale f(x) si considera sia di quelli nei quali essa @
sempre finita e continua: e allora uno qualunque dei suoi rapporti incre-

mentali relativi al punto @, per esempio, quello destro ’(M%?@, consi-

derato per tutti i valori di & che cadono in un intervallo arbitrariamente
piceolo (3,¢), (0<Z2<Cz) che non racchiude il punto k=0, sara pure con-
tinuo, e quindi non potra passare da valori grandissimi positivi a valori gran-
dissimi negativi senza passare per tutti quanti i valori intermedi; talché
quando cio avvenisse, il limite dello stesso rapporto per k= 40 sarebbe
evidentemente indeterminato.

Questo ci mostra che la restrizione posta nella funzione f(z) porta di
necessitd che le sue derivate a destra dei singoli punti = fra = e B siano
sempre determinate e finite, o siano infinite e delerminate di segno, o siano
del tutto indeterminate; e lo stesso accade delle derivate a sinistra; quindi
in particolare si puo dire che se la derivata ordinaria della stessa funzione
f(z) in un punto a sara infinita, allora o avverri che essa sia determinata
di segno, essendo, per esempio, + oo, e in tal caso si la derivata a destra

! Notiamo esplicitamente che ora e in seguito si dira che una funzione in un
dato intervallo soddisfa a certe condizioni o ha certe date proprietd soltanto in ge-
nerale o generalmente, quando, eccettuato soltanto un numero finifo di punti isolati
nello stesso intervallo, in tutti gli altri soddisfa a quelle date condizioni, e ha quelle
date proprieta,
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che quella a sinistra sard eguale a + co; o avverrd che la stessa derivata sia
infinita e indeterminata di segno, e allora una delle sue derivate a destra
0 a sinistra sari sempre eguale a +co, e Daltra sard eguale a -oo.
Cid equivale a dire che l'essere in un punto a infinita e indeterminata
di segno la derivata ordinaria di una funzione f(x) corrisponde ad una vera
e propria indeterminazione della derivata stessa nel senso che il limite del

rapporto incrementale corrispondente w non & indipendente dal

segno che si da ad k; mentre 1’essere la stessa derivata infinita e determinata
di segno corrisponde a un caso limite di piena determinazione della dertvata,
nel senso che il rapporto incrementale ha un limite indipendente dal segno
di k, e solo questo limite & + o, 0 & — o ; e noi percid, trovando opportuno
di non distinguere sempre in c¢id che segue quest’ultimo caso da quello in
cui la derivata di f(z) & determinata e finita, dichiariamo esplicitamente che
quando diremo, per esempio, che — una funvione f(x) in un punto a ha
una derivata determinata — intenderemo di includere tanto il caso in cui
questa derivata & determinata e finita, quanto quello in cui & infinita e de-
terminata di segno, riserbandoci poi di aggiungere alle parole — derivata
determinata — anche la parola — finita — quando si voglia escludere il
caso che questa derivata sia infinita; e riservandoci pure di dire derivata
— infinita e indeterminata di segno — in quei casi in cui occorra di riguar-
dare come distinti dai punti d'indeterminazione della derivata quei punti
speciali nei quali essa & infinita in modo che la derivata a destra sia, per
esempio, + o e quella a sinistra sia — o .

E aggiungerd esplicitamente, a scanso pure di equivoci, che s'intende
subito che nei punti estremi dell’intervallo (x, B) nei quali, come gii abbiamo
detto, figura da derivata ordinaria soltanto la derivata a destra o quella a
sinistra, questa derivata, se & infinita sard sempre determinata di segno, talch®
essa non potra figurare altro che fra le derivate determinate, o non esistere
affatto.

20. — Gli studi che noi dobbiamo fare in queste lezioni non possono
estendersi alla considerazione delle derivate a destra o di quelle a sinistra delle
funzioni f(z) finite e continue in tutto un intervallo («,f), ma vengono limi-
tati ai casi in cui esiste la derivata ordinaria, che noi d’ora innanzi distin-
gueremo col semplice nome di « derivata » rappresentandola colla nota-
zione [ (z).

Rispetto ora alla esistenza di questa derivata, ricorderemo che (come gid
dicemmo nei paragrafi 17 e 18 [pag. 17 e seg.] ) la derivata stessa deve riguar-
darsi come non esistente non solo in quei punti a nei quali uno almeno dei due
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rapporti incrementali, destro e sinistro, non ha un limite determinato, ma anche
per quelli nei quali gli stessi rapporti hanno un limite determinato che perd non
& lo stesso per tutti e due; ed & per questo che, coi concetti che ora abbiamo
sui limiti, il primo pensiero che ci si affaccia alla mente & quello che, almeno
finchd si conserva al concetto di funzione finita e continua tutta la sua ge-
neralitda, abbiano anche ad esistere infinite funzioni che, pur essendo finite e
continue in tutto un intervallo (2, [), mancano cid non ostante di derivata
in infiniti punti dell'intervallo stesso («,B), e anche in ogni punto.

Invece, per le funzioni finite e continue in tutto un intervallo, la esistenza
almeno in generale di una derivata non solo determinata ma anche finita pei
varii punti dell'intervallo stesso, fu ammessa quasi fino agli ultimi tempi
senza dar luogo a veruna obiezione, ritenendola come sufficientemente dimo-
strata da poche considerazioni intorno alle tangenti alle curve che si ammet-
teva che rappresentassero geometricamente la funzione data; senza che nep-
pure mai si sospettasse che potessero esistere anche funzioni continue per
le quali era impossibile una rappresentazione geometrica per mezzo delle
ordinarie curve dotate di tangente determinata; e senza che neppure si so-
spettasse che ammettere 1'esistenza della tangente alla curva rappresentativa
che si adoprava per rappresentare la funzione, era precisamente lo stesso che
ammettere la esistenza della derivata della funzione medesima.

Ampére perd fino dal 1806 tentd pel primo di dimostrare analiticamente la
esistenza di questa derivata; ma la dimostrazione che egli tentd di darne,
oltrechd (per quanto egli non lo dica esplicitamente) sarebbe limitata alle
funzioni finite e continue che nell’intervallo finito nel quale si considerano
presentano soltanto un numero finito di oscillazioni ™, non pud dirsi, neppure
per questo caso speciale, una dimostrazione della esistenza della derivata.

Ampére infatti si limiterebbe tutt’al pili a mostrare che se una tale fun-
zione nell’intervallo nel quale si considera & sempre finita e non & costante,
la sua derivata non pud essere sempre zero o sempre infinita, ritenendo poter
poi da questo solo dato concluderne che la derivata deve essere sempre de-
terminata e finita almeno in generale; senza pensare che il trarre in questa
guisa le sue conclusioni equivaleva appunto ad ammettere 1'esistenza della
derivata, poich® con cid egli veniva appunto a passar sopra al caso che prin-
cipalmente era necessario di escludere, quello cio# della mancanza del limite di

T+ h)—
flz+ }1 flx) per & tendente a zero per valori positivi o per valori negativi.

™ Ai tempi di Ampére alle funzioni che in un intervallo finito presentano un
numero infinito di oscillazioni non si era minimamente pensato, e quindi non ¢'é
da meravigliarsi che Egli non vi accennasse affatto nel suo teorema.
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Si aggiunge poi che un accurato esame della dimostrazione di Ampére
mostra che i suoi ragionamenti neppure conducono alla conclusione che la
derivata di una funzione, come quella indicata sopra, non pud essere sempre
zero o sempre infinita.

Riducendoli infatti rigorosi, si riscontra che essi si riferiscono soltanto
alle derivate p.es. a destra, considerate separatamente da quelle a sinistra; e
indipendentemente da questo essi permetterebbero solo di concludere che se
avvenisse che la derivata di una funzione, che in tutto un intervallo o
continua, e non & mai crescente o non & mai decrescente, fosse sempre zero
o sempre infinita, la funzione stessa sarebbe una costante o sarebbe infinita,
o per ogni valore di s, arbitrariamente piccolo nel 1° caso e arbitraria-
mente grande nel 2° non esisterebbe un numero positivo e differente da
zero ¢ tale che per tutti i valori di % numericamente inferiori a ¢, e per
tutti i valori di x nell’intervallo stesso, si avesse sempre rispettivamente, in

fah=fl) .,  fleth-fe

valore assoluto ; = ;e questo & lungi

dal porre in evidenza una contradizione, e non ci da affatto le conclusioni
indicate sopra.

Dopo il tentativo fatto da Ampére per dimostrare 1'esistenza della derivata,
nessun’ altra dimostrazione & stata data che in sostanza non presenti tutti o
alcuni degli inconvenienti che si riscontrano in quella di Ampére; e in alcuni
trattati di calcolo si & anche continuato a valersi per questa dimostrazione
delle solite considerazioni, prive di ogni rigore, intorno alle tangenti della
cuarva rappresentativa di f(z): talch®, nonostante le varie dimostrazioni che
vari geometri tentarono di darne, 1'esistenza, anche in generale, di una de-
rivata per le funzioni che sono finite e continue in tutto un intervallo fu
sempre ben lungi dall’essere pienamente assicurata.

Gli ultimi studi hanno ormai posto in chiaro che non poteva avvenire altri-
menti: e che qualunque dimostrazione si fosse tentato di dare della esistenza
della derivata, essa doveva necessariamente resultare affetta da qualche errore.

Si conoscono ora infatti anche infinite funzioni che, sebbene siano finite e
continue in tutto un intervallo dato, non presentino oscillazioni e abbiano anche
espressioni analitiche (per serie) non molto complicate, pur nonostante man-
cano della derivata in un numero infinito di punti di qualsiasi porzione anche
ristrettissima dello stesso intervallo: e altre anche se ne conoscono, finite pure
e continue, e dotate di una espressione analitica assai semplice, che non hanno
mai una derivata determinata e finita; quindi oltre a potersi ormai ritenere come
indubitato che & impossibile dimostrare 1'esistenza di una derivata determinata
e finita per ogni funzione finita e continua, si pud ritenere come assicurato al-
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tres! che la mancanza della derivata in alcune funzioni finite e continue non
pub attribuirsi ad una troppo grande generaliti introdotta nel concetto di fun-
zione, poich® tale mancanza si riscontra anche in alcune classi di funzioni ana-
litiche assai semplici; come si pud dire inoltre che, mentre la condizione della
continuiti di una funzione finits in tutto un intervallo dato & condizione ne-
cessaria per l'esistenza di una derivata determinata e finita in ogni punto dello
stesso intervallo, essa non & perd condizione sufficiente per I’esistenza, nep-
pure soltanto in generale, della derivata medesima; e onde questa derivata
esista, anche soltanto in generale, bisogna che, oltre ad essere continua, la
funzione soddisfi anche ad altre condizioni speciali.

La ricerca di queste condizioni & uno dei soggetti di studio dell” Analisi
moderna, ma questi studi sono ancora ben lungi dall’essere completi e anche
dall’essere molto avanzati.

Noi poi non possiamo neppure esporre cid che & stato fatto fin qui in questo
indirizzo; solo diremo che per tali studi sembra non basti limitarsi a conside-
rare la funzione finita e continua data f(z), ma bisogna al tempo stesso conside-
rare le infinite funzioni  (z) = f(z) — wx — v che si ottengono da lei togliendovi
(o aggiungendovi) le infinite funzioni di 1° grado pz+v, e bisogna conside-
rare separatamente, almeno in prineipio, le derivate a destra da quelle a sini-
stra; talch® sembra anche che le sole considerazioni che si erano fatte finora
per dimostrare Iesistenza in generale della derivata, non bastano neppure
per trovare delle classi generali di funzioni finite e continue per le quali,
indipendentemente dalla loro espressione analitica particolare, si pud esser
certi dell’esistenza della loro derivata, o per trovare delle condizioni sem-
plici e al tempo stesso generali sotto le quali questa derivata esiste o

21. — Per le funzioni alle quali il calcolo differenziale deve applicarsi,
I'esistenza, almeno in generale, di una derivata determinata, e il pinn spesso
anche finita, & sempre necessaria; talché, finché non si conoscono le condi-
zioni ora indicate, bisognera d’ora innanzi, per le funzioni da considerarsi,
porre sempre esplicitamente la condizione della esistenza di una derivata de-
terminata.

1l calcolo differenziale viene cosi ad essere piit limitato di quello che si
era creduto finora, ma non cessa per questo di essere la parte principale delle
matematiche superiori, sia perchd esso & il pit potente strumento di calcolo
che finora si abbia, sia perch® mentre si & trovato che esistono funzioni ana-
litiche assai semplici che mancano di derivata determinata anche in tutti i
punti di un dato intervallo, non & perd men vero che finora queste funzioni

#) Vedasi per questo il mio libro ricordato sopra Fondamenti per la teorica delle
funzioni di variabili reali.



appariscono soltanto nel dominio della Analisi astratta, mentre quelle che fin
qui si sono presentate nelle applicazioni sono tutte funzioni per le quali
I'esistenza, in generale, di una derivata determinata e finita & fuori di ogni
dubbio, potendo per esse questa derivata effettivamente trovarsi.

D’altra parte poi, ove un giorno avvenisse (come pur forse & probabile) che
si trovasse opportuno di considerare nelle applicazioni anche funzioni finite
e continue prive di derivata, e cid senza avere al tempo stesso un metodo di
calcolo da sostituirsi in quei casi al calcolo differenziale, noi saremmo imme-
diatamente arrestati nella trattazione della maggior parte dei problemi relativi, e
dovremmo quindi tornare a limitarci a quelle applicazioni nelle quali 'esistenza
della derivata & sempre ammissibile; talch® nonostante le limitazioni che pure
& necessario introdurre nel caleolo differenziale, le quali del resto hanno il
vantaggio di renderlo semplice e chiaro e perfettamente rigoroso, la sua im-
portanza resta ancora grandissima.

Noi dunque ammettendo sempre d’ora innanzi, esplicitamente o sottinteso,
salvo quando si avverta espressamente il contrario, che le funzioni f(z) che
dovremo considerare in un dato intervallo, oltre essere finite e continue, ab-
biano sempre una derivata determinata, almeno in generale, passeremo ad
esporre i principi fondamentali del calcolo differenziale con quella maggior
generaliti che essi hanno attualmente; e cominceremo percio coll’ occuparci
in modo speciale delle derivate delle funzioni.

Derivate di aleune funzioni sempliei.

22. — Premettiamo che, dalla definizione stessa della derivata risulta im-
mediatamente che la derivata di una funxione che in tutto un intervallo ha
uno stesso valore finito (cioé la derivata di una costante) é xero in tutto I in-
tervallo ; e passiamo a cercare la derivata della funzione ™, ove si suppone
che m sia un numero reale qualunque, tale perd che, pel valore che si con-
sidera di x, #" abbia anche un valore reale e non abbia un valore infinito
(ciod m negativo escluso quando z=0, ecc.).

Posto percid f(xr) =", e supposto dapprima che x sia differente da zero,
si osserverd che

fath) ~f@) _ @l -z _ o B s
h - h - h - h
xr

e ponendo g =2, e ricordando che qualunque sia il segno di « si ha dall’algebra

= @B =

ks . x4+ h)-flx ]
lim (42)" =1 _ & trovera subito che , hIio{-(—)Q =maz"; talchd
m‘__o * m_ - - -
indicando per ora in generale anche con Df(z) la derivata-di f(z), si con-
cludera intanto che, per @ diverso da zero, la derivata di z™ & data dalla

formola
1 D™ =ma™".

Per =0 poi, osservando che per m >0 si ha
m - fR)=f0)
[Da ]z_“ = lim ==~ = lim &A™,

si vede subito che per m>>1 la derivata di " nel punto z=0 & nulla, e
per m compreso fra zero ed uno (0 e 1 escl.) questa derivata & infinita, men'tn?
per m=1 & uguale all’unitd; quindi osservando che gli stessi resultati si
hanno evidentemente per @ = 0 anche dalla formola generale (1), e questa for-
mola. a causa dell’ osservazione fatta in principio di questo paragrafo, puo con-
siderﬁrsi come giusta anche per m=0, si conclude che, facendo eccezione
pel punto z = 0 quando m & negativo, e intendendo di parlare soltanto di de-
rivata a destra per z =0 quando per z negativo z" sia immaginario, la for-
mola (1) pubd riguardarsi come giusta in tutti i casi.

E §'intende che se z & positivo, nell’applicare la formola (1) bisogna aver
rignardo ai due valori reali che talvolta hanno z™ e 2™, dovendo in questi
casi prendere per tutte e due queste quantita il valore positivo, o prendere per
tutte e due il valore negativo.

Supponendo in particolare m=1; , si ha dalla (1)

Dq\;'F = %‘\;'I.‘D’_qt

@ per m=% si ha

— 1
Dyz= iy

2y =z
talchd si vede che nella derivazione dei radicali, questi radicali continuano
a comparire nella derivata collo stesso indice, ecc. .

23. — Passiamo ora a trovare le derivate delle funzioni trigonometriche
senz, cosx, tangz, cotx.

Poniamo percid in primo luogo f(x) = senz; si trovera
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h
flx+ k) - f(z) _sen (x+h) —sen z 2sen

e quindi passando al limite si otterra subito
(2) Dsenaz=cosz.

Ponendo poi f(z) = cos z, si trovera

fe+h)—fl@) cos@+h) —cosz 2 "
SCE L N Y
9

e quindi al limite si avra
(3J Deosag= —senz.

Posto poi f(#) = tg 2, per x diverso dai multipli dispari di 12 si trovera

feth)—1@ _tgath—tgo_T—tgatgh S5
h o h h T
_tghl+tg’z _tgh 1 1

h T—tgatgh h cosfzl—tgatgh’
e quindi al limite si avra

(4) Dtang z =

cos*x

Similmente ponendo f(z) = cot z, per zdiverso dai multipli di = si trovera

1

(5) Deotz=— —— .
sen® z

24. — Vogliansi ora le derivate delle funzioni iperboliche senh 2, cosh z,
tgh z, coth z.

Posto percid f(z) = senh 2, si osservera che

flz+8)— f{x} senh (z 4- 2) — senhz
3 g y

e siccome dalla formola

senh p — senh g = 2 senh pzqcosh}%q,

senk

_ _CDS( Ry T2 ( h

7 = :a:+-2-)————£ cos ::+2),
2

[ S —
R |
si trae subito che
aenh
fletd)—f@ _ 2 (x-l— )
’ T
2

passando al limite per 5=+ 0, e osservando che

senh g 3
hm—-”—" =1, e lim cosh (:c—k—é)———cushx,
2
si troverd
(6) D senh z = cosh z .

In modo simile si troverebbe

(7) D cosh z =senh z,
® Deh 7= o
1
(9) D coth 2 = — SE}TTC H

quest’ ultima perd soltanto nell’ipotesi di z diverso da zero.
25, — Vogliasi ora la derivata di logz, essendo i logaritmi neperiani, o

1y?
a base e, con e= lim (1 - —), o essendo x diverso da zero e positivo.
p=t® P
Per questo si osservera che per z diverso da zero e positivo si ha

h h
ocxr 4+ log(l4 —|—logz log(l—-——)
log (x4 h) — log = logz + og( | -"'5) ¢ — 1 ,
- h h @

x

2 h
da cui, ponendo 2

Ing{:r—l—h)-—lngz = log(l-{—a) 1
“h o

-

1
=log(l+ &)=
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e quindi, passando al limite per =0 o «=0, qualunque sia il segno di

si ottiene

(10) D log x=1—.
z

Se i logaritmi invece di essere neperiani, avessero una base qualunque

a, allora siccome si ha log, = =ll_0_g,_:c
0

rebbe

(11) Dlog, z=1log,e Dlog, = log, e = 1
z zlog,a’

26. — Vogliansi ora le derivate delle esponenziali a* e =,
Ponendo per questo f(z) = a®, si osserveria che

f{x-l—h}_—@ _ a*—g® at—1
h e

e ponendo anche a* = 1 - L
p nche a 14 =y o h=log, (1 B E)‘ con % crescente indefi-
nitamente per valori positivi o negativi, si trovera

f{x-i—h)w—f(x)_a_' 1 a”
3 =

17

wlog, (1+) e i

talch®, passando al limite si otterra

(12) 3 7 T
log,e“a log, a.

Supponendo ora in particolare a=e¢, si trova
(13) De=¢

ci1d Che mostra Che fa dB? 1vata della espomnxwle RGPG? wana ¢ ¢ l{l MPOW?'

=l log, # log, e, evidentemente sa-
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Derivate delle somme, dei prodotti e dei quozienti.

97. — Conosciute le derivate delle funzioni semplici considerate nei para-
grafi precedenti, si possono facilmente determinare le derivate di funzioni
analitiche ben pill complicate, mediante i teoremi, che noi pure esporremo
in queste lezioui, relativi alla derivazione delle somme, dei prodotti, dei quo-
zienti, delle funzioni di funzioni, delle funzioni inverse e delle serie, e me-
diante quelli sulle funzioni implicite e sulle fanzioni composte.

Incominceremo percid dall’esporre i teoremi relativi alla derivazione delle
somme, dei prodotti, e dei quozienti.

Teorema 1. — La derivata di una somma algebrica fl@) di un numero
finito di funxioni ¢ (2) , o (@) y pa(@) 5o e , %a(2) che nel punto a nel
quale si cerca la derivata di f(z), oltre essere finite e continue, ammettono
wna derivata determinata e finita, esiste e si ottiene facendo la somma alge-
brica delle derivate delle stesse funxioni in quel punto.

Infatti se si ha

fl@) = (@) La@E...onnr +oa(@),
SATA

fath)-f@) _mlath) -5  w@rh) -2@ . @+h) =20

e e T e __———h-—"—:

¢ venendo ora ad esistere il limite del rapporto incrementale che figura nel
primo membro,  esistera f"(a), ed avremo

fa)=¢.(0)+¢:@) £..... £¢a(@),

come abbiamo enunciato.

Se perd il numero delle funzioni ¢, , Fa,+--+ , ¥u f0SS€ infinito, il teorema
potrebbe cessare di sussistere, non essendo sempre vero che il limite di una
somma algebrica, composta di un numero infinito di termini, & la somma al-
gebrica dei vari limiti.

Si deve poi notare esplicitamente che le condizioni poste nel teorema si
riferiscono. @l punto speciale @ nel quale si cerca la derivata della somma
algebrica f(z), e pei punti fuori di @ non si suppone nulla intorno alla esi-
stenza o alla natura delle derivate delle singole funzioni @, (%), 2 (@), - s $a (),
e neppure intorno alla continuita di queste funzioni; come si deve pure
notare che se una sola delle funzioni %, (2), %a(%),......, Pu(&) che compon-
gono la somma algebrica f(x) nel punto a avesse la derivata infinita o ne
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mancasse affatto, il processo stesso di dimostrazione testé seguito ci mostra
che altrettanto accadrebbe per la somma algebrica delle funzioni medesime;
mentre se due o pit funzioni ¢,(z), (), ...., %,(z) nel punto a avessero la
derivata infinita o ne mancassero affatto, in quel punto la loro somma alge-
brica potrebbe benissimo avere anche una derivata determinata e finita.

Il teorema dimostrato & utile evidentemente pel calcolo delle derivate di
funzioni pi complicate di quelle dei paragrafi precedenti.

Cosl, per esempio, se si avra

f(z) = cosz + senz 4 tangx — coshz + 2* — fr z,

in forza del teorema dimostrato e delle formole precedenti si potrd dire su-
bito che
1

3y

1 .
= —senz + co8x {- —— — senhz 4 32° —
f(x) nz +cosz + —5— —senhz -+ 3z

8,

5

28. Teorema Il.-— La derivata del prodotto f(z) di un numero finito
di funxioni 3, (z), 2.(x),..... v, (), che nel punto a nel quale si cerca la de-
rivata di f(x), oltre essere finite e continue, quunettono una derivata deter-
minata e finita, esiste e st oltiene facendo la somwmna

per z diverso da zero e dai multipli dispari di

¥ FERTI at % - w!
Pr1¥eFa.eees Fat F1Feba et Fn T F1FeFacee s Fut o, + F1 52 Fae e el ¥

dei prodotti della derivata di ciascuna funxione in quel punto moltiplicata
per le altre funxioni respettivamente.
Si ha infatti .

fla+h) = fla) _zlat+h) zo(ath) ...z, (at+h) =g (@) 7, (@) 75 (a) ..... ¢ala)
h B h 1

e poich#, per I’ipotesi ammessa intorno alle derivate di =, (), .(2), ¢ (2)....
¢a(z) nel punto a, si ha ancora

@ +h)—z@)
h

=A@+, BOENZBO_ 6 4,

'F’H {t’&) + Dy

1

’\5-(“+‘k}—¢,‘{a)_

o

ovvero

wla+h=wpl@)+[#i@+ulk , wla+h)=qgla)+ [¢:(@)+ o]k,
e ey galat ) =ga(@) + [¢a(@) +- 2]k,

Ove o) ,%,......, o, sono quantita nulle, o che, col tendere a zero di %, di-
vengono infinitesime, si avra
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f(iﬂ}‘;ﬂﬂ = }7 [+ (21 +a)k] [?;+(lp',+a.}k]...[(p,,+(qa..'+ o.)h] - ;,:p,tp,.‘.?_. ,
ed eseguendo il prodotto si trovera
&I-j;'—_—&l—) = By e EuF B1 e e Bt e + %% . PaniFat D,

0 essendo una somma di un numero finito di termini composti ciascuno di
un numero finito di fattori uno dei quali almeno & uguale ad h o a una
delle quantitd e , g, ..--- ,%,, e gli altri hanno valori numericamente infe-
riori ad un numero finito. '

Osservando dunque che, siccome le quantita o, % ,...., %, S0n0 In nu-
mero finito, quando kb sia gia sufficientemente piccolo potranno supporsi futle
numericamente minori di quel numero che pill ci piace, si vede subito che
il limite del rapporto incrementale del primo membro esistera, ed avremo
quindi

f@)=%1%% - %+ O1Fafacee ut oo + PiFats e PP
come volevamo dimostrare.

Si deve notare che se i fattori %, , % , ...., %, che compongono il prodotto
f(x) fossero in numero infinito, il teorema dimostrato potrebbe cessaﬂ.a di
sussistere; come si pud anche notare esplicitamente che nella dimostrazione
nen si suppone nulla intorno alla natura e alla esistenza della derivata dei‘
fattori 7z, ,%s, .-, %n, © neppure intorno alla continuitd di questi fattori nei
punti fuori di @, talché in questi punti le derivate stesse potrebbero anche
mancare affatto o essere infinite, e le funzioni ¢, ,%,..... , ¢, potrebbero
anche essere discontinue, e il teorema non cesserebbe per questo di essere
sempre vero pel punto @ quando continuassero ad essere soddisfatte le con-
dizioni che abbiamo poste nel suo enunciato.

Questo teorema poi insieme ai precedenti pud evidentemente servire al
calcolo delle derivate anche di funzioni complicatissime.

Cost, p. es., avendosi

f(z) =\ @ tang z cosh x + e*senx log x,

si frova subito ora
Va
cos*z

fla)= v_l-—tangzcoshx—{- cosh z + Yz tang z senh z +
2

]
€ senx

z
29. — In particolare poi supponendo f(z) = k¢ (z), ove k & una costante
¢ 7(z) & una funzione che nel punto a & continua e ammette una derivata deter-

+e*senxlogz + e cosxloga +
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minata e finita, pel teorema precedente si trova la formola D, [kz@)]=k¢ (@),

che risulta subito anche dalla definizione della derivata, e per la quale si

ha che la derivata del prodotto della funxione  (x) per una quantita costante k

st ottiene moltiplicando questa costante per la derivata della funxione.
Supponendo poi [ () =[¢ ()]™, con m intero e positivo, si trova la

formola *

(1) D, [r@]"=m[z@]"" ¥ (@),

che da sotto una forma semplice la derivata nel punto a della potenza intera
e positiva di una funzione #(z) che nello stesso punto @ & finita e continua
e ha una derivata determinata e finita.

E cosi supponendo ora p. es.

f(z) =3 sen’z + (log z)° tanghz + senh®z coshz,

si trova subito

2
f(x)="6 senz cosz + M + (cl?oﬁé) +3 senh® z cosh® z+senh'z

30. — Teorema IIl. La derivata del quoxiente f(z) = l:—:f—; di due funxioni
@(x) e $(r) in un punto a, nel quale esse sono finile e continue e ammeltono
una derivata determinata e finita e la funxione denominatore é diversa da

xero, esiste ed ¢ data dalla formola
7'(a) $(a) - 7(@ V(@) .
f@)= =

cioé si ottiene togliendo dal prodotto della derivata del numeratore molti-
plicata pel denominatore il prodotto del numeratore moltiplicato per la de-
rivata del denominatore, ¢ dividendo tutto pel quadraio del denominatore.
Per dimostrare rigorosamente questo teorema, osserviamo prima che, sic-
come nel punto @ la funzione del denominatore ¢ () ¢ al tempo stesso continua
e diversa da zero, esisterd un intorno di a nel quale ¢ (x) sard sempre diversa
da zero, e quindi quando k sia abbastanza piccola in valore assoiuto, il quo-
7 (a+ k)
Y(a+ k)

Cosi essendo, si potrd scrivere
flath)=fl@) _1{p(a+h) _¢(@| _pla+th 4(@-¢(@) (ath)
h “hly(ath) Y@\ hi(a) 4la+h) '

ente avri sempre un significato.

quindi, osservando che per I'ipotesi ammessa intorno alla esistenza della de-
rivata di 7 (z) e ¢(z) nel punto a, si ha
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plat+h) —¢@ Y@+ k) —d(a)
h h

=¢'(@)+a, =¢ (@) +8;

ovvero
sat+h=0@+h[¢@+a] , da+h=4@+hk[{@+E],
con « 8 B nulli o infinitesimi con A, si avra subito
fa+h—fla) _[¢@+a] 4@ —r@ [¥(@) + !3]
' h b(a) 4(a+ k)
talche, passando al limite, coll’ osservare anche che 4(x) & continua nel punto
a e percid si ha lim (a+h)={(a), si trovera infine

P4 —r@ @
¥ (@)

[ la)y=

come appunto volevasi dimostrare.

Anche in questo caso poi si pud notare che la dimostrazione non suppone
nulla intorno alla esistenza e alla natura delle derivate delle funzioni % (x)
e y(z), e neppure intorno alla continuita di queste funzioni nei punti fuori di
a; talchd in questi punti le derivate di queste funzioni 7 (r) e ¢(z) potrebbero
anche mancare od essere infinite, come potrebbero anche queste funzioni
stesse essere discontinue, e il teorema non cesserebbe per questo di essere
vero pel punto @, quando continuassero ad essere soddisfatte tutte le con-
dizioni che abbiamo poste nel suo enunciato.

31. — Supponendo f(x) = , sempre sotto l'ipotesi che nel punto a

1
(@)
la funzione §(x) sia continua e diversa da zero, e ammetta una derivata
determinata e finita, il teorema dimostrato ci da la formola semplice

’ 1 Y (a)
@ D, [*] e
% () ¥ (a)
¢ supponendo invece
1

(@]’
con m intero e positivo, il teorema stesso ci da l'altra formola

D, [$@)]"=— e [t@ _ _mlv@I" ¢ @

fl)=¢[(2)]™ =

@ [Y@F
ovvero
(3) D, [¢@)]™=— [g{‘—a‘fj{,ﬂl“ = — m[¢@]" " ¢ (a),

che comprende come caso particolare la formola (2); e ora a causa della

3
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formola (1) si vede subito di qui che la derivazione delle potenze intere e
negative di una funzione ¢ (z) si fa colla stessa regola di quella che si ha
nel caso delle potenze intere e positive, per tutti i punti a nei quali la fun-
zione ¢(x) @ finita e continua e diversa da zero e ammette una derivata de-
terminata e finita.

Merita poi di esser notato che queste formole (1), (2), (3), come i tre teoremi
precedenti si estendono anche al caso in cui invece di parlare di derivate
ordinarie (come noi abbiamo fatto) si parli semplicemente di derivate a destra
o derivate a sinistra del punto a; e per fare questa estensione basta ripetere
precisamente le dimostrazioni precedenti.

32. — Aggiungiamo che gli ultimi due teoremi, oltre a servire al calcolo
delle derivate di funzioni complicatissime, possono servire anche a ritrovare
quelle di alcune funzioni semplici, come apparisce dai seguenti esempi.
sen (x)
1.» Avendo f(z)=tg(x) = cos @)’

§ 30 [pag. 32] si ritrova subito

con I’applicazione del teorema del

cosx cosx —senz (—senz) 1
cos’ x " cos'z’

Dtgz:

come si trovd gid al § 28 [pag. 26] per z diverso dai multipli dispari di 3 .
2.° Similmente, osservando che

senh z

1
= ol A

1
co‘t.:t.‘—tg—x,tghx tghz’
coll’applicazione delle formole dei due paragrafi precedenti, si ritrovano i valori
delle derivate Dcotz , Dtghx , Dcothz che gia trovammo ai § 23, 24
[pag. 26 e 27] ecc.

3.0 Osservando che secz = ~]—,ccsec.r= L si trova che, per =
cos & sen
diverso dai multipli dispari di 3, si ha

Dcosz sen x

Dsecer=——5—=
cos’ z cos® z

=tgz seczx ,

e per x diverso dai multipli interi di =, si ha

Dsenx cos x
Dcosecz = — —5— = — —5— = — coig z cosec z.
sen® sen® z

= 35 =

4° Avendo fl(z) = T(%' , si trova che per & >0 si ha
(=]

1 1 1
D RN S, § | ==
Dlng:r (log z)* D-log & x (log x)*
o similmente si trova per esempio
o +senz\ l_" 3 r 1 log z)— (2 4 sen e-t+];f_
) = Tt 0o+ o0ee) (67 Floga)—@ o) e

quando ¢”+logz non & zero, e ¢'intende che i logaritmi siano neperiani.
Derivate delle funzioni di funzioni.

33, — Sia u una funzione reale di # continua in ogni punto di un inter-
vallo finito o infinito (o, ), e i cui valori siano tutti compresi fra i numeri
finiti o infiniti » e A, per modo che mentre x percorre Iintervallo (=, f) i
valori di # percorrano una o pi volte I'intervallo (+, A); e sia al tempo stesso 2
una quantita che per ogni valore di w fra 7 e A ha un valore unico e deter-
minato per modo da essere una vera e propria funzione ad un sol valore di »
fra ke A.

Allora z, oltre a potersi considerare come una funzione diw fra ke A, pud
anche considerarsi come una fanzione di z fra = e {: e riguardata come fun-
zione di & verra detta funxione di funxione per mexzo di w, o semplicemente
funxione di funxione. E quando sia p. es. x =% («), con u=u (x) ™, si potrd
scrivere evidentemente x=x ju ()] .

Similmente se, essendo x funzione di w, ,u, sard funzione di » ma data
come funzione di funzione di x per mezzo di w, in dati intervalli, per modo
che sia x = (i), con wu, = u, (Us) € Uy = Uy (T), si dira che x ¢ funxione
di funzione per mexxo di w, e w,, o semplicemente ancora funxione di fun-
xione, e si potrd scrivere x =% ju, [ (2)]{: € in generale quando si avra

=% (1) , con w, =ty (ig) 4 Us =10 (tg) y U =, (), wy=1, (@),

st dird funxione di funzione per mexxo di w, ... u, , osemplicemente
funxione di funxione, per modo che in particolare quando si abbia p. es.

x=log () , con u, = sen’u, , Uy = C0Sh Uy , Uy = e,

# Quando date guantiti u,v.....sono funzioni di un'altra quantitd p. es.
x, per indicare le caratteristiche di queste funzioni torna spesso comodo di usare,
come gia abbiamo fatto, le lettere corrispondenti u,v..., serivendo cioé u(x), vix)...
per rappresentare le stesse funzioni.



% sard una funzione di funzione per mezzo di %, ,u, , #; che potrd anche
scriversi come funzione di x sotto la forma z = log | sen® [cosh e*]}, e cid
per qualsiasi valore di # da — @ a + .

34. — Ora quando si abbia una funzione di funxione per mezzo di una
o di pit altre funzioni, e sia p. es. 2 ==2 (1) , con = w, () , Up =1y (t3) , ...,
%, = u, (v), ben s’intende che, riguardata x come funzione di z, la sua de-
rivata rapporto ad z, quando esista, potremmo cercare di determinarla va-
lendoci delle proprietd e dei valori che la funzione stessa x viene ad avere
quando si riguarda come un’ordinaria funzione di z senza occuparci delle
funzioni intermediarie #,,#;....%,; € cosi nel caso in cui sieno date espres-
sioni analitiche per le singole funzioni x(w,) , u, () ...... u,, (x) potremmo
cercare di determinare la derivata stessa esprimendo effettivamente z in fun-
zione analitica di z, e poi applicando, talvolta i teoremi dei paragrafi prece-
denti, e tal’altra la definizione generale.

Ordinariamente perd questa derivata pud trovarsi con un processo spe-
ciale assai semplice, poich#, almeno nei casi che ordinariamente si presentano,
pud applicare il seguente:

Teorema. — Se si indica con a,, il valore di u, pel valore a della variabile
xz, con a,_, il valore di u,_, (u,) per u,=a,, con a,_, il valore di u,_q (u,_,)
Per Uy, =y _y,.... e infinc con z, il valore di x(w,) o di x per u,=a,; e si
suppone che le funxioni * ,u, Uy ...... u, considerate rispettivamente come
funxioni delle variabili w, ,uy , Uy ... U, T per u, =@, , Uy =0y ,..., U, =0q,,
r=a, oltre essere finite e continue, ammettano una derivata determinata
e finita rapporto alle variabili corrispondenti nei punti a,,a,....,a,,a
respettivamente, allora la derivata di x presa rapporto alla variabile x nel
punto a esistera, e sara uguale al prodotio delle derivate delle singole fun-
TUOMEZ Uy y Mgy ooeey Uy PET Uy =@y Ug = gy ...y Uy, = A, , T =a, prese rispetiiva-
mente queste derivate rapporto alle variabili w, , wy y 4y . ... x da cui le fun-
xioni stesse dipendono diretlamente; per modo cioé che indieando con D, x|
Dy, u; , Dy, 1y, .... s Du,, oy, D,w,, queste derivate, e con D, x la derivata
di x rispetto ad z si avra

1) D.2 =Dy, z2 Dy, , Doy, sy PP | T | TN

sempre intendendo che debba essere u,=a, , Uy =10y ..... U, =@, , T=10,
essendo a un valore determinalo della variabile x.

Per dimostrare questa formola, incominciamo dall’osservare che se si
da ad z l'accrescimento positivo o negativo &, e s'indicano con 2, , 8,1
Bpzy--vry 82, 8, 3 gli accrescimenti respettivi corrispondenti delle funzioni

Uy Uy y Uy venne Uy ; Wy
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x, e con z,y, il valore corrispondente di z, si
avrd
U, (@ +h)—u @) =2, , Uy (@ 0n) — Upa (@) = 80
Uy (Byy + Bpm)) — Uz (@) = Bz y oo ony s (Ay 8g) — s (3y) = 3,
U (ay1-2) — (@) =23 , % (@ +8) — %(0) =Xoyr — 2a=13;

e a causa della continuita le quantitd 2,8, ,8..... s Bn_2s Bp1, Op SATADNO
nulle o almeno diverranno infinitesime insieme con k.

Ora se, almeno a partire da un certo valore di & e per quanto £ si impic-
colisca poi in valore assoluto, le quantitd 3,8, , &, ..... , 5, (fuori del limite
per h =+ 0) si manterranno sempre differenti da zero, si potra scrivere evi-
dentemente
@ Ferr=Re_ 2o td) - x(@) w(@mte) - (@) k@t i) -wE)

h & o2 2

Up_y (an + Sn] = Uny (an) Uy (l‘]«+ k) — U, (ﬁ) .
. n h ?

e quindi passando al limite per A=+ 0 si troverd che il limite esiste, e
esiste quindi la derivata di x rispetto ad x, e si ha appunto

Dy2=Dy, 2Dyt Dy thg.. ... Dy, vy Dy 1y, -

Se poi per quanto piccolo sia gid divenuto  in valore assoluto, col farlo
impiceolire sempre piti si troveranno sempre dei valori di & pei quali alcune
delle quantita &, , é,_,....%, , ¢ sono eguali a zero, allora dovri esistere al-
meno una delle quantita

(3) Uy (X) 3 Uy () v oty () 5 Uy () oty () 2 ()

che per infiniti valori di h * | comunque piccoli in valore assoluto, riprendera
sempre il valore primitivo; e se una di queste quantita & p. es. u,_, (u,) altret-
tanto accadra delle funzioni seguenti 2, o (2,_,) , 2, a0, 5) y.ouy 2y (15) , 2(20,)
per gli stessi valori di A , pBl‘(‘].Ilé sono tutte funzioni a un sol valore; talché

quando si consideri il rapporto x—"""});x—f soltanto per gli infiniti valori di %

* Questi valori di & quando vi sono dovranno necessariamente essere in nu-
mero infinito, altrimenti, serivendoli in ordine decrescente in valore assoluto A, ,
‘:'s s+« y , si comprende subito che al tendere indefinito di & a zero le quantita
By Bl e Gy, % ,¢da hyin poi si manterrebbero sempre diverse da zero, e sa-
fémmo quindi ancora nel caso precedente.
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che fanno riprendere a una delle funzioni (3) il valore che esse avevano
originariamente per x=a, si pud asserire intanto che questo rapporto, come
anche il limite dei valori che esso ha quando % si accosta indefinitamente
a zero, passando soltanito per gli indicati valori, sari uguale a zero.
D’altra parte se per la prima delle funzioni (3) si ha gia la particolarita
che u,, (a+%) per infiniti valori diversi da zero e positivi o negativi di % in vi-
cinanza di k=0 riprenda il valore primitivo w, (a) o a,, allora il rapporto
E— gli indicati valori di & sard sempre zero; talche, osser-
vando che qualunque siano @ valori pei quali si fa passare h questo rapporto
B per h=+0 deve avere un limite determinato e finito, perche
per ipotesi la funzione «,(z) nel punto @ ha una derivata determinata e finita,
si pud evidentemente asserire che il limite per s =40 dei valori dello stesso
rapporto dovra essere uguale a zero ™ : e quindi, in particolare, questo limite
sara uguale a zero anche quando si faccia avvicinare % a zero passando sol-
tanto per speciali valori scelti nel modo che pin potra trovarsi opportuno.
Similmente, se @ soltanto ,_, (u,) la prima delle funzioni (3) che, quando
si muta x in a+#k, riprende il valore primitivo a,_, per infiniti valori posi-
tivi o negativi di % diversi da zero, allora per % abbastanza piccolo la funzione
precedente u, (#,4,) non riprenderd mai il valore primitivo di @, , e 2, non
Uy (@ +8,)— U, (@)
2
senz 'altro affermare che esso avra sempre un significato per ogni valore diverso
da zero ma comunque piccolo di %, e il suo limite per 2=+ 0 dovrd essere

, sl pud

sara zero; talche, considerando il rapporto

lo zero, sia che si faccia passare k soltanto per determinati valori, sia che
si faccia passare per altri valori qualunque, perch® per le nostre ipotesi
w,_, (u,) per u, = a, ha una derivata determinata e finita.

Osservando dunque che la formola (2) sussiste ancora evidentemente per
quei valori di k, diversi da zero ma in vicinanza di & =0, pei quali nessuna
delle funzioni (3) riprende il valore primitive a, , @, _;, ..., €, ...y, 2,0,

Tath = Ra

s’intende subito che il rapporto — 5 ha per limite zero anche quando

si fa avvicinare & a 0 passando soltanto pei valori ora indicati: e questo,

* Questo dimostra che se una funzione u (x) nell'intorno di un punto a ri-
prende infinite volte il valore w (a) che essa ha nel punto a, la sua derivata in
questo punto, quando esiste, ha necessariamente il valore zero. E questa osservazione
vale evidentemente anche per le derivate a destra e per le derivate a sinistra con-
siderate separatamente.
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unito & quanto si @ detto sopra, basta per poter dire che lo stessu‘ rs.ppur'to
ha per limite zero qualunque sia il modo di convergere a zero di f_a, e in
conseguenza che la derivata di z come funzione di z nel punto a esiste an-
cora ed ha per limite lo zero; dunque, poiché in questo caso una almeno
delle quantitd Dy,z , Digtty  -ovvy Dag D,u, deve essere zero, si pud
evidentemente concludere che la formola (1) continua ancora a sussistere; e

il teorema resta ora completamente dimostrato.

35. — Si deve notare che le condizioni poste nell’enunciato del teorema
si riferiscono tutte al punto a nel quale si cerca la derivata di z, e non si
richiede nulla rispetto agli altri punti dell’intorno di a; e se le condizioni
stesse si verificheranno per tutti i punti z di un dato intervallo il teorema
stesso sard applicabile in ogni punto di questo intervallo; talch® evidente-
mente in particolare noi possiamo anche aggiungere che quando le funzioni
(7)) 3 Moot (M) 5 U (Uad) 5w onees uy () , () , % () oltre essere
finite e continue, abbiano ciascuna una derivata determinata e finita rispetto
alla variabile da cui dipendono direttamente, e cid in ogni punto dei respettivi

intervalli (2, B8) o (Zny B) s eay Buci) e ovv e (o2 5 B) 5 (2, B) entro i quali
VENZONO & VAIIAre T, Uy, Up-ps---ry Uz s W respettivamente, allora anche la

derivata di x rispetto ad z avra un valore determinato e finito in ogni punto
dell’intervallo («, B), e questo valore sard dato dalla formola (1).
B cost quando si abbia per es.
x=logu, , con w, =sen'uy , Uy =¢€",
si potra dire evidentemente che, per tutti i valori finiti di « pei quali e* non
& un multiplo intero di = (onde non sia zero u,), si ha
D, 2 = Dy, (log u,) Dy, (sen® us) D.e*,
ovvero

2 sen U, COS Uy €7 € 8en 2_9_'
™ T sen’e”

D_, A=

E quando si abbia
r=senw, , COn U, =5enu , Uy == Uy SOL Uy Uy =tg T,

per x finito e diverso dai multipli interi dispari di 5 Si avr

_C0S Uy COS Uy (SeN U + U 3051‘:)'
a cos* T

D.x

Aggiungeremo inoltre che il processo stesso che abbiamo tenuto per di-
mostrare la formula (1) ¢i mostra anche che quando per un punto @ 0 pel
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valori corrispondenti di @, , %, , ...... y 4y y 2, una delle derivate Dy, 2,
Dy, vty Dy, thy v D, %, , D, %, non esista affatto, o abbia un valore infi-
nito, mentre le altre hanno tutte un valore determinato, finito e diverso da
zero, allora z considerata come funzione di = nei respettivi casi verra a man-
care essa pure di derivata o 1'avra infinita; talché, in certo modo, anche in
questi casi la formula (1) potra riguardarsi come valida pel calecolo di D, %,
nel senso che essa ci dara ancora il valore infinito della derivata D,z o ci
avvertird della mancanza di questa derivata.
E cosi in particolare, quando si abbia per es,

3 —
A=\ u ,con U =SeNU, , Uy=€",

pei valori finiti di « pei quali * & un multiplo di = la derivata di x rispetto
ad z sari infinita, mentre negli altri punti sard data dalla formola

__ COS Uy €7 - € cos €*
3Vul 3 sen*e”

D.z )
che quando si applichi anche per e*=% =z ci da pure D,2=o, per modo
che pud considerarsi come valida per tutti i valori finiti di .

36. — Faremo anche osservare che siccome bene spesso certe quantita, date
come funzioni analitiche di z assai complicate, possono anche riguardarsi
come funzioni di funzioni per mezzo di funzioni assai semplici, cosi il cal-
colo delle derivate di funzioni molto complicate, o delle quali la derivata non
saprebbe determinarsi coi processi dati nei paragrafi precedenti, pud ridursi
al calcolo delle derivate di funzioni molto semplici per mezzo del teorema
che abbiamo dato poc’anzi.

A mostrar cid chiaramente noi riporteremo i seguenti esempi:

1. Quando si abbia x=f(a+z), 0 x=f(ax) con a quantita costante, si
osserverd che posto u=a+x, 0 u=ax, si avrd 2=f(u) con u=a4z, o
a=f(u) con u=aw, e cosi x potrd considerarsi come funzione di funzione,
e per tutti i valori di = o di » pei quali f(x) ammette una derivata deter-
minata e finita, si avri nel primo caso D.x=f"(u) =D, %, e nel secondo
D.z=af (u)=aD,.x, cioé nel primo caso la derivata di  si otterra facendo
la derivazione come se a+x fosse la variabile: e nel secondo si otterra ancora
facendo la derivazione come se la variabile fosse az, e poi moltiplicando per
a la derivata ottenuta.

2. Quando si abbia x=[g(z)]™, con m reale e costante ma qualunque,
si osserverd che, posto w=1¢(z), si avrd x =u™ con u = (z), ciod x verra ad
essere una funzione di funzione; e quindi per tutti i punti = pei quali ¢(z)
@ finita e continua e ammette una derivata determinata e finita e x & reale

o
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e finita, si avra D, x=m u™~' D, u, ovvero D, ¢ (@)"=m[z(z)]" ¢ (), cid
che mostra che la derivazione della potenza [z(x)]" si fa sempre con la
stessa regola che si dette gia pel caso di m intero.

3.0 Piii generalmente, se si avrd x=f}z(z){, col porre u=g(x) si ot-
terra x=[(u) con u=¢(x), e siridurra cosi x una funzione di funzione, per
modo che si avra D,z =/ () #' () per tutti i punti = pei quali f'(u) e ¢'()
sono determinate e finite, ecc. ...

E cosi, per es., per x finito e diverso da zero, si trovera subito che

1 — €08 — 1 sen —
xT
T]se‘ﬂ; =—0 Dcosg =y PR

1
* sen — x
4.0 Se si avra, per es, x=¢ = dove s'intende che per =0 1’espo-
1 ; 4
nente di e sia zero, si porrd x =¢* con u =" sen Sesl trovera quindi che
per = finito e diverso da zero si ha

1 1 1 1
t=¢ D.u=e z |2z sen — — COS —
De s = )

1
e per =0, indicando con (D T "),, , Dy %), (D, 2), le derivate cor-
h* sen l
rispondenti, coll’osservare che (D, u), = lim ~—r=0, si trova invece

(D Gﬁsm i)o= (Du 3“ )u (Dxu h =10,

1
o4 = %
¢id che mostra che la derivata della fanzione ¢ 7 sebbene esista sem-
pre per tutti i valori finiti di 2, incluso il valore =0, ha una discon-
tinuita di seconda specie per x=0.

1
Ben — i
Similmente se x =e  #, ove s'intende ancora che per z=0 Iespo-

nente di e sia zero, si trova che per z finito e diverso da zero si ha sempre

0081
zeen > 2 sen 1 x
De ®i=—=19 )| sen— — 5
T xr

1

mentre per =0 la funzione ¢ “" % non ha derivata determinata.
5o Se si ha, per es., x=1log"z, ove il simbolo log" 2 indica la quan-
tith log log log log ..... log 2, dove il segno log & ripetuto z volte, si ridurra
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x funzione di funzione col porre x =logu, , con u,=logus ,uy=1log 1y , ...
weovy U,y =log z, e si troveri cosl che per tutti i valori di z pei quali log"z
@ reale e finito, si ha

1
“zlogxlogiz...log"" z

Dlﬂg“x: —_— ‘i
Uy Ugivvnns Uy T

6. Sesi ha, per es., 2 =log |cos [cos (cos 2)]{, si porrd x=logu, , con
Uy == COS U , Uy = COS Uy, Ug==0COSZ , € §i trovera cosl che per tutti i valori
finiti di z si ha

Dlog|cos[cos(cosz)]{=— 0 " cos [cos(cos z)]

¥ - o)l tsenzl . _1l+senz
7.° Se si ha infine z lug!’l——cosxi‘m porra x~log u con u g

e quindi, osservando che per z diverso dai multipli pari di = si ha

D u_cosx{l—cos::) — (1+senz)senz c_os:c—sanx—l
A (1 - cos z)° —  (1-cosxf

si troverd subito che, per z diverso dai multipli pari di = e dai multipli di
’2—‘ della forma {4k+3}g, si ha

1+ sen z| cosz-senz—1

1-cosz) DuloguD,u = (I-cosz) (1+sena)’

D log

37. — Prima di lasciare questo soggetto delle funzioni di funzioni, fac-
ciamo notare che se x @& una funzione di funzione per mezzo di una sola
funzione %, per modo che sia x=x(u) con u=u(x), e se in ogni punto di
un intorno di un punto a, che per sempliciti supporremo interno all’inter-
vallo che si considera, u(z) & finita e continua, e in @ ammette una derivata
determinata e finita e diversa da zero: e similmente x, considerata come
funzione di z, nello stesso punto @ ammette pure una derivata determinata
e finita, allora z, considerata anche come funzione di u, ammettera una de-
rivata determinata e finita nel punto w, = (a), e si avrd la formola

D.x
D.u'

(€] D.x=

che servirid a determinare anche D,z nel punto u,, e che ricondurra subito

senu, senuy senx  senz sen (cosz)sen [cos(cosz)]
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alla formola precedente D,z = D,xD,u, laquale verrd cosi a valere anche
in questo caso. ‘ ‘

Con queste ipotesi infatti, posto wla+h)— ul@)=73, si vede subito che
quando A impiccolisce in valore assoluto, 7 diverrd una funzione continua
di h che non passera per zero altro che per h=0 e cangerid segno con h

a+h) - ula A
(perchd altrimenti il rapporto sids '—'_!]a L0 non avrebbe un limite deter-
minato e diverso da zero); e quindi, quando & sia divenuto sufficientemente
piceolo, & prendera qualunque valore compreso fra —= ed e, essendo & un
pumero positivo che pud supporsi piccolo a piacere.

Segue da cid che se il rapporto — col tendere di & e

quindi di 7 a zero avra un limite determinato, allora pel fatto che 7 passerd
per qualunque valore fra —z e : la derivata D, v di % rispetto ad u per
= u, verri ad esistere e sard uguale a questo limite; quindi, poich2 ef-
fettivamente il detto limite esiste a causa della formola

Kagn — %e
(U, + 8)— % (u,) b
T % T u@+hk-u@’

(che evidentemente per le ipotesi fatte ha sempre un significato finche %
non & zero), si conclude subito che anche D,z per u=u, esiste e si ha la
formola (4), cid che dimostra appunto quanto abbiamo enunciato.

i da notare che con ragionamenti simili si trova che la formola (4) sus-
siste anche se D u=+ o , 0 = —oc purché non sia al tempo stesso infinita
D, x; e pud dirsi che la stessa formola (4) sussiste anche se D, 2 =0, purchd
perd allora si ponga la condizione che non sia D,x=0, e che z non sia
un punto di massimo o di minimo di , e wnon riprenda il valore u, in
punti vieini quanto si vuole ad @ (e cid per far sl che 3 cangi segno e passi
per zero soltanto per ke =0).

Risultati simili si hanno quando invece di D,u si sappia che esiste
D,z ecc. ....

Derivate delle funzioni inverse.
38. — Sia y = f(x) una funzione di x fra —o € +w ,0 piil generalmente

fra 2 e B, e nell’intervallo (=, @) nel quale si considera sia sempre finita e
continua.
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Mentre la variabile z percorre I'intervallo (z,f), y varierd, per es., fra
i numeri finiti y e 2, e potrd variare non prendendo che una volta sola uno
stesso valore fra ¢ e ¢, o prendendolo pin volte.

Se si verifica il primo caso, ciod se y prende una sola volta lo stesso
valore fra ¢ e ¢ (come avviene, per es., quando si ha y = senz, e x varia
soltanto fra —% e %), e+ e ¢ sono i valori minimo e massimo di ¥ o viceversa,
allora oltre a poter dire che per ogni valore di  fra « e 2 vi & un valore di y
fra 7 e 4, si pud dire inversamente che per ogni valore di y nell’intervallo
(7,2) vié un valore corrispondente di # fra « e 3; o, in altri termini, dato y
fra ¢ e 2, vi & sempre un valore unico e determinato di z (fra = e f), talch® «
si pud riguardare alla sua volta come una funzione ¢(y) di y per tutti i va-
lori di y fray e &, nel senso generale da noi ammesso per la definizione
delle funzioni (a un sol valore quali le supponiamo sempre in queste lezioni).

Se poi, mentre z percorre I'intervallo (z,f), y prende pitt volte uno
stesso valore (come avviene, per es., se y=senz ed z varia fra 0 ¢ 2%)
allora allo stesso valore di ¥ non corrispondera pitt un valore unico e deter-
minato per z, e z non potrd riguardarsi come funzione (a un sol valore) di
y, altro che in certi casi e sempre sotto certe limitazioni.

Fermiamoci a considerare soltanto il primo caso e quei casi speciali del
secondo nei quali & possibile limitare la variabilitid di 2 in distinti tratti speciali,
in modo che, in ciascun tratto, ¥ non prenda che una sola volta uno stesso
valore, cid che, come & facile a vedersi, equivale a supporre che fra ae 3
esistano dei tratti speciali (=, ,#,) nei quali la funzione data ¥ = f(z) si man-
tiene sempre crescente o sempre decrescente quando x passa dall’estremo
g, all’estremo f,.

Allora nell’intervallo totale (=, ), o almeno in questi intervalli parziali
(#;,f) insieme alla funzione data y = f(z) si avra un’altra funzione corri-
spondente z =4 (y), e noi diremo questa nuova funzione U(y) la funxione
tnversa della primitiva f(z).

Inversamente () sard allora la funzione inversa di ¢ (y); e queste fun-
zioni f(x) e 4(y) saranno legate in modo che per ogni valore di z nell’ inter-
vallo (z,f) o (% ,f) la funzione f(z), o ¥, ha un valore compreso in un
certo intervallo (v, %) e tale che per esso il valore corrispondente di ¢ (y)®
appunto il valore primitivo #; come inversamente per ogni valore speciale
di yfraye 2, la funzione ¢(y), o x, ha un valore fra me o fra = e f,
che & quello pel quale la funzione f() riproduce il valore 7.

In altri termini, con le limitazioni che abbiamo poste, si ha ¥ = f[4(y)],
exz=4[f(x)]; ela funzione f[4(y)], ciod y, pud riguardarsi come una fun-
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zione di funzione di ¥ per mezzo di 2 data dalle formole
y=fl@) con x=1(y);

come 4[f(z)], ciod @, pud riguardarsi come una funzione di funzione di z
per mezzo di y data dalle formole

z=14(y) con y={(z);

@ inoltre la funzione ¢(y) pud riguardarsi come un valore di z che soddisfa
identicamente alla equazione y— f(x) = 0; come anche la funzione f(x) pud
riguardarsi come un valore di y che soddisfa identicamente alla equazione
#—(y)="0; per modo che, per es., la funzione inversa di f(z) = Z* 8 il

valore positivo di Vy se & positivo, ed & il valore negativo di Vy, se z

? negativo; la funzione inversa di f(x) = sen z, perjz compreso fra —{)j " g
& il valore di arcseny che trovasi compreso fra -—'2—' e ;‘ ece. ...

39. — Ammesso ora che la funzione data f(x) in un punto a inferno al-
I'intervallo (2, 8) 0 (2 ,f) nel quale si considera abbia una derivata deter-
minata (finita o infinita) e nei punti di un intorno di a (come del resto fu
gid supposto in principio) sia finita ¢ continua, & facile vedere che, per quanto
si disse nel § 37 [pag. 42] e per le osservazioni fatte sopra, la derivata della
funzione inversa ¢(y), presa rispetto ad y, esiste anch’essa nel punto y,
corrispondente ad =a, e pud determinarsi facilmente senza che vi sia
neppur bisogno di conoscere la funzione inversa stessa 4 (y).

Consideriamo infatti # come funzione di funzione della z stessa mediante
la formola #=1(y), con y = f(x): e osserviamo che colle nostre ipotesi,
quand’anche nel punto a che si considera sia f'(a) = 0, nei punti fuori
di @ che cadono in ogni intorno di @, la funzione f(z) non prendera mai il va-
lore che essa ha nel punto a stesso, e questo punto non sara mai un punto
di massimo o di minimo di f(x).

Da cid, per quanto si disse al § 37 [pag. 42], si dedurra subito che

L.
YT @ T MYwa)

€ questo mostra che per ogni punto y, che corrisponde a un punto a interno
all’ intervallo (= ,f) o (x,, B)), la derivata rispetto ad y della funxione in-
versa Y(y), sotto le fatte ipotesi, sara sempre U inversa della derivata ' (a)
della funxione diretta f(z); e quindi quando per punto @ possa prendersi
un punto qualunque z interno all’intervallo (2, B) © (% ,f), e si conosca
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4(y), o anche soltanto si abbia modo di conoscere f’(x) come funzione di
y, si avrd la derivata rispetto ad y di ¢(y) in funzione di y.

40. — Il teorema ora dimostrato con certe restrizioni potrebbe estendersi
anche al caso in cui z sia un estremo dell’intervallo (=,f) o (=, , §).

Esso poi serve benissimo al calcolo delle ierivate di alcune funzioni in-
verse, riducendolo a quello delle derivate delle funzioni dirette, come appa-
risce chiaramente dai seguenti esempi, nei quali, per seguire le notazioni
ordinarie, sono applicati i resultati precedenti dopo aver cangiato z in y,
ey in z.

1. Sia y=arc sen z.

Considerando ¥ come un arco di circonferenza contato dal punto che si
prende ordinariamente come origine degli archi, e riguardando y come cor-
rispondente all’estremo finale dell’arco, si vede subito che, quando si con-
sidera y separatamente in ogni mezza circonferenza che termini al diametro

verticale (cioé nei punti (2k+1)g , (2k+3) ;) la funzione arcsen z pud

riguardarsi come la funzione inversa di sen y: e quindi per ogni valore finito
di z, all’infuori tutt’al pit dei valori z=41 (pei quali y viene a cadere

negli estremi (2k.+1;§ ) @k+3) 5

) sari

1 1
Darcsenz = =4 —,
e Vi-#
il segno superiore avendosi quando y, o arcsenz & nella mezza circonfe-
renza a destra del diametro verticale, e il segno inferiore quand’@ nella
mezza circonferenza a sinistra.

2.0 Sia y=arc cos z.

In ogni mezza circonferenza al disopra e al disotto del diametro oriz-
zontale, arc cos « sard la funzione inversa di cos y, e quindi per ogni valore
di o fra —1 e 1, tranne tutt’al pia pei valori z=+1 pei quali y viene ad
essere multiplo di =, si avra fra —1 e 1,

Darccosx:-—l- = 1

sen y VTT! ?

il segno — avendosi quando I’arco termina al disopra del diametro orizzontale,
e il segno + quando termina al disotto.
E cosi quando i due archi arcsenz e arc cosz terminano ambedue nel

primo quadrante, insieme alla formola D arc senz = {/—1—-, si ha l'altra
1-2°
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D arc cos £ =— —}——- ~; e questo doveva essere perchd, essendo in questo
v 1=z
¢aso Arc sen & + arc cos x = 2— = cost., la derivata di arcsen z+ arccosx do-

veva appunto essere lo zero.

3.0 Sia y = arctg z.

Finchi y viene a terminare soltanto in punti appartenenti a porzioni
della circonferenza che non comprendono gli estremi del diametro verticale,
arctg # pud riguardarsi come la funzione inversa della funzione sempre

finita e continua tgy ecc..... ; e percid si ha
1 1 1
Dinlge=—F = iTwy —I+#
cos*y

per tutti i valori finiti di =.
40 Similmente prendendo y=arccotz, si trova
1

Darccotx=——1_+_~—z,

per tutti i valori finiti di 2. %
5. Se y=a”,a" sara la funzione inversa di z=log,y, e quindi sara,

come gid trovammo ’
7o)
(y log. a

Da* =
per tutti i valori finiti di z.
6.° Trovato ora Darcsenx , Darctgz,........ , per quanto si vide
trattando delle funzioni di funzioni, si pud dir subito che quando x & una
funzione di z che ammette una derivata determinata e finita, si hanno le
formole

=ylog,a=a"log, a

x! xi’
Darcsenz =+ —— , Daretgr=—=,
3 142
Vi-z

I1 prima delle quali vale per tutti i valori di z pei quali x & compreso fra
le-1(1e-1 per ora esclusi), e la seconda per tutti i valori di z pei quali
z o finito; e nella prima dovendo prendersi il segno + quando arcsen x
termina a destra del diametro verticale, e il segno — quando termina a
sinistra.

E in particolare, supponendo z = % con @ costante e reale, si ha di qui:
1

Vo7

a

@ z__ a
Darcsena=i i DaTCth_'af-]-f'




I11.
Proprietd generali delle derivate

41. — Prima di procedere oltre in queste lezioni, & utile premettere alcune
proprieti generali delle funzioni f(z) che in tutto un intervallo sono finite
e continue, e ammettono sempre una derivata (ordinaria) determinata (finita,
ciod, o infinita e determinata di segno).

Incominciamo percid dal dimostrare il seguente

Teorema. — Se f(z) é una funzione che in tutto un intervallo (v, §)
(= e B inclusi) ™ ¢ finita e continua, e per tutli ¢ punti z frane p (nef
al pil esclusi) ammetle una derivata determinata (finita, o infinita e de-
terminata di segno), quesia derivata in una porxione qualunque dello stesso
intervallo:

1.2 Non potra avere sempre un valore infinito;

2.0 Non potra avere sempre il valore xero, e in infiniti punti avri
anche valori finiti e diversi da xero, a meno che non sia costante in tutta
la porxione che si considera dello stesso intervallo.

La dimostrazione di questo teorema, come quella di molti altri relativi
essi pure alle derivate ordinarie o anche soltanto alle derivate a destra
0 a sinistra, o ai rapporti incrementali, si fa servendosi delle funzioni
¢(#) = f(z) — pz—v che si ottengono dalla funzione data f(z) togliendovi
(0 aggiungendovi) le ipfinite funzioni di primo grado pz+v, ove p. e v sono
quantitd costanti.

# S'intende che 1'intervallo (z , §) pud anche essere soltanto una parte di quello
nel quale la funzione f(x) & data, potendo u e  essere due punti qualsiasi presi
nell'intervallo dato, e le condizioni che qui si richiedono per f(x) bastando che
siano soddisfatte nell' intervallo (« , ).
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Prendiamo infatti una porzione qualunque (7, b) dell’intervallo (=« , B)
che si considera (gli estremi inclusi o no), e formiamo la funzione

2 @) =fl) — fl@) — 5 — 1 [6)— (@]}

che evidentemente & una delle funzioni (z) sopra indicate.

Questa funzione 7 («) si annullerd per z=a e z=~>b, sard finita e con-
tinua in tutto 1intervallo (a , ), ¢ la sua derivata, che indicheremo con #'(z),
per quanto si disse al § 27 [pag. 29] sard sempre determinata tranne tutt’al
pitt negli estremi a e b. e sard infinita soltanto quando lo sia quella di f(z).

Annullandosi ora questa funzione = (2) per z=a e z="5, ed essendo sem-
pre continua, se essa non sardi zero in tutto V'intervallo (a , b), esistera ne-
cossariamente almeno un punto determinato a’, nell’ Znterno dell’ intervallo
stesso, nel quale essa prendera effettivamente il valore massimo o il valore
minimo; quindi tanto che ¢ (x) sia sempre zero fra @ e b, quanto che non lo
sia, esisterd sempre almeno un punto determinato a', nell’interno dell’inter-
vallo (a.b), dotato della proprieta che, nei punti & differenti da 2’ e appar-
tenenti ad ogni suo intorno sufficientemente piccolo, i valori della funzione
«(z) nou saranno mai superiori o non saranno mai inferiori a quello che
t;.ssa ha nel punto z', potendo perd essere uguali a questo valore 7(2"); per

modo ciod che si potra trovare un numero differente da zero e positivo = 7 Rl
tale che, per tatti i valori di % positivi e inferiori ad = le due differenze -

w(@ +h)—z(@) , p(@ - h) — (2), dove non sono nulle, avranno sempre
uno stesso segno determinato per tutti i valori di ks e percid i rapporti
incrementali
t (@ +h) —¢ (@) t@-M—¢@) _a
.__.k____ G, T
dove non saranno nulli avra:'mu ciascuno uno stesso segno per tutti i valori
di k, e il segno dell’uno sard opposto al segno dell’altro, talchd i loro limiti
per h=+0, se esistono, dovranuo essere nulli o di segno contrario.

Ma questi limiti esistono effettivamente e devono avere uno stesso valore
determinato (finito, o infinito e determinato di sezno) perche, per le ipotesi
fatte, f(x), e percid anche 7 (), in ogni punto interno fra a e b (e quindi
anche nel punto z') ammettono una derivata determinata; dunque si pud
dire intanto evidentemente che la derivata di =z(z), e cosi anche quella di
f(z) non potra essere infinita nel punto @', e percid non potra essere infinita
in tutti i punti dell’intervallo (a , b); e questo dimostra intanto la prima parte
del teorema.

A4
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Ora, non potendo la derivata di ¢ () nel punto a4’ essere infinita, e, per
le ipotesi fatte, dovendo anche essere determinata, & chiaro che il resultato
precedente potra solo sussistere quando si abbia lim T('_‘IE_?.;.L@_) =0,
ciod quando sia ¢'(z')=0; e allora sard -

o ra=10=10,

quindi si pud dire intanto che se fra a e b (a e b al pin esclusi) f(z) ha
una derivata sempre finita, o infinita e determinata di segno, esistera sempre
entro 'intervallo (a , b) un punto determinato «’ nel quale f*(x) ha un valore
finito, e pel quale si ha la formola precedente.

Inoltre, supponendo ora che f(z) fra a e b non abbia sempre lo stesso
valore, si vede subito che, se f(a) ed f(b) sono differenti fra loro, il valore
di f(z') nel punto ' sard diverso da zero.

E se invece sara f(a)=[(b), potremo sempre prendere fra a e b due altri
punti @ e & pei quali non sia f(a’) = f(¥), e allora nel punto 2 corrispondente
al nuovo intervallo (@, #) la funzione f” () sara pure differente da zero; quindi,
se f(z) non & costante fra a e b, esisteranno sempre punti determinati ' nei
quali /'(z) & finita e differente da zero; e poich¢ i punti @’ e &’ potranno
prendersi in infiniti modi, di questi punti #’ ne esisterd un numero infinito
in ogni intervallo comunque piccolo nel quale f(x) non sia costante; e questo
evidentemente dimostra la seconda parte del teorema, talché esso resta ora
completamente dimostrato.

Osserviamo che, in quanto qui si dimostra che quando f () non & costante
la sua derivata non pud essere sempre zero o sempre infinita, questo teorema
costituisce quello che propriamente si era proposto Ampére di dimostrare limi-
tatamente alle sole funzioni che allora si consideravano che hanno soltanto un
numero finito di oscillazioni nell’intervallo che si considera, ritenendo che cid
potesse bastare ad assicurare 'esistenza della derivata; ma, come & bene evi-
dente, questo & un teorema che da una proprieta delle derivate quando esistono,
non gia un teorema che dimostra l'esistenza delle derivate, neppure limitatamente
alle funzioni indicate, perch® in esso si suppone esplicitamente questa esistenza.

42, — 11 teorema dimostrato da luogo alle osservazioni seguenti.

1.° Osserviamo che, in forza della seconda parte di questo teorema, si pud
dire che: Le funxioni finite e continue in un intervallo (o, () che in ogni
punto di questo intervallo hanno sempre la derivata zero, sono costanti in
tutto ' intervallo; e questo porta subito evidentemente a concludere che: Se
in un dato intervallo due funxioni finite e continue f(x) e F(z) ammetiono
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sempre una stessa derivata determinata e finita, o almeno sono tali che le
indeterminaxioni che presentano queste derivate sono le stesse per tutte e due,
¢ per modo che la differenxa delle due funxioni abbia sempre per derivata
sero, allora queste funxzioni nello stesso intervallo non potranno differire
una dall altra che per una quantilia costante.

E cosi in particolare: Se una funxione f(x) in lutlo un intervallo é sempre
finita e continua, e la sua derivata esiste ed ha sempre uno stesso valore p.,
questa. funxione f(x) (avendo sempre la stessa derivata della funzione p.z)
in tutto Uintervallo dato sara una funxione di primo grado p.x + v, ecc....

90 (sserviamo in secondo luogo che la formola (1) ci mostra che: Se la
funxione flx) ¢ finita e continua in tutto un intervallo (u , B) €, eccettuati
tutt’ al piwe gli estremi di quest’intervallo, ha sempre una derivata deler-
minala, indicando con x, e x,+ h (k positivo o negativo) due punti qualunque
di questo intervallo (che potranno anche essere gli estremi a e f5), e con B
un numero compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi) che dipende da x, e da h
¢ dalla natura della funxione, si avra sempre la formola seguente

(‘):. Mz:fff_o_) — f'{xu + ﬂh), o f(-"f’u'i' h) — f{-rn] + hf(.rg-i-&h)._ (*)

&

che & di una applicazione continua: e evidentemente (potendo sempre x,
@+ h considerarsi come estremi o e & di un intervallo dato) potra dirsi anche
che questa formola per essere applicabile richiede soltanto che nell’ inter-
vallo (v, 2o+ k) la f(x) sia sempre finita e continua, e in tutti 1 punti di
quest’intervallo (gli estremi x, e x,+ A al pin esclusi) ammetta sempre una
derivata determinata (finita ciod, o infinita e detsrminata di segno).

La formola f(x,+ k) = f(2) =k [ (@, + 6 }), nella quale » pud essere tanto
positivo che negativo, e che in sostanza non & che la (1), costituisce il teo-
rema conosciuto sotto il nome di teorema degli acerescimenti finiti.

# Insieme a questa formola

(=) f("‘:o‘l'h)”‘f(xn)‘i'hf(ro‘l'ﬂh)-
che serve a dare il valore di f(x, %), si ha 1'altra
@ e +h) = f (o) + [ (o) + =] 1

con = nulla o infinitesima, della quale ci siamo valsi nei §§ 28 e seg.{pag. 30e seg.|;
ma mentre quest'ultima (§) suppone 'esistenza della derivata di f(x) nel punto x,
senza richiedere nulla né per le derivate né per la continuita della funzione negli
altri punti dell’ intervallo da «, a @, %, la nuova formola (¢) invece non suppone
nulla per la derivata nel punto x, ma richiede che la funzione [ (x) sia finita e con-
tinua in tutto 1'intervallo da x, a @, 7% (gli estr. incl.), e nei punti di questo in-
tervallo, salvo tutt'al pit gli estremi, abbia anche una derivata determinata (finita,
o infinita e determinata di segno).
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3.° Servendosi poi della formola (1) o della (2) si pud anche evident
mente asserire che: Se nell’intervallo (,3) la funxzione f(z) é sempr
findta e eontinua, e, eccettuati tutt'al piv gli estremi dell’ intervallo, i
tutti gli. altri punti ammette una derivata determinata, allora quando ay
venga che in due punti a e b dell intervallo (2 , B), che possono anche coin
cidere coi suoi estremi o. ¢ @, la funxione stessa [(x) prenda uno stesso va
lore, esistera sempre nell'interno dell’intervallo (a , b) almeno un punt
determinato x' nel quale si avra f(z') =0.

In particolare dunque: fra due valori a e b che annullano una fun
xione [(x) che nell’intervallo (a ,b) (gli estremi inclus.) ¢ finita e continua
¢ ammette una derivata determinata in tutti i@ punti, tranne tutt al pii
negli estremi a e b, esiste sempre almeno un valore ' (differente da a ¢
da b) che annulla la derivata [ (x).

Questo teorema costituisce una generalizzazione grandissima del teorema
di Rolle che si da nell’ Algebra per le funzioni razionali intere. Qui viene
dimostrato per tutte le funzioni finite e continue che hanno una derivata
determinata (finita, o infinita e determinata di segno) in tutto 1'intervallo
che si considera tranne tutt'al piti negli estremi.

4.° Questa osservazione ci conduce subito a dimostrare anche il seguente
teorema, che pud considerarsi come una generalizzazione di quello della os-
servazione 2%, e che & anch’esso di una applicazione grandissima: Se f(x) é
una funxione finita ¢ continua in tutto un intervallo (r, , z,+h), in ogni
punto del quale, tranne tutl’al piic negli estremi, ammetle sempre una de-
rivata determinata; e se inoltre F (x) ¢ un’ altra funxione che nello stesso
intervallo ¢ anch’essa finita e continua, e in ogni punto differente dagli
estremi x, e xy+h ammnette una derivata che ¢ finita e differente da xero,
mentre in questi estremi puo anche non avere derivata o averla uguale a
xero o infinita, si avra la formola sequente

(3) [@+h)—f@) _ [ (2 +0h)
Fa+h—F(x)  F(z, +0k)°

essendo 6 un numero compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi).
Si osservi.infatti che le condizioni poste per F(x) ed F'(z) portano che
F(z,+ %) —F (z,) non sia zero (oss. 3%), e si consideri la funzione

s pin s Ry —f(n)
Y =1@ @) - el —F @y

{F (@) —F (@)},

che si annulla per z=z, e per x=ux,+ h.

S
Per il teorema dell’ osservazione precedente si vedra subito che det.re
istere un punto &', 0 o+ 0k, interno all’intervallo dato nel quale sia
es «
o (r,+0k) =0, e percid si avrd appunto la formola (5.). . o
s pud notare che, invece di supporre che F’ (x) non sia mai zero o infinito
a1, @ To—h, potremmo supporre che non lo fosse [ (x), e non fosse
0 0 H]
P (z,+ k) —F () =0, ecc. ™.

# Tl teorema dimostrato pud anche essere generalizzato in vari modi, e uno
! qg?::']ﬂ:‘odl“f l]. .Bf?'urf::‘;e.ﬂ—l punti distinti qualsiansi presi in un intervn}lo
a,b) (gl e;t.rem,i incl.) nel quale le n funz?oni fil@), fe (@), - dl fn {:fi s?:?e ::1112
¢ continue; e in ogni punto della porzione dzf @ & dn que: B
(gli estr. a, , ay—1 al pitt escl.) queste funzioni ab'uls:no cmf«:una uIm? ﬁer.lmamﬂem?
n:inm.a (finita o infinita), senza perd che queste derivate siano mai infini .,

1l determinante

[ i@ fi@)...... fal®) |
! fila) fe(m) ..... i (@)
() |fi@) fiiae..... fa (ar)

‘ fi (@n1) fi (@n1) oo fo(@n1)
i 2 i sontinua fra a e b, che si annul-
funzione % (x) che sard anch’essa finita e con :
bt : ., @n_1, € avra una derivata determinata (§ 27 [pag. 29])

@, al pit escl.); e quindi, pel teorema
ay— esistera almeno

lera nei punti a, , ay , . . ;

in ogni punto « fra a, e a,— (gli estr. a, , :
jansi i tia ,ap ...

3 dato sopra, fra due gqualsiansi a, e a. dej punti 4, , @

un punto x, , nel quale la derivata di ¢ (x) sard zero, cioé avremo la formola

M o(@r,s) I (®rs) -« Fa (2r.5)
fila) fe(m) ... fn (@) "
) filas) frla) ..... I (a2) =0.
f] (ﬂ,n._|) ft (05_1) s fn (an—l) ‘
Indicando quindi con 4; , d¢, ..., du gli n determinanti c¢he vengono dalla

matrice

| fila) fi {10 (— fu (@) 'i
| fia) fi@ ...... fota |
|

- - .
'I fi (@nmt) fo(@nm1) oo folan) |l

i i i i vremo
sopprimendovi respettivamente la prima, la seconda, ....,e la n* colonna, &



43, — Aggiungerd ora che la seconda parte del Teorema del § 41 [pag. 48]
pud essere completata, poiché si pud facilmente dimostrare che: Se f(z) é
una funzione finita e continua e ammelte una derivata determinata in
ogni punto di wn dato intervallo (o, ) tranne tutt’ al piv negli estremi; e
se in due punti a e b di questo intervallo, la derivata ha valori differenti
A, B, questa derivata in uno o pits punti interni all’ intervallo (a ,b) pren-
dera qualunque valore p. compreso fra A e B(AeB al pit esclust).

Supponiamo infatti, per fissare le idee, a<7b, e consideriamo la funzione
¢ (z) = f(x)—px —v (vcostante), che evidentemente & finita e continua nell’in-
tervallo (a, b) (gli estr. incl.), e in ogni punto, tranne tutt’al pit negli estremi,
ammette sempre, come f(z), una derivata determinata.

la formola generale notevole
) MM (@r,s) — Bs 2 (@e.s) + s s (@rs) — oo+ (=1 A fln (Trs) =0,

che col cambiare gli indici » e s dara luogo a 1) (89 formole simili cogli

stessi coefficienti 4y , s , ..., As, nelle quali perd alcuni punti intermedii @, ;,
sebbene relativi a combinazioni differenti(a, ,a ) dei punti a1 , @z ,...,@n—1, Po-
tranno anche essere gli stessi, con che allora il numero delle formole distinte verra
ad essere minore di (w-—n_”é[--ﬂ—_-m i

In particolare se per una delle funzioni fi(@ , fa(x),..., [«(x),per es. perla
f. () saremo sicuri che la derivata non & mai zero fra a, e a., come avverra ad
es. se fu () fra @, € a, non prenderd mai due volte lo stesso valore, allora la for-
mola precedente ci dard 1'altra

[ (@r.s)

f‘ (mr-‘) o m—1
— b R 4 (D) A

—1) A = Fo1 (@r.5)
(=1 & = 4 VA )
che esprime il determinante A, relativo ai valori delle n — 1 funzioni fi (x) ,
fo (@), ..., fu— (x)nei punti a; , @z ... an— per gli altri determinanti 4; , 8¢ , ...,
An_1 ai quali di luogo la matrice (7), e pei valori delle derivate delle stesse fun-
zioni e della £, (x) in un punto intermedio x, , fra a, e a, .

E se saremo sicuri che uno dei determinanti 4; , d¢ , ..., du—1, per es. 4, &

diverso da zero, la formola precedente ci dard anche il valore del rapporto ?
i

In particolare se si suppone n=3, e si prende fi (x)=1, fi ([®)=/[(x), ¢
fy(x) = F(x), con a, =xo , Gz =xo -+ h , e si pongonoper f(x) e F (x) fra ay e xo+h
le condizioni che si avevano sopra, si ritrova di gui la formola (3).

E in particolare ancora, se supponiamo, ad esempio, file) =k, fi(x)=ax—k,
!’a(‘r:‘ - '-.*T_k.a}z' wie -ufn-l {J")=Eﬂ:‘—k.._.])’“_',f.. If$)=f{1‘), con knknkxu“'sk"—'l
quantita costanti, ne dedurremo formole notevoli che varranno per ogni funzione
fla) che fra @ e b ha le solite particolaritd; e in queste quando le costanti k.,
Ky, .. k.o siano tutte eguali fra loro il determinante i, sari un determinante
di Vandermonde.
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Indicando con k un numero positivo sufficientemente piccolo, e suppo-
pendo dapprima A <CB si vede subito che si ha

¢ quindi esistera un numero differente da zero e positivo e tale che pei punti
reompresi fra @ e a+z (a escluso) e per quelli compresi fra b —¢ e b (b escluso),
si wranno respettivamente le diseguaglianze  (z) - ¢ (a)<Z0, ¢ (z) — 2 (b) <0,
le wali ¢i mostrano intanto che il minimo dei valori di 7 (x) (che pure deve
esisere perché z(x) & continua) non pud essere nd nel punto @ né nel punto .
% segue che nell'intervallo (a,b) esisteri almeno un punto interno z’
nel qule la funzione ¢ (r) prende effettivamente questo valor minimo, e in
psso, Tei valori positivi di % inferiori a un dato numero, si avra evidente-
mente ¢ (' +h)-g(@) >0 , 7@ -h)-9@)=0 , e percid anche

Pl g | P9l o,

quindi, poshé anche nel punto z’ deve esistere una derivata determinata di
= (x), sard widentemente ¢ (2)=0, ovvero f(a') =p..

Ragionatenti simili possono farsi pel caso di A>>B; quindi & certo ora
che esisterd smpre fra @ e b almeno un punto interno z' tale che in esso
si avrit f* () \p., @ con cio il teorema & completamente dimostrato.

Questo teorma da luogo evidentemente anche all'altro che pud enunciarsi
col dire che: Qando una funxione f(x) ¢ finita e continua in tutti @ punti
di un dato intervllo (2., ) (gli estremi inclusi), e in ogni punto dello stesso
intervallo trannetutt’ al pit negli estremi ammetle sempre una derivata
determinata, quese derivata, per quanlo possa anche essere infinite volte
discontinua, fra o 3 prendera sempre qualunque valore compreso fra il
suo limile inferiore ¢ il suo limite superiore A, perchd pei numeri indicati
sopra con A e B potrno sempre prendere, se non precisamente i e A, numeri
L+ee A—z vicinia, ¢ a A quanto si vuole se » e A sono finiti, e nu-
meri grandi quanto siyuole se uno o tutti e due questi limiti % e A sono
infiniti; e questo teoren, oltre a sussistere nel caso di ) differente da A, pud
riguardarsi come giustoynche nel caso di A e A finiti e uguali tra loro,
perchés allora evidentemete la derivata di f(z) & sempre uguale a i.

44. — Diamo subito alche applicazione delle formole (2) e (3), inco-
minciando dall’applicare | formola (2).

. Sia percid f(x) una fusione che in un piccolo intervallo a destra o a
sinistra di un punto spaciale, per es. nell’intorno a destra (a, o +¢), & finita
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@ continua, e ammette una derivata determinata in tutti i punti, tranne tutt’al
pitt negli estremi o e o+e.

Indicando con % una quantita positiva arbitrariamente piccola, per la for-
mola (2) si avra 'ﬂ?-”%ﬂ—ﬂ = ["(24+6k), essendo al solito 6 un valore
speciale dipendente da 2 e da 4 e dalla natura della funzione f(), e compress
fra 0 e1 (0 e 1 esclusi).

E chiaro che i valori di [(z) per r=240 se avranno per limite 1':n-
finito dovranno averlo determinato di segno, perché se avvenisse che in
punti z, e z, compresi in un intorno comunque piccolo (z , o+ ¢) a destrs del
punto o la f*(x) prendesse valori grandissimi positivi w, e valori negativi gran-
dissimi — w,, fra z, e z,, pel teorema del paragrafo precedente, essa prende-
rebbe anche qualunque valore compreso fra —w, e w, e allora anzichd aver per
limite +c non avrebbe nessun limite; dunque poiché evidentemente, i vari
valori di /" (z) per 2=« + 0 hanno un limite determinato (finito quindi o infi-
nito e determinato di segno), anche i valori speciali £ (x4 64) che figumno nella
formola precedente per k= -+ 0 avranno questo stesso limite, si pud eviden-
temente asserire che: Se la funxione f(z) ¢ finita e continua in ur intorno a
destra di un punto a(z inclus.), e nei punti x di quest’ intorno, tranne tutt al
pite nel punto a nel quale ¢ incerto, ammette sempre una derivata determi-
nata " (x), allora se questa derivata per x=o+0 avra un limite determinato
(finito, o infinito ¢ determinato di seqno) la derivata di f(z) presa nel punto
@ a destra esistera essa pure e sari uguale a questo limife stesso.

Invece se f"(z) per z=u+0 non avri un limite determinato, ma oscil-
lera fra limiti finiti mentre z si avvicina ad = indefinitamente a destra, al-
lora o la derivata di f(z) presa nel punto z a destra sara ancora determi-

nata e finita, o il rapporto incrementale destro corrispondente flzt4) - fla) };: ~fo)

col tendere di % a zero per valori positivi oscillera anche esso fra limiti
finiti, che saranno compresi fra quelli fra i quali oscilla f(x), e il pil spesso
saranno pin ristretti di questi.

Risultati simili si hanno per gli intorni di 2 a sinistra,

Questo teorema & utile specialmente pel caso in cui la funzione f(z) che
si considera ammette ordinariamente una derivata, e solo in certi punti
speciali 0 non I'ammette o si & incerti sulla esistenza e sulla natura di essa,
come appunto & avvenuto in molti casi nei paragrafi precedenti.

Cosi per es. si pud dire ora che la derivata di y=arcsenz, a sinistra per
z=1, e adestra per z=—1, quando y & nel primo o nel quarto quadrante
€ + o, mentre quando y & nel secondo o nel terzo & — oo,

S C—
Similmente osservando che per z diverso da zero e positivo la derivata di

Va @ —}—_ , per il teorema precedente si pud concludere che per z=0
2Ve .
questa derivata a destra & +oo, come gia trovammo ecr?-.
E cosi pure prendendo per es. le funzioni che per x diverso da zero sono

1
respettivamente uguali a x sen (logz*), ¢ & z* sen o © per z= 0 sono zero, e

osservando che, per x diverso da zero, le loro derivate respettive sono
1

sen (log %) + 2 cos (log z%), e 2.1:8&[[; —cos
¢ queste derivate non hanno un limite determinato quando :c-sj ‘m..rvici.nfa
indefinitamente a zero a destra o a sinistra, ma oscillano fra limiti finiti,
per il teorema precedente si vedri subito che le derivate di qt?oste funzioni
prese nel punto zero a destra o a sinistra, potranno non esistere; ma sa
non esistono, i loro rapporti incrementali corrispondenti dovranno mantenersi
sempre fra limiti finiti.

E difatti ricorrendo alla definizione per calcolare queste derivate anche nel
punto =0, si trova che per la prima funzione la derivata non esiste né a
fEh =70

+h

destra ni* a sinistra, ed il rapporto incrementale corrispondente i

essendo ugnale a sen (log k%), oscilla fra —1 e 1 al continuo impiceolirsi
di hin valore assoluto; mentre per la seconda funzione si trova invece che nel
punto z=0 esiste ancora la derivata ordinaria ed & uguale a zero, perché

h* sen x )
i osen y — i
essa non © altro che il limite per A=+0 di — == di kb sen 7 © ques

limite & evidentemente lo zero.

45, — Diamo ora qualche applicazione della formola (3).

Supponiamo percid che la nostra funzione f(x) coll’avvicinarsi indefini-
tamente di # ad un punto 2 a destra o a sinistra, per es. a destra, possa
anche crescere indefinitamente o divenire infinitesima, o anche possa avere
una discontinuita di prima o di seconda specie per x = =; ma fuori del punto «
nei punti di un intorno sufficientemente piccolo di « a destra, abbia sempre va-
lori finiti e sia continua e ammetta una derivata determinata [ () ; e, serven-
doci della formola (3), proponiamoci di studiare come il modo di compor-
tarsi della funzione f(z), coll’avvicinarsi indefinitamente di = ad « a destra,
dipenda dal modo di comportarsi della derivata f"(z).

Per questo nella formola (3) si supponga dapprima F(z) = (r —a)*,
essendo k una costante qualsiasi diversa da zero; e si prenda z,=o +98,
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2, + h =2 -+¢, con ? ed « numeri positivi diversi da zero, ma arbitrariamente
piccoli e tali che ¢<Ts.

Allora evidentemente la formola (3) sara applicabile tanto nel caso di k
positivo, quanto in quello di % negativo, perché il punto 2 non @ contenuto
nell’intervallo (z, , z, + k), e quindi si avra

| 5
@ fato—fa+n=e——h LELD,

con %, compreso fra 3 e ¢; e di qui si trarrd

[ 3\ s '5 Kl
flats) 3 — f(z-+8) a*=!1_(.)4f(’+_'}.51_ .
{ e/ ) k
Ora evidentemente il numero positivo = pud supporsi piccolo quanto si
vuole; e se si suppone k positivo, per quanto piccolo si prenda e si potrd

poi prendere 4 ancora differente da zero e positivo, e talmente piu piccolo che
a L]
le due quantitd f(a42) 2", (;) siano minori di quella quantiti che piu ci

piace; quindi evidentemente per k positivo si potrd scrivere

lim f(-z+f3)6"=—— lim (= &) 8,
=0 8,=0
tutte le volte che uno almeno di questi due limiti sia determinato (finito
ciod, o infinito e determinato di segno); e poichd quando f'(x 4 2) 2"+ per
g=+0, 0 [ (z) (z—a)*" per z=2=-+ 0, hanno un limite determinato e
finito, 0 hanno per limite I'infinito, questo limite & anche evidentemente quello
di f'(x+2)87*", si conclude che in questi casi si avrd

lim f(z) (@—o)* = — % lim [ (z) (x—a)**,

i limiti intendendosi presi per z=u-0 ; e questo ci permette intanto di
affermare che: Se la funxione f(x) nei punti x di un intorno a destra di o
(= escluso) ¢ finita e continua e ammette sempre una derivata determinata f’(x)
che col tendere di x ad o pud anche crescere oltre ogni limite; allora se
per a=a+ 0 la derivata ' (x) diviene infinita di un ordine k- 1 supe
riore al primo, e per modo che il prodotio [(z) (x—a)** per z=0a+0
abbia un limite determinato finito e differente da zero A, la funxione f(x)
per x=o-+ 0 diverra infinita dell’ ordine k, e st avra

lim /(@) @—a) = — 7 ;
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e se [ (x) diviene infinita per x = +- 0 di un ordine superiore a un numero
Jc+1 maggiore dell’ unita per modo che sia lim fl@)@—a)t=+w,
o — — w, la f(x) diverra infinita di ordine superiore a k, e si avra rispet-
tivamente lim f(z) (x—a)* = — @ ,0 = + » ;mentre se [ (z) diviene infi-
nita per v=10-0 di ordine inferiore a k+1, la f(x) diverra infinita di
ordine inferiore a k, e quindi potra anche restar finita.

Similmente, prendendo invece nella formola (3) F(z) = log (r—=9), e
osservando che allora si ha

f{a+e)_f(a+f3)__( __logs a
log gz — I 1oga)f(°‘+a‘)"’

dove 7, & ancora compreso fra 5 e e (3 e = esclusi), con ragionamenti analoghi
a quelli fatti sopra si troverd subito che: Conservando le ipotesi precedenti
intorno alla funxione f(x) e alla sua derivata ' (z), si puo dire anche che
se questa derivata [ (x) per @ = o+ 0 diviene infinita del prim’ ordine, e per
modo che il prodotto ' (x) (x — o) abbia per limite una quantita determinata
finita e differente da zero A, la funione f(x) diverra infinita come log (x— o),
¢ il quoxiente l—g{i—x)—) avra anche esso per limile A; e se la derivata
f(x) diviene infinita di ordine superiore al primo per modo che sia
lim f'(x) (x — o) = + o, 0 = — @, la funxione f(x) diverra infinita di or-

dine superiore a quello di log (x—u2), e st avrd lim . —"———= + ®

0= —w, mentrese [*(x) per 2= + 0 diviene infinita di ordine in-
feriore al primo, la funxione f(x) diverra infinita di ordine inferiore a quello
di log (x—n), e quindi potra anche restar finita; e in tutti e tre questi

casi si avra sempre 11m : ’T:c) 2 = lim f'(»") (& — =) , i limiti essendo presi
per r=2-0.

46. — Supponiamo ora nella formula (4) % negativo e uguale a — p; siavra
- = ( 3
6) flato—fata=@—n 5D,

e quindi evidentemente quando avvenga che, con p positivo e fisso scelto a

f’(_+)_ f (o)

piacer nostro, le quantita per 8=-+40, (x 27 per x=n-+40,

abbiano per limite zero o una quantita finita, o oscillino fra limiti finiti (per
modo ciod da mantenersi sempre numericamente inferiori ad una quantita
finita), si potrd sempre determinare = in modo che, per tutti i valori di 3 infe-
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riori ad ¢, la differenza f(2+:) — f(2+42) sia sempre numericamente inferiore
a qualungue numero dato s.

Ma se cid accade, pel noto teorema di Cauchy sui limiti, la funzione f(z)
per =240 avrid un limite determinato e finito A ; talch®, osservando anche
che, se f"(x) si mantiene sempre numericamente inferiore a un numero finito,

il rapporto (x—i(:%ﬁ (che pud anche scriversi sotto la forma [ (z) (z - «)'—7)
per p<1 ha per limite lo zero, e se f"(x) diviene infinita per z=2 -+ 0, ma
di un ordine che ¢ inferiore al primo, e differisce dal primo per un numero p
compreso fra 0 e 1 o pii di questo numero, lo stesso rapporto si mantiene
sempre numericamente inferiore ad una quantita finita, si potra intanto evi-
dentemente concludere che: Se nei punti di un intorno di 2 a destra (= escluso)
la funzione f(r) ammetie una derivata determinata che si mantiene sempre
numericamente inferiore a un numero finito, o che, se cresce indefinitamende
ol tendere di x ad o a destra, diviene infinita soltanto di un ordine che ¢
inferiore al primo e che differisce dal primo per un numero finito p o pin
di questo numero, allora la funxione f(x) coll’ avvicinarsi indefinitamente
di x ad 2 a destra si manterra sempre numericamente inferiore ad una quan-
tita finita, e avra un limite determinato: per modo che nel punto o a destra
la funxione f(x) stessa sara continua o avra soltanto una discontinuili or-
dinaria; e quindi cambiando, se occorre, il valore della funxione f(x) nel
punto o, col prendere f(z+40) invece di fiz) per valore di f(z) nel punto s,
la continuita di f(x) in questo punto o a destra verra sempre ad aversi.
Cosi essendo, e supponendo percido senz’altro che la funzione f(x) sia
continua anche nel punto « a destra, si osserveri che allora nella formola (5)
si pud supporre senz’altro =0, e si ha percid }_f(i‘_[:'_z)?—____f(_‘*) = fp(D; f_@ :
1
talch® in particolare col supporre ora che sia f(«)=0, si pud evidentemente
concludere che: Se per z=12+ 0 la funxione f(x) diviene infinitesima, e
la sua derivata diviene invece infinita, ma di ordine inferiore al primo per
un numero p, per modo che [ (z)(x-—2)'"" abbia un limite determinato
e finito A, la funxione [ (x), sempre per  =nx + 0, diverra infinitesima di
ordine p e st avra lim (';j._x %l-)—’; = »3; e se [ (z) diviene infinita per z=a+0
ma di ordine inferiore o di ordine superiore a 1—p per modo cioé che
nel primo caso sia lim f'(z) (r — a)'* = 0, e nel secondo caso sia
lim f'(z) (x—0)'" = + ® 0 — o, la funzione f(x) per x—ua -0 diverri
infinitesima di ordine superiore o inferiore a p respettivamente; mentre infine
se la funzione [ (x) diviene anch’ essa infinitesima'e di ordine p— 1, la fun-

i Gl s
vione data f (&) diverra infinitesima di un ordine p superiore di un’ unitd
all’ordine di infinitesimo di [ (z) per =0+ 0.

1
Risultati analoghi si otterrebbero facendo nella (3) F(z) = fdg{T—_‘:t_) :

ti risultati si applichino ad un tempo sl alle derivate a

uando tutti ques o derivats &
S essi verranno relativi ai valori

dostra che a quelle a sinistra del punto a,
i tra che a sinistra del punto a, ecc. .
3 q‘;}j ;r[il;i. di por fine a questi studi generali noi esporremo alcuni altri
i { che sono di un’applicazione continua. '
"'S“i;";a;o percid che uni funzione finita f(x) & ereseente 0 ‘dem-escl'enfe stn
un punto = a destra secondo che il valore [ (I'x) che essa ha m.que .pun t(;
& minore respettivamente o maggiore di quelli che ess.u.’ha llfdgll altri pun
di un intorno sufficientemente piccolo di « a destra; e diciamo m.vece che essa
& crescente o decrescente in un punio o @ sinistra socondlnché 11_\'s.lc|re. f(=)
che essa ha in quel punto & maggiore respettivamente 0 Tmnore fh que.lll' che
essa ha negli altri punti di un intorno aufﬁcieutemelmf, piceolo di o a sinistra.

E nel caso che f(z) si consideri dalle due parti di un punto o, nel quale
essa © finita, diciamo semplicemente che essa ¢ cresente nel punto o quando

 crescente a destra e a sinistra di a3 e diciamo invece che essa & decre-

seente nel punto = quando & decrescente sl a destra che a sinistra di a3 e
nel caso infine che nel punto = la funzione f(x) sia ugualea 4@ 0 a —®
avvertiamo soltanto (senza entrare in speciali schiarimenti (j'he sarebbero certo
superflui) che nello stesso punto « fix) potrd considerarsi ancora cOme cre-
scente da una parte e decrescente dall’altra ecc. ‘
Fermandoci ora al caso in cui f(x) nel punto o ha un valore finito, os-
serviamo che se in un punto a a destra questa funzione [ (x) é. (_:rescente 0
& decrescente, esisteri sempre un valore differente da zero e p.osnw‘u h, tale
che, per h diverso da zero e positivo e inferiore ad h;: si avra sempre
fla + k) —f(2)>>0, o sempre f(x+h)— f(2) <0 respettivamente; mentrt?
se nel punto « a sinistra la funzione f(x) @ crescente o & decrescente, pe{
valori di & differenti da zero e positivi e inferiori a un certo numero f, 5?1
avri sempre f(z2—h) — f(2) <0, o sempre fla—h) — f(2) >0 respelttf-
vamente; talch, se la f(r) si considera nello stesso tempo a destra e a..sun—
stra di o, e se in « essa & crescente, avremo ad un tempo le due disuguaglianze

6) fath) —f@>0 , fla—h—[E@I0;
montre se f(v) in « & decrescente, avremo invece le altre
M flath) —f@ <0 , fe—h—F@)>0;
e viceversa.
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Con queste definizioni poi non possiamo lasciare di osservare che quando
una funzione finita f(x) si consideri per gs. dalle due parti di un punto o,
potra anche avvenire che in questo punto essa non possa riguardarsi nd come
crescente né come decrescente; e cid perché essa in quel punto abbia un
valore massimo o minimo fra quelli che essa prende in tutti gli intorni suffi-
cientemente piccoli del punto stesso, o perché in un piccolo intorno di quel
punto stesso essa abbia sempre uno stesso valore, o perché infine, oscillando
essa continuamente nelle vicinanze di =, finisca per passare continuamente
pel valore f(x) o prendere continuamente valori maggiori e valori minori
di 7(2) (come avviene per es. per la funzione che per » =0 & uguale ad A

e per x diverso da zero & uguale ad A -+ z sen %). per modo ciod che non

sia possibile trovare il numero hy tale che per h<"h, siano sempre sod-
disfatte tutte e due le diseguaglianze (6) o le diseguaglianze (7).

48. — Ammesso ora che una funzione finita f(x) a destra o a sinistra
di un punto o sia crescente, & chiaro che il corrispondente rapporto incre-

mentale destro o sinistro [(at k;‘__f @ , 0 f{amk]k_’f () coll’ impicco-
lire di % finira col mantenersi sempre discosto da zero e positivo, e solo
potrd avere per limite zero per h=-0; ¢ se la funzione f(r) a destra e
a sinistra di un punto « sara decrescente, il corrispondente rapporto incre-
mentale destro o sinistro coll'impicvolire di & finira per mantenersi sempre
discosto da zero e negativo, e solo potra avere per limite zero,

Viceversa, se per es, il rapporto incrementale destro pel punto 2 coll’im-
piccolire di £ finira per esser sempre discosto da zero e positivo, o sempre
discosto da zero e negativo, e solo potra avere per limite lo zero per k=410,
la fanzione f(z) nel punto « a destra sara crescente o decrescente respetti-
vamente ecc.; talche in ogni caso valendosi dei rapporti incrementali di f(x)
(i quali evidentemente hanno un significato anche se la funzione nel punto
corrispondente « & discontinua) si potra sempre decidere se in un punto «,
da una o da tutte e due le parti, una funzione f(z) sia crescente o decrescente,
0 non sia né crescente néd decrescente, ecc.

In particolare dunque nel caso che nel punto o per es. a destra la fun-
zione f(z), oltre essere finita e continua, abbia una derivata determinata a
destra, si potri asserire che quando questa derivata sia differente da Zero,
la funzione data f(z) sara crescente o decrescente nel punto « a destra se-
condoché la derivata stessa sara positiva o negativa; e cio perche allora evi-

dentemente il rapporto incrementale destro &'i}%:[@ coll’ impiccolire
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itivo o sem-

. b finira per mantenersi sempre discosto da zero e sempre posxtw‘o :e
e ttivamente; e cosl pilt particolarmente ancora st puo ora

B e B olire essere finita e

X unxione f(x),
he: Se in un punto o una fi : .
o (;z; la sua derivata ordinaria determinata e differente da zero, la

UNxL0n tﬂ
f 1 e 3‘883{& mﬁ puﬂtﬂ o S.’H'E‘ﬂ 'E-S'cen‘e a dﬁ(ﬂ'ﬂaﬂen:s Sgcondﬂché ques
nyi e

vata di una
derivata ¢ positiva o negaliva, per modo che quando la deri

i . ;o i di
; x) si delerminata in tutti 1 punti
i nita e continua f(x) sia sempre ] ! i di
fun;;m'ft::'auo (@, b) non si avra incertexxa altro che in quei puniti ne
un dato interv )

1 ! xero.
. questa derivata sard uguale @ ‘ . 4
’Jmig‘f’ L'ultimo teorema viene costantemente applicato pel condf_l onto‘ “
" i i aria
differenti valori di vna funzione, o per studiare .11 lfnro.mado t.: vdi "
] do la variabile cresce o diminuisce. Noi percid riteniamo utile p-
quan:

continua,

licarlo subito ai seguenti esempi. . .
pm;li" Si abbia la funzione f(z) che per z diverso da zero & uguale

BT ¢ per z=0 & uguale a 1.

La sua derivata per x diverso da zero sard

rcosz —sena _ cosx(z—1ga)

xj 1

fix)=

= : si ha sempre x<tgz,
quindi poich® per » compreso fra 0 e 5 (0 escluso) p

i valori di iversi da zero e com-
e cosz & positivo, si conclude che per i valori di « divers

= s tesso av-
i T la funzione — - & sempre decrescente, e lo s
presi fra zero e 5 =

verri anche per @ fra 5

& sempre negativo. . .
Pel punto =0 la derivata di [

Tex (f ex inr:l.), perché allora evidentemente f (@)

(x) si calcolerd in seguito cercando il

sen f 1
N seil — 8 per k=0, o anche per mezzo del teo-
limite di —g 0 s

o - o
rema del § 44 [pag. 55] considerandola come il limite per =40 dei valori

] i troveri che questa
che ha f'(x) quando z & diverso da zero; perd siccome si trovera . mino -
: non si potrd trarre da cid nessuna conseguenzi in

v & o 1z
e i x—0 a destra, ma converra ricorrere al

modo di comportarsi di f(x) per

porto incrementale destro.
o o Senk—h o o lidente che, per & diverso
Ora siccome questo rapporto & ———5 :

o 5 et
esso @ negativo: quindi si pud ora ev identemente cone

da zero e positivo,
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dere che la funzione ?E:—x, il cui valore per =0 si suppone uguale all’unita,
& sempre decrescente da 0 a =; talchd, osservando che per x=0 essa & 'unita,

T 2 : .
eper z=5 ¢ uguale a —, e per x== & zero, si pud anche evidentemente

= . sen x
affermare che per x compreso fra 0 e 5 la funzione e & sempre com-

&

2 2 g=o
presafrale;,efragenécompresa fra — e 0, e fra 0 e » dimi-

i

nuisce sempre andando da 1 a zero.
Non lascerd di fare osservare che, anche indipendentemente dall’esame

sen h—h

dell’effettivo valore 5 del rapporto incrementale destro relativo al

punto =0, si poteva subito vedere, che per % diverso da 0 e positivo esso
dovevu essere negativo, giacché pel teorema degli accrescimenti finiti (§4220
[pag. 51]) si riscontra subito in generale che quando la funzione finita e
continua f(z) nei punti di un intervallo (x, ) (= e { al pin esclusi) ha la sua
derivata sempre determinata e sempre differente da zero e dello stesso segno,
e si ha per es. a<Z¢, anche i rapporti incrementali destri relativi al punto «
saranno sempre differenti da zero e avranno il segno che avra £ (r) fra o e &,
e solo il loro limite potra essere lo zero.

Ed aggiungerd anche che quando fra z e 3 (z e 3 al pini esclusi) & soddi-
sfatta la condizione che f(z) sia sempre differente da zero, pel teorema del
§ 43 [pag. 54] sara gia soddisfatta di per s? la condizione che f'(z) sia sem-
pre dello stesso segno fra o e B (gli estremi o e § al pii esclusi).

2.° Avendosi f(z)==xcosz—senx, se si osservera che derivando si
ha f’(z) = —zsenx, pel teorema del paragrafo precedente e per la osser-
vazione fatta ora, si concluderi subito che da 0 a = la funzione data & sempre
decrescente, da = a 2% & crescente, da 2 a 3= & decrescente, ecc.

3. Avendosi per es. la funzione f(zr)=logz 4 cosz, si osserveri
che per r=0 essa & =— o, e per x diverso da zero e positivo la sua

; 1 : . ) ©
derivata z —senz, e si concludera subito che se o, ¢ il valore fra 0 e 3

. 1 ; ;
che annulla la derivata 7 —senz, la funzione data f(x) fra 0 e o, sard

& : ; 1
sempre crescente; e se a, @& il valore successivo di = che annulla S —senz,

la fanzione f(z) fra =, e a, sard sempre decrescente, ecc.

IV.
Derivazione per serie

o ——

50. — Uno dei processi che spesso torna comodo di usare pel calco.lo
delle derivate & quello della derivaxzione per serie; il quale non & altro 1‘n
sostanza che una applicazione del teorema che gid abbiamo ‘d:.i.to per la deri-
vata delle somme composte di un numero finito di terrn‘m.t,‘a‘steso', sotto
certe condizioni, al caso in cui il numero di questi termini & 1nﬁ.mm.

Nell’ applicare perd questo processo conviene and:u:e molto l“.‘.ﬂllt‘l., perc.héf
quando si ha una funzione f(r) espressa per mezzo di u.na serie d1‘ termini
che in un punto @ hanno ciascuno una derivata determm?ta e'ﬁmm, non
sempre avviene che la derivata di questa funzione, se pure esmte,.sm la?.sc.n.nma
della serie formata dalle derivate dei singoli termini della serie pnmlt?va..

N& cid pud a noi recar meraviglia per quanto sappiamo intorno al 11‘-
miti delle serie, e dopo quanto dicemmo quando ci nccupamm? Eieue‘ deri-
vate delle somme composte di un numero finito di termini; che oz fin d a}lom
fummo portati naturalmente a pensare che il teorema relativo allt? dem:at_a
di queste somme potesse non restare sempre applicabile al caso o cui il
numero dei termini che le compongono & infinito; e del resto poi i nume-
rosi esempi che s’ incontrano in analisi non lasciano alcun dubbio mt.orno alla
inesattezza che, almeno in generale, si ha in quel teorema quando si estende
alle serie, se non si introducono certe condizioni speciali. o

Essendo perd comodissimo in molti casi il metodo di fienv.aa.zlufle per
serie, ben s’intende quanto sia utile il conoscere alcuni dei t':as; nei qnah
esso ® pienamente rigoroso; e noi esporremo percid i teoremi staguentl.

51. Teorema 1. — Se in un intorno comunque piccolo ma dzﬁ“eren‘te da
2610 (@ —e, ,a + &) di un punto @, @ termint wy, Uy, Ug,-oey Unye di um
serie convergente Lu,, sono funxioni finite di x che per T=a Sono continue

5



e ammettono anche una derivata determinata e finita o', qualunque cosa poi
avvenga per I esistenxa o per la natura delle derivate negli altri punti, allorg
tutte le volte che pei punti a3 che cadono nello stesso intorno (a esclusg)
la serie dei rapporti incrementali Y ﬁﬁj—%f&-{a—') ¢ convergente in
equal grado, la somma f(r) della serie Su, per x=a avrd anch’essa una
derivata determinata e finita che sara la somma della serie S, delle derivate
dei suoi termini, la quale sara convergente o si ridurra a un polinomio.

Questo teorema risulta immediatamente, come caso particolarissimo, da
un altro che gia conosciamo sui limiti delle serie.

52. Teorema II. — Affinché la somma f(z) di una serie convergente
Yu, , i cui termini soddisfano ancora alle condixioni precedenti, abbia una
derivata determinata e finita per r=a '

+ € questa sia la somma della serie
L, delle derivate di u, s Uy en Uy, ,

s vy € mecessario e sufficiente :

Lo che questa serie Yo/, delle derivate sia convergente;;

2.0 che, per ogni numero positivo e arbitrariamente pieeolo o, si possa
irovare un numero differente da zero ¢ positivo & tale che, per ogni valore
speciale di 3 numericamente inferiore a ¢, e pel quale il punto a+ 3 cade
nell’ intervallo (a— ¢, a + &), esista un numero finito m variabile con g,
e non inferiore ad un numero dato m’ (dipendente soltanto da s), pel quale
le tre quantita 2 , U (@ iﬁ;——-—u"@—zﬁng ; Bu, (':+3] , € R,,‘s{a)
tutte numericamente inferiori a o intendendo qui in generale che R, (z)

stano

=}
rappresenti il resto E u, della serie Su, pel valore x della variabile.
1

Osserviamo infatti che se queste condizioni sono soddisfatte, siccome la
serie Lo/, & convergente, esistera un numero finito m’ tale che il resto R’,
di questa serie per n > ' sia numericamente inferiore a o; @ quindi poiché
qualunque sia m si pud sempre porre

— fla Lo -
f(a+5_§__f{_] . 22 {]u“(a—}-ﬁg Uy (@)

v+

a a Rﬂ!

4 Ru@+) _ R.@

supponendo che m sia un numero maggiore di m’ che pel valore di § che

si considera soddisfa alle condizioni dette sopra, si vedrd subito che in va-

lore assoluto si ha fm—i‘-l_h—m’]

9

— E'“'»<4'3‘ per tutti i valori di ¢

diversi da zero e numericamente inferiori ad = che possono considerarsi; e

- 67 —
to mostra intanto che, se le defte condizioni sono soddisfatte, si ha
ques 0 ’
li f[a+5}_:__ﬂ{§):2u.“ , ciod si ha [’ (@)= X, .
!m ._-_a - - 5
Viceversa se f(z) per =a ha una derivata determinata e finita chsf ¢ la
. ie Y/, , questa serie sard convergente; e allora oltre ad esistere
somma della serie o/, , ! _
numero 7’ tale che per m > m’ si abbia in valore assoluto Bl < g
lm T
iti tti i
tori anche un numero ¢ differente da zero e posntlvu_n ° tale che, I(Jiel'ﬁ‘ trl.; ol
ialuri di~3 diversi da zero e numericamente inferiori ad e la diffe
fat+d—rf@ _ Y, sia essa pure numericamente inferiore & .
3

D’ altra parte, a causa della convergenza di Yy, per tutti i valori di Ox Sr:i

6 4z che cadono nell’intervallo (@ —eg,, a4+ &), p.er ognun
et i iderano, presi separatamente, esiste evidentemente un
che si considerano, p oy
numero corrispondente m > m’ pel quale le due quantita =,

valori di &

ke
i i iori sto numero e,
R. @ saranno ambedue numericamente inferiori a i° quest;

sebbene coll’impiccolire di & andra crescandn. indefinitamente, ple:;toigTalt:;
lore speciale di & avra sempre un valore finito; dunque per q
. Q (Ua (@ + 8 —u,.la) it
di 5 e di m si avra in valore assoluto Z‘ e B
e con cid il teorema resta completamente dimostrato. - I
53. — I teoremi precedenti suppongono Stlltalli‘:t'l 1'esistenza de e
vate dei termini u, della serie Yu, nel punto speciale a, senza oceup

¢id che accade nei punti vicini. B e
Quando perd si sappia che questi termini ammettono una derivata

. . L o : o

minata e finita non soltanto nel punto a ma in tutti i punti dla!;m 1nt::‘:r
ora osser-

sufficientemente piccolo (@ — ¢, ,a + &) del punto stesso a,

T P ) ";“ u, () qua-
vando che lo stesso accade (§ 27 [pag. 29]) per tutte le somme 2 ()

lunque sia il numero m purché finito, e indicando c.ou u’,., (.xl) la :lex;v—:t:
di w, (2), si vedra subito che per tutti i valori di & pei ‘qua.h i Pun:i p
cade nell’intervallo (@ —¢,, @ - ), pel teorema degli accrescimen

(§ 42 2. [pag. b1]), si ha

2%(“&'_6)6‘ iu._[ﬂ = | 2¥. (@

2‘ ”n(“+a;_“' @ i = ]r=a+ﬁa’



ovvero
2
ove B & un numero positivo che dipende da m e da & e che @ lo stesso per tutti i
termini della nostra somma: e quindi in questo caso la seconda delle condizioni
del teorema precedente si pud ridurre allora a una condizione del tutto simile
wola+00)—ils @) R,, (“ai'_a‘ 8 _R"a(“ ;

54. — Restando ora in quest’ultimo caso, nel quale ciod si ammette che
i termini #, della nostra serie abbiano una derivata determinata e finita in
ogni punto di un intorno di a, & facile vedere che considerazioni simili alle
precedenti conducono a dimostrare anche il seguente

Teorema I1I. — Se nei punti di ogni intorno sufficientemente piccolo
(a—¢, a+ts) di un punto a una serie Yu, ¢ convergente e i suoi ler-
mini ammettono ciaseuno una derivata determinala e finita; e se nello
stesso intorno la serie L, (x) di queste derivate é convergente in egual
grado; allora anche la somma f(x) della serie L u, nel punto a avra una
derivata determinata e finita che sard la somma della serie corrispondente
delle derivate L', (a).

Si osservi infatti che in questo caso la prima delle condizioni del teo-
rema II. # gia soddisfatta, e s’ indichi con ' un numero tale che, per m = m’'
e per tutti i valori di z fra @—¢ e a+e,, il resto R, (z) della serie Y, (@)

u,, (ﬂ + a} _u'n (a’)
8

o [ Nl e
u“(a),—;}un(ajtea} wal@) |,

per le tre quantita :31

: . e 5
sia numericamente inferiore a g

Questo numero ' esistera perchd da a—e, a a ¢, la serie Xo/, (z) ©
convergente in ugual grado, e comunque sia poi preso un numero m>m'

si avrd in valore assoluto R, — R,, = z_ w, (1) < E ; quindi osservando
1

che si ha evidentemente

2;;*:&%13&2_“;@‘ s 2' %i_ﬁ._lﬂ_'fia—u“(a]_u’n[a) 5

ove § @ un numero compreso fra 0 e 1 che dipende da m e da & e che

& lo stesso in tutti i termini della somma 2; , si vede intanto che per
w1

tutti i valori di & da —s¢, a & e per tutti i valori di m superiori ad /)

s B s

:a au’, (a +08) — ', (a) ! , che evidentemente S uguale
1

a %‘ W, (a+88) -_-»Z» W, (@), sard numericamente inferiore a i

mﬁl 1 2

D’ altra parte, per essere 7’ finito, esiste sempre un numero e tale che

per tutti i valori di & numericamente inferiori ad e si ha in valore asso-

|’ ultima somma

| o -
luto Y, uy (@9 —un @) _ w,, (@) ‘ < % , giacchd la somma ¥ u, (2)

-
per v =a ammette per derivata Y «,(a); dunque si pud intanto affermare
1

che per ogni valore di m non inferiore a m', e per gli stessi valori diz e

Uy, (ﬂ -+ a} — Uy {I'I)

di 3, la somma 2‘ ;———8— — o/, (@)} sard necessariamente mi-

nore di o.
Si aggiunga ora che a causa della convergenza di Lu, in tutto Pinter-
vallo (2 —& , @+ &) per ognuno degli stessi valori di ¢ esiste un corri-
R, (@42 R.(a)

spondente valore di m > m' pel quale le due quantita 5 8

sono anch’esse numericamente inferiori a o; si concluderd con cid eviden-
temente che anche la seconda delle condizioni del teorema II sotto la forma
cui I'abbiamo ridotta nel paragrafo precedente & soddisfatta, e questo dimostra
completamente il teorema enunciato.

Si deve anche notare che il teorema dimostrato sussiste per tutti i punti
dell’intorno (@ —e, , @ + &) differenti dagli estremi @ —e,, @ + &, poiché
per ognuno di questi punti z si potra sempre fare un intorno (z—¢,, # —¢€%)
tutto contenuto nel primitivo (a—=,, a—z¢,), e pel quale le condizioni poste
nell’enunciato del teorema saranno tutte soddisfatte.

55. — I1 teorema dimostrato & il piti semplice che finora si abbia intorno
alla derivazione per serie, ed & quello percid di cui ci si vale pii comu-
nemente per assicurarsi della possibilita di tali derivazioni.

Esso poi oi fa subito conoscere due classi di serie alle quali la deriva-
zione termine a termine & sempre applicabile; e queste classi di serie sono
quelle che ora passiamo a considerare.

1.5 Quando si abbia, p. es., la serie reale La,z" ordinata per le potenze
intere e positive della variabile z, e il cui cerchio di convergenza sia quello
di raggio ; diverso da zero, allora, mentre per i teoremi noti sulla conver-
genza in ugual grado delle serie si pud affermare che per tutti i valori
reali di z fra —pep (—pepal piiv esclusi) questa serie Za,x" rappre=
senta una funxione finita e continua f(r), & facile vedere che pel teorema
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precedente si pud affermare altresi che per gli stessi valori di x questa fun-
xione ammetle anche una derivata determinata e finita che é la somma
della serie delle derivate, per modo che si ha [ (v) = YXna,z""; e quesia
derivata ¢ anch’essa una funxione finita e continua per ciascuno degli stessi
valori di x.

Indicando infatti con ', i valori assoluti di @, e con e un numero po-
sitivo arbitrariamente piccolo, e formando la serie ¥ o', (—¢)" dei massimi
valori assoluti dei termini di X @, 2" quando « ¢ compresa fra — (p—¢) e
(«—¢), basterd osservare che questa serie X @, (z —z)" & convergente per
concludere subito intanto (in forza di un teorema noto) che fra — (p—¢)
e (p—e¢) la serie data Y a,2" & convergente in egual grado, e per ogni
valore di x compreso fra — (p—¢) e (v—:z), 0 fra —pep (—pep al pin
esclusi) rappresenta una funzione di z finita e continua f(x).

Presa poi la serie Xnd, (;—e)"" dei massimi dei valori assoluti che si
hanno pei termini della serie délle derivate quando z & compreso fra — ( —¢)
e (p—e), si pud osservare che se ¢ & un altro numero positivo differente da
e, @ compreso fra 0 ed & la serie Xa', (,—¢)" & convergente, e questo porta
che lo sia anche la serie ¥na', (u—e)"' perche i termini di questa si de-
ducono da quelli dell'altra Y, (.—:")" moltiplicandoli respettivamente per

| =]

L. n fop—ce : . .
le guantita et (; _,) le quali tendono a zero al crescere indefinito
di n perché, considerando la serie da esse formata, e applicando uno qua-
lunque degli ordinari criteri di convergenza delle serie a termini positivi
£ % 1, si riscontra subito che esse costituiscono una

p—¢

serie convergente: dunque, venendo ora ad esser convergente anche la serie
Snda,(p—e)"", si conclude subito che anche la serie £na,z"" & con-
vergente in egual grado fra — (z—¢) e (—z); e questo pel teorema del
paragrafo precedente basta per poter concludere che per ogni valore di
fra —(p—:z) e (—¢), e quindi anche fra —p e (—pep al pit eselusi) la
sua somma & la derivata della somma f(z) della serie primitiva ¥ a, 2", ed
& anch’essa una funzione finita e continua di @ ™.

coll’osservare che

(#) 5i pud osservare in generale che avendo una serie X a, 2" dove z & una varia-
bile complessa, e essendo g, una quantita che cresce indefinitamente con n, e per
la quale il modulo del rapporto % tende all' unita al crescere indefinito din, la

serie X g, a,z" ha lo stesso cerchio di convergenza della serie data T a, 2 .
E cio perché se p & il raggio di convergenza (finito o infinito, e che naturalmente
si supporra diverso da zero) della serie data Xa, 2", e ¢’ & un numero positivo qual-

Ul
In particolare dunque, poiche ad esempio si sa dall’algebra che la serie

S (—1)"* . per @ compreso fra —1 e 1 rappresenta log (1 +2), quando
- n y

non si sapesse gid che la derivata di log (14x) & i potremmo  su-
bito trovarla coll'applicazione del teorema precedente per gli stessi valori di

z (gli estremi £1 esclusi), perché pel teorema stesso si ha

“% 1 pan—1 1
Dlog (1 +2) = (=D& =155 -

./ &~
E similmente, siccome dall'algebra si sa che le serie > -

[1]
—_ % (1" ol i % __—f;i e % Jor. sono con-
z(2nt+l) T F =(2n) ' 4 = (2n+l) = (2m)

\'Uergenti indipendentemente dall’ordine dei termini in tutto il piano, e rap-

presentano respettivamente le funzioni ¢, sen z, cos z,‘senl‘l:r e cosh :c y

bastera applicare ad esse il teorema precedente della dgnvaz:one per serie

per ritrovare che le derivate prime di queste funzioni j.;ono appunto €%,

cos 2, —sen z, cosh 2 e senh & per qualunque valore di z.

2.5 Quando si abbia una serie trigonometrica X (a, cosnx + bsenn:r?

dove a, e b, sono quantita reali tali che le serie L a', e XU, forn?ate dai

loro valori assoluti, e cosi le altre L d’, e En¥, siano convergenti, allors.,
mentre pel solito teorema sulla convergenza in egual grado delle serie s=:

pud affermare che la somma della serie stessa ¥ (a, cosnx -+ b, senn:c}l é

una funxione finita e continua f(x) per qualunque valore reale e finito

di x, pel teorema del paragrafo precedente si pud aﬁ“erm.ar.e a}tresi‘che questa

funxione ammette sempre una derivata determinata e finita che ¢ la somma

S i

siasi inferiore a p, e ¢’ & un altro numero positivo pure inferiore a p 'mavﬂ:parioti
a ¢ (preso ciod fra g'e p), e d'y e g sono i moduli di a, e ., laserie Zg'yanp

perché i suoi termini si dedurranno da quelli della serie certa-

sari convergente, o
) ipli i i w5 tendono a
mente convergente Xa'y (" moltiplicandoli per le quantiti 7' (P") che

. g s g g Hgh 3
zero al crescere indefinito di » perchd sono i termini della serie X ¢'s (E) che, col

1'applicazione del primo degli ordinarii eriterii di convergenza delle serie a termini
itivi, si bito che & convergente.

Poml;l“c;r:t :;dforsz‘; di questa osser\izianu generale, si vede subito che la serie
Y na, x»! delle derivate di quella Xa,x" che si considerav?. sopra ha lo stesso
cerchio di convergenza di questa, e quindi essa & com:ergnnr,e in egual grado negli
intorni di qualunque punto x posto entro il cerchio di convergenza; o questo porta
pure senz’altro alla conclusione, trovata sopra con un pljouedlment.o particolare,
della derivabilita della serie ¥ a, =" entro il suo cerchio di convergenza.
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dg;ua sc:ru delle derivate, per modo che per qualunque valore reale e finito
di z st ha ' (x) = £ (—na,sennz + nb,cosnz); e anche questa derivata
f'(x) é una funxione di x finita e continua.

In .questo caso infatti le serie X (a’,+?%), ¥ (nd,+n¥,), formate con
numeri maggiori dei massimi valori assoluti che si hanno in qualunque in-
tervallo pei termini della serie data e per quelli della serie delle derivate
s~ono entrambe convergenti; dunque le due serie ¥ (a, cos naz -+ b, sen nx) ,
L(—mna,sennx + b, cosnx) sono convergenti in egual grado in qualunqut;

intervallo finito; e questo porta subito a concludere quanto abbiamo enun-
ciato sopra.

In particolare dunque le due serie ¥, icos?x ), ek ool , ove s>>2
n n'

rappresentano funzioni finite e continue che hanno una derivata determinata
e‘ finita per qualunque valore finito di @, e questa derivata & data respet-
tivamente dalla somma dell'una o dell’altra delle due serie delle derivate

S _SENNT <  COSNT
2‘+7_.- ) 2, +* pr o ed & anch’essa una funzione finita e continua

della z.

V.

Derivate degli ordini superiori

———

56. — Quando in un dato intervallo (x,f), che pud anche esser quello
da — @ a 4+ o, la funzione f(z) ammette una derivata determinata e finita
f(x) in tutti i punti x, questa derivata sard una nuova funzione della @
nell'intervallo (a , ).

Se dunque in un punto a fra e f questa funzione f'(z) oltre essere finita
sard anche continua, potra avvenire che in quel punto abbia anch’essa una
derivata determinata che, se @ & per es., interno all'intervallo (x, §), sard il

limite di ﬂ‘ﬂ});-:m per h=+0; e allora, dicendo £ (%) la derivala

prima di f(z), la nuova derivata di f(2) si chiamera la derivata seconda,
e pel punto a s'indichera con f”(a).

Questa derivata seconda di f(z) potrd dunque, come la prima, non esistere
mai o esistere soltanto in punti speciali dell'intervallo (x,f), o anche esi-
stere in tutti i punti z di quest’intervallo e essere sempre finita, e allora sard
una nuova funzione di » f”(z) che se in alcuni punti sard anche continua,
potri negli stessi punti ammettere una nuova derivata.

Questa nuova derivata, quando esista, sard derivata prima di f”(z), e
derivata seconda di f’ (z), e noi la diremo derivata terza di f(z) e, pel punto
a potremo indicarla con [ (a); e cosl continuando si vede che, se non in tutto
I’intervallo, almeno in alcuni punti speciali di esso, potra anche esistere una
derivata quarta f"(¥) di f(z), e cosl pure una derivata quinta () ,....,
e in generale una derivata ennesima f™(x) della f(x).

Queste derivate si diranno anche derivate successive, o derivate degli or-
dini 10, 20,..., no di f(x), essendo f'(z) la derivata del prim’ ordine, f(x)
quella del secondo, /() quella del terzo,..., e f™ (z) quella dell’ordine n°.
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La derivata prima perd (ciod quella che noi abbiamo considerata negli
studi fatti fin qui) continueremo a dirla semplicemente derivata di f(x),
quando non si abbia da considerarla insieme alle derivate degli ordini supe-
riori, e che non vi sia pericolo di cadere in equivoci: e oltre a indicare queste
derivate dei vari ordini colle notazioni F(@), (@) . .., f (2), almeno per
ora, le indicheremo talvolta anche colle altre D fr), D*f(2),..., D" f(a).

Per analogia poi, anche la funzione data f(z) giovera qualche volta di
considerarla come una derivata, dicendola perd derivata di ordine xero, per
significare che nessuna derivazione le & stata applicata; e la indicheremo
allora con f*(z) o D°f(x).

57. — Le derivate dei vari ordini per una funzione f(z) finita e continua
in tutto un intervallo («,[) possono anche, come abbiamo detto, non esistere
mai, o esistere soltanto in alcuni punti speciali dell’intervallo stesso (x, g).

E siccome per la determinazione del valore della quantita che abbjamo
chiamata derivata seconda di f () nel punto a, bisogna servirsi soltanto dei
valori f"(r) della derivata prima nelle vicinanze di @ e non gii di quelli nei
punti molto discosti da @, cosi & chiaro che per l'esistenza della derivata se-
conda nel punto a, e similmente per quella della derivata terza ecc.... non @
necessario che esistano respettivamente le derivate prima, seconda ecc.... nei
punti molto discosti da @, ma basta che esistano nei punti di intorni comunque
piceoli di a; e d'altra parte poi, se f'(x) esiste ed ¢ finita nei punti che sono in
un piccolo intervallo (a—=¢', , a +<,) che racchiude nel suo interno il punto
@, niuno ¢’impedisce di considerare questo piccolo intervallo invece dell’inter-
vallo primitivo (2, %) e ad esso applicare quanto si disse sopra; e il modo
di comportarsi di f(r), e delle sue derivate dei vari ordini fuori dell’inter-
vallo (a—¢', , @+ ¢%), quando esistano, non avra evidentemente influenza su
cio che accadrid nel punto a e negli altri punti énferni a quest’intervallo

(a—¢) ,a+¢).

Insieme a questo perd giova notare esplicitamente che onde la derivata
seconda di f(z) esista in un punto a & sempre necessario, come gii no-
tammo, che la derivata prima esista e sia finita in tutti i punti di un certo
intorno (a—¢',, a— ) del punto a e, in questo punto almeno, sia anche
continua; similmente poi, onde nel punto a esista la derivata terza di f(x),
@ sempre necessario che la derivata prima e seconda /' (z) e [ (r) esistano e
siano finite, e la prima sia anche continua in piceoli intorni di @ e la seconda
lo sia almeno in questo punto @, potendo perd la derivata prima f”(z) essere
finita e continua in ogni punto di un intorno (a—¢, | a+¢,) maggiore di
quello (a—:", , @ + ¢",) nel quale la derivata seconda f"(z) esiste ed @ finita;
e in generale, onde in un punto a esista anche la derivata 2" ™ (x) di flz)

— B —=

& sempre necessario che le derivate degli ordini pre.cr;.sdenti i @),z ,tef”‘ (:c);
.., f""(x) siano determinate e finite in alcuni Ttorm d:a”ljlmt;) s s:szno
(@—¢1 , a+€4) (a—e" ,a+ey), ..., [@— ’af-{TEg e elposs.
anche andare successivamente diminuendo; ed & I‘IGCBBSS!IIO inoltre ch.e e pf'u‘ne
n—2 di queste derivate siano anche continue in ogni ?untu d.egh stessi in-
torni, mentre per la derivata (n—1)", ciod per qu(?lla 1m1‘11edmtamentat pre-
cedente a f™(a), & necessario soltanto che essa sia continua nel pun:.) a.
| anche opportuno di notare esplicitamente che quando una fulrimc;:u?
f(z) & infinita in un punto a, essendo, per. es. +a ¥, mentre_negl ;. ri
punti (considerati separatamente) di ogni 11‘1tomo.ahbasmflza .pufco 0 tix }a
¢ sempre finita e continua, allora potra darsi che 45 questi .\llt‘lml pun s;
sua derivata f'(z) abbia sempre un valore detel.-mmat? e ﬁn_lto, mentre nde
punto @ non pud evidentemente parlarsi della derivata di f(r) intesa ne.al ﬁm{.)t 0
ordinario, poich@ il rapporto incrementale corrispondente ad a & sempre in nf 0.
In certi casi perd il limite di f'(x) per z=a=+0 pud css.ere det.enmnato.
ma essendo infinito (§ 45 [pag. 57 e seg.]), e allora, pfer. F'at?a.lf)gla che si
ha coi casi in cui si la funzione che questo limite sono finiti, si dice talvolta
y & la derivata di f(z) nel punto a.
. I?E?Dp:rcl?per non far ni-scere equivoci, quando parl.eremo ‘di‘ derivata nel
punto a, intenderemo sempre che in quel punto, € in ogni m[or:tio su.fﬁ»
cientemente piccolo di esso, la funzione di cui si prende la dn?n\'.at:?. ma,ﬁnlta,
e allora se la derivata stessa sard infinita, cio sara da ambmrﬁl‘ all,emsere
infinito il limite del rapporto incrementale corrispondente, e non gid all’essere
infinita la funzione; per modo che se occorre talvolta di Ctmsldara.re.f:.nche
qualche derivata di ordine superiore che sia infinita in’un punto a, s zx?ten-
dera sempre che in intorni sufficientemente piccoli l:ll. a, fjutte le derivate
dei vari ordini che precedono la prima derivata infinita siano sempre de-
terminate o finite. . .
Infine aggiungiamo che come si considerano talvolta le? derivate (pr.lme]
a destra e a sinistra di un punto a, si potrebbero pure consul.erare le ﬂerl\.'ate?
degli ordini superiori si a destra che a sinistra di a; ma no‘l in queste ‘lezwnf
non potremo occuparci di queste derivate altro che relatfvamente o punti
estremi dell’intervallo nel quale la funzione data f(r) viene conmdel.'ata. )
58. — Premesse queste generalitd, passiamo a dare le derivate .dex. vari
ordini delle funzioni semplici che noi abbiamo considerate nelle lezioni pre-

cedenti, e quelle delle loro funzioni inverse.

# 8'intende con questo che il limite dei valori di f(x) per @=a nell'intorno
che si considera sia 4+ .
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1l calcolo di queste derivate non presenta difficolta veruna, poiche si fa
determinando successivamente, coi processi che gid conosciamo, la derivata
prima delle derivate che via via si calcolano. ‘

Si trova cosl evidentemente
Dz"=mz™ , D'z"=m (m - 1) 2" s DPa™=m (m-1) (m-2) am—
........... ,D"x"’:m(mhl)...(m—n+1).r"'—",..... ‘
quando perd per m negativo x sia sempre diverso da zero, e per m positivo
e fratto 2 sia ancora diverso da zero, o almeno 1’ ordine pit alto della derivata
che si deve considerare sia un numero inferiore ad m, onde 1'esponente di
@ nelle varie derivate che si considerano non sia mai negativo.

E‘nel caso particolare di m intero e positivo, si avra sempre, qualun-
que sia z
Dz"=mam" , D*a™=m(m—1)2™* D" =m(m—1) (m—2)zm- ...
DM =m(m—1)...8.2 .2, Dam = m(m—1)...8.2,1 =: cost.

e le derivate degli ordini seguenti (m +1)°, (m+4-2)°, ... saranno tutte zero

Similmente si trovera per le derivate di senz l
Dsenz=cosz , D*senr=—senx , D¥sen = — cosz , D'senr=senz
D‘san:.r=cosx,D°senx=—-senz,...., }

e per le derivate di cosx avremo

D =—2_8enxrxr “ Ea = T 4 =
COST = COSTr=

3 cosx . DSCOB.'I' sen 1 D COs T BOSS‘
D COos I ———-——senr, D‘cosxﬂ——-—c(}sz,

e al modo stesso troveremo

1 2
Dby seuis . i sen x 2 6 sen®
tg CUS‘ z ! D tg r =t CUSS_ 3 Datg T =— + _ﬂl_x .
z cos* & cos'x 'Y
2cosx -
—— 2 2
Decotz s o Dreote =""0% peta 2 _ 6eos'z
sen® z sen® x sen‘z '

Dsenhz = cosh« , D*senhz = senhz , D®senh i = cosh z
D cosh = = senh z , D cosh # = cosh « ; D*coshz = senh x

J crr e 3
) T 3

1 2senh
Dtgh.’c —_ __;r R Dt tgh B senh z , IE tgh ,1"-—-—__2_ 6Gsenh®*z

cosh* cosh®z cosh*z ' cosh'z "’
1
Deothz =—— —~— . D?coth o = 200502 2  6cosh*x
senhiz } o oL ol D’mthx:m_mgm,
Da® = a*log.a,D*a"~a*(log, af |, D*a"=a"(log, a),......

De =D =De=........... —

log,e 1
Dlog,em ==, Plog, s~ =08, Dlogw= 208?

Tt ]

_— T -

e se i logaritmi sono neperiani avremo invece
1 1 2
Dlogz = Dlog a=— i Diloga = R R TR PR L et

e similmente per le funzioni inverse arc senz , arctgx ,... avremo

o1 D* _ @
Darc sen x = ——— , Dfarcsen e = ——— , ... s

Vi—a* Vi—2J

1 2z
Darctgz = {7 , D*are tg‘r':_{_l"_!__;j)?r

escludendo al solito in tutte queste formole i punti @ che riducono infinite
le fanzioni, o alcuna delle derivate, ecc., © prendendo per semplicitd, come

sempre faremo in seguito, per arcsenz e arcigd® I’ arco minore di '2—"in

valore assoluto che ha per seno o per tangente r, ecc....

E si pud notare in particolare che da queste formole apparisce che la
esponenziale neperiana € ha tutte le derivate eguali a s stessa: come ap-
parisce anche che le derivate seconde di sen e cosr sono uguali a queste
funzioni stesse, ma cangiate di segno, e le loro derivate quarte sono le fun-
zioni medesime; mentre per le funzioni iperboliche senh x e coshz le de-
rivate seconde riproducono gii le funzioni primitive medesime, per modo ciod
che nelle funzioni trigonometriche senx e cos z e nelle iperboliche senh z
e cosh © si ha una specie di periodicita nelle derivate che per senz e cosz
va di quattro in quattro, e per senhz o coshz va di due in due, ecc....

59. — Le derivate degli ordini superiori delle somme, dei prodotti e dei
quozienti di pilt funzioni, nei punti nei quali queste funzioni hanno le varie
derivate determinate e finite, almeno fino a quell’ordine a cui occorre di con-
siderarle, e inoltre le funzioni che sono al denominatore sono differenti da
zero, si determinano sucgessivamente applicando i teoremi che abbiamo dato
pel caso della derivata prima.

Al modo stesso si pud procedere per le funzioni di funzioni, per le fun-
zioni inverse e anche per le serie quando ad esse la derivazione & successi-
vamente applicabile; e noi percid non ci fermeremo ad esaminare particolar-
mente tutti questi casi, e ci limiteremo a considerare il caso delle somme
algebriche composte di un numero finito di termini, e quello del prodotto di
due fattori, cid che ci condurrd a risultati molto notevoli.

Incominciando dal primo caso, osserveremo che se si ha

f@=p@ +p@E....... t¢a(@,
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dove m & finito, la prima derivata sari
FO=¢®+es@+....... +¢'w (@),

e quindi con derivazioni successive si avri

@ =¢" )+ @x....... + 2" (7)),
@) =¢" @@+ ....... +o"(2),
MPE)=e™@ta™@+....... + ¢ (a),

¢id che mostra che la derivata 2° della somma algebrica di pit funzioni si
ottiene facendo la somma delle derivate ¢ delle singole funzioni, nell’ipotesi
sempre che nel punto r che si considera, le derivate n* delle funzioni che
compongono la somma siano tutte determinate e finite.

X 60.—Nel caso poi del prodotto f(r) = u (2) v (%), o pia semplicemente
f(z) = wuv di due funzioni u e v, osserveremo che, nei punti # nei quali
le varie derivate di » e di v che si hanno a considerare sono tutte determinate

e finite, con successive derivazioni si trova

D (ur) =vu'v 4+ ur',
Duv)=u"v + 2 u'v +ur”,
D¥uv) =u"v + 3u"y + 3 w0 4 uv” |

talché avendo riguardo ai valori che qui abbiamo scritto di D (u ), D* (),
D*(uv),....,si pud intanto affermare che almeno pei primi ordini di deriva-
zione le derivate del prodotto 2w si possono ottenere sviluppando colla ordi-
naria regola di Newton i binomi (u ), (u 4 vf,(u+v)...., e ponendo nei
termini nei quali mancherebbe il fattore « o il fattore v, il fattore stesso
coll’esponente zero, e poi sostituendo agli esponenti 1, 2, 3. ..., gli indici cor-
rispondenti di derivazione ',","”....e sopprimendo gli esponenti zero.
Ora osservando che si ha

(u+2)" =nu"+nmu" "' v+ nu 0 + ... 4 n WO ™+ 0,

dove ng,my,7y.... 0, _4,m,_,,n, sono i coefficienti binomiali, si vede subito
che, secondo la legge suindicata, per la derivata #™® del prodotto ww, si
dovrebbe avere

(1) D*(uv)=netdv +n ™ 4 ng ™00+ . ... 4, o' v + n ur™;

—_ T8 -

quindi per dimostrare che la legge stessa sussiste per tutti gli ordiui. di
derivazione, o in altri termini, per dimostrare che questr‘]. formola (1) &
giusta qualunque sia n (quando le derivate che vi compariscono sono t?tte
determinate e finite) bastera far vedere che, ammettendola vera per I'or-
dine n—1 di derivazione, essa sussiste altresi per I'ordine n.

Ora ammettendo che nel punto x si abbia

D () = (n— 1)y Vv + (n—1),u" ¥ - (n— 1) """ 4 ...

o (1), WP - (1) U L (1)

ove (n—1)y, (n— 1), (n—1)....(7—1), ,sono i coefficienti binomiali del-
I'ordine #—1, con una nuova derivazione, quando nel punto anche le
derivate 2™, v sono determinate e finite, si trova subito

D" () = (n— 1)y 0 +} (0~ 1)y + (1= Defus™0 4+ (0= 1)+ (n = D a0+

T T 1 e SR V(0 DRIN g R I

quindi, poiché si ha come & noto (R—1)y=(R—1), 1 =N =", = l,e
(n=1)pp + (n=1), = n,4,, si avrd la formola seguente
D" () =10 tl® v 4 2, 2" Y - nud™H 4. A WY fm u v,

che non & altro che la (1); talchd pud dirsi ora completamente dimostrato
che le successive derivazioni del prodotto uv, pei punti nei quali le rarir%
derivate di # e » che si hanno da considerare sono determinate e finite, si
possono sempre eseguire con la legge che abbiamo enunciato sopra, per modo
che la derivata »™* & sempre data dalla formola (1).

Questa formola & dovuta a Leibnilx.

61. — Valendoci delle derivate successive, si dimostrano con tutta facilita
alcune formole che hanno una grandissima importanza.

Indichiamo percid con f(x) una funzione di z finita e continua in tl..lft?
un intervallo (z,,x,+ k),per la quale richiederemo anche che nei punti di
questo intervallo (I’estremo 7,4k al pil escluso) le sue derivate ﬁno. alla
(n—1)™ inclusive, oltre essere determinate, siano anche finite e contfmue;
e nel punto x, sl esse che la funzione primitiva f(x) siano tutte ugual.l allo
zero; mentre poi per le derivate 2™¢ richiederemo soltanto che nei punti dello
stesso intervallo (ambedue gli estremi x, e a,4- /2 ora al piu esclusi) siano
sempre determinate (finite ciod, o infinite e determinate di segno).
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Inoltre indichiamo con F(z) una funzione che fra 7y @ 3,4 h sodisfa alle
condizioni che abbiamo poste per f(z), inclusa quella di essere zero insieme
alle sue prime n—1 derivate nel punto ,, e soddisfa inoltre alla condizione
di essere finita e differente da zero, si essa che le sue prime n derivate in
tutti gli altri punti dell'intervallo (z,,a,-l %) (xy+4 A al piu escluso) ™.

Sara facile vedere che, sotto queste ipotesi, si ha la formola seguente

@ (@t _fath)_f@th)_ @ th) [z, +h)
Bao+0) " Flroth) Floy+h) " Fayth, )~ FYzg,+h,)’

con h, compreso fra 0 e k, h, compreso fra 0 e h, , hy compreso fra
Oehy,...,h, compresofra 0 e oy (i limiti successivi 0 e 2, Oe &, , Oehy,
-+ 0 ek, , sempre esclusi), per modo ciod che si pud anche scrivere

@) fleo+h) ™ (x+ 6,k
Fla,+h) = P2, 46, k)’

con 6, compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi).
Per dimostrare questa formola si osservi dapprima che ricordando la
formola (3) del § 42,4° [pag. 52] si ha subito

flzy + k) e f(%‘f‘ek} . f(xn_'f-ﬁ}
Flz+h) — Fiay4+ 6k — F’f%‘+'}h} ’

con 6 compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi), e &, compreso fra 0 e h (O e h
esclusi); e si pud notare che per la legittimita di questa formola basterebbe
supporre che f"(z) e F' (z) tra z, e z,+ k soddisfacessero soltanto a quelle
condizioni che abbiamo posto sopra per /™ (z) e " («) respettivamente. -

Soddisfacendo perd f'(r) e F'(z) a tutte le condizioni che loro abbiamo
imposto fra z, e z, + k, e quindi anche fra z, e z, + hy, si potra applicare

#* Faremo notare che propriamente la condizione che la F () e le sue prime n
derivate siano differenti da zero in tutti i punti interni dell’intervallo (g 2o+ h)
basta porla soltanto per la derivata n™e, poiché, siccome si ha F(x,) = F(x,) =
=F"(x;) = ... = F" (x,) = 0, se avvenisse che una delle derivate di ordine in-
feriore ad n, p.es.la Fmi(x) (0<m « n), fosse zero per un valore x, differente da x,
e compreso fra x, e x,-+ A, allora per un valore &, compreso fra x, e x, si annul-
lerebbe anche la derivata seguente Fim+l) () (§ 42, 8.° [pag. 52]); e cosi pure in
punti diversi da a, e compresi fra =, e @, % si annullerebbero le successive deri-
vate fino all'n™2 inclusiva.

Similmente la condizione che nei punti interni all’ intervallo (g , g+ ) siano
finite e continue tanto f(x) e F (x) che le loro prime n —1 derivate, basta porla sol-
tanto per le derivate (n—1)7, ponendo perd al tempo stesso per la derivata n™t
della funzione F (x) la condizione che nei punti compresi fra x,exy+4 (gli
estremi al pii esclusi) questa derivata n™e gia sempre finita.

o Bl e

f(%"’_@

i trovera allora
la formola precedente anche al rapporto Fath)’ e si trov

anche la formola

f{%‘l“k) _ f'(-'-"o'l."hx] — f'(%";—hs)‘
F(zo + k) T F(z,+ k) P (x, 4 hy)

-
con hy compreso fra 0 e &y (0 e k, esclusi), e qui pure potrebbe farsi per f” (z)
¢ F”(x) losservazione che abbiamo fatta sopra per f’(z) e F'(z).
Potendo ora ripetere successivamente lo stesso processo a causa da?le
condizioni che abbiamo poste per f(z) e F (x), & chiaro che si giungera in-
fine alla formola

+k) f{$u+hl)__fw(f£o+k2]== f"_:;rii+kh,) _
’;Ei: T8 F@+h Fath 0 (2, + hpy)
™ (@ + hy)

nella quale per le ultime derivate f™ (z) e F* (r) bastera che‘si abbiano
le condizioni che nelle formole precedenti si avevano per le derivate p‘n.me:
seconde, ..... . e percid si richiedera soltanto che esse soddisfino alle ‘coudm?m
poste sopra; quindi poiché da questa formola, col porre &, =6, j‘s , si ha subito
anche la (3), si conclude che le formole (2) e (3) sono ora dlmostmte.c.omj
pletamente per tutte le funzioni f(z) e F (z) che soddisfano alle condizioni
poste sopra. -
E poich# la formola (3) pud anche scriversi sotto la forma

Flro+h)
@ f o+ B) = oy 1 6o+ 0B

si ha cosi il valore della funzione variata f (z,+ k), quando f(z) soddisfa
alle condizioni poste sopra, espresso per un valore della sua derivata Ta"""
in un punto compreso fra x, e z, + k (v, e @, + k esclusi), e pei valori di
un'altra funzione F (z) e della derivata »™* di questa funzione F(x) stessa
la quale, sebbene debba soddisfare alle condizioni che per lei abbiamo poste
sopra, conserva perd ancora una grandissima arbitrarieta.

E s’intende che il valore di 6, che comparisce in queste formole, e che
deve essere compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi), oltre a dipendere da ?t, da wx,
e da h, dipende anche dalla natura si della funzione f(x) che dell'altra F (x) ™.

*) Bi puod osservare che ripetendo successivamente i procedimenti tenut{ nella
nota alle pag. 53 e 54 si potrebbero ottenere molte altre farmo!e nelle quali figu-
rano successivamente le derivate dei varii ordini delle n funzioni £, (z), fol®i,...,

6
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62. — Prendiamo ora in particolare F (z) = (z — x,)", con m positivo,
e osserviamo che, qualunque sia y, questo valore di F(zx) fra z,e 2+ h
soddisfa a tutte le condizioni poste sopra finché m > n —1, e qualunque sia
z si ha allora FY(@)=m (m — 1) (m —2) ..... (m—mn +1) (& —z)" ™.
Dalla (4) si ofterra subito la formola seguente

i
m(m—1) (m—2)..... (m—n-+1)

®) @+ k)= ™ (@ + 0, h)
dove m & un numero positivo qualunque superiore a » — 1, ¢ 6, & un nu-
mero che oltre a dipendere dalla natura della funzione f(z) dipende da m,
n,r, e h, ed & compreso fra O e 1 (0 e 1 esclusi); talch® supponendo ora
m =mn si otterrd come caso particolare 1’alira formola

hn
z(n)

(6) @+ k) =

f'“'(-‘ﬂo + Bu k} L]

dove =(n)=1.2.3... 2, ¢ 6, & ancora un numero dipendente dalla natura
della funzione f () e da n, .y, e k, e compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi);
e questa al pari della formola (5) servira a dare il valore della funzione variata
f(x, + k) espresso semplicemente per un valore della sua derivata »™* in

fw (z) della nota stessa fino a quelle dell'ordine (n—2)mo, supposto naturalmente
che queste funzioni ammettano le derivate almeno fino a quest’ ordine.

Queste formole sono tutte come la (8) o la (3) della nota stessa, poiché non ne
differiscono altro che pel cambiamento delle derivate prime nelle derivate degli
ordini superiori, sempre in punti intermedii fra a, e a,— (questi punti esclusi);
ed & con considerazioni successive, tutte del genere di quelle che ci condussero alla
(#) e alla (3), che si vede che queste formole devono aversi.

Di tali formole ve ne ha almeno una che contiene le derivate (n —2)m¢ in un
punto k fra a, e a,—1 (questi punti escl.), perché come il determinante (=) della
stessa nota si annulla negli n —1 punti a,, ay,...., @, cosl il determinante
derivato, cioé quello che si deduce dal determinante (z) sostituendovi nella prima
linea le derivate prime delle funzioni f, (), fy(x),..., fu (x), si annulla in n—2
punti by, by, ..., bug interni agli intervalli (a, , a,), (a,, G3)yeiny (@uoty Gu)}
e quindi il determinante che al posto delle stesse funzioni ha le derivate se-
conde si annulla in » —3 punti ¢,, ¢;,..., ¢us interni agli intervalli (by48),
(bgyby)yevnny (bua, bus);...., e cosl continnando si giunge finalmente a tro-
vare che il determinante che al posto delle stesse funzioni ha le derivate (n—2)° si
annulla in un punto k inferno all'intervallo (@, ,an_1); e si ha quindi la for-
mola che viene dalla (f) o dalla (3) della nota stessa cambiandovi le derivate prime
di fi(x), fe(®),..., fu(x) nelle derivate d'ordine n—2 delle stesse funzioni nel
punto k.

Particolarizzando poi alecune di queste funzioni come si fece nella nota mede-
sima si ottengono formole molto notevoli, fra le quali quella d’interpolazione di
Lagrange, e altre formole pure d'interpolazione, ecc.
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un punto &, 46,k compreso fra z, e @, + h (zr,e @y +h .esclusi ) quando
fra @, e % + kb la funzione f(x), oltre a essere sempre finita e continua, &
tale che in tutti i punti di questo intervallo (z, + k al pit escluso) le sue
derivate fino alle (r—1)"¢ inclusive esistono e sono finite e continue, e nel
punto , si esse che la funzione f(z) sono tutte uguali a zero; e inoltre l.e
derivate 27° nei punti dello stesso intervallo (r, e a4 h ora al pit esclusi)
sono sempre determinate.

# Aggiungiamo che guando, mantenendo fermele \‘?Tie condizioni che si ave-
vano sopra per f(x) e per le sue prime n—1 derivate nel!. :nt:ervall.o da x;a I_ﬂ'_]'k‘
che pud essere supposto comungue piccolo, non si pone p.m anche l. altra mndl?mne
che si aveva per la validita della formola (6), cioé che le derivate n™< siano dat’erm:nau?
in ogni punto inferno all' intervallo stesso, esistendo p_oi 0 no nei ‘pl.ll.ntl. cstreFm
x, 8 2-+h, € si pone invece l'altra che la derivata n™° eefase‘a e sia fiu.'er??zmata‘ ¢ finita
nel punto x, , qualungue cosa poi accada per questa derivata negli altri punti, allora
si puo dimostrare che si ha la formola seguente

hn
@ Fa+0)= 25 0 @+
essendo &, una quantita che tende a zero all impiccolire indefinito di h.

(@ —ag)™
"= (n) )
per x=r, essa avrd anche la derivata n™7, e questa derivata sari zero; e appli-
candole la formola (6) scritta pel caso delle derivate (n —1)™¢, avremo

Se si considera infatti la funzione f(x) — f"(x,), si vede subito che

hﬁ
flxo+h)— =y o)
con fl,_, diverso da zero e compreso fra 0 e 1; e siccome fU—"(r)=0 si potrd
anche scrivere , N

h A v (2o +lar — 1" (T) 20
f[-"'u"l‘h] TR ) fim (g) = z'{n_-:l_] /P = () ™ (x5
e poiché, esistendo la derivata #" di f(x) nel punto x,, la quantitd che moltiplica

hn—1

T (n—1)

£ () = {70 (ot s B — b B 1 23) bi

N o xa En .
;{—:——_1) al tendere di h a zero tendera essa pure a zero, indicandola con - 9
potrd serivere senz' altro

P W= s 11 @)+ on

essendo :, una quantita che divienc infinitesima con &; e cosila formola (2) resta
completamente dimostrata.

E qui inoltre, sebbene possa apparire superfluo, notiamo una volta per tutte
che, tanto ora come nel seguito di questi studi, quando si considerano soltanto
valori positivi, o soltanto valori negativi di &, e = si fa restare fra x; e.wn+ k,
s'intende sempre che le derivate di f(x) nel punto x, devono esser prese soltanto a
destra o a sinistra respettivamente, ¢ in questi punti la loro continuita non puo es-
sere che continuitd a destra o a sinistra. ) )

E s'intende pure che la condizione che la derivata di un certo ordine sia finita
¢ continua in un punto x, & sempre soddisfatta da sé quando nel punto stesso &,
la derivata dell'ordine seguente ha un valore determinato e finito, ece. i
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63. — Si deve inoltre notare che, dalla dimostrazione che qui abbiamo
fatta delle formole precedenti, apparisce subito che propriamente per la le-
gittimitd delle stesse formole non possono dirsi necessarie tutte le condizioni
che noi abbiamo poste per le funzioni f(x) e F(z) delle formole (2),(3) e
(4), o per la funzione f(r) delle formole (5) e (6); e quando si conoscessero
le successive quantita &, , kb, .... k,_, che figurano nella dimostrazione, onde
esser sicuri dell’esattezza delle stesse formole, basterebbe assicurarsi che le
condizioni poste per le derivate prime delle funzioni che vi compariscono fos-
sero soddisfatte fra x, e @, 4+ %, quelle poste per le derivate seconde fossero
soddisfatte fra x, e 2, A, quelle poste per le derivate terze lo fossero fra
Ty @ Ty Ry,.., © infine quelle poste per le derivate n™¢ fossero soddisfatte
fra z,e 2,4+ R, .

Oltre a cid si deve anche notare che dall’una e dall’altra delle formole (5)
e (6) apparisce anche che, quando la funzione f(z) soddisfa alle condizioni
poste sopra, f(x,+ k) col tendere di % a zero diviene infinitesimo di ordine n
tutte le volte che per x ==, le sole derivate che si annullano (oltre alla
funzione) sono le prime n—1, e i valori delle derivate »™* (a destra o a
sinistra secondo che £ & positivo o negativo) per # =, hanno un limite deter-
minato e finito (che allora sara anche differente da zero § 44 [pag. 55 e seg.]
perché sara la derivata a destra o a sinistra nel punto a,), ecc.

VI
Formole del Taylor ¢ di Maclaurin
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64. — La formola del Taylor da lo sviluppo della funzione variata f(z, + k)
in serie ordinata per le potenze intere e positive di k; e per quanto richieda
certe limitazioni nella natura della funzione f(z), & applicabile ciononostante
in casi estesissimi, ed & una delle formole piui importanti dell’intera mate-
matica.

Noi esporremo percid questa formola, colle condizioni sotto le quali essa pud
dirsi rigorosa finchd ci si limita alle funzioni reali f(2) di una variabile reale;
¢ per questo incomincieremo dal premettere la dimostrazione di un’ altra for-
mola che dicesi la formola del Taylor abbreviata, e che in sostanza non &
che quella stessa del Taylor nella quale la serie & stata arrestata a un certo
termine completandola invece coll’ aggiunta di un altro termine che, quando
la formola del Taylor sussiste, non & altro che 1'errore che si commette nella
serie arrestandosi al termine stesso, o il resto della serie.

65. — Sia percid f(z) una funzione di @ che per tutti i valori di x com-
presi nell’intervallo da z, a z,+ % (questi estremi incl.) & finita e continua,
¢ pei punti dell’intervallo stesso (z,+ h al pilt escluso) le sue prime n—1
derivate (%), f'(%),...., f™"(x) siano anch’esse finite e continue, e le
derivate 7™ siano tali esse pure, o almeno siano sempre determinate (finite
ciod, 0 infinite e determinate di segno) in tutti i punti fra x, e x,+4 % tranne
tufto al pilt in questi punti estremi z, e z,4 k.

La formola del Taylor abbreviata che ora si tratta di dimostrare sara la
seguente

O f@ER =@ @)+ g @)+t

gy e+ o 0
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dove 6, & un numero determinato compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi), e per o,
pud prendersi una qualunque delle tre quantita

" ko F(x, +h)

=) " mm—1)(m—2).... (m—n +1) * Pz, +6,k)’

nella seconda delle quali 7 & un numero positivo qualsivoglia superiore a n —1,
e nella terza F(r), oltre a soddisfare, insieme alle sue derivate, a quelle con-
dizioni stesse che si sono poste per la funzione f(z)e per le sue derivate,
soddisfa altresi allaltra di essere ugunale a zero insieme alle sue prime n—1
derivate nel punto ry, e di avere le derivate n™ finite e differenti da zero
in tutti i punti fra x, e 7,4k (e 2,4k al pin esclusi). E s’ intende che,
a seconda del valore che si prende per o, il numero 6, avra differenti valori,
ma sempre compresi fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi).

Per dimostrare la formola (1), osserviamo che essa nel caso particolare
di fz) =F(x)=F"(1)=...=f""z) =0 si riduce alle formole (4),
(5) e (6) dei §§ 61 e 62 [pag. 81 e 82] che sono state gia dimostrate; e quindi
per dimostrarla in generale bastera cercare di ricondurla a questo caso di una
funzione che, oltre a soddisfare a tutte le condizioni sopra indicate, soddisfa
all’altra di essere zero insieme alle sue prime » — 1 derivate per = = z,.

Per questo prendiamo a considerare una funzione ausiliaria di «

Z‘g]’ (I_J.D)u.-.

£+ 272 ey + ETh o+ CE B ey

che & quella che risulta dai primi » termini del secondo membro della (1) stessa
col sostituirvi x—x, al posto di k; e indichiamola con = (z).

Questa funzione «(r) sard un polinomio di grado n—1 rispetto ad x;
e quindi sard finita e continna insieme alle sue derivate, e qualunque sia

x si avra
# 0 =g+ T 00+ S 1 4t T vy,
?(x)= @)+ 32 @)+t ‘fr(jl—i}a; @,
§ i) = e,

e le derivate seguenti ¢ (x), "+ (z),... saranno zero: talchd, facendo = 1,
si otterranno le formole 7 (vy) = f(x,) , 7' (x)) = f'(x) , 2" () = ["(To)y -+ - h
" (xy) = () , £ (x,) =0, le quali ci permettono subito di asserire che
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la funzione & (z) = f(z) — « (r) soddisfara a tutte le condjz.ioni che abbiamo
posto per la funzione f(z), e soddisfard altresi all’altra di .ess.era uguale a
ieme alle sue prime n—1 derivate per =17, € quindi questa fu’n-
sione (z) sard una di quelle alle qiiali possono applicarsi le formole suin-
ic i §§ 61 e 62 [pag. 81 e 82].

dmu{i;io §*p§orta. immed[:atamante che si abbia (x, + k) = a, 4" (@, 4 9“’ ,t;.)3
dove 0, e «, hanno il significato che loro abbiamo attribuito sopra; quindi

zero ins

osservando che si ha
h h?
*:'(Io"'k)"ﬂxo"‘k]—?(%*' h)=f(xo+h) —fla)— i f(-"n}“ﬁ (@)—...... ad
. hnpl
T z(n-1)
¢ che per = compreso fra z, e ¥y +h si ha Y™ (2) = (2) - " () = ™ (x),
si trova subito la formola seguente

(=)

hl , hﬂ—l i i
ooty = fla)+ @)+ @+ ot gy [ o™ OB,

che & appunto la formola (1) che si trattava di dimostrare.

66. — Prendendo a,, = E%:;_) , la formola precedente assume la forma

@ f@rh =@ @ gl @

k‘“l [n—1 E__ ] k
+ g v Nz + = (@, + 6, 1)

che & quella sotto la quale viene ordinariamente usata ™,

# Quando si lasciano ferme le condizioni poste per flx) e per le sue prime
n—1 derivate, ma poi, anziché porre come abbiamo fatto sopra la conchz.lonc ch§
le derivate n™¢ di f(x) siano determinate in ogni punto fra x, e wn-}-‘k (gh est..l'ﬂml
x, e x,-+h al pilt escl), si pone invece 1'altra che la derivata n™® di f(x) esista e
sia determinata e finita nel punto T,, senza curarci di cid che ac::ade della sfessfa
derivata negli altri punti fuori di x,, allora, applicando alla funzu:'.ne b(x) consi-
derata sopra la formola (z) della nota al § 62 [pag. 83], si vede subito che si avra
v(xy+h) = ——-?“) |Um (@) +cenl , © quindi in questo caso invece della (2) potremo

=(n
scrivere la formola seguente
] L L sl 1) )
(@) Ao+ )= i)+ o)+ 1 g 1)+ oo+ gy )y 1 ) e

essendo <, una quantitd che tende a zero all impiccolire indefinito di h.
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E noi pure la useremo sotto questa forma che & la piit semplice, avvertendo
perd che quanto si dice per questa formola vale anche per quelle corrispon-
denti agli altri due valori di «,, bastando per questo cangiare sempre, in cio

che segue, la quantita :%T] f™(zy+ 6,k) nell’una o nell’altra delle due

he g o F (z,4 k)
mm—1) (m=2)...(m-n+ l)f‘ (1o + 8B B (x, + 6, k)

nelle quali 6, & un numero determinato variabile dall’una delle stesse espres-
sioni all'altra, ma perd sempre compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi).

™ (x, + 6, k),

Questa formola, nel caso ora cons:demto‘ pud dunque tener luogo di quella
di Taylor abbreviata data sopra; e per essa inoltre restano estese al caso delle
derivate n™¢ le osservazioni che facemmo nella nota alla pag. 51 pel caso delle de-
rivate prime.

Con questa formola poi, come dovrd fare rilevare anche in altre oceasioni,
aleuni dei risultati che trovansi esposti nel testo di queste lezioni avrebbero po-
tuto semplicizzarsi, e talvolta rendersi anche pii generali, ma poiché, come gii
dissi nella nota a pag. 18, in questa pubblicazione ho inteso di riprodurre le mie
lezioni autografate del 1877, cosl, salvo quando sia assolutamente indispensabile
qualche leggiero cambiamento, manterrd il testo di quelle lezioni, riservandomi
solo di indicare qua e l4, in queste note, quelle particolariti che trovo ora oppor-
tuno di non omettere, e di indicarlo espressamente quando qualche aggiunta
venga fatta nel testo.

E cosi intanto aggiungerd anche 1'osservazione eche quando per una funzione f{(x)
siano soddisfatte ad un tempo le condizioni per le quali si ha la formola (6) data
sopra, e quelle per le quali si ha la formola (z) di questa nota, ciodé quando le
derivate n™ di f(x) siano determinate in tutto 1'intervallo da x, a x,--h, tranne
tutt'al pia nell’estremo x4, e siano finite nel punto x,, allora confrontando
fra loro le stesse formole (6) e («), si vede che sard ™ (xy—+ 0, h) — f")(x)) =12, , €
questo ci porta ad affermare che quand’anche £"(x) sia discontinua nel punto a,, i
valori 6, o i punti @,+0,4 che figurano nella (6) saranno sempre tali che al tendere
di & a zero i valori corrispondenti di /*(x,+ fi, h) dovranno tendere verso f\")(x,).

E per quanto poi si riferisce a questi numeri fn che figurano nella formola (6),
osserviamo in modo generale che quando una funzione f(x) ammette nel punto x,
una derivata determinata e finita dell'ordine n--1 successivo a quello che figura
nella formola stessa (6), qualunque cosa poi accada di questa derivata (n--1)" nei
punti fuori di x,, allora basteri questo evidentemente per poter dire che in un
intorno sufficientemente piccolo di x, sono soddisfatte le condizioni di validita della
(6), e quindi pei valori sufficientemente piccoli di & sussisterd sempre la formola
stessa coi soliti valori convenienti di 6" .

In pari tempo perd, a causa della (z), si avrd anche l'altra

flag+h)=Fflz)+hf" (x,) + 1. 2}“ (mo) + .. + M (xg) b ——— |t (z,) e ntal,

"tn+1)
dove z.4 tende a zero all'impiceolire indefinito di A; quindi, mentre si vede di
qui che I'esistenza di una derivata determinata e finita dell'ordine n-+1 nel punto
x, porta che per i sufficientemente piccolo si abbiano insieme la () di questa nota
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§7. — Valendoci ora della (2), e prima anche di dedurne la serie di
Taylor, troviamo opportuno di fare subito osservare che, dando ad » i valori
1 ,2 3, ..., » successivamente, essa di luogo alle formole seguenti:

[ fao+ B =[(@)+Rf (2 +6k),

+ 6,4)

flan+ W =1@) +hl @)+ 1

2 kﬂ "
[at B = F @)+ b @) + fog 17 @ + g 7 @+ B),
3) ¢ !

f (o + h) = [ (%) +kf'{-ro)+ 21’"(% wisinird

| h“_ n—1) k"

o 0+ 6

dove 0,, B, B, ..., 6, sono numeri determinati compresi fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi)
che dipendono anche dalla natura della funzione f(x); e queste formole val-
gono pel caso che fra x, e x,+ h la funzione f(x), oltre ad essere finita e
continua, abbia le derivate determinate, almeno fino alla prima per la 1*
delle stesse formole, fino alla seconda per la 2%, fino alla terza per la 3%, ecc.,
potendo anche queste derivate non esistere affatto nell’estremo (z,+ k), e

per l'ordine (n--1)"", e la (6) data sopra per l'ordine precedente n, confrontando
fra loro queste due formole si vede anche che si avra

£y O 1) = Fa) + g 1P+ +

ovvero

[ (@t Oah) = FO) _ 1 5
O ik -n+1|f‘ (o) + ensr | 3
e di qui osservando che, per le nostre ipotesi, al tendere di & a zero il rapporto
del primo membro tende verso fi"+U(x,), si dedurrd subito che, se fin+! (x;) non &
zero, fl, dovra tendere wverso n—i—l all’ impiccolire indefinito di h .

E questa una particolaritd notevole dei numeri f,, che figurano nella formola
di Taylor abbreviata (6) quando nel punto x, esiste anche la derivata dell’ ordine
seguente (n-+-1)° ed & finita e diversa da zero; e per essa si pud dire in partico-
lare che il numero 0 che figura mella solita formola degli accrescimenti finiti
fleo+h)— flag)=h [ (x,+0h), quando f(x) ha una derivata seconda nel punto

1
x, finita e diversa da zero, al tendere a zero di h tenderd sempre verso 3¢
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I'ultima delle derivate che comparisce in ciascuna delle stesse formole re-
spettivamente potendo mancare anche nell’altro estremo x,, e potendo anche
essere infinita (e determinata di segno) in un numero finito o infinito di punti
fra x, e x, + h.

E si pud quindi aggiungere che quando x, e k, sono tali che per ogni
valore di = fra r, e r,+ &, la funzione f(r) ammette sempre alcune derivate
dei primi ordini, allora qualunque cosa accada delle derivate degli ordini
seguenti, una o pilt delle formole (3) saranno sempre applicabili per il valore
x, di x e per tutti i valori di & compresi fra 0 e %, (k, incluso) ™.
“__B8. — Per vedere ora come la formola (2) conduca alla serie del Taylor,
procederemo come segue.

Ammettiamo che per tutti i valori di x compresi fra z, e z,+ % (z, + h
al pit escluso) le derivate f(z) della nostra funzione f(x) esistano e siano
sempre finite e continue fino a valori di # grandi quanto si vuole; per quanto
col crescere indefinito di » queste derivate stesse, pur essendo sempre finite,
possano anche andare crescendo oltre ogni limite.

Allora la formola (2) varra fino a valori comunque grandi di », per modo
che qualunque sia n si avri

@ flat D =@+ r @)+ g @)+t

. - B )
T zin—1) () + ) (@ + 0uR) 5

quindi se si considera la serie

z(n-1)
k‘\
= (n)

() +

3 3 2
6 e+ @) g )

+

f("J (xo‘f +oieaa

che & appunto la serie di Taylor, a causa della formola (4) la somma dei suoi

primi # termini, per ogni valore di n, differira da f (x, 4 %) per la guantita
h® g ;

i " (xy+6,k) nella quale le 6, hanno 1 soliti valori determinati com-

presifra 0 e 1 (0 e 1 esclusi) dipendenti da z,, da n, da % e dalla natura
della funzione f (z).

# 8'intende che anche la formola () della nota al paragrafo precedente conduce
ad altrettante formole del genere delle (3) date sopra.
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Di qui risulta subito che se col crescere indefinito di # la quantita

,E:_ f™ (a0, k) avrd per limite zero, la serie di Taylor (5)sara conver-
7 (n)
gente e avrd per somma f(x,+h); e questo mogtra intanto che se flz) &

una funzione di + finita e continua nell’intervallo (g , x,--h) e nei punti
di questo intervallo (z,+ A al pitt escluso) le sue derivate dei vari ordini
sono finite anch’esse e continue (per quanto queste derivate f™(r) col cre-
scere indefinito ‘di =, pure essendo sempre finite, possano anche andar cre-
scendo oltre ogni limite), allora quando avverra che, pel valore che si con-

sidera di h la quantita _—% fi" (@, + 6, k), per quei valori speciali determi-

nati di 6, che figurano nella formola (4), dipendenti da z,, da n, da h e
dalla natura della funzione f(x) e compresi fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi), abbia

per limite zero col crescere indefinito di #z, si avra la formola seguente
B, B s
(6) f(z°+hi=f(.ru]+kf(.ru}+ i"_"éf {3o)+---+mf{ () 4 -ov sy

che & appunto la formola di Taylor.
Viceversa se, restando sempre le stesse le condizioni ora indicate rispetto

alla funzione f(r) e alle sue derivate in un certo intervallo (z,, 7o+ h),
questa formola (6) sussistera per un valore di # compreso fra 0 e h; (non

kﬂ
escluso il caso di k== k), allora la quantita corrispondente i ™ (z,+6, k)
uvrd per limite zero al crescere indefinito di », giacche in tal caso insieme
T
alla formola (4) si avra la (6), e guindi v f™(x, -+ 0, k) rappresentera

il rosto della serie convergente (5) a partire dal termine »™; dunque si pud
ora evidentemente concludere che: Quando la funxione f(7) é finita e con-
tinua nell’ intervallo (x, , ¥, -+ k) (gli estremi inclusi), e nei punti dello stesso
intervallo (x,+ h al pitc escluso) le sue derivate dei vari ordini n, conside-
rale per ogni valore di n separatamente, sono finite e continue esse pure, la
condixione necessaria e sufficiente affinché la formola di Taylor pel valore x,
di v e pel valore che si considera di h sussista, ¢ che la quantita corri-

spondente }{-‘—) f(x, + 8, k) abbia per limite xero al erescere indefinito di
z(n

n, quando in essa per 8, si prendono certi valori speciali determinati com-
presi fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi) che dipendono da x,, da n,da h e dalla
natura della funzione data f(x), e che sono quelli stessi che cOmMpariscono
nella formola (4).
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S’intende poi che se la funzione f(x) e le sue derivate soddisfano alle
condizioni ora indicate in tutto un intervallo (z , @+ ki), onde la formola
di Taylor sussista per ogni valore di k compreso fra 0 e h, (k, incluso) &

necessario e sufficiente Ghe la quantitd corrispondente ;%Z) ™)@+ 0, k)

col crescere indefinito di » abbia per limite zero per futti gli stessi valori

di k compresi fra 0 e k, (k, incluso).

Y 69. — Sulla formola di Taylor giova ora di fare le osservazioni seguenti.
Quando pek un dato valore di h, pel quale fra x, e 2o+ h sono soddi-

sfatte le condizioni poste sopra per f(z) e per le sue derivate di qualsiasi

ordine, si trova che la quantita corrispondente %n] f*(x,+ 6,k) non ha

per limite zero, allora la formola di Taylor (6) corrispondente a quel va-
lore 2, di x, almeno per quel valore speciale di h, non sussiste pili; e sic-
come per la somma dei primi 7 termini della serie stessa si ha ancora dalla(4)

B

M @ Ehf @) + fog @) + o+ gy [ 0 =

h“
= flw, + 1) — mf'"'(%-f'ﬁﬁk}a

si vede subito che: Se la quantili stessa _ﬁ.ﬂ} " (xy+ 8, %), pel valore che

Y

si considera di k, al ecrescere indefinito di m, non ha un limite determi-
nato, la serie di Taylor (5) sara essa pure indelerminata ; se questo limite
esiste, ma ¢ infinito, la serie di Taylor (5) sara divergente; e se infine
detto limite ha un valore determinato e finito & (x,, k), la serie di Taylor
(5) ¢ convergente ed ha per somma f(o+ h)— (14 , k), per modo che
allora invece della formola (6) si ha U altra

Flrat By= 4o, ) + @)+ 1 ) g 760+ oo

hn-—l
+ ——*_—15 f‘"_”(ZTr_J + ......

= (n
Viceversa, a causa della (7) si pud anche asserire che se pel solito valore
di h che si considera la serie di Taylor (5) ¢ indeterminata o divergente,
la quantita corrispondente :%f\ ™ (@, +6,k) non avrd nessun limite

o lo avra infinito; e se la serie stessa & convergente, la sua somma sari
flao+ k), o ne differiri per una quantitd determinata e finita ¢ (o, k) che

Py a—

rrerEe

e P8 =

non sari altro che il limite per n= oo di —_L;n) ™ (ro+0,k); talché in

particolare pud dirsi che il sapere soltanto che la serie di Taylor corri-
spondente a un valore v, di x & convergente per.un dato valore di h, pel quale
la funzione [ (x) e le sue derivate fra z, e x,+ h sono sempre determinate e
finite, non puo bastare a farci concludere che la serie stessa ha per somma
f(a,+h), e che di consequenza la formola di Taylor (6) sussiste per quel valore di

h, ma bisogna sempre avere riguardo anche alla quantita —% ™ (@, +0,h), ed
A
esaminare se essa tende o no a zero al crescere indefinito di n.
Un esempio di funzioni f(r) per le quali si presenta la particolarita che
la serie di Taylor corrispondente al valore x, di r

h ®o, ot
(8) f{xo)‘FTf'(xo)—i—mfv(%)'F-n-"r'mf"_l][l‘e}'l"---

sia convergente per dati valori di k senza avere per somma f(x,+h), si
1
ha considerando la funzione f (r)=% (x) e (#—xF  dovey (7) @ una qua-
lunque delle funzioni per le quali la formola di Taylor corrispondente
=1

ko, B, k
p@t R =3 @)+ ¢ @)+ T3¢ @+t o ¢

s

sussiste per tutti i valori di k compresi fra 0 e h, (h, incluso o no).

Si vedrd in seguito infatti che la funzione e_tr_-—lxv_}’ ha tutte le sue de-
rivate nulle per 2=ux,, e quindi per ogni valore di « fra , e z,+k la
funzione f(z) ha tutte le sue derivate finite e continue come la ¢ (z), e si ha
fla) =20 3 1 (x) =% (o) o f' (%) =%"(x0) , ... ; € conseguentemente la serie
di Taylor corrispondente (8), coincidendo con quella che corrisponde a 7 (o +h),
© convergente per k compreso fra 0 e k,, ma invece di aver per somma flag+h)

1
ha per somma la quantita ¢ (z, -+ k) che differisce da f(z, + k) di e #; per
modo che si pud anche asserire che in questo caso la quantita corrispondente
hn
= (n)

" (@, 6, k), invece di avere per limite zero al crescere indefinito di »,

1
ha per limite ¢ &

70. — Quando fra @, e x, + k (x, + k al pil escluso) le derivate dei vari
ordini della funzione finita e continua f(x) sono finite e continue esse pure,
e al tempo stesso, almeno pel valore di h che si considera, sussiste la formola
di Taylor (6), allora, siccome insieme a questa si ha anche la formola (4)
che sussiste per qualunque valore finito di %, si vede subito che per quel
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valore speciale di  la quantita corrispondente 'kT:’?) f™ (zy + 6, k) rappre-

senta il resto della serie di Taylor a partire dal suo termine n™” .

Negli altri casi poi, se fra ;e x, + & (2, + al pit escluso) la funzione
finita e continua f(r) ammette le derivate almeno fino a un certo ordine,
osservando che allora almeno fino a certi valori di » si ha ancora la formola
(4), 'intende subito che fino a questi valori di n la quantita corrispondente
-_k—n] 1™ (7, + 8, k) ha ancora un significato: perd in tali casi rappresentera
semplicemente l'errore che si commette prendendo come valore di f(zo+ k)
la somma

h R* Bt
) f@)+ 1 (@) + 15 /')« vnnns .n az_mTl)f =Y ()

dei primi # termini della serie di Taylor, e non sara quindi affatto il resto di
questa serie, la quale anzi pud, secondo i casi, essere convergente pel valore
di & che si considera ma senza avere per somma f (@, + k), e pud essere
divergente o essere indeterminata, o anche pud avere i suoi termini a par-
tire da un certo punto (dopo I'2™") privi del tutto di significato.
Ciononostante, seguendo ancora le denominazioni primitivamente intro-

dotte, si suole in tutti i casi indicare questa quantita ::’i(};'] ™ (x,49, k) col

nome di resto della serie di Taylor; talch?, accettando noi pure questa
denominazione ormai consacrata dall’uso, salvo a tenere sempre presenti le
osservazioni che abbiamo fatte, si potra dire che la quantita R, chiamata
resto della serie di Taylor & data dalla formola -

I " (z
[]0) Rn=;(‘,;;}f( ( ot 0.h),

e per quanto si disse ai §§ 61 e 62 [pagg. 81 e 82] é anche data dalle altre

R
sRﬂ: m(m—]) (m-—2) S (m—n+ l)f‘ }(-Ta"i‘ﬁ,,h],

ay i
_ (o + R |
|2 gty e+ b

ove m~>n—1, e b, e F (z) hanno i significati che gia tante volte abbiamo

indicati.

X 71. — Alle forme precedenti del resto R, della serie di Taylor, la prima
delle quali & quella di Lagrange, possono anche aggiungersene altre.

g =
Supponiamo infatti che almeno le prime » —1 derivate della funzione
finita e continua f(x) siano finite e continue in tutti i punti compresi fra
z, e 2, +h (x, e x+h ora inclusi), e negli stessi punti, tranne tutto al pilt
negli estremi, le derivate #" siano determinate e finite; e indicando con R, la dif-
forenza fra f(x,+h) e la somma (9, qualunque sia questa differenza, osserviamo
che, essendo kb naturalmente diverso da zero, e essendo p un numero diverso

da zero e positivo che potremo scegliere a nostro arbitrio, il rapporto I?;{‘

avri sempre un significato, e chiamandolo P, questo numero P avra un valore
determinato che dipendera da x,, da n, da p, da k e dalla natura della fun-
zione f(z), e sara R, =Ah*P.

In seguito a questo si avra la formola seguente

fleth =F@)+ 2 f @)+ g l@+ e+

+ BT e e P
=(n —7) =" (o) + 3

che pud anche porsi sotto la forma

Loy k_-o Y L'y — t "
g + SR gy | A Do) gy 4
o4+ h— ) o
o b AR o ) 4 (o e B [t ) = 0

talché prendendo a studiare una funzione ausiliaria 7 (x) che viene dal primo
membro di questa lasciandovi invariati z, - h e P, e cambiandovi @, in z,
ciod considerando la funzione

o) = f) + BEA=D pgy o GBI gy

ot h—2)"
{EHE{T:%-;(""“ () + (xg +h—2) P— f(x, + £)

+
per tutti i valori di & fra x, e x,+k (1, e x, + & inclusi), e nell’ipotesi che
P sia ancora la stessa quantita che comparisce nelle formole precedenti, si
pud intanto evidentemente asserire che questa funzione z(x)si annullera
per x ==z, e per x =z, + h.

Osservando dunque che, per le ipotesi fatte intorno a f(z) fra z, e zo+h
(gli estremi inclusi), questa funzione 7 (x) & finita e continua per gl’ indicati
valori di x, e oltre a cid in ogni punto dell’intervallo (r,,2,-+h) tranne
tutt’al piit negli estremi ammette sempre (§§ 27 e 28 [pag. 29 e seg.]) una
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derivata determinata e finita ¢ (z), per il teorema 3.° del § 42 [teorema di
Rolle a pag. 52] si conclude subito che fra z, e =, 4k (xo € x, + kb esclusi)
deve esistere almeno un punto z, nel quale questa derivata & eguale a zero;
quindi, poich® eseguendo le derivazioni e riducendo si trova subito che

gy =2 o) p @4 h—ap P,
= (n—1)
e cid per tutti i valori diz fra o e @, +h (x, ez, +h al pitt esclusi), si
conclude che per un valore speciale z,, che evidentemente pud anche porsi
sotto la forma x, =, + &, k, con &, compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi),
si avra

@+ A8 ) — p @y + h— ) P =0,

% (n—1)
R A=)~ , o
ovvero P = —m—f‘ ) (z,+ 6, k), e percid sari:
_ka—e)y
[12] Rn — —P;:—(?___Tf‘ ]{xo+ B'nh) ]

e
19 fEtP =7+ 2+ gl @) e+

PP ¢ o £ i
+ “( _1] f‘ (xo) i

) 0 B'» 1

dove &, & ancora un numero compreso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi) che dipende
da », da p, da x,, da % e dalla natura della funzione f (z).

La forma (12) del resto della serie di Taylor & quella che volevamo
trovare, ed & dovuta ai sigg. Schlomilch e Roche; e si deve notare che a
differenza delle (10) e (11) essa suppone che le derivate di f(z) fino alle
(n—1)™* inclusive siano determinate, finite e continue anche per =z, .
e le n™¢ siano determinate e finite in tutto il solito intervallo da z, a z,+A
(gli estremi per queste ultime al pit esclusi).

In questa p pud avere un valore qualunque diverso da zero e positivo; e
nel caso particolare di p =n essa riconduce al solito valore (10) di R,,
mentre per p =1 conduce alla formola

(14) R, = K(l:ﬁﬁ £ (o + O, 1) |

m(n—1)

che & quella di Cauchy.
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Nel calcolo integrale poi daremo anche un’altra forma del resto della
gserie di Taylor espresso per mezzo di un integrale definito.

72. — Siccome nelle varie espressioni che noi abbiamo dato per R, com-
pariscono sempre i numeri 6, e &, intorno ai quali si sa soltanto che essi
hanno valori deferminati compresi fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi), senza perd che il
pit di sovente si abbia il modo di determinarli esattamente, cosi s’intende
che bene spesso accadrd che le espressioni medesime di R, non serviranno a
darci il suo valore preciso, e neppure a darci il suo limite per n==,
quando @ il caso di cercarlo; talche, quando con valersi soltanto dei risultati
precedenti si voglia decidere intorno alla applicabiliti o no della serie di
Taylor a una funzione data f(x), bene spesso non si potra giungere a nes-
suna conclusione per quanto si sappia che fra #, e 2,4+ A (z,-+% al pid
escluso) le derivate dei vari ordini di questa funzione f(z), considerate per
ogni ordine separatamente, sono sempre finite e continue.

Vi sono perd due casi abbastanza estesi nei quali, indipendentemente
dalla conoscenza del valore preciso di R,, si pud assicurare che il suo li-
mite per » =co & uguale a zero per tutti i valori di & compresi fra 0 e &,
(hy incluso), per modo che per gli stessi valori di % la formola di Taylor &
sempre applicabile; e questi casi sono i seguenti.

1.e Quando fra @, e x,+ &, (@, &, per oraal piu escluso) le derivate
f™(z) di f(x), oltre essere finite e continue per ogni valore comunque
grande di 7, si mantengono sempre numericamente inferiori ad un nuo-
mero finito e positivo A, allora per ogni valore di & compreso fra 0 e &,
(hy incluso), indipendentemente dalla conoscenza del valore preciso del resto

: h* ; ;
corrispondente ) ™ (ry+86,k) , si pud asserire che questo resto col cre-

scere indefinito di » ha sempre per limite zero, e la serie di Taylor cor-
rispondente al valore x, di z & sempre applicabile per tutti gli stessi valori

di h fra 0 ek, (h incluso).
In questo caso infatti, indicando con %’ il valore assoluto di A, che evi-
dentemente pud supporsi sempre finito, @ certo che in valore assoluto si
x;}n} ™+ 0,h) << A ? ; 'g . }; ni_l ; ):—: ;e siccome

col crescere indefinito di % le quantita = finiscono per divenire e restare

avra sempre

sempre inferiori a quel numero che pilt ci piace s, si vede subito di qui
che nel caso attuale il limite di -:_}‘(E} “(zy + 6,k) per n=a, 8 uguale a

4ero per ogni valore di h compreso fra 0 e A, (h, incluso).
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2.° — Quando poi fra z, e 5, k, (x, + k, per ora al pia escluso) le deri-
vate n™¢ di f(r), sebbene sempre finite per ogni valore speciale di n, cre-
scono perd oltre ogni limite al crescere indefinito di 7, allora si potra ancora
asserire che per ogni valore di & compreso fra 0 e &, (k, incluso) il resto cor-
rispondente della serie di Taylor ha per limite zero per n =, ¢ che in con-
seguenza la serie di Taylor corrispondente al valore z, di = continuerd
ancora a sussistere per gli stessi valori di /&, tutte le volte che i valori di /™ (x)

siano tali che il prodotto ™ (), per ogni valore di a compreso fra z, e

7 (n)
2,+h (z,-+h al piu escluso) e per & compreso fra 0 e &, (k, incluso), abbia
sempre per limite lo zero.

Cio equivale anche a dire che quando esisteri un numero &, 0 un inter-
vallo (z, , 7, hy) tale che, se k" & il valore assoluto di k,, e 5& un valore
positivo arbitrariamente piccolo, almeno a partire da un certo valore deter-
minato di » in poi, e per ogni valore di x fra x, e x, + k (%, + &, al

piit escluso) si abbia sempre in valore assoluto [ (r) <s x;f% allora

la formola di Taylor corrispondente al valore ., di  sarid giusta per tutti
i valori di /& compresi fra 0 e &, (A, incluso).

Se poi pei medesimi valori di & fra @, e 7, + &, (2, + A, al pit escluso)
% ()
k’n
tutti i valori di % compresi fra 0 e k,, ma resterd incerta per h=h,,
giacché allora a partire da un certo valore di » in poi, e per gli indi-

si avra soltanto [ (x)<C , la stessa formola sard ancora giusta per

h" h
: 3 i S : R R\
cati valori di «, si avra sempre in valore assoluto e ™ (x) < ( kJ ;e

"

quindi se 'i;}l < 1, si avrd evidentemente lim 1% ™ (z)=0, mentre per
1 /]

™ (x).

h = h, rimarra incertezza intorno al valore del limite di i

B bene osservare che, onde riconoscere se sono soddisfatte le condizioni
precedenti pei varii valori di x fra x, e x, + k,, basta cercare se queste con-
dizioni sono soddisfatte quando in esse per /™ (x) si pone il limite superiore
dei valori assoluti di /™ (r) nello stesso intervallo.

Inoltre ¢ da osservare che, nei due casiora considerati, per quanto non
abbiamo posta veruna condizione intorno alla esistenza o alla natura delle
derivate dei vari ordini della funzione f(z) nel punto , -+ A,, ciononostante,
in conseguenza delle altre condizioni che abbiamo posto, queste derivate
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saranno determinate e finite anche nel punto @, + %,, e tutt'al pii, nel secondo
caso, potranno crescere indefinitamente con n.

I chiaro infatti che se nel punto x, + h, la derivata n™" di f(x) (n 1),
presa a sinistra o a destra secondoche A, & positivo o negativo, fosse la
prima derivata che non avesse un valore determinato e finito, allora, pel teo-
rema del § 44 [pag. 55] i valori di /™ (x) nei punti . interni all’intervallo
(a,, 2, + &) col tendere di z a z, + h, 0 avrebbero per limite |'infinito o non
avrebbero alcun limite determinato; quindi, poiche il verificarsi di queste ul-
time circostanze per le derivate »™" porta necessariamente (§46 [pag. 59]) che
le derivate seguenti (z - 1)"* in punti interni all’intervallo (z, , =, + &) pren-
dano anche valori numericamente maggiori di qualunque numero dato, si
vede immediatamente che, ove per una delle derivate di f(z) nel punto x,+ h,
non avvenisse precisamente quello che avviene per le derivate stesse negli
alri punti fra z, e 2, { A,, sarebbe sempre impossibile di soddisfare all® altre
condizioni che noi abbiamo poste rispetto alle derivate seguenti /™ (z) nei
punti 2 enferni all’intervallo (z,, z, + k).

73. — Le condizioni date nel paragrafo precedente, sotto le quali la for-
mola di Taylor corrispondente al valore z, di z & sempre applicabile per tutti
i valori di & compresi fra zero e un certo numero positivo o negativo A, (h, al
piu escluso), sono evidentemente soltanto condizioni sufficienti.

Quando esse non sono soddisfatte, la formola di Taylor corrispondente
al punto 2, pud ancora essere applicabile, se non per tutti, almeno per alcuni
valori di & compresi fra zero e un certo numero positivo o negativo h, , poiche
pud ancora avvenire che il resto della serie corrispondente a questi valori
di /; abbia per limite zero: e in simili casi per decidere la questione conviene
studiare con processi speciali questo resto, o valersi dei teoremi che vengono
dati in proposito nella teoria delle funzioni di una variabile complessa.

E quando non si riesca a decidere la questione, o quando si sappia che
la formola di Taylor corrispondente al valore @, di  non sussiste per alcun
valore di & perche il suo resto non tende mai a zero al crescere indefinito
din, o anche perchd, per quanto piccolo si prenda in valore assoluto un
certo numero &y, le derivate degli ordini superiori di f(z), almeno da un
certo ordine in poi, non sono determinate e finite per tutti i valori di 2 diversi
da 2,4, che cadono nell'intervallo (@ , @, + hy), allora invece della vera
formola del Taylor, converra fare uso dell’altra che, come oid abbiamo detto,
swole chiamarsi formola del Taylor abbreviata .

I A
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nella quale R, @ dato da una qualunque delle formole (10), o (11), e che,
come sappiamo, richiede soltanto che f(a) sia finita e continua in tutto I'in-
tervallo da z, a z, +h (gli estr. incl.), e nei punti dell’ intervallo stesso
(x, + k al pitt escluso) le derivate di f(«) siano sempre finite e continue almeno
fino a quelle dell'ordine # -1 inclusive, e le derivate n™° negli stessi punti
da 7, & o+ h (1, e x, +h al pil esclusi) siano sempre determinate (finite
ciod, o infinite e determinate di segno).

E R, potrd anche prendersi come dato dalle formole (12) o (14) ammet-
tendo perd allora che da @, a @ +h (gli estremi al pilt escl.) le derivate n™"
di f() siano anche finite, e le prime n—1 derivate siano finite e continue
anche nel punto ,+ k.

Ora, tanto nei casi in cui la formola del Taylor corrispondente al valore
7, di z e al valore che si considera di & @ applicabile, quanto anche in quelli
in cwi si ha soltanto la formola abbreviata (15), pud giovare evidentemente di
conoscere un limite dell’errore che si commette, prendendo come somma
della serie, o piti generalmente come valore di flx, + h), la somma (9), cide
la somma

2 Bt
)+ @+ Loy @+ o+ gy 0

di un certo numero # dei primi termini della serie del Taylor stessa; e a cid
serve utilmente il teorema che dice che: Pei valori di b compresi fra xero
¢ un certo numero sufficientemente piceolo in valore assoluto hy (h, ineluso)
Uerrore che si e ite prendendo per valore di f(z,+ k) la somma dei
primi n termini della serie del Taylor ¢ sempre minore del valore assoluto
del termine (differente da xero) a cui ci si arresta, tutte le volte che la de-
rivata di f(z) di ordine uguale a quello della derivata che comparisce in
. questo termine sia finita e continua nel punto ., e qualunque cosa accada
per le derivate degli ordini sequenti.
Per dimostrare questa proprietd, supponiamo di arrestarci al termine »
della serie del Taylor, il qual termine pud esser supposto differente da zero;
"¢ osserviamo dapprima che la ipotesi che abbiamo fatta sopra, che nel punto
z, la derivata (n—1)"" di f(z) sia finita e continua, include naturak
mente D'altra che questa derivata (n—1)"" esista e sia finita anche nei
punti di un certo intorno di x, a destra o a sinistra; e questo porta che nei
punti dello stesso intorno le derivate degli ordini precedenti esistano esse
pure e siano finite e continue, e che in conseguenza, per valori di h suffi-
cientemente piccoli, sussistano sempre le prime n—1 delle formole (3), e in
particolare sussista la (n—1)"

mi
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Indicando con E, l'errore che si commettera prendendo, come abbhiamo
detto, per valore di f(x,+ k) la somma dei primi » termini della serie del
Taylor corrispondente (il quale errore nel caso che la formola di Taylor sus-
sista & il resto corrispondente della serie del Taylor stessa) si potra scrivere

[+ B =@+ o @)+ g @)+ +

n—l

o 0
B) " (@) +m "V (@) + Ea3

Ti—
e per le ipotesi fatte, quando h & abbastanza piccolo in valore assoluto ed
ha il segno che deve essergli attribuito, si avrd anche come gia abbiamo
detto

o, bt
f@+ N =F@)+ 7 @+ 75 @+ eneeen +

k»—l n—l

-~ h
+"(T——2;p'ﬂ Y (zu)-l-m @y + 6urh) ,

W

con 0<Z6,_ , < 1;e quindi sari

}ln—i ]
16 = e &
(16) E. m(n—1) I!’r‘ U@+ O B) — f ”(30}5 )
e indicando con #,_, il termine #»™* della serie al quale supponiamo di arre-
starci, se w,_,, e quindi f*~"(x,), sard diverso da zero, si potria anche scrivere

g [+ 0 B — )

Ty

¢ ora osservando che, per essere fi*~'(z) finita e continua nel punto z,, si
pud sempre determinare un numero %, tale che pei valori di z fra =, e
= 1) () _ )
Zy+hy (2,4 hy al pit escluso) la quantiti ﬂ———;f) u{ )u{x") sia sempre
3 . - - zo
numericamente inferiore a quel numero che pin ci piace, si conclude subito,
;:ume volevamo, che quando f~"(z) nel punto z, @ finita e continua e dif-
erente da zero, I'errore E, per tutti i valori di % compresi fra zero e un
f!l;me.em sufficientemente piccolo A, (k, ora incluso) & sempre numericamente
in (‘.1‘1‘01'0 al valore assoluto di w,_,; e, dipendentemente dalla piccolexxa di h,,
questerrore B, puo anche supporsi arbitrariamente piccolo in confronto
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dello stesso termine w, _,, perché con h, sufficientemente piceolo e h<_h, il
fattore che moltiplica w,_, in B, pui rendersi piccolo quanto st vuole ™.
~ 74.— Oltre a cio poi osserviamo che, anche ammettendo soltanto che in
" un intorno di z, la derivata /"~ (z) sia sempre determinata e finita (essendo
ancora o no continua e differente da zero nel punto ), dalla formola prece-
dente (16) si ha sempre, in valore assoluto, per Uerrove B,

T
(17] El\ = K_(?!——l] Dlw—l‘l ]

ove I’ ¢ il valore assoluto di h, e D, _,, ¢ Uoscillazione di [*V(x) fra x, e
2+ h; e di qui, come del resto poteva dedursi subito anche dalla (16), si
conclude pure immediatamente che quando f"~"(r) & finita e continua nel
punto x,, essendo o no differente da zero in questo punto, e la continuiti
avendosi a destra o a sinistra secondo che i valori che si vogliono consi-
derare per h sono positivi o negativi, si potrd sempre trovare un numero
h, tale che, pel ¥alore z, di « ¢ per tutti i valori di A compresi fra 0 e
hy (h incluso), errore E, che si commette prendendo la somma

, h i h* 1) ___!'_“._l_
f@+1 @ T +"@ g+ M@ o

dei primi 7 termini della serie del Taylor come valore di f(z, + k), sia sempre
numericamente inferiore a quel numero che pit ci piace s.

E lo stesso avverra anche se /™" (z) non & continua nel punto x,, perch,
in ogni caso, se indichiamo con D, _,; loscillazione di /™" (x) in un in-

#*) T risultati qui esposti sono guali si trovano nelle lezioni autografate dal
1877 che qui si riproducono.

Tenendo conto perd di quanto si disse nella nota al § 66 (pag. 87 e seg.), e
avendo riguardo alla formola () di quella nota nella quale sia cambiato n in n—1,
si vede subito che senza richiedere la continuita di f='(x) nel punto x, e nep-
pure l'esistenza di questa derivata fuori di x,, l'errore E, del quale parlavamo

At e
sopra viene dato dalla formola E, — _ =T tn—1, € quindi quando fi"=1{xr,) non
& zero si ha anche E, — f“:—T.‘l_’;.T—] Un—1, CON z,) che tende a zero con h: e con
0.

questo il teorema dato sopra resta dimostrato anche per un caso molto pin gene-
rale, poiché qui si richiede soltanto che la derivata (n—1)" di f(x) esista e sia fi-
nita e diversa da zero nel punto r,, senza curarsi di cio che accade di questa deri-
vata fuori di z,. In altri termini per la validita del teorema basta che i termini
della formola di Taylor abbiano un significato fino all’ ultimo che si considera, ¢
che questo sia finito e diverso da zero, e il teorema, enunciato cosi, viene posto sotto

una forma generalissima.
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tervallo ¢ anche assai grande che parta da z, a destra o a sinistra secondo
che k & positivo o negativo e nel quale la stessa /"~ (r) sia sempre deter-
minata e finita, & certo che finche x,4% & compreso in questo intervallo ¢
si avra sempre D, , D, ., e quindi basteri prendere %, in modo che

ket sw(n—1)

sia in valore assoluto &, <7, e
k3

perché si abbia E,<Ts, e evidentemente il numero %, che verra cosi deter-
minato, oltre a dipendere dal numero 5 e dalla natura della funzione f(z),
dipenderd il piu spesso anche dal numero n.

75. — Gli ultimi resultati, oltre a darci dei limiti superiori dell’errore
che si commette quando come somma delle serie del Taylor corrispondente
al valore z, di , o pilt generalmente come valore di f(x, +4) si prende
la somma

th—]

h h*
FE) + 1 @O+ fg M@+t o [ @)

zn—1)

dei primi » termini della serie stessa, danno luogo anche ad un’altra osser-
vazione importante.

I resultati del paragrafo precedente infatti ci mostrano che, valga o no
lo sviluppo completo in serie del Taylor pel valore z, di z e per certi va-
lori di %, avverra sempre che quando in questa serie ci si arresti ad un
termine pel quale le derivate corrispondenti di f(z) sono ancora finite in un
intorno pili 0 meno grande del punto x, (qualunque cosa accada del resto
per le derivate degli ordini superiori), 1'errore che si commette prendendo
per valore assoluto di f(z, +4) la somma dei primi termini soltanto della
serie del Taylor potrd sempre rendersi inferiore a quella quantiti che pin
¢l piace 5 quando si prendano per i dei valori qualunque compresi fra zero
€ un certo numero sufficientemente piccolo A, (h, incluso); per modo che
la formola

ot M=)+ /60 + oy M lad oo - o oo

7 (n—

potri riguardarsi come giusta all’infuori di quantita la cui piccolezza restera

sempre del tutto in nostro arbitrio; e cid, come gia dicemmo, anche di fronte
" hqn—ll
al termine =T f" " (x), se esso & differente da zero e f"~"(z) &

s D<o A VBEEE
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anche continua nel punto z, ® ; o in altri termini: Quando in un punto x,
almeno aleune delle prime derivate dei primi ordini della funxione data f(z)
esistono e sono finite e continue, potendo perd mancare la continuita in x,
per Uultima di queste derivate che si considererd senxa cessare per questo
di essere finita in un certo intorno di z,, allora la formola del Taylor cor-
rispondente arrestala ai primi termind, pei valori di b compresi fra zero e
un numero sufficientemente piceolo hy, (che si determinerd col processo
indicato nel paragrafo precedente), potra sempre riguardarsi come valida
all infuori di quantita che, dipendentemente dalla piccolexxa di hy, saranno
arbitrariamente piccole. '
Considerando dunque in modo speciale il caso in cui la funzione data
f(2) nel punto z, ha tutte le derivate dei vari ordini determinate e finite,
mentre la formola del Taylor corrispondente al valore w, di # non sussiste
per alcun valore di % diverso da zero (come avviene p. es. per la funzione
f(2) considerata in fine del § 69 [pag 93]), si ha qui il fatto singolare che la
somma di un numero finito qualunque dei primi termini della serie del Taylor
2 n—1
Ko reot ot )+

fe)+2 @+ g .
¢i da valori approssimati quanto si vuole di f (@, k) per ogni valore di
h compreso fra zero e un dato numero sufficientemente piccolo h, , mentre
¢id non avviene quando si consideri la serie, la quale pud avere una somma
che pud esser differentissima da f(z,+ k), € pud anche essere indeterminata
o divergente.

Ora, ponendo mente ai resultati del paragrafo precedente, si spiega subito
come una tale singolarita possa presentarsij giacch® se si osserva che, come
gia dicemmo, il numero %, ora indicato, oltre a dipendere dalla natura de?llrf
funzione f(z) e dal numero 5 che di l'approssimazione della somma dei primi
n termini della serie al valore f(z, - #4), dipendera ordinariamente anche dal
numero n di questi termini, §’intende subito che quando si lascia fermo s,
potrii benissimo avvenire che, crescendo sempre piti z, il numero corrispon-
dente %, sebbene continui ad esistere e sia sempre diverso da zero, r‘ads:
ogner pil impiccolendo ed abbia per limite inferiore lo zero: e allora, pmfﬁ}lv
col crescere oltre ogni limite di 2 verra a restringersi indefinitamente I'in-
tervallo (0 , h) nel quale devono esser presi i valori di /& onde esser sicuri che

% Per quanto dicemmo nella nota al paragrafo precedente, questa condizione
della continuita di /() nel punto x, pud del tutto omettersi.
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la somma dei primi » termini resti approssimata a f(x, + %) piu di o, §'in-
tende subito che potrd anche benissimo accadere che, qualunque valore
differente da zero si prenda per A, queste somme al crescere sempre pin di »
finfscano col restare sempre discoste da f(z, + &) pin di 5, e la formola del
Taylor in conseguenza non sussista per alcun valore di A.

Considerazioni simili potrebbero farsi nel caso che la formola del Taylor
sussistesse soltanto per alcuni valori di 2 compresi fra zero e un dato nu-
mero hy, .

. 76. — Ponendo ,~ A =r, la formola del Taylor si trasforma nell’altra

(18) fa) =3 E2 ey,

=(n)

che dicesi ancora formola del Taylor per la funzione f(z): e questa da il va-
lore di f(x) in serie ordinata secondo le potenze intere e positive di z—ux,
per quei valori speciali di @ pei quali si verifica che nei punti dell’inter-
vallo (2, ) la funzione f(z) & sempre finita e continua, e negli stessi punti
(il punto = al piu escluso) ha finite e continue anche le derivate dei vari

(—

ordini, e oltre a cid il resto ?};ﬂ) ™ (2,48, (x-a,)) corrispondente al va-

lore z che si considera, e nel quale 6, & al solito un numero determinato com-
preso fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi), ha per limite zero al crescere indefinito di n.

In particolare dunque se, essendo @ e b due quantita differenti fra loro,
una delle quali pud anche essere uguale a x,, le indicate circostanze si veri-
ficheranno per tutti i valori di x e di =, compresi fra a e b (gli estremi a
e b al pin esclusi), allora la formula (18) dara lo sviluppo della funzione f(z)
in serie ordinata secondo le potenze intere e positive di z—uw, per tutti
i valori di z e di @, compresi fraae b (a e b al pin esclusi).

La somma poi di un numero qualunque dei primi termini della serie
{1 ':T'_ — )"

> 7 f™ (#,) dara sempre un valore quanto si vuole approssimato al
L] i

# A queste conclusioni si potrebbe giungere subito anche partendo dalla
solita formola («) della nota al § 66 pag. 87 e seg.; perd, non avendosi allora la
condizione della esistenza delle derivate (n—1)° determinate e finite di f(x) fuori

n=1
del punto ,, non si pud determinare il limite superiore \/GB(L“]—) del valore
n—1,{

assoluto di h, per ogni valore di », e per ogni numero arbitrariamente piccolo s che
venga dato, come si poté fare nel § 74.
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valore corrispondente di f(z), e pilt anche del termine diverso da zero a cui
ci si arresta, tutte le volte che = sia sufficiente prossimo a z,, ecc.

77. — Lo studio della serie di Taylor si collega evidentemente con quello
delle serie ordinate per le potenze intere e positive di una variabile, e s"in-
tende quindi come per procedere nello studio medesimo giovino le proprieta
generali di queste ultime serie.

o)
Ricordiamo percid che se si ha una serie N A, (z— )" ordinata per

‘5‘

le potenze di x—,, questa serie, quando sia convergente in un punto indice
di una quantitd reale o complessa x diversa dalla quantita z,, ammette sempre
un cerchio di convergenza il cui centro & in x, e il cui raggiop & diverso
zero, essendo finito o infinito; e quindi in particolare quando z, e i coefti-
cienti A, sono reali ed 2 deve pure esser reale, questa serie avri un valore
reale e finito per tutti i valori di 2 compresi nell’intervallo (z, 4+ p, 70— 1p)
tranne tutto al pitt negli estremi.

Considerando dunque una porzione qualsivoglia (a, &) di questo intervallo,
che per brevitd sard detto [dntervallo reale di convergenza della serie, ©
certo che nella porzione (a, b}, la quale potra anche essere I'intero intervallo

[« 4]
di convergenza, la somma della serie data E A, (x—x,)" sard una funzione
[]

reale e finita % () di  in tutti i punti, tranne tutt’al pit negli estremi a e b
quando questi estremi coincidano con (x,—p) e (xy + )i e per quantosi
disse trattando della derivazione per serie al § 55 [pag. 69 e seg.], si vede su-
bito anche che, questa funzione % (z) per tutti i valori di « fra a e biaebal
piit esclusi se a=ux,—p e b=ux,-) avrd tutte le sue derivate dei vari or-
dini finite e continue, e queste derivate si otterranno applicando la derivazione
successiva termine a termine alla serie data, per modo che insieme alla formola

jr o]
c@)= A, @—a),

<

si avra anche, qualunque sia p
e o]
P (z)= @ (n+p)(n+p—1)...(n+ 1) A,y (@—2,)" —n{p)ﬁ (0+P)p Ay (@)

essendo (n+ p), il solito coefficiente binomiale; talchd, facendo in queste

g 4 . % ?:n: (.To} y ujj "
formole .rr=.r, si vede subito che si avri A, = T e la serie ZA,,{::-— &)
o

non sari altro che la serie del Taylor corrispondente alla funzione ¢ () col
punto iniziale z,, e per ogni valore di x nella porzione (a , b) e anche nel-
I’intero intervallo di convergenza (gli estr. al pilt esclusi).

e: 07

78. — Queste osservazioni generali ci permettono di dire che partendo da

(x—x)" g
S5~ (), se si riscontrerid che essa & conver-

una serie di Taylor Gﬁ: —

g
gente in qualche punto x (diverso dal punto ), essa certamente ammet-
tera un intervallo di convergenza finito o infinito (z,—p , z,+ ), per
quanto possa anche avvenire che non rappresenti mai la funzione f(x) in
nessun pun'to z di quest’intervallo (diverso sempre dal punto ), o la rap-
presenti soltanto in alcuni punti o in alcune porzioni (a, ) dell’intervallo
medesimo.

E se esistera effettivamente una porzione (a, ) che comprenda il punto z, e
nei punti della quale (tranne tutt’al pittin uno o in tutti e due gli estremi a e &
@ — )"

7 (n)
zione f(x) per modo che si abbia per gli stessi punti

o0
se a=x,—p 0b=um,+ ) laserie ; f™(x,) rappresenti la fun-

@ =38 gy,

o w(n)

allora, per le osservazioni precedenti, nella stessa porzione (a, b) alla serie
medesima sard applicabile anche la derivazione successiva termine a termine,
per modo ciod che le somme delle serie derivate successive saranno le de-

rivate di [ (z).

79. — Cid posto, anzich® partire, come finora abbiamo fatto, dalle solite
condizioni poste sempre in precedenza, ciod che nell’intervallo (z,, ) la
funzione f(r) sia finita e continua insieme alle sue derivate dei varii ordini,
e che sia verificata la solita condizione pel limite del resto della serie
di Taylor, ammettiamo ora invece la possibilita dello sviluppo della funzione
f‘ ™ (a,)
=(n)
valori di = che cadono in una porzione determinata (a, b) dell’intervallo di
convergenza (x,—p , xo+p) di questa serie (a o b al solito esclusi se a=z,—p
0 b=zy4p).

. Allora, per quanto dicemmo nel paragrafo precedente, come conseguenza
di questa possibilita si concludera subito la esistenza delle derivate della fx)
per gli stessi valori di v fra aeb; e sia che x, appartenga o no all’inter-
Vflllo (@, ) si concludera anche I'esistenza di una funzione z (x) finita e con-
nnlua in tutto I intervallo di convergenza salvo tutt'al piit gli estremi, che
el punti della indicata porzione (a,b) coincidera con f(z), e in tutta la
parte rimanente dell’intervallo di convergenza potra essere diversa dalla f ()
laquale potrd anche non essere stata data in tutto questo intervallo; e la

o
flx) secondo una serie come quella di Baylor ;*: (x— x,)" per tutti i
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stessa ¢ (z) sara sviluppabile in serie di Taylor, col punto iniziale z,, anche
nella porzione (a, b): e in ogni caso nel punto x, si essa che le sue derivate
coincideranno coi valori della funzione f(z) e delle varie sue derivate.
Segue da cid evidentemente che si possono ora modificare gli enunciati del
§68 (pag. 90 eseg.), e in particolare, quando ci si limiti al caso che il punto z,
appartenga all’intervallo (a, &), si pud ora asserire che: Se nel punto x, la fun-
xione [(x) e le sue derivate dei varii ordini sono deterninate e finite per modo

che @ termini della serie Y, — g [ @) (& — )" abbiano tutti un significato, allora
0

wn)
affinché la formola del Taylor f(x) = E’f‘ = (f:;")
[]
x di un intervallo (a, b) cui appartiene il punto z, (a e b al pin esclusi
se essi sono gli estremi dell’intervallo di convergenxa della serie) ¢ neces-
sario e sufficiente che per gli stessi valori di x la funxione f(x) sia finita
¢ continua insieme alle sue derivate dei vari ordini, e che il resto corri-

(x = z)" mt‘ga pet punti

spondente Lo = ;) fo a0, (2—2,) | converga a xero col crescere inde-
findto di n, qmmdo per 6, si prendano i soliti valori delerminati compresi

fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi) e dipendenti dalle natura di f(x), dal numero
n, e dai valori di xz e )
80.— Le osservazioni generali del § 77 (pag.106) permettuuo anche di dime-

strare che: Se una funxione f(z) ¢ sviluppabile in seme Y A, (x— )" ordi-

nata per le potenae di z—x, in un intervallo (a,b) (a e b al pii esclusi
nei soliti casi) quesla funxione f(r) sara anche sviluppabile in serie di
Taylor ordinata per le potenxe di x —m,, essendo z, un valore compreso
fra a ¢ b (e tutt’ al piu differente da a e b ne soliti casi in cui @ 0 b
coincidano con gli estremi Ty—gp 0 Zy+p dell’ intervallo di convergenza

di 2‘, A, ([&—2,)")-

Eseqpéla pa’fk piccola delle due quantita (z, +p)—a1, € 2—(@—¢)
= (:;) £ (2,) varra per tuttii valori di @ compresi
in quella porxione di intervallo (,—p , & + 1) che cade nell’ intervallo
(a,b) esclusi soltanto, e tutl’al pia, i@ valori z che fossero wguali a x,—
0 a x4 +p; e tn certi casi lo stesso sviluppo potra anche valere in punti
posti fuort dell’ intervallo (z,—p , %, +m) .

Osserviamo infatti che se per 2 compreso fraae b (ae b al pit esclusi

nei soliti casi) si ha flr)= % A, (r—z,)", allora per quanto si disse nel

il nuovo sviluppo '9 =
0

— 109 —
§ 77 [pag. 106] sard anche

o
[ (m) =AgtAy (@20) + 2, Ay (-2 . ..+ P A, (@-a))" +E(n+p,‘-u A, (@-z)™tr |
1

flm)= A +2, A (@-2p) +...+p A, (xl‘%]r]*'i(n"'l’h Ay (@)t
.,] f (@)= 2,4, +o+pA, {xl—xu)’““’+i? (ntp)e A,y (2,2
Loy )= &
ﬁ rﬂ ':Il - P:ﬂ‘ﬂw +2‘ (Mp}pﬂ-#ﬂ-p {xl—wn)n ¥

dove p & un numero intero qualsiasi, e in generale con m, s’indicano i soliti
coefficienti binomiali; e quindi si avrd evidentemente
(x— :cf: (e —x, )

f (@) + & } )+, + —22 =

fla)+

(V) = Ag+ A, (z—2,) +

v s}
A=) + A, (@2 + XA, o)™ + (et ph (@ —2) 7 @ —2)+

+(nple (@ =) P g—2) . ... + (n+p), (B, —2)" (2—2,)F | .

- _ ;

Orxf‘ l}ldlcalldl) con A, ., il valore assoluto di A, , e conp e vi valori
assoluti di (#,—=z,) e (x—=a,), si vede immediatamente che i valori asso-
luti dei termini della serie del secondo membro non sono superiori a

Vo W 4 (0 +p), p =ty + (A4plep™PE o (rp)utr ],

¢ quindi essi sono sempre inferioria A’ (s + )" : dunque, poiché quando
ad z si danno soltanto i valori fra @ e b che trovansi compresi fra (#y—p@m)
€ (z +), ove p, ha il significato stabilito nell’ enunciato del teorema, si ha

sempre p. v <7p, e quindi la serie § A’, (n4v)" & convergente, si riconosce
L]

sul?itn che per gli stessi valori di @ (e talvolta anche evidentemente per va-
lori di % fuori dell’intervallo (xy,— 1 2 +14) ), il secondo membro della for-
mola precedente, a partire da un certo valore di p in pol, si manterrd sempre
I1l®ericamcnte inferiore a quella quantita positiva che pil ci piace 5; e questo
evidentemente ci permette di dire che per gli stessi valori di x avremo

= il ) (2—ax)” 1
fi’) p-.];nm}- ..(pl (x ﬂ”'{'r'l} y

tuma appunto volevamo dimostrare.

f®(z), ovvero f(z)=
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81. — Questo resultato porta anche facilmente a concludere che: meda
una funzione f(x) é sviluppabile in un dato intervallo (a, b) in serefe ord;.l
nata per le potenze di una quantita x— x,, lo sviluppo non pui farsi
che in un sol modo, e se il punto x, appartiene all’ intervallo (a, b) lo

jra] _— "
sviluppo stesso nmon ¢ altro che quello di Taylor 2‘; (x._% 7 (2 .

Ammesso infatti che pei punti  fra @ e b (z e b al pin esclusi nei soliti

casi) esistessero due sviluppi differenti per modo che si avesse

o ' - .
f@)y=Y Ae—az)", e f(x)=2ﬂ.ﬁ.- (@ — m)"

w - . .
sarebbe evidentemente ¥ (A, —A’,) (#—z,)" =0 per gli stessi valori
[1]

di z; e quindi la nostra ipotesi porterebbe !’esistenza di una funzione % (z)

che fosse zero in una porzione (a,b) dell’ intervallo di convergerza (2, — p, 2o +5)

(a e b al pi esclusi nei soliti casi), e in tutto questo intervallo (z,—p, 2, +p)

L 3 - . .

fosse rappresentata sempre da una serie ¥ B, (z—a)" i cui coefficienti
[]

non fossero tutti uguali allo zero. .

Ora, quando il punto z, appartenesse all’intervallo (a, b), allora avendosi,

ao
per tutti i valori di z fra aeb, ¥ (@)=0==(p) Y (n + p); By, (x—2)",
o

col fare z =z, si troverebbe subito B, =0 per qualunque valore intero di p,
e quindi i due sviluppi supposti differenti non ne farebbero che uno; dunque
basta ora-considerare il caso in cui z, non appartenga all’intervallo (a, b).

Ma, supponendo per es. z, << @ < b, pel teorema del paragrafo prece{lenit?
si vede subito che la funzione 7 (z) si potrebbe sviluppare in serie di
Taylor ordinata per le potenze di z —a per tutti i valori di z compresi‘ frﬂ'
a—(zo+p—a) e a+(z+p—a), ofra 2a— (z,+p) e z+p; e quindi
poiché » () e le sue derivate sono zero per z =a, si conclude intanto che
altrettanto accadrebbe fra 2 @ — (z, +p) ¢ (@, + p), ciod in un intervallo non
inferiore al doppio di (a, b). .

Ora, se 2a— (x, + ) fosse gia inferiore o uguale a ,, saremmo COSI
ritornati nel caso precedente, e si concluderebbe quindi immediatamente che
B, = 0: quando poi 2 @ — (x, + ;) fosse ancora superiore a x,, si passerebbe
in un modo simile ad un intervallo non inferiore al doppio del precedante.
e poi, occorrendo, ad un altro intervallo ancora non inferiore al dupp.io di
quello ottenuto, ecc., talch si giungerebbe sempre evidentemente ad un inter-
vallo nel quale si troverebbe anche il punto z,, e allora si concluderebbe pure
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che B, = 0; dunque si pud ora evidentemente affermare che in ogni caso la
funzione f(x) pei valori di « fra @ e b non potri ammettere che uno sviluppo

[ o]
E A, (z—m,)" per potenze intere di #—z,; e se il punto z, apparterra al-
[]

I'intervallo (a, ), questo sviluppo, per quanto si disse in fine del § 77 [pag. 106]
sara appunto quello di Taylor corrispondente a f(z); talch® il teorema enun-
ciato @ ora completamente dimostrato,

E poi da notare che da questo teorema risulta anche immediatamente che :
Se due funxioni f(x) e = (x) sono sviluppabili ambedue in serie ordinata
per le potenxe di x—az, in certi inlervalli che hanno a comune una parte
(@, b), e in una porxione comunque piccola (a',b) di (a,b) queste funxioni
sono uguali, esse saranno uguali in tutto ! intervallo (a, by giacché le serie
ad esse corrispondenti saranno perfettamente le stesse.

82. — Non lasceremo questi studi generali senza fare esplicitamente la
osservazione seguente.

In cid che precede noi, avendo in mira @i conservare la massima gene-
raliti, abbiamo sempre ammesso che avendosi una funzione flz) in un
intervallo cui appartiene un punto z,, la serie di Taylor corrispondente
E {x%)_ /"™ (), sebbene il pilt spesso convergente in un certo intervallo,
potesse anche non rappresentare mai la funzione f(z) o la rappresentasse
soltanto in punti staccati dello stesso intervallo (diversi da x,), o soltanto in
porzioni (a, b) dell’ intervallo medesimo e alle quali appartenga o no il punto z,.

: 5 .G (r—a,)"

Ora, quando si trovi che la serie 2.- = (ﬁ;’—'
meno in un punto (diverso da ), & certo, come gia dicemmo al §77 [pag. 106],
che essa sara convergente in tutti i punti di un intervallo che sara quello
di convergenza (z,— 1, , + ) (gli estremi #,—p, x, + ¢ al pit esclusi); e
in questo intervallo essa rappresenterd una funzione ¢ (z1 dotata di tutte
le proprieta che si richiedono per essere sviluppabile nell'intervallo stesso in

f™ (x,) & convergente al-

serie di Taylor, e anzi la serie § (z—2z,) f"™ () non sara altro che la serie
0

= (n)
i 3 (z—z)" y .
di Taylor :‘ T ¢ (@,) corrispondente a % (2); dunque, lasciando da
5 @
arte il S < $ E—z) 4, : :
P il caso in cui la serie data z 00 " (x;) rappresenti la funzione
o =

f (#)in un intervallo dato (a, b) cui appartiene il punto #, noi possiamo asse-
rire che negli altri casi, dei quali noi abbiamo ammesso sinora la possibi-
lita, insieme alla f(z) esistera un’altra funzione ¢(z) che sara uguale a f(z)
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per x=ua, e per gli altri valori di # (se pure esistono) pei quali la serie
% @ f™ (x) rappresenta effettivamente f(xz): e nel punto w, anche le
m(n

derivate dei varii ordini di ¢ () saranno uguali alle derivate corrispondenti
di f (z).

Non essendo dunque da ammettere, almeno a priori, che in ogni caso
abbiano a trovarsi soddisfatte le varie ipotesi che noi abbiamo fatto sul modo
di comportarsi di f(x) rispetto alla sua sviluppabilita per mezzo della serie
i (= ;ﬂ:;;"): f™ (x,) nell'intorno di un punto x,, & indubitato che la possi-

bilita della esistenza contemporanea di funzioni come la f(z) e la z(z) ¢
piuttosto da ammettersi che da escludersi a priori; solo, onde questo ac-
cada, bisognerd che negl intervalli che hanno un estremo in ,, e in alcuni
punti dei quali la funzione f(z) non & svilpppabile per mezzo della serie

[ 4] e "
z (SC_'T?)P’(%), si abbiano delle singolariti nelle derivate di f(z); o ri-

sultando queste derivate sempre finite e continue, per ogni ordine separata-
mente, nei punti degli stessi intervalli, o anche nellintero intervallo di con-
vergenza della serie, bisognera che almeno per alcuni di questi punti il resto

corrispondente {z;—’i?):ﬁ" {o+ 0, (z—ax,)| non abbia per limite zero col
crescere indefinito di 7, e cid senza neppure escludere che avvenga che nel
punto z, le derivate dei varii ordini di f(z) si mantengano numericamente
inferiori a un numero finito anche al crescere indefinito di 7.

Ora, evidentemente il fatto della esistenza delle derivate determinate e finite
di f(x) nel punto x, non esclude la possibilita del primo caso, poich&, mentre
un tal fatto portera qualche limitazione rispetto ai valori da attribuirsi ad
f(®) in un piceolo intorno di z,, non ne portera gia pei valori di ()
in punti = ad una certa distanza da z,; e d’altra parte poi, mentre dalla
esistenza delle varie derivate di /(=) nel punto z, si deve inferirne che per
ogni derivata " (z) separatamente debba esistere a destra o a sinistra di
7,, 0 dalle due parti, un intorno differente da zero e nei punti del quale
questa derivata & finita e continua, non viene perd escluso con cid che questi
intorni possano anche essere differenti per le varie derivate, e possano andare
successivamente e indefinitamente impiccolendo col crescere oltre ogni limite
dell’ ordine di derivazione; e evidentemente quando cid avvenga, almeno da
una parte di z, non esistera neppure un intorno determinato e fisso di x, nei
punti del quale ogni derivata di f(x) sia sempre finita e continua; dunque,
per queste sole considerazioni generali, Iesistenza di funzioni per le quali si
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presenti il primo dei casi testd indicati, pud dirsi quasi del tutto fuori di
dubbio.

Si aggiunge poi che, indipendentemente anche da ogni considerazione
generale, la possibilita di funzioni per le quali si presenti il secondo caso non
pud mettersi in dubbio, poiche di tali funzioni si hanno effettivamente esempi
in quella considerata in fine del § 69 [pag. 93], e in infinite altre consimili.

Dunque finché ci teniamo, come noi abbiamo sempre fatto, nel caso di
funzioni di variabili reali, resta ora fuori di dubbio che quando si sa che
una funzione f(z) & finita e continua in un intervallo (a, b) cui appartiene
un punto &y, e in questo punto ha tutie le sue derivate dei varii ordini
determinate e finite, allora, quand’anche si abbia pure per dato che le derivate
dei vari ordini di f(x) sono finite e continue per tutti i punti z fra a e b,
& certo che, a meno che non si sappia che questa funzione f (z) per tutti
i puntiz fra @ e b (gli estremi al pi esclusi) & sviluppabile per mezzo della
serie di Taylor 3 E—%)"

; < =)
proprietd speciali, non si potra asserire (come pure bene spesso veniva fatto
in passato) che i valori di f(x) e delle sue varie derivate nel punto z, ca-
ratterizzino completamente la funzione per tutti i punti z fraa e b (a e b al
pitt esclusi), per modo ciod che la funzione debba dirsi perfettamente determi-
nata nell'intervallo (a, &) quando si conoscono i valori f(x,), f(x), (@) ...
di f(z)e delle sue derivate nel punto ;.

E neppure pud dirsi che i valori di f(x) in un piccolo intorno di z, ca-
ratterizzino completamente la funzione nelle altro parti dell”intervallo (e, b),
quand’anche in tutti i punti di (e, ) la stessa f(z) debba essere finita e con-
tinua insieme alle sue varie derivate, poich® se un tale intorno 2, per es. I'inter-
vallo (x, 2, + o), e si ha <7z, + 2<7b, essendo = positivo, nel punto z, 4 o,
valendoci dei valori dati di f(z) nell'intervallo (x,, 2, + =), si potranno cal-
colare anche le varie derivate a sinistra di /(z) e quindi anche le derivate
ordinarie; ma poiché la conoscenza dei soli valori flay+ 2), [z, + o),
["{@,+a), ... non basta, come ahbiamo detto, a determinare completamente
la funzione fra z,+a e b, questa funzione restera ancora determinata sol- _
tlilutu nell’intervallo (z,, @, + =), finchd per es¢i non si diano altre condi-
Zioni speciali.

E si pud inoltre aggiungere che quando siano dati i valori di £ (z) e delle
{lz-—_‘-!_(—ﬂj'i [ (x,) sia convergente al-
meno in un punto diverso da z,, questi valori caratterizzano sempre una

fanzione ¢ (z) finita e continua insieme alle sue derivate dei vari ordini in
-]

™ (x,). 0 a meno che non siano date altre sue

) ; [+ 8]
sue derivate nel punto z,, e la serie ;



un certo intervallo (zo—p, %, ¢) (gli estremi 2,—p e 2z, +p al pitt esclusi),
e dotata anche della proprieta di essere nello stesso intervallo sviluppabile
in serie di Taylor, e di prendere, si essa che le sue derivate, nel punto z,
i valori dati per f(zy), [ (@), [' (@) ...; ma la funzione f(x) potra differire
da questa funzione % (x) per una delle infinite funzioni ¢ (r) che nel punto =,
sono uguali a zero, insieme alle varie loro derivate, e negli altri punti sono
finite e continue ecc... e l'esistenza delle quali non pud minimamente porsi

in dubbio (§ 69 in fine [pag. 93]).

/ - _ M) " i
\‘\ 83. — La formola di Taylor f(x) = z‘ =) (x— )", quando z,=0 si
riduce all’altra piu semplice
@ fm (0
(19) fa=3C0e,

che dicesi formola di Maclaurin dal nome del primo che la dette, per quanto
Maclaurin stesso la considerasse come un caso particolare di quella di Taylor.

La serie di Maclaurin dunque gode delle proprieta della serie di Taylor,
e quindi in particolare la somma di un numero qualunque dei suoi primi
termini da sempre un valore approssimato al valore di f(z) quanto si vuole,
e piti anche del termine diverso da zero a cui ci si arresta, quando il valore
che si considera di z sia sufficientemente piccolo in valore assoluto ecc...:
e quando la serie stessa sia convergente in un punto diverso da zero, lo
sard in tutto un intervallo (—p, ¢) finito o infinito (gli estremi —p e o al
pitt esclusi), e ci dard il valore di f(z) in serie ordinata per le potenze in-
tere e positive di x per tutti quei valori di z compresi nell’intervallo (—p , ¢)
pei quali siano soddisfatte le condizioni generali che si dettero pel caso della
serie di Taylor.

Quando poi nei punti fra 0 e o (« al pil escluso) le derivate dei varii ordini
di f(2) sono finite e continue, dalle note espressioni del resto della serie di
Taylor, si vede subito che il resto corrispondente della serie di Maclaurin
pel valore z & dato da una qualsiasi delle formole:

o a O™ F(z)

1o ™6,2), R= miml) 1) f™6,z), R, - 0,2) 7™(6,)

(20) R, =

o da una delle due

(18,

1—0, ) P
_xl.._"]_ftm(anx), Bi= T ™(6,2);

A B 7 (n—1)

dove p & un numero positivo qualsiasi, e nelle ultime delle quali, almeno
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per p diverso da #, si suppone che le varie derivate di f(z), almeno fino a
quelle dell’ordine »—1, esistano anche nel punto z; e in tutte queste for-
mole le 6, sono quantita determinate i cui valori possono differire dall’ una
formola all’altra, ma sono tutti compresi fra 0 e 1 (0 e 1 esclusi) e dipen-
dono dalla natura della funzione f(x), da », da ». ecc.

Valendoci poi delle proprieti generali stabilite pel caso della serie di Taylor,
si pud asserire in particolare che quando per tutli i punti cornprc.‘;'i in
un intervallo (0, o) (= al pitv escluso) le varie derivate di f(r) sono sempre
finite e continue, affinché la formola di Maclaurin sussista per gli stessi
valori di x (o escluso 0 no) é necessario e sufficiente che il resto COrrispon-
dente della serie converga a xero col crescere indefinito di n, e per quanto
si disse al § 79 [pag. 107 e seg.] questo enunciato pud anche modificarsi col
dire che: Affinché a una funxione f(x) sia applicabile lo sviluppo in serie di
Jfadaarfﬂ per tuiti i wvalori di @ compresi fra 0 e un certo numero o (= al
pite escluso) & necessario e sufficiente che per gli stessi valori di x differenti
da c.: la funxione f (xv) sia sempre finita e continua insieme alle sue varie
derivate, e la quantita conosciuta sotto il nome di vesto della serie, ¢ data
dalle formole (20) o (21), abbia per limite xero col erescere -éndeﬁ?e;ta di n.
) E s’intende che queste condizioni saranno sempre soddisfatte quando nel-
I'intervallo (0, #) le derivate di f (z) soddisfino alle condizioni che noi indi-
eumfno al § 72 [pag. 97] pel caso dell'intervallo (2o, o+ R); ‘e quindi in
particolare una funzione f(r) sari sempre sviluppabile in serie di Maclaurin
fra 0 e 2 quando in quell’intervallo le varie sue derivate si mantengono
sempre numericamente inferiori ad un numero finito A.

‘ 84, - La formola di Maclaurin si applica continuamente alla ricerca degli
S‘:‘lluppl delle funzioni f(x) in serie ordinate secondo le potenze della varia-
bile 7, e cid si fa servendoci dei teoremi ora enunciati.

Noi, ‘per dare qualche esempio, I'applicheremo ora ai seguenti casi.

]:° Sia f(x) =e¢*. Osservando che le derivate di ¢* sono tutte uguali ad ¢
€ quindi, finche z ¢ finito, sono sempre inferiori ad un dato numero ﬁnito.
@ per =10 si riducono tutte all’ unita, si ha subito dalla formola di Maclauxic;

. x F 2 "
C=ltitigztizstootrzeato
per qualunque valore finito di z.

) 2. Se f(x) = sen @, osservando che si ha f (@) =cosx, [ (x) =—senz,
;‘Eﬂji——;h cosz, [ (x) =‘sen , e in generale f“" (z)=senz, f“"* (z) = cosz,
g foimjl;—;eu z [ “T""’ (r)=—cosx, si trova subito coll’applicazione

i Maclaurin, e qualunque sia x



sen ¥ =

]
vy,
ol §,

Similmente, se f(x)= cosz, si trova

x* at x°
cosz=1—y—+7 3354 1.2.3.4.5.6

3.2 Se f(«) = log (14 ), ove i logaritmi sono neperiani, si osservera che

1 _ ’ 1.2 \wn-1
(22) fv[-’c)=msf’(x}=u—+xl}i1fn(x)=(l_+é)s yeeny (@)= (f:x")’

talché si concluderd intanto che le derivate di log (1 4 ) sono tutte finite
e continue pei vari valori di « compresi fra—1e1 e diversi da —1, e
quindi per decidere se la formola di Maclaurin sia o no applicabile a log(1+2)
per questi valori di #, basterd esaminare il resto della serie corrispondente

valendoci delle formole (20) o (21).
Ora, valendoci della prima delle formole (20) si trova subito che in questo

s e se x & positivo e non supera l'unitd,

caso si ha R, =(-1 n{Tfe"x_)

per n= si avra lim R, =0 giacch? anche B, & positivo e tutt’al pili, pure

essendo sempre diverso da zero, pud avere per limite zero per n==c0; dunque

si conclude intanto che la formola di Maclaurin & applicabile a log (1 =)
pei valori di  compresi fra 0 e 1 (1 incluso).

Valendoci poi della prima delle formole (21) si vede subito che, per x nega-

" n—1 " n=l

tivo ed eguale a—,, si ha R, =+ i{ll(l——_ﬁ,,a:c:)]T = + 1_::%,,'_:51 (l_l-—Lﬁg“?l) :

non

. 1-
e quindi se z, non & uguale ad 1, osservando che la frazione -6

=0,z
supera |’unita, e solo pud avere per limite I'unita, e il denominatore 1 -0, 1,
non & inferiore a 1 — z,, si conclude che anche in questo caso si ha lim R.._= 0:
talchd si pud ora affermare che per tutti i valori di z compresi fra — lel
(- 1escluso) la formola di Maclaurin @& applicabile a log (1-+=), € si ha

percid

x = £ )
(23} lOg(1+ﬂ')—T-—§'+§'——z+ ..... H
e, per quanto noi abbiamo qui escluso il caso di = —1, si vede subito che

questa formola pud riguardarsi come valida anche per questo valore di z.
,/ 85. — Troviamo utile ora di fare 1’ osservazione seguente.
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Data una funzione f(x) pei valori reali di » compresi in un certo inter-

vallo (=, #), che pud anche essere quello da —w a - o, avviene bene
. " . i o B

spesso che il suo sviluppo in serie di Maclaurin '_z‘ P f™(0) , o in serie

; & (&= zy)"
di Taylor 20' 7
sussiste in una porzione (@ , b) di questo intervallo, non sussista affatto nelle
porzioni rimanenti dell’intervallo stesso (« , f).

Cio vuol dire che la funzione f(z), che pure esiste anche pei valori di
fuori dell’intervallo (@, &) non pud per questi valori di « svilupparsi in serie
altro che con leggi differenti, per modo quindi che la funzione f(2) stessa in
certi intervalli venga ad avere una espressione analitica, e in altri venga ad
averne invece altre, le quali poi possono anche servire al tempo stesso in por-
zione dell” intervallo nel quale serviva I’ espressione analitica primitiva, o anche
in tutto]"intervallo medesimo; e pud anche accadere che I'espressione analitica
da sostituirsi nei nuovi intervalli a quella che non & pilt applicabile sia una
nuova serie di Taylor per la quale viene cangiato il valore iniziale a,, per
modo cioé che la quantiti x—ux, rispetto alle potenze della quale la nuova
serie viene ordinata, sia differente da quella che compariva nella serie di
Taylor (0 di Maclaurin) primitiva.

Di cio si ha un esempio semplice nella funzione log (1 + x), per la quale
la serie di Maclaurin cessa di essere applicabile pei valori positivi di x
superiori all’ unita, mentre la funzione log (1 4 ) esiste per tutti i valori di z
da =1 a + o, e quindi anche pei valori di z da 1a a.

Per questa funzione infatti, indicando con z, un numero qualunque com-
preso fra =1 e + o0 (=1 escluso), e avendo riguardo alle formole (22), si
trova che la serie di Taylor corrispondente & la seguente '

f™(xy), ove z, & un punto speciale fra o e B, mentre

(x - )"

nl+z)

quindi, poichd prendendo il suo resto R, sotto la forma

log (14a,) 4 i (=1)=

[-T — xo}” - "

R,. = "W A +6 e =(— 1)1 (:1'.7 -Tn} 1

= (n) Fiathlp=ajj=(=1) n {1+z,+6, @-2)]*
1 T -2 "

=(-1
S n(1+xy+6, (x—az)) ’

T@r vede subito che per @, <2< 2a,+1 , si ha lim R,=0: e prendendo
nvece R, sotto 1'altra forma .
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, (@ ==0)"(1 - 8™

- o _e n—l
_ e L e g, -0} = (- U T s G-

1.2...n-1)

ovvero

Ru

Lo Pz 4 x— 2
“.’c.,-]-l

R, =—

(:ro—:c)“ 1-6, \~ 1

T+ 1 o — N

s

si trova che, anche per x diverso da —1 e compreso fra =1 e m, si ha
lim R, = 0, si conclude che per tutti i valori di x compresi fra —1 e 2z, +1,
non escluso il valore 2x,+ 1, ¢ neppure evidentemente il valore —1, si
ha in serie di Taylor

B R @)
(24) log (1 +2)=1log (1+x) + X (-1 a5

talche, supponendo per es. ,=>0, si ha cosi uno sviluppo di log (1+ ) in
serie di Taylor che oltre a servire, come la serie di Maclaurin (23), pei valori
di z compresi fra -1le 1 (-1el inclusi), serve anche per quelli che
cadono nell’intervallo esterno da la 2a,+1, (22 +1 incluso).

86. — Si pud ora notare che la formola (24) avremmo potuto anche de-

durla dalla (23) cambiandovi z in =% iy che avrebbe appunto por-
1+, o

uova variabile x, per 1'applicabilita della formola (24), dovesse

tato che la n
generale si pud anche

sempre restare compresa fra —le2x+1; ein
notare che tanto la formola di Taylor come quella di Maclaurin, con opportuni
cambiamenti di variabili e opportune trasformazioni, conducono ad altre for-
mole importantissime: ma noi non possiamo ora fermarci a ritrovare queste

formole *.

#*) Fra le formole che si deducono con tutta facilita da quella di Taylor merita
di essere segnalata quella data da Giovanni Bernoulli nel 1694

Per trovarla consideriamo nella solita formola di Taylor il punto @, come Vi
riabile chiamandolo , e il punto @ come fisso chiamandolo a, supposto naturalmente
che in ogni punto fra a e «, salvo tutt’al pitt nel punto a dove perd flax) deve
essere ancora finita e continua, la funzione stessa f(a) abbia le derivate £,
' (@),... . [ @x),... determinate e finite, per ogni ordine » separatamente, puré
potendo crescere indefinitamente con 7.

Allora la formola di Taylor dara subito la seguente

r@o—f@+e—are— S re+ G r@— -+

.-wi(x_fﬂ )
+ (1t EoSE @)+

k3
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I}lﬁne‘facciamo notare che quando le condizioni per lo sviluppo di una
fr.mz:oue in serie di Taylor o in serie di Maclaurin non sono soddisfatte, si
dll‘:f.? che queste serie sono in difetto; e si potrebbe vedere che in qu;sti
cast hfene spesso avviene che f(c, + k) e f(x), invece di essere sviluppabili
in serle. ordinate per le potenze intere e positive di &, o di 2 —a,, 0 di «
sono sviluppabili in serie che contengono potenze fratte o negative ‘d.l queste:
quantitd %, -z, 0 z, o contengono logaritmi di queste stesse quantita, ecc.

che supponendovi a= 0 si riduce all'altra
F@—FO+2@— 55 '@+ g @ —

an
=)

::i:t:niip:nl:o :imt?lla d':l Bernoulli; e per la validita di questa formola, oltre alla
elle derivate di qualunque ordine fra @ e x o fra 0 e x, si richi
si richied
ch;: le 3;1:ntim respettivanente corrispondenti al resto della ser‘ie di Tm'rl‘jnf’-Iz :1]1;:
+ 52 Al (2 — By, (22— i ;
e =t falelt (®—a)), o+ :m)f( (x— 0y, x) , nelle quali le 6, sono i so-
ti numeri compresi fra 0 i i imi cere
. o n.p e1 (0 e 1 esclusi), abbiano per limite zero al cres
Particolarizzando la funzi i i
— nzione f(x) la formola di Bernoulli conduce ad altre molto
I 2
g m]:i :::;-umla:e prendendo f(x)=(x-4b)",con b ed m costanti reali qualsiansi
e una urmolfl che. serve a caleolare assai rapidamente, con bastante appros:
B::;I:::lll! vul;);lo; :; ;:B]‘tl radicali (v. ad es. BERTRAND, Calcul différentiel, pag. 311)
ipu a sua formola negli decfa Eruditorum Lipsiae : Y ;
. ua % nel 1694 g
Ei::e Taylor non ptfhbllco la sua che nel 1715 nel sno libromDe Methodo Eﬂ:fe:isnl:
i deag. 38!, e poiché da quella di Bernoulli si deduce subito quella di Taylor
o potersi 1:1gua.rd¢.1rc le due formole come una sola, giustamente Giovanni Bur
i ;agmf,;i;gh allievi di lui, nelle Opera omnia di Giov. Bernoulli [Tom. II
biﬁj e | ebbe a lamentare che Taylor non accennasse affatto a quella for ' 1 ‘
pubblicata dal Bernoulli pit che vent'anni prima. e

+(— 1= ™) +4......
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Limite delle espressioni che si presentano sotto forme indeterminate

.

. . () . . G
/. 87. — Bene spesso accade che, avendosi una frazione ";(?) i cui termini

i
v

sono continui pel valore particolare @ di z a destra o a sinistra, essa per

. ; 0
questo valore a di # prende la forma indeterminata 0"

Allora i suoi due termini divengono insieme infinitesimi per z=a &
destra 0 a sinistra, e s'intende quindi che non di rado il loro quoziente
potra avere un limite determinato e finito, o un limite infinito, quando questo
limite si prenda a destra o a sinistra secondo i casi.

Un tal limite, quando esiste, si usa chiamarlo il vero valore per x=1

0 g ;
delle funzioni che si presentano sotto la forma 0’ perd, siccome la conti-

nuiti a destra o a sinistra delle due funzioni flz) e z(2) nel punto @ non
porta la continuita corrispondente nello stesso punto per la funzione quo-
ziente ! Ex—;, la quale anzi, se ¢ definita soltanto da questo quoxiente, nel
ez

punto al deve esser considerata come priva affatto di significato, cosl ¢’ intende
subito che la indicata locuzione deve riguardarsi come scorretta, a meno
che non si sappia in qualche modo che il presentarsi la detta funzione sotto
quella forma dipende soltanto dalla forma analitica sotto cui e stata posta
la quale vale soltanto pei valori di diversi da a, o si sappia altres che
la funzione stessa & definita da formole o leggi tali che portino assolutamente
la sua continuita a destra o a sinistra del punto a per modo che il suo vi-
lore nel punto @ sia appunto il limite di quel quoziente.
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Lo stesso deve dirsi per le funzioni che per z=ua si presentano sotto
le altre forme indeterminate 2, % <0, «®, 17, 0°, & — o, per modo
quindi che, in ciascuno di questi casi, a meno che circostanze speciali non
ci consentano di usare la locuzione anzidetta, volendo usare una locuzione
precisa, converrd sempre parlare di limite dei valori per x=ua a destra o a
sinistra, anziché parlare di vero walore per z=a delle funzioni corrispondenti.

E osservazioni simili possono farsi pel caso che i limiti debbano esser
presi per =4 ® 0 per r=—o.

88. — I limiti di cui qui & parola si potranno spesso determinare con
processi ed artifizi speciali dipendenti dalla natura della funzione cui essi si
riferiscono ; e questi processi o artifizi, come sono sempre in generale quelli
che si usano quando si ha da cercare il limite di una espressione ana-
litica, si riducono sempre in sostanza a trasformare con successive operazioni
legittime, e finche la variabile & fuori del limite, la espressione data in altre
espressioni che mettano in evidenza quale & la quantitd che dovra essere
presa come il limite cercato.

Indipendentemente perd da questi processi od artifizi speciali, in molti
casi ci si pud valere utilmente di un metodo che ora passeremo ad esporre,
che in sostanza corrisponde anche questo a una o pii trasformazioni deter-
minate della espressione data; ma pel quale pero, oltre a certe restrizioni di
cui parleremo piti sotto, si richiede sempre che per le funzioni che compa-
riscono nelle espressioni di cui si ha da cercare il limite, si possano con-
siderare le derivate, almeno fino a quelle di un certo ordine, nel punto a,
0 in tutti i punti di un intorno sufficientemente piccolo del punto stesso a,
a destra o a sinistra (@ al piu escluso), o per valori grandissimi positivi o ne-
gativi di «, secondochd i limiti si devono prendere a destra o a sinistra dello

stesso punto @, o per #=+ & 0 = -« respettivamente.
G g ; . (o)
Incominciamo a considerare il caso delle funzioni D che per r=a

oper x=-fo si presentano sotto la forma g ; &, ammettendo dapprima che

i limiti siano presi per es. a destra di un punto a posto a distanza finita,
supponiamo in primo luogo che in a esistano le derivate di f(2) o di v (x)
senza curarsi di cid che accadra pei punti fuori di a.

Osservando che, per essere f(a) =(a) = 0, I'espressione’ '?(% perz=a+h,
fla+h)-fla)
h

con kb diverso da zero, pud scriversi sotto la forma ——— s
pla+h)-¢(a)
h
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vede subito che in questo caso il limite cercato, per z=a+0 o per h=+0,

& precisamente il rapporto {;'[(;; , tutte le volte che questo rapporto non
¥
torna a presentarsi sotto la formag , 0 si presenta sotto I'altra 2-; e cos,

quando si verifichino le varie condizioni che ora abbiamo posto, il problema
& gia risoluto.

Ammettiamo ora invece che in tutti i punti di un intorno (a,a+:) a
destra del punto a le funzioni f(z) e % (z) siano sempre finite e continue,
e la funzione denominatore (z) non sia zero altro che nel punto a; e sup-
poniamo inoltre che nei punti dello stesso intorno (@ al pilt escluso) la fun-
zione f(z) abbia almeno la prima derivata determinata (finita cio#, o infinita
e determinata di segno), e negli stessi punti fuori di a la funzione p (z), oltre
ad avere la sua derivata ¢'(z) determinata, 1’abbia anche finita e differente
da zero, cid che corrisponde ad essere finita, e non passare infinite volte
per zero nelle vicinanze di a a destra.

Allora per una formola nota (§ 61 [pag. 79 e seg.]) quando 0<Th ~esi
avra sempre

a flath) _ f(@a+h)
zla+h)  7(at+h)

con k, compreso fra 0 e & (0 e k esclusi): talche facendo convergere 4 a 0
si vede di qui intanto che quando fra a e a+: (a al pin escluso) f'(x) @
sempre determinata, e «'(z), oltre essere determinata, & anche finita e diffe-
f (@)
¥ ()
determinato e finito per z=a a destra, o abbia un limite infinito, allora

f(x)

anche il rapporto —— avrd un limite determinato {finito o infinito) che sara

#(z

abbia un limite

rente da zero, se avverra che il rapporto delle derivate

f @, s :
7@ talch® anche in questo caso il pro-

blema che ci siamo proposti resterd subito risoluto.

f\'
{)

per z = a a destra, a.llora potrd esser benissimo che, cid nonostante, la fun-

zione primitiva @ abbia ancors un limite determinato (finito o infinito).

¢(@)
perchd la quantita h, che comparisce nella formola (1) coll'impiccolire di 2

pud non prendere tutti i valori compresi fra 0 e ¢, ma prenderne soltanto
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alcuni; e quando quest’'ultima circostanza si presenti, anche il rapporto
feth f (2) , & potra darsi che prenda
1 (ﬂ- + h ¥ (x)

sempre soltanto valori prossimi quanto si vuole a una certa quantita finita, o
valori numericamente maggiori di qualunque numero dato per modo da avere
un limite determinato e finito, o avere per limite 1 infinito; talehd in questo caso

col semplice esame del rappurto f( non si potrd evidentemente conclu-

¢ (@)
dere nulla intorno all’esistenza o al valore del limite di - @) @’ € CONVerri

seguire altri processi speciali che conducano al calcolo d1 questo limite, se
pure esiste.

89, — Malgrado questa eccezione perd, & chiaro che quanto abbiamo di-
mostrato basta intanto per poter dire che quando sia data una funzione
ﬂ{j‘% per la quale f(z) e 7(z), insieme alle loro prime derivate, soddisfino
alle condizioni poste sopra, se si vorra determinare il limite per z=a (per es.

a destra) del rapporto stesso f(z) (quando questo limite esiste) si prendera

¢ ()
fl)

senz'altro per questo limite il rapporto delle derivate 7@

queste derivate esistono, se questo rapporto avra un significato: e quando
queste derivate non esistano o almeno si sia incerti sulla loro esistenza, o
esistendo si trovi che il loro rapporto si presenta ancora sotto la forma

0 . . .- x
— 0 sotto 1'altra °° . allora se le derivate esisteranno fuori di @ converri

0
['(z)

prendere ad esaminare il rapporto delle derivate 7@ - fuori del punto a, e

cercare, con un processo<o con un altro, se esso abbia o no un limite de-

f )

terminato, facendo anche, ove occorra, su questo nuovo rapporto quel]e

trasformazioni analitiche che pii si crederanno del caso.

E se si troverd in particolare che le derivate di f(z) e di » () hanno limiti
determinati (finiti, o infiniti) per x=a + 0, cid che (§ 44 [pag. 55]) corrispon-
derd ancora al caso in cui queste derivate esistono anche nel punto a a destra,
e i loro valori f'(a) e «(a) sono appunto questi limiti, allora il limite del rap-
porto ri ;, e quindi anche quello del rapporto primitivo ’%, si troveri an-

cora senz’ altro, come nel primo caso, uguale al rapporto f, g7, i delle derivate
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nel punto a tutte le volte che questo rapporto abbia un significato: ma se
quest’ultima circostanza non si presenteri, e se, senza poter dire che il
x o £ s
nuovo rapporto fv((z}} manca di limite, come anche senza riuscire a trovare
¥
trasformazion: adattate che ci permettano di calcolare questo limite quando
esso esiste, si trovera invece che si ricade nel caso precedente, in quanto
che le derivate di f(z) e di 7 (x) prese nel punto @ a destra vengono ad esi-
stere e sono finite e continue, ma sono ambedue uguali a zero, per modo quindi

f (@)

che per # = a il rapporto medesimo o

prenda esso pure la forma

f()
¢ (@)
f @)

stesso che abbiamo indicato per il rapporto primitivo @’ passando cio@

'0' 1

allora potremo v

al rapporto f,,E ))della derivate seconde; e cid nell’ipotesi che le derivate

seconde di f(z) e di @) esistano nel punto @ e il loro rapporto non si pre-
0 . A 3 s
senti sotto la forma 0 ° sotto 1'altra “?- ; o altrimenti nella ipotesi che le

derivate prime di f(z) e di ¢ (x) siano finite e continue nei punti di un certo
intorno di a a destra, e negli stessi punti (a al piti escluso) le derivate seconde
di f(r) siano determinate, e quelle di ¢ (x) oltre essere determinate siano anche
finite e diverse da zero § 61 [pag. 79 e seg.].
1"‘ (@)
" (%)
generale noi posslamn ora dire evidentemente che se esisterd un intorno a
destra di @ nei punti del quale (a incluso) almeno fino a un certo ordine
le derivate di f(x) e y(z) sono sempre finite e continue, e si trovera che fra
queste derivate la prima che non si annulla nel punto a & la p* derivata
di f(z) o la ¢g" di % (z), senza che le varie derivate di ¢(z) che si avranno
da considerare siano mai zero nei punti differenti da a dell’intorno che si

Rispetto a - potremo poi ripetere gli stessi ragionamenti: e cosi in

considera, allora per calcolare il limite cercato di f@) basterd valersi ri-

@)
f@ 7@
m )~ (@’

spettivamente dell’'una o dell’altra delle due formole

fl@) _ 7@
im ; e propriamente in questo caso le wltime derivate
t@ @ PP ¥ P
dordine p o d’ordine g che si considereranno basteri essere certi della loro

esistenza nel punto @ senza curarci di cid che avviene nei punti vicini ad .
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E si pud aggiungere inoltre che potranno farsi, ove occorra, convenienti tra-
@ f@

¢ (@) )’
da considerare, e anche, quando ne sia il caso, si potra tornare ad applicare i
processi precedenti dopo fatte queste trasformazioni; e se si riuscird a tro-
vare il limite di uno dei nuovi rapporti o delle nuove quantita alle quali si
perverrd, quando questo limite esista, allora il valore limite che cost si tro-
verd si potrd sempre prendere come il limite cercato del primitivo rapporto

che si avranno successivamente

sformazioni sui rapporti

%; e cid quand’anche nel punto a le derivate di f(z) e z (z) o delle altre

funzioni che si saranno dovute considerare cessino d’esistere, o siano infi-
nite, o discontinue, ecc., purché perd nei punti fuori di @ di un certo intorno
a destra di @ le varie derivate di ¢ (x) o delle altre funzioni dei denomina-
tori che si avranno da considerare siano sempre determinate, finite, continue
e diverse da zero, ad eccezione tutt'al pit delle ultime per le quali basteri
che siano semplicemente determinate e diverse da zero.

La regola che viene di qui pel calcolo del limite delle quantita che si

presentano sotto la forma g. riducendolo a quello del rapporto delle deri-

vate prime, & detta la regola di L’Hospital. Pare perd che prima fosse cono-
sciuta da Giovanni Bernoulli, il quale in ogni modo la dette anche pei casi
nei quali & necessario di ricorrere anche alle derivate di ordine superiore
(Opera omnia, tom. I, pag. 401 e seg.).

90. — Aggiungiamo che al processo indicato non fari eccezione il caso
in cui qualcuno dei rapporti che si avranno successivamente da conside-

rare per x =@ si presenti sotto la forma indeterminata gc—"" , poiché, come

fra poco vedremo, anche questo caso, quando il limite del rapporto stesso
esiste, si tratta precisamente come il caso ora considerato dei rapporti che

si presentano sotto la forma 4

0
f (@)

0
c@ per  =a prende la forma indeterminata p senza che il
suo denominatore passi infinite volte per zero quando x converge ad a, colla
@ f@
7@ ¢@"
Opportune trasformazioni fatte su essi come dmemmo sopra, si potrd in un
Immenso numero di casi determinare il limite per & = a a destra o a sinistra

; e cosi noi possiamo ora affermare che quando

un rapporto

considerazione dei rapporti successivi ., e, occorrendo, con

del rapporto primitivo @ )‘ e al processo che abbiamo indicato fard solo ec-

#(2)
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cezione il caso in cui i successivi rapporti che si avranno da considerare per
i, . ; . 0
z=a continuino sempre a presentarsi sotto la forma indeterminata 0° sotto

& altra , senza che si possano mai fare su essi delle trasformazioni adattate
che psrmettano di calcolare il loro limite, come pure fard eccezione il caso
in cui qualcuno di questi rapporti manchi assolutamente di limite, o le de-
rivate che in esso compariscano non soddisfino piu alle condizioni che loro
abbiamo imposte sopra.

91, — Nelle ricerche precedenti pel calcolo del limite delle espressioni
;-J—l({?] che per # = a prendono la forma indeterminata % abbiamo supposto

che @ sia un numero finito.
f(z)

% ()

0
valori per es. positivi, si presenta sotto la forma per x=cc, e allora & facile

Talvolta perd un rapporto —— considerato al crescere indefinito di z, per

pure di vedere che il metodo da seguirsi per ca]cglare il suo limite, quando
questo limite esiste, sard ancora quello che abbiamo dato sopra pel caso di a
finito.

Se noi poniamo infatti » =

3| -

, @ prendiamo x come nuova variabile, le

funzioni f(z) e %(x) si ridurranno alle altre [ (%) e ( -:—) e allora, invece di

doverle considerare per valori grandissimi della variabile, le dovremo consi-
f@
7(2)

derare pei valori di # in intorni a destra del punto x =0, e il limite di
1
76

wl—
T 2’._

per # =co equivarrd a quello di —= per x =0 a destra,

Ora ammettendo che le derivate del primo ordine delle funzioni f(z) e % ()
pei valori di # al di la di un certo limite siano sempre determinate e finite,
e quelle di ¢ (x) siano anche differenti da zero, & certo che altrettanto accadri

§ 34 [pag. 36] per le derivate rispetto a z, — -, f ( ) %, ¢ (-1;”), delle fun-
zioni f (lx) ey (1;) nei punti diversi da 0 in ogni intorno sufficientemente

piccolo a destra del punto 2 = 0; dunque per cid che precede si pud dire
Lol (1

—2rG) 1)
1 1\ ° T

—a2¥\z ¥ ;)

immediatamente che quando il rapporto , abbia un li-
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mite determinato (finito o infinito) per x == 0 a destra, questo limite sara

)

appunto il limite cercato di (\—?) per 2 =0 a destra.
Rimarra invece incertezza intorno all’esistenza e al valore di quest’ul-

&

timo limite se il rapporto suindicato —'1' non avri un limite determinato; e
()

quindi osservando ora che cercare il limite di questo rapporto per x = 0 a destra

.f'()
¢ (@

sef'(z) e %' (r) soddisfaranno alle condizioni poste sopra, e se

per z = oo, si conclude evidentemente che

f()

equivale a cercare quello di

avri un

f@

limite determinato per # =co , esso sari appunto il limite cercato d1 —= .6

#(7)
(@)

rimarrd la solita incertezza nel caso che il limite di =g i) per x= + oo non
L

esista; per modo che si pud ora evidentemente asserire che il metodo dato

sopra pel caso in cui si deve cercare il limite di ’fL; per un valore finito

adi z a destra o a sinistra si applica anche al caso in cui si deve cercare
il limite del rapporto stesso per x= .

E si pud aggiungere che, chiamando derivata di f(z) per r = oo il limite
per # = o della derivata f”(») di f(x), quando questo limite esiste, si potra
f((x§ per x = w0 si presenta sotto la forma %
e le derivate di f(r) e v (x) soddisfano alle condizioni poste sopra, il limite

dire altresi che se il rapporto

per £ = dello stesso rapporto sard uguale alla quantlta.i Ew i tutte le volte

che esso abbia un significato, ecc.
92, — Trattato cosi completamente il caso delle funzioni che per un dato

valore @ di x o per # == oo si presentano sotto la forma indeterminata {% ) pas-

siamo ad cceuparci di quelle che si presentano sotto la forma 2.

f (@)
¢ @)

Sia percid =) e di queste funzioni che per x = a o per x = +wsi

Presentano sotto la forma & .
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Osservando che questa funzione pud anche considerarsi come il quoziente
1

{z) delle due funzmm e che per ¢ =a o perx =+ oosi ridu-

f@) (z)

cono ambedue a zero, si vedrd subito che, volendolo, il caso delle funzioni che

f(ﬂ

per un valore particolare, finito o infinito, di « si presentano sotto la forma =

si pud sempre ridurre a quello delle funzioni che per lo stesso valore di r
si presentano sotto la forma g ; e dopo di cid potrebbe essere applicato il

metodo che abbiamo dato sopra per quest’ultimo caso, e colle restrizioni che
in esso abbiamo poste.

93, — Del resto poi se si suppone che le funzioni f(2) e ¢ (2), pure avendo
per limite I'infinito per #=a a destra o a sinistra o per # =+ =, nei
punti diversi da @ di un intorno del punto @ dalla parte corrispondente, o
per valori grandissimi di », si mantengano sempre finite e continue, e negli
stessi punti le loro derivate prime siano sempre determinate e quelle di ¢ (x)
siano anche finite e diverse da zero; o, in altri termini, se, fuori del punto a,
o per valori grandissimi di z, per le funzioni f(z) e ¢ (z) e per le loro de-
rivate si pongono le stesse condizioni che ponevamo sopra nel caso dei

0
quozienti %} che per z =a o per =+ o prendevano la forma R al-

f (@)

()perx—-a 0 perxr=+®

si presenta sotto la forma 2, il suo limite si calcola ancora valendosi del

quoziente ;,:—;} delle derivate di f(z) e di 7 (x) quando questo quoziente ha

lora & facile vedere che quando il quoziente °

un limite determinato (finito o infinito), precisamente come si farebbe se il

f( ) _ _ ; S —
rapporto per x=a o per z =+ o si presentasse sotto la forma 0"

()

Consideriamo infatti dapprima il caso in cui ~—— AC) prende la forma Z

¥ ()
per z=a; e, per fissare le idee, supponiamo che si voglia trovare il li-
mite di f((z} per x =a a destra.

Presi allora due numeri differenti da zero e positivi z e 8, dei quali il
secondo sia minore del primo, e supposto che essi siano tanto piccoli che
i due punti @ + 5 e @ 4= vengano a cadere in un intorno a destra dia
nel quale sono soddisfatte le condizioni poste sopra, per quanto dicemmo
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[la+e) —f(a+d) _ [(a+8)
glate) —pla+d) ¢ (a+d)

al § 42, 4° [pag. 52] si avri la formola , 0 anche
| _flao
fa+d) —~ fa+d) _ fa+2)
platd) | g@rd  Fa+d)’
¢ (a+38)

dove &, & un numero compreso fra & ed e (3 ed = esclusi).

fll
()

finito A, o un limite 1nﬁmt0, per es. -+ oo, & chiaro che allora prendendo ¢
e quindi & e &, ognor piu piccoli, il secondo membro di questa formola fi-
nird per divenire e restare poi prossimo quanto si vuole ad A, o per di-

Ora, se il rapportu per  ==a -+ 0 avrd un limite determinato e

venire e restare poi sempre positivo e maggiore di quel numero che pin ci
piace, per modo cio# che il suo limite per = = 0 sia rispettivamente A o
+ @, e allora anche il primo membro della stessa formola avra un limite
che sard pure A, 0 4.

Daltra parte, siccome f(x) e % (z) fuori del punto @ sono sempre fi-
nite, mentre per .= a -+ 0 hanno per limite I'infinito, qualunque sia il
grado di piccolezza che si prenderd per s, si potra prendere poi il & tal-
fla+) ¢ la+e)
fla+8)’ ~ p(a+2)
grado di piccolezza che piu ci piace, per modo che il limite del primo membro
all’impiccolire sempre pin di ¢, e corrispondentemente di 2, sia appunto quello
il (atd)

¢ (a+3)

mente pioeolo che i due rapporti siano sempre di quel

per & =40, o di 'f()per x=a+ 0, che certo verra esso

f'(@)
7 @)

ha un limite determinato per x=a 4 0, altrettanto accadra pel rapporto

dato 'f(( ];‘ e i limiti di questi rapporti IL f @)

z) ¢ @

per modo che, sotto queste ipotesi, restera incertezza intorno alla esistenza o

al valore del limite di @ (@) soltanto nel caso in cui f (=)

() ¢ (x)

mite determinato, il tutto precisamente come trovammo sopra pel caso in cui
@)
?()

pure ad esistere; quindi si puo ora evidentemente concludere che se

non abbia un li-

per z = a prendeva la forma ) ;

0
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Lo stesso accade quando i limiti di f({-)) si debbono trovare per z = + w; e

per vedere questo basta ora ripetere i ragionamenti fatti nel § 91 [pag. 126 eseg |
o anche seguire un procedimento simile a quello che ora abbiamo tenuto
(e che avremmo pure potuto seguire al § 91 stesso); talche puo dirsi che resta
ora dimostrato completamen'e quanto enunciammo sopra.

Aggiungiamo che, come nel caso delle indeterminazioni della forma g ,

cosl anche nel caso attuale, quando per f(z) e g (x) esistano alcune delle
derivate degli ordini superiori, e per esse siano soddisfatte quelle condizioni

stesse che allora si dettero, potremo sempre, per calcolare il limite di I E‘T;
(@) '@ @
assare dal rapporto — i altri rapporti ——
£ PR @) ¥ R T

94. — Non si deve perd tralasciare di osservare che nel caso attuale
quando il limite di e si cerca per x —a, con a finito, il ridurre il cal-

¢ (@)

f @ f'@ .

colo di questo limite a quello dei rapporti —— ... non arrecheri
g ! P @ & @

nessun vantaggio se non si potranno fare trasformmoni convenienti su questi
rapporti, o se non si conosceranno alcune loro proprieta speciali; inquantoche,
come gid sappiamo (§ 46 [pag. 59 e seg.]), le derivate per # =a di f(z)e
¢ (x) saranno infinite come le funzioni f(z) e % («) o saranno indeterminate,

e quindi il rapporto f-i ; per x = a si presenteri ancora sotto la forma

indeterminata 2, ¢ manchera assolutamente di significato in uno almeno dei
suoi termini, talché, senza fare su esso trasformazioni adattate, o senza co-
noscere qualche sua proprieta speciale, avremo ancora le stesse difficolta che
si avevano dapprima, ecc...

Perd il passare dal rapporto f= (x) f @ @

ai rapporti successivi —— 7@ 7@
potria ancora in molti casi essere utlle, perché i nuovi rapporti potranno tal-
volta mettere in evidenza la possibilita di certe trasformazioni che dal pri-
mitivo rapporto non apparivano, e mediante le quali il limite possa essere
facilmente determinato.

95, — 1 casi delle funzioni che per #=a o per z=4o si presentano
sotto una delle altre forme indeterminate 0X o , ®®,1%, 0°, 0w — @,
si riducono subito a quelli ora considerati.

Quando si abbia infatti un prodotto w={f(x) % (x) che per x=a 0 per
@=+ prende la forma 0 o, si scriverd questo prodotto sotto la forma
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u= f_(l“l , 0 sotto Ialtra » = E"{“-} , @ cosl per lo stesso valore di x si pre-
#(@) f(x}

0
senterd sotto le forme 0 ° g— , € allora per trovare il suo limite, quando

esiste, si potranno applicare i processi dei paragrafi precedenti, non dimen-
ticando perd le restrizioni alle quali essi sono soggetti.

Quando poi si abbia una funzione w =[f(z)]¥, che per z=a o
per o=+ si presenti sotto una delle altre forme indeterminate o °, 1, 0°,
per trovarne il limite, quando esiste, si osserverii prima che bastera cercare
il limite del suo logaritmo, e ripassare poi dai logaritmi ai numeri; quindi,
poiche si ha logu =1+ (z)log f(z), la ricerca da farsi si ridurri sempre a
quella del limite di una espressione che per x=a o per &=+ o si presenta
sotto la forma 0 e, e che, come abbiamo gia detto, si riduce alla sua
volta al calcolo del limite di una espressione che si presenta sotto le forme

- 0 c:.
precedenti 7° -

E quando infine si abbia una funzione u= f(z)—7(z) che per z=a
0 per x =+ o prende la forma o — oo, allora si cerchera il limite della

— e el

. €
BSPressio: To—9 — 7 L =i — - o i
P ne e = P ) o dell’altra e®-%@ — e"?l';j ) che per gh

stessi valori di « si presenteranno sotto la forma g o sotto 1"altra %; e se

questo limite esistera, potremo ancora applicare i processi precedenti per
trovarne il suo valore », dopo di che si avri immediatamente anche il li-
mite cercato di #, il quale non sara altro che log .

E cosi in ogni caso la ricerca del limite delle espressioni che per un
valore particolare di 2 si presentano sotto una delle varie forme indeterminate
che qui abbiamo considerate, coll’applicazione dei processi generali da noi
indicati si ridurra al calcolo del limite di una espressione che per lo stesso

— 0
valore di x si presenta sotto la forma 0 ° sotto 1'altra % e per la quale

botranno quindi applicarsi le considerazioni che noi abbiamo svolto nei pa-
ragrafi precedenti.

S'intende poi che nei casi particolari potremo talvolta valerci di altri
processi speciali piti adattati per riportare al caso delle espressioni che si

. ; i 0
Presentano sotto le forme indeterminate 0 ° Z-il calcolo del limite di espres-

sioni che si presentano sotto altre forme indeterminate, ecc.
96. — Diamo ora alcuni esempi di limiti di espressioni che si presentano
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sotto forme indeterminate, calcolandoli coi metodi che risultano dai . paru-

grafi precedenti.
senz tgx l-—cosz e —e - 2g

4 P T L} & =t —
1.2 Volendo il limite delle espressioni % 'z ' & ' z—smz '

che per z =0 si presenano tutte sotto la forma (OT, si osserverd che i quo-
- . ; ; : : cos &

zienti corrispondenti delle derivate prime sono respettivamente —— ,
1 e -2 g = s

— el i i quindi si trovera subito intanto che le prime due

cos'z ' 2=z 1-cos x

hanno per limite I'unitd, come gid sapevamo, mentre per la terza, quando

. . : v . 8enzx .
non si voglia far uso della proprietd gia trovata che hm-—xE =1, si pas-
serd al quoziente {E;—z delle derivate seconde e si trovera che il suo limite

& l; e la quarta poi. siccome anche il quoziente delle derivate seconde
3 per la q poi, q

e —e™" . 0 i ;
- 8 bty
e 0 si presenta sotto la forma si dovri passare al quo-

k : ’ A e“+e
ziente delle derivate terze. E poichd questo quoziente &

e il suo

limite & 2, sard trovato cosi anche il limite della quarta delle espressioni

date, e questo limite sara 2.
-

Similmente prendendo I’ espressione .
x-1-logx

che per z-=1 prende
la forma %‘ si osservera che il quoziente delle derivate prime corrispondenti

o 2x‘111eperm=1+0 ha per limite + oo, e per z=1-0 ha per limite — o,
1=
z

¢ si concludera quindi che il limite di x—_-fl’—:—lzo-g—z per z=1 a destra® +=,
e a sinistra & — .

/9 A Y dtr

E prendendo 1’ espressione \'——M__a——"——w

a- ‘\.n’ az’

e positivo, che fu considerata appunto da Giovanni Bernoulli (Opera omnia

, con a diverso da zero

tom. I, pag. 401 e seg.), e che per z=a si riduce a g—, si osservera che il

5
751-72.-2—. = % a? x—é
3 Jd u P o L.
quoziente delle derivate © Nige — , e quindi il limite
- 2 at 4

della espressione stessa per x=a sard %a .
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lng( 14 ]E
Avendo 1'espressione = che, quando per arctg z si intendano
2i —arctgx
: archi fra —% o g 0
presi arc —35 €5 perz= + 2o prende la solita forma 0 si osservera
che il quoziente delle derivate prime con una opportuna trasformazione si
1
14—
; 142 xt
riduce alla forma —j_—-l—, e anche all’altra —-li che ha per limite
f@+5) 1+=

I'unitd, e si concluderd quindi che il limite della espressione data per
z=-+ o & l'uniti.
cot

n 5 . x g 0
2.° Prendendo 1'espressione b che per z = +0 si riduce alla forma 2,

si osserverd che il quoziente corrispondente delle derivate si pud scrivere
1

&
b bang’ DRELE= + 0 ha per limite I'infinito negativo, e percid an-

cotr .
che 55 per =40 ha per limite — oo .
;g2 : F logx
Similmente prendendo 1’espressione 95‘ che, qualunque sia » purchd

positivo, per z=-+w si riduce a £ si osserverd che il quoziente delle
i . 1 -
erivate si pud porre sotto la ferma o © per o=+ o ha per limite
zero; e si concluderd quindi che li L ia i

; q che lim x—“=0, qualunque sia il numero

positivo n.

- 5 .ooa
Avendo poi I’espressione P che per @1, e n positivo e qualunque, si

; o i
riduce a 32 per x= 4w, si osservera che i quozienti delle successive de-
a*log,a a”(log. a)* a*(log, a)*

na" ' nan-1)r2 nn-1)(n-2)z" "
¢ n & intero si giungerd ad uno di questi quozienti della forma @ (log.a)*

w(n)

C'(;e per &= e avra per limite I'infinito; e se # non & intero si giungera
ad uno di questi quozienti, in cui ’esponente di x al denominatore sari
:nmpreso fl:a Oe1, e allora nel quoziente seguente questo esponente sari nega-
o e percid il limite del quoziente stesso sard ancora I’ infinito: talche qua-

rivate sono i seguenti ¢
iy

lunque sia il itivo 7, si im &
numero positivo 7, si avra sempre lim w=® prr=+ow,
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3.0 Avendo l'espressione x cotz che per =0 prende la forma 0¥ o,

e 0 . .

si seriverd sotto la forma t_;_ che per r= +0 diviene T concluderi
x

subito che il suo limite per »x =+0 & I’ unita.
Similmente avendo I'espressione @"loga che per # qualunque, ma positivo
e per 2 = 0 si riduce a 0 X o, si osservera che ponendola sotto la forma

log = per x = 0 diviene —=% quindi il suo limite per x =+ 0 & uguale
r™ -2

delle derivate di logx e dix™", e percid & uguale

a quello del quoziente — =R

a zero qualunque sia 7.
E avendo l'espressione a~"z" che, con a>1, e n positivo e qualunque, per

r=+ o diviene 0 X oo, si osservera che essa pud seriversi sotto la forma

':—: che per = + o diviene -g; , @ che, per quanto si trovd sopra ha per
limite zero: e si concludera quindi che lim a ~a" = 0.
1
T (r—zyn

E quando si abbia una espressione della forma t{m o ovea>1 em ed
=0,

1 1 -
n sono positivi, osservando che col porre (r—z)" = 7 0T =Ty=— , 8irk
yn

duce alla forma a=* y * si concludera subito che per y =+ ® 0 2=z, 0
essa ha per limite zero, e percid si ha, qualunque siano i numeri positivi

1
medn, lim 2 [H?; = 0: e se 7 & un numero intero pari si trovera che
(2— 1,

i b h i a - (r—xn
e lim —
si ha anc LY
vammo al § 69 [pag. 92 e seg.] intorno al valore delle derivate dei vari or-
1
dini di ¢ @=F nel punto z,.

4° Avendo da cercare il limite per # =+ 0 delle tre espressioni 77,

— 0, talche resta ora provato quanto osser-

1 = . .

(1-4senz)* , (cot a)*n= che per #=0 si riducono rispettivamente a (',
- s log (1+senx)

17, o, si osservera che iloro logaritmi neperiani sono .r log z, — =

. 0
sen log (cot x), e per # = 0 prendono le forme respettive 0 » @, 0" 0x o,

e dietro quanto si & detto hanno per limiti respettivamente 0, 1, 0; per modo
che si pud concludere che le funzioni z*, e (cot )*" per == —+ 0 hanno per
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limite 1, e la funzione (1 4 senx)~ ha per limite la base ¢ dei logaritmi
neperiani.
.o Infine avendo da cercare il limite per # = + 0 della espressione

1
— log (sen x) — = che per & = 0 prende la forma indeterminata © — o, si

1 ; e~
porrd uw = —log(sen &) — - e si osservera che allora ¢* — ---—-i, e coi
T senx
1
: F . r ez . . .
processi precedenti, o anche scrivendo * = == T” si trovera subito che
lim e*=0, e percid lim u = — co.
Tt Es

. . L
Avendo poi I'espressione = —cotx che per =10 si riduce pure a

@ — o , invece di valerci dei processi precedenti, torna pitt comodo porla

1-zcotz SeNT — 2COST

sotto la forma ———= | ovvero sotto 1'altra cheperz=10
z T senx

o 0 S ;
si riduce a 0 ¢ allora coi soliti processi, andando fino alle derivate seconde,

si trova che il limite della espressione stessa %‘— cot x per z = + 08

uguale a zero.
97. — Troviamo utile ora di osservare che il calcolo del limite delle
espressioni che per un valore particolare di 2 si presentano sotto la forma

0
7 Z,0 X » deve farsi bene spesso per riconoscere 1'ordine d’infinite-

simo o d’infinito di una funzione quando & fissato I'infinitesimo o 1'infinito
principale.
I metodi precedenti servono dunque a risolvere questi problemi relativi
agli ordini d'infinitesimo o d’infinito, e tutti gli esempi che abbiamo dato
L L 0
relativi a espressioni delle forme 0 -gg— , 0% @ possono riguardarsi come

relativi ad altrettanti di questi problemi.
Cosl in particolare avendo trovato che si ha

log (1 -+ -1-)
lim N

-—arctga:

cotx
o—po logz T

7
si pud dire che per @ = 4o la funzione log (1 - 1;) diviene infinitesima

come %—al't‘- tg z, e per =+ 0 la funzione cot x diviene infinita di ordine
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superiore a quello di logz; e prendendo z o 5 come infiniti o infinitesimi

principali o viceversa, per & crescente indefinitamente o per x tendente a zero,

log > : a®
i to che lim —— =0, lm — =
e osservando che abbiamo trovato S , i = ,
lim zeote =1, lim z*logz=0, Ilim a*a" = 0, si pud affer-
r=10 r=40 re=-4x

mare che per =+ 0 la funzione cot 2 diviene infinita di primo ordine,
e la funzione logx per z =+ 0 diviene infinita si ma di un ordine infe-
riore a quello della inversa di qualunque potenza positiva di @ per modo che,
per quanto divenga anch’essa infinita, si mantiene sempre immensamente infe-
riore all’inversa di qualunque potenza positiva di z; e similmente per z = + *
il logz diviene infinito, ma di ordine inferiore a quello di qualsiasi potenza
. 1 .
positiva comunque piccola di x; e cosi oz 2 pere=-+0o0perz =+ =
diviene infinitesimo di ordine inferiore a quello di qualsiasi potenza positiva di

xodi . per modo da doversi dire che & un infinitesimo non confrontabile con
aT

queste potenze ; e noi a questo genere d’infinitesimi accennammo gid in fine
del § 6 [pag. 8]. .
Similmente dalle formole precedenti si vede che la funzione esponenziale
a*, quando @ >1, per x = -+ o diviene infinita di ordine superiore &
quello di qualsiasi potenza positiva comunque grande della , e per 2 =—®
diviene invece infinitesima di ordine superiore a quello di qualsiasi potenza
negativa e comunque grande della . .
Al modo stesso si trova che log (logz) o logtz col crescere indefinito
di @ per valori positivi, per quanto divenga infinita, non pud riguardarsi L:he
come infinita di un ordine inferiore a quello di qualsiasi potenza positiva di z
o di logz,...; per modo da dover dire che gli ordini d’infinito di loga Per
#= 40 0 & = + oo non possono venir determinati quando si confrontino

con quelli delle potenze di = o di z; quelli di log®x per r = co non possono
xr

determinarsi confrontandoli con quelli delle potenze di z, o di log, ecc.

VIIL

Differenziali delle funzioni di una variabile.
Differenze, e rapporti incrementali di ordine superiore

98. — A differenza dell’algebra che studia le quantiti in uno stato di
grandezza fissa e determinata, e si occupa delle relazioni che devono sus-
sistere per valori determinati delle variabili fra quantitdi che soddisfano a
date condizioni, il calcolo differenziale invece studia 1'andamento delle fun-
zioni e le variazioni che esse ricevono quando la variabile, o le variabili
che sono considerate come indipendenti passano per tutti i differenti stati di
grandezza entro dati limiti e specialmente in vicinanza di valori determinati.

Ora, restando ancora nel caso delle funzioni finite e continue f(x) di una va-
riabile reale, osserviamo che se questa funzione f(x) in un punto x ha una deri-

vata (ordinaria) determinata e finita f/(x), si ha lim fe+®—fe) =f'(=) ;

h
dove il limite dev’ esser preso per k= + 0, o soltanto per k=40 o
per h = —0, secondoché il punto 2 & interno all’intervallo che si considera

0 & soltanto in un estremo di questo intervallo; quindi fuori del limite sara
ﬂzﬂ%:f—@- =f'(x)+=e, ovvero f(z+h) — fla)=h f'(x) +hz, doves
& una quantita che & zero o diviene infinitesima con A; talch® se s’ indica con
Af(x) I'accrescimento ( positivo o negativo) f(x+ k) — f(x) che riceve la
funzione f(z) quando  passa da = a x -k, si avra Af(xy=hf (¥)+he,
clod quest’accrescimento si comporra di due parti; I'una hf(z) che, quando
f'(z) non sia zero, e h si consideri come infinitesimo del prim’ ordine, di-
verri infinitesima di prim’ordine con %, e l'altra Az che, se non sard asso-
lutamente zero, diverrd invece infinitesima di ordine superiore rispetto ad A.

Ora, siccome nel calcolo differenziale si considerano le variazioni che
subiscono le funzioni quando le variabili passano pei differenti loro stati di



— 138 —

grandezza e specialmente quand’esse variano per gradi insensibili, e in con-
fronto agli accrescimenti che ricevono le variabili, s'intende subito come
debbano studiarsi in modo speciale gli accrescimenti A f(2) mentre & tende a
zero; e poichd quando questi accrescimenti devono considerarsi in quozienti
0 in somme infinite, delle quali si abbia poi da cercare il limite, la prima
hf'(z) delle due parti che li compongono (salvo a tenere presenti le condi-
zioni poste negli enunciati teoremi dei §§ 7,8 e 9 [pag. 8 e segg.]) pud
sostituirsi agli accrescimenti stessi Af(z) di f(z), si capisce subito anche
come la stessa parte 2 f () debba avere una straordinaria importanza nel
calcolo, e debba essa ordinariamente venire considerata in modo speciale
invece degli accrescimenti completi A f(x).

Essa percid, riguardata, quale & appunto, come una parte della differenza
f(x + k) —f(z), viene detta il differenxiale di f(z); e indicandola col sim-
bolo df(x) viene considerata anche nel caso in cui f ’(x) = 0, nel qual caso
essa & zero in modo assoluto.

99. — 11 differenziale dunque di una funzione f(z)in un punto z dove
la sua derivata prima (ordinaria) /'(z) & determinata, finita, e diversa da
zero, non & altro che una quantitd infinitesima uguale al prodotto kf’(r)
della derivata della funzione moltiplicata per 1’accrescimento infinitesimo
h che si da alla variabile; ed & percid che, nel caso sempre della esistenza
di una derivata determinata, il differenziale stesso viene ad essere uguale
alla parte che, quando f'(z) non & zero, si presenta come infinitesimo di
prim’ ordine nell’accrescimento della funzione quando I’ accrescimento della
variabile vien preso come infinitesimo principale, per modo che esso pud
rignardarsi come uguale all’accrescimento della funzione all’ infuori di quan-
tita infinitesime di ordine superiore al primo, e ordinariamente pud anche
all’accrescimento stesso venire effettivamente sostituito in quozienti o somme
di cui si abbia da cercare il limite. ’
w100, — Aggiungiamo che, quando con un processo qualunque sia stato
determinato 1’ accrescimento (completo) Af(x) di una funzione per un dato
punto x, e questo sia risultato decomposto in una parte di prim’ordine
rispetto all’accrescimento k della variabile e in una parte di ordine supe-
riore, e per modo anche che, per & positivo e negativo se & interno all’ in-
tervallo che si considera, e per k soltanto positivo o soltanto negativo se r
® un estremo dello stesso intervallo, si abbia Af(z)=Ph + v, dove P ¢
una quantita fissa indipendente da k, ed » @ un infinitesimo di ordine
superiore al primo rispetto ad k, o & assolutamente zero, allora si avrd

P —1im 7@ ciod P sard I derivata ordinaria nel punto @, e Ph sark
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la quantiti che abbiamo chiamata differenziale; e se per un punto x la prima
parte sari zero, ciod se l'accrescimento A f(z) di f(z) sara di ordine supe-
riore al primo, saranno zero tanto la derivata che il differenziale pel punto cor-
rispondente .

Conseguentemente, quando con un processo qualunque si trovi I’indicato
sviluppo di A f(z) per un punto xz, la derivata e il differenziale di f(x)
nello stesso punto z esisteranno e saranno trovati ambedue, 1'una essendo P
e laltro P&, e lo stesso accadra se in A f(z) la parte Pk sard assoluta-
mente nulla, ece.; talch® indipendentemente anche dalla nozione di derivata
si_potrebbe prendere per definizione del differenziale la particolarita che noi
davamo sopra come sua proprietd speciale, dicendo ciod che il differenziale
di una funzione f(zj in un punto z @& la parte P % che & nulla o & infi-
nitesima del prim’ordine rispetto ad % nello sviluppo dell’ acerescimento
f(x-+h)—f(z) sotto la forma Pk 4w, dove P ed o hanno le particolarita
sopra indicate, e P pud anche essere zero in qualche punto; e cid natural-
mente nell’ipotesi che un tale sviluppo sia possibile.

101. — Secondo la definizione dunque il differenziale di una funzione
esiste soltanto quando la derivata prima ha un valore determinato e finito;
e siccome 1'oggetto del calcolo differenziale ¢ pit specialmente quello della
ricerca e dello studio dei differenziali delle funzioni, s'intende subito come
questo calcolo richieda assolutamente che la derivata ordinaria sia determi-
nata e finita.

In alcune questioni perd invece dei differenziali intesi nel senso indicato s
potrebbero considerare dei differenziali presi soltanto a destra dei singoli punti
0 dei differenziali a sinistra definendoli in modo analogo per mezzo delle deri-
vate a destra o a sinistra, e allora si richiederebbe soltanto 'esistenza della de-
rivata a destra o di quella a sinistra; ma come per le derivate, cosl anche
pei differenziali, noi in cio che segue parleremo sempre dei differenziali intesi
I1.el senso ordinario; facendo eccezione soltanto pel caso che il punto cui essi
si riferiscono sia un estremo dell’intervallo nel quale la funzione viene consi-
dfzrata, nel qual caso i differenziali come le derivate non potranno essere che
differenziali o derivate prese a destra o a sinistra del punto corrispondente.

102. — Cio premesso, osserviamo che, avendosi df(x) = f'(z) h, se si
suppone f(x) = x, si trovera dr = h; e questo mostra che il differenziale della
variabile indipendente non & mai zero ma tende a zero, ed & uguale in
modo preciso all’accrescimento % di questa variabile, e si ha quindi la for-
mola d f(z)=f (x)dz, in forza della quale la derivata [ (z) venendo ad
us.serc il coefficiente del differenziale d r, & anche detta talvolta il coefficiente
differenziale di f(x).
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Di qui poi si ha f'(z)= ?‘g—f} e quindi la derivata f"(z), che noi defi-

1

nimmo come il limite del quoziente dell’accrescimento della funzione allo
accrescimento della variabile, e che gia per questo e per la definizione data
pei differenziali potrebbe riguardarsi § 7 [pag. 8] come il limite del quoziente
dei differenziali della funzione e della variabile indipendente, viene ora ad

essere uguale in modo assoluto a questo quoxiente di differenxiali.
df(z) dz

103. — In seguito a cid, per una funzione ¥ = /() I'espressione - - Rk P

considerata come quoziente di differenziali, & dunque uguale alla derivata.
Indipendentemente da questo perd, e indipendentemente anche da ogni

dx
concetto di differenziale, considerando 1’espressione ‘ig 0 2 hon come

quoziente, ma soltanto come un simbolo, si usa anche sotto questo aspetto
la notazione gz per rappresentarc la derivata di qualsiasi funzione z (nella

dx
ipotesi, s’ intende, che questa derivata esista) e cosl per ogni funzione x di

~

una sola variabile r, I’espressione = tanto considerata come simbolo con-

venzionale indipendentemente da ogni concetto di differenziale, tanto consi-
derata come quoziente di differenziali, rappresentera sempre, anche per noi,
la derivata di x, ¢ in ambedue i significati si avra dr= %; dz.

104, — 1 differenziale d x della variabile indipendente pei valori di z
che si considerano & una quantita infinitesima; e quindi, dovendo impiceo-
lire continuamente, & di sua natura variabile.

Perd quando i differenziali di x devono considerarsi per pitt valori di «
insieme, o anche per ogni punto di un dato intervallo, nulla impedisce di
stabilire che il differenziale di x, pure essendo sempre variabile nei difterenti
suoi stati di grandezza, sia continuamente lo stesso in tutti i punti, per modo
ciod che, pure variando continuamente, passi nello stesso tempo per uno stesso
valore dz in ciascun punto, o in altri termini sia indipendente da r.

Allora perd non avverra altrettanto generalmente del differenziale della
funzione 2 che si considera, perché mentre il dz, che non & altro che l'ac-
crescimento k che si da alla variabile, lo prendiamo noi, il dz invece & quello
che viene, dipendentemente dalla natura della funzione x e dai valori di @
e di dz. per mezzo della formola dx=7+'(2) dz nella quale 2’ (2) dipenderi
generalmente da x; e cosi mentre dx non sari mai zero, dx lo sard in tutti

quei punti nei quali & zero z’ (z).
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E cosl, convenendo, come testé dicemmo, di considerare sempre d’ora
innanzi come costante rispetto ad z (ciod indipendente da z) il differenziale
della variabile indipendente z quando questa variabile deve prendere tutti i
valori corrispondenti ai singoli punti di un dato intervallo, & chiaro che
questo differenziale si distingusra allora dal differenziale delle funzioni z
(che negli stessi punti ammettono un differenziale) per la circostanza che
(a differenza del primo) quest’ultimo ordinariamente non sari costante, per
quanto le notazioni dei differenziali di » e di z saranno ancora perfetta-
mente le stesse.

E si pud notare che quando, essendo @ la variabile indipendente, dx
& costante, le sole funzioni z, che ammettono un differenziale in tutti i punti
di un dato intervallo, e per le quali questo differenziale & esso pure costante,
sono le funzioni di primo grado; giacché, onde accada questo, bisogna e
basta che la funzione x abbia la sua derivata z" uguale a una costante p., e
allora (§ 42 1.° [pag. 50 e 51]) sari x=p.x+ v, essendo v un’altra costante.

105. — Le regole per la differenziazione delle somme, dei prodotti dei
quozienti si vede subito che sono le stesse di quelle che si dettero per la
derivazione, e noi non staremo percid ad occuparcene, e passeremo invece
a trattare della differenziazione delle funzioni di funzioni.

Per queste funzioni osserveremo che i loro differenziali, a differenza delle
derivate, possono scriversi precisamente come se si trattasse di funzioni di
una variabile indipendente, giacche se si ha p. es. 2 ==x(u) con u=u(z),
e sono soddisfatte le condizioni necessarie per I'applicazione della derivazione
delle funzioni di funzioni, insieme alla formola 2’,=x' 4, si hanno le altre
dx=2x/,dr, du=1u,dx, e percid si avra dx=2z',du come se u fosse la
variabile indipendente.

Lo stesso successivamente si trova pel caso che x sia funzione di fun-
zione per mezzo di un numero qualunque 7z di funzioni, ciod avendosi
r=2(w), con uy=1u (), U=y (Ug), ..., Up s =y, (,), U,=,(T), si
trova subito che dx =2y, du, =%, dity =%y dus=. .. = &y, dup =%, dz;
talchd si pud affermare che quando x dipende da una quantita « che & la
variabile indipendente, o & una funzione che dipende direttamente o per
mezzo di una o pitt altre funzioni dalla variabile indipendente, allora (nell’i-
potesi sempre che le regole di derivazione delle funzioni di funzioni siano
applicabili) la forma del differenziale dx sari sempre quella stessa che si
avrebbe se w fosse la variabile indipendente: e soltanto, secondoché saremo
nell'un caso o nell’altro, nel valore effettivo 2',dw del differenziale di x vi
Sfll‘fi differenza nel significato di du , perché nel primo caso du sari differen-
Ziale di variabile indipendente, e nel secondo sara differenziale di funzione.
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In ogni caso poi il quoziente i dei differenziali di * e di « dari sem-
pre la derivata di z presa rispetto ad « tanto che w sia la vera variabile
indipendente, tanto che essa debba esser considerata come tale soltanto nella
derivazione, purch® in quest’ultimo caso dw non sia zero, il che, come di-
cemmo sopra, potrda allora benissimo avvenire perché # non sara la variabile
indipendente.

Queste osservazioni poi conducono immediatamente al teorema sulla deriva-
zione delle funzioni inverse, giacché se x(z) & la funzione inversa di x=x (2),
e se almeno nell’intorno del punto = o z che si considera sono soddisfatte le
condizioni del § 39 [pag. 45], e nello stesso punto la derivata D x & finita
e diversa da zero, dall’ essere D,z =—= ‘;': = El?.v , si deduce subito che
DJ:D—J];g , ecc. dz

106. — Come si hanno le derivate degli ordini superiori al primo, cosi
pure si hanno i differenziali degli stessi ordini, che, al pari delle derivate, si
deducono ciascuno da quello dell’ordine immediatamente precedente come
il primo si deduce dalla funzione, e considerandovi il differenziale della va-
riabile indipendente come costante,

Si supponga che x=2(z) sia una funzione di una variabile indipen-
dente = che in un punto x oltre ad ammettere la derivata prima z'(z),

dx

PP ammette anche la derivata seconda, la terza, ecc.

037

In questo caso avendosi dz = ﬁ—idz:x’(x)dx, si considera anche il

differenziale di dx, che chiamasi differenxiale secondo e si indica con d(dx),
o d'x; poi si considera il differenziale di d*z che si chiama differenxiale
terxo e s'indica con d’x....; e cosl riguardando dx come costante, per
questi differenziali si ha evidentemente,

Fr=d[x' (r)]da=2"(2)d2* |, Pz =d[2"(z)]da*=2z"(z)dz*...;
ed & in conseguenza di questi resultati che le derivate seconde, terze,...,
" nt P TR T dtz dxz
2" (x), 2" (2)... di 2 §'indicano con a2 ds
simboli come quozienti nell’ipotesi sempre che z sia variabile indipendente
quanto considerandoli semplicemente come simboli rappresentativi delle varie
derivate ™.

. tanto considerando questi

™ Cosl d’ora innanzi avremo tre specie di simboli per rappresentare le deri-
vate dei vari ordini di una funzione z di una variabile x, cioé il simbolo di Cau-

— D s

107. — A complemento perd di quanto abbiamo detto sopra pel caso delle
funzioni di funzioni, conviene ora osservare che quando x non dipende diret-
tamente dalla variabile indipendente, e si ha per es. 2 =xa(u) con u=wu(z),
allora, mentre il differenziale primo di # ha sempre, come abbiamo detto,
la forma z'(w)dw, come se wu fosse ancora la variabile indipendente, non
avviene pitt lo stesso pei differenziali di ordine superiore, a meno che la
funzione #(z) nel punto x che si considera non abbia i differenziali succes-
sivi uguali a zero.

In questo caso infatti dall’essere dx=2"(¥)du non si deduce pit
d*x =2"(u)du®, perché dw, almeno generalmente, non & costante, e si ha
quindi invece 'altra formola d®x = 2" (x)du® 4 2'(«)d*u, come similmente si ha
@z =2"(w)du® + 32" (w)du d*u + 2" () d®u, e cosl di seguito; talché ordinaria-
mente la forma dei differenziali secondo, terzo, ... di x non & piu quella che si
avrebbe se u fosse la vera variabile indipendente, e i simboli :%; s j% y... che
pure ancora si usano per rappresentare le derivate seconde, terze ,... di x
prese rispetto ad u come se « fosse la variabile indipendente, non possono
pitt riguardarsi come quozienti di differenziali, ma devono riguardarsi sem-
plicemente come simboli rappresentativi di queste derivate, ecc.

Se perd nel punto z che si considera i differenziali secondo, terzo, ... diu
saranno zero, e in particolare se % sara una funzione di primo grado, allora
per tutti i punti @ pei qualilpud applicarsi la differenziazione si avranno
ancora le formole del paragrafo precedente d*x = 2" (w) du®, d*zx =2"(@w)dw? ,...

108. — Merita ora di esser fatta la osservazione seguente.

Quando f(z) & una funzione cui la formola di Taylor & applicabile per
uu dato punto x e per tutti i valori di 2 numericamente inferiori ad un
certo limite, per modo che per gli stessi valori di z e di % si abbia

h* h®
fe+l =@ + @) 2+ @) Lo+ @) g oo

allora, supponendo che k impiceolisca oltre ogni limite e divenga il diffe-
renziale di z, e ritenendo che z sia la vera variabile indipendente, si potrd
scrivere

A@) = df@ + § @) + {35 PF@ + ooy

¢hy Dz, Dtz D3z,..., quello di Lagrange z' ,2',2",..., e quello di Leibnitz
dz @z Pz
dz ' 3z’ @@
due simboli la variabile dalla quale dipende la funzione z.

[ simboli piii comunemente usati sono quello di Lagrange, e quello di Leibnitz,

.., mettendo in evidenza o no, secondo i casi, anche nei primi
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essendo Af(z) I'accrescimento totale di f(); talche si pud evidentemente

affermare che la formola di Taylor ci di l'accrescimento totale di f(z) de-

composto nei singoli accrescimenti parziali dei successivi ordini; dei quali

I’accrescimento di prim’ordine (quando vi &) & il differenziale primo di

f(x), quello di second’ordine (quando vi &) o il differenziale secondo all’in-

fuori del fattore 1—1-2‘-, quello del terz’ordine & il differenziale terzo all’in-
1

fuori del fattore i 9.3 ,...; e quindi, ricordando la formola che da lo

sviluppo in serie della esponenziale e*, si vede che si pud scrivere simboli-
camente Af=e*"—1, intendendo ciod che nello sviluppo di e*" i simboli
d"f anzich® potenze indichino differenziali.

109. — Aggiungiamo che si chiama differenza prima di f(z) e s indica
con Af(x), I'accrescimento totale [ (x—+h)—f(x) di f(z); si chiama diffe-
renza seconda, e §'indica con A*f(z), I'accrescimento che prende Af(x)
quando si fa variare ancora di h, ciod f(z+2h)—2f(z+h)+f(x); si-
milmente si chiama differenza terza di f(z), e s’indica con A3 f(r), 1ac-
crescimento di A*f(z) calcolato al modo stesso, che verrd percid ad essere
fle+30) -3f(x+2h) + 3f(x+h) - f(x); e in generale si chiama differenxa
n" di f(x), e s'indica con A"f(x) la quantita

f@+nh) —n,, flz+(n-1)h]+n. . flz+r—-2)k]—..... +n, flx+h) Ff(@);

e cid per la ragione che, coll’ammettere che sia

(1) A*f(x)=n.fl@+nk)—n,. flz+(n-1) Rl +....... +n, flz+h)Frf ()

si trova che il successivo accrescimento A[A"f(x)] di A"f(z), 0 A f (),

calcolato col metodo suindicato, viene appunto ad esser dato dalla formola

AMLE(@) =1 fl2+ (04 1) B — (1 4000 (@4 R) +{Rps 4 M) fl2+ (n—1)R]

......... F (m+n) fl@+h) £1,f(2)=

~flz+(n+1)h]—(n+1), fle+nk)+{n+1) flz+(-1) ] —....F
F (n+1), fl@+h) £ fla).

110. — ™ I rapporti a }ffx} di queste differenze n™* alle potenze 7™
dell’ ncerescimento % della variabile, tanto per k finito quanto per A ten-

dente a zero, conservano le proprietd principali dei rapporti incrementali.

#) T risultati di questi paragrafi 110, 111, 112, 113, 114 e 115 non si trovano
esposti nelle lezioni autografate del 1877,
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Noi li diremo percid rapporti incrementali d’ordine n, e daremo qui le
dette loro proprietd principali.

Supponiamo percid dapprima che la nostra funzione f(z) ammetta anche
le derivate di ordine n determinate (finite ciog¢ o infinite e determinate di
segno) almeno in un intorno del punto x,, salvo tutt'al piti in questo punto z,,
essendo questo intorno di ampiezza uguale o superiore al valore assoluto
di nk, e situato tutto a destra o tutto a sinistra dello stesso punto x, secon-
dochd % sara positivo o negativo.

Tenendo conto dei risultati ottenuti nella nota delle pag. 81 e 82, nei
quali intenderemo che sia cambiato » in n+ 2, e che per le f, (x), fi(2) , f5(x),
«evy fage(®) siano prese le funzioni f(z),1,(r—a), (z—a)(r—a,y,...,
(x-a) ([@—ay)...([@—a,) cona, =, Gy =xy+ b, @3 = T, +2h , ..., @y, = 1o +nk,
e sia indicato ancora con %k un numero conveniente situato fra z, e z,+nh
e diverso da questi estremi, avremo la formola

™ (k) 0o 0 0 0 =(n)

f(zo) 10 0 0 0

flaoy ) 1 =(1)% 0 0

fl+2k) 1 2k = (2) B 0 0 |=o0,
flog+(mn—1)k) 1 (n—1)h, (n—1)(n—2)k* ... =(n—1)k"" 0

fleo+n k) 1 nh nn—=1)k* ... nn-1)..2-"" z(n)k"
e questa ci darda subito 1'altra
Du(@)=(—1"= (W)= (2),...,a(n—1) k"™ (k) ,

quando si ponga

fag) 1 0 0 0 0
flzst+h) 1 =(1) 0 0 e 0
| f@t2h) 1 2 =@ 0 0
?) D)= | f@t3h) 1 3 3.2 =(3) ai 0
fatm-1)k) 1 n-1 (n-1)(n—2) (n—1)(n—2)(n-3). .. 2(n—1)
flaytn h) 1 n  n@m-1) n(n-1) (n—2)

. n(n-1) (n-2)

sii

10
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“Ora sottraendo in questo determinante ogni linea dalla seguente a inco-
minciare dalla seconda si trova

f(@yth) —f () 1 0 0 s
f(@y+2 B)—f (xy+h) 1 =(1) 0
D,(z) | fl@c+3h)—f(xs+2k) 1 2 = (2) ‘
-1 |. . . . . . . o ;
fatn-1) iy—f@t-2)k) 1 n-2 (-2 (@-3) ... =(n-2)
flzgtnk) —f@+@n-1)k) 1 n-1 (n-1) (n=2) ... (n—1)(n—2)...2

e di qui evidentemente si ricava subito

e ora osservando che D, (z)=—Af(x), e quindi

D, (z)= (1) |Afl@sth)-Afl@) == (1)4*flz) ,
Dy(z)= —=(1)7(2)}A flasth)-A* f(z) {=—= (1) =(2) A*flz)
Di(z)=  =()=(2)m@)} A% (mth)-0°f (@) |=7 (1)7(2) = (3) A* (@) »

. . .

D, (@)=-1)"z (1)%(2). . . 7 (n=1)} A" fl@eth)-A" (o) {=(-1)" (1) 5 (2). .. = (n~1) A" (zd),
si conclude che
@ A% flw)= B fOH = e+ O,nh), 0 ST g, 46, m)

con 0, numero compreso fra 0 e 1 (0 e 1 escl.) che dipenderd da ,, da n,
da h e dalla natura di f(z); e cosi resta evidenwemente estesa alle diffe-
renze e ai rapporti incrementali d’ordine qualunque 7 la formola degli ac-
crescimenti finiti, nel tempo che abbiamo altresi dimostrato che la diffe-
renza n™® di f(z), che gid avevamo posta sotto la forma (1), pud sempre
porsi anche sotto la forma del determinante (2) all’infuori del fattore costante
(=3
z(1)n(2)...7(n-1)

; ciod si ha sempre

(=1

8 f@) = e am=1) Dn@)

essendo D, (z;) il determinante (2).
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111. — Notiamo che se nella formola precedente (3) il punto z, che &

- preso come punto di partenza in A" f(z,) si cambia nel punto z,—2, dove ¢

& un numero del segno di % e non superiore in valore assoluto a nk, allora
pel rapporto incrementale corrispondente avremo la formola

Bl =) _ oy — i 4 0,1 By = ot 1),

essendo al solito 6, un numero compreso fra 0 e 1, e 7, un numero com-
preso fra—1 e 1 (gli estremi sempre esclusi); e di qui in particolare se
i=ph, dove p & uno dei numeri interi 0,1,2,3...%, si hanno differenze
e rapporti incrementali speciali particolarmente notevoli, che potremo inten-
derli riferiti ancora a un punto determinato z, indicandoli con A} f(xz); e
questi corrisponderanno a differenze e rapporti incrementali d’ordine superiore
destri e sinistri, o in parte a destra e in parte a sinistra, rispetto al punto a.
In particolare pel caso di =2 con p=1 avremo la differenza A}f(z,),
D)
ki
spesso si considerano negli studii superiori; e questo rapporto viene ad essere

@+ k) —2 f(zs) + f(zs—h)
it

e il rapporto incrementale del second’ordine corrispondente , che

, ed & precisamente il rapporto ad h della

differenza dei due rapporti incrementali del prim’ordine (destro e sinistro)
f(@+h)—f(z)  f(@—h)—f(a)
T h ¢ ) '

112. — Questi risultati generali sono relativi, come abbiamo detto, al caso
in cui almeno in tutto I'intervallo da z,—ph a 2,—ph-+nh, tranne
tutt’al pilt negli estremi, le derivate »™* di f(z) esistono sempre, potendo
perd essere anche infinite ma determinate di segno.

Essi poi conducono anche ad un’altra formola che vale pel caso in cui
la derivata n™ di f(z) presa nel punto z,, a destra o a sinistra secondochd
& positivo o negativo, esiste ed & determinata e finita, qualunque cosa poi
accada della stessa derivata nei punti fuori di ,.

Questa formola & la seguente

() lim 25 7(@)
kn

=1"(20), 0 Apf(@) =h"} ™ (2)+ 2],

dove ¢, & una quantitd che tende a zero con k; ed essa pud sostituire la
Precedente (3) come la () della nota alla pag. 87 pud sostituire la formola
di Taylor abbreviata che si ha nel caso che si abbiano le prime ipotesi
rispetto a /" (z).
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@'hl:{xn"'k'”l'n—ﬂ“‘ 1)k) 4" () (41 ws(n-1))-
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Per trovare questa formola, osserviamo per prima cosa ch‘e, q}mndo si
ha un polinomio Q di grado %, basta applicarvi la formola gia dimostrata -
(3) per vedere subito che i suoi rapporti incrementali ﬁ%{z_} di un or-
dine m qualsiasi saranno tutti uguali alle derivate dell orn?ine c(?rrispnnj
dente in punti intermedii fra z—ph, e o—ph+mh, & in pm‘hcolsma}
rapporti incrementali di ordine » saranno uguali ad una c.osta.nte che sard
(come la derivata) il coefficiente del primo termine moltiplicato per =(n),

e i rapporti incrementali seguenti saranno tutti nalli.
@)

Segue da cid che se si considera la funzione U(2) = f(z) - 6 (z— )",

questa funzione avrd la derivata »"* zero nel punto z,, e il suo rapporto

incrementale sard éf@ —f™(z,); mentre, esistendo evidentemente le

derivate (n—1)™* di f(2) nei punti z di un certo intorno di a,, la fumola
(3) ci mostra che per le differenze (n—1)y* di ¢ () quando % sia suffi-

cientemente piccolo, avremo
A4 () =k ¢ (@ - o (R—1) B);

e quindi, poich? si ha A} (z)= A (2o + B)— Ay (), avremo eviden-
temente

- s (0= )) =4 (@t Yo (0= D)
A} f () i Fa e P Wty + h41 na (= 1) B) = 4" (27 '
T—f”(%)— h

essendo 1, € 7, quantiti comprese fra —1 e 1 (questi estremi esclusi)
che dipendono da n, da z, e da %, e dalla funzione f(z). '

Ma evidentemente per quei valori di A pei quali i numeri 1+ v/, (n— 1}:
@ 7,_1(n—1) non sono zero, il rapporto che figura nel secondo membro di

questa formola pud porsi sotto la forma

kAt (n=1) R T (R--1) I

mentre per quei valori di & pei quali uno solo degli stessi numeri 141, (n-1)
@ 7, (n—1) sard zero si avrd ancora questa espressione del secondo m(?mbro
della formola precedente nella quale perd mancherd il rapporto' cornspmf—
dente: e questi rapporti nélla stessa espressione mancheranno tutti e d.ue, e 1]
secondo membro della formola stessa sara assolutamente zero, per quel valori
di k pei quali gli stessi numeri 141/, (R—1) © 7y (n—1) saranno am-

Y (g + 1 (1) )= (20) Tt (n-1);
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bedue zero; dunque, osservando ora che ciascuno dei due rapporti che figu-
rano nella espressione (5), considerati pei valori di % pei quali possono
considerarsi, tendono ambedue a zero perche tendono alla derivata »™* di § (z)
nel punto z, che & zero, si conclude subito ora che al tendere di % a zero

passando h per qualsiasi valore, il limite di -ﬁ-—’@ — ™ () & zero, e restano

cosl pienamente dimostrate, come volevamo, le formole (4).

Sotto certe condizioni poi la prima di queste formole potrebbe dimostrarsi
anche nel caso che f™(z,) fosse infinita (v. ad es. 18§ 174 e 175 [pag. 225
e seg.]) dei miei Fondamenti per la teorica delle funxioni di variabili reali
nei quali & trattato il caso particolare di n=2, con p=1 e p=0).

113. — Secondo il teorema dimostrato, quando esiste la derivata n™* di
una funzione f(z) in un punto z,, e questa derivata & determinata e finita,

il rapporto incrementale A—;igi") al tendere di % a zero ha appunto per
limite f™(x,), e quindi in questo caso il limite dello stesso rapporto incre-
mentale pud sempre sostituirsi alla derivata n™,

Inversamente perd, trattandosi di rapporti incrementali di ordine supe-
riore al primo, non pud sempre dirsi che quando un rapporto incrementale

in

%‘E—“‘r"—) ha un limite determinato / per k=0 a destra o a sinistra, la
funzione data f(r) abbia pure una derivata %™ determinata a destra o a
sinistra, che allora, per cid che precede, sarebbe appunto /; e il processo
stesso che abbiamo tenuto per la dimostrazione del teorema precedente mette
in evidenza questa particolariti, perché quand’anche si ammetta di sapere
che esistono le derivate (= — 1)"* in un certo intorno di x, (il che sarebbe gia
una restrizione imposta a f(x)), si vede subito che se nelle formole del para-
grafo precedente al posto di £ (z,) si sostituisce 7 non se ne deduce affatto
che gli ordinarii rapporti incrementali (cio® quelli di prim’ordine) di ¢~ (z)
0 di /" (z) relativi al punto x, abbiano limiti determinati (che dovrebbero
essere respettivamente zero o /) quando h tende a xero in un modo qualsiasi.

E d’altra parte, anche indipendentemente da queste considerazioni gene-

. i _;
rali, basta avere riguardo alla espressione ACTR) -ff;ffn}+f @=h) 4

2
rapporto incrementale del second’ordine Al i,(’“"’) , che @ uguale alla diffe-

renza dei soliti rapporti incrementali del prim’ ordine (destro e sinistro) divisa
per k., per dedurne subito che possono esservi dei casi (come effettivamente
¢l sono, e anche assai semplici) nei quali il detto rapporto incrementale del
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2
second’ordine A_lfh_EEQ ha un limite determinato e finito per A= 0, mentre

gli indicati rapporti incrementali del prim’ordine, considerati separatamente,
non hanno un limite determinato e finito, e solo la loro differenza ha per
limite zero, cid che non esclude neppure che la funzione f(z) nel punto z,
abbia una discontinuita di seconda specie dalle due parti, in modo perd che
la media dei suoi valori a destra e a sinistra fM}—;{(ﬁ_—k—) abbia il
limite determinato f(z;) per k=0.

114. — Ne segue che i limiti dei rapporti incrementali di ordine supe-
riore al primo, quando esistono, hanno un significato pilt esteso di quello
delle derivate degli ordini corrispondenti, e potrebbero quindi essere presi
in considerazione invece di queste derivate quando volessero farsi degli studii
per funzioni piu generali di quelle che ammettono le solite derivate almeno
fino a un certo ordine.

Noi perd non possiamo ora minimamente fermarci a fare questi studii
generali, pei quali solo faremo notare che, per farli, il pil spesso gioveri
di considerare insieme alla funzione data f(z) la funzione che se ne deduce
togliendovi un polinomio di grado uguale all’ordine del rapporto incrementale
che si vorra considerare (*. '

115. — Solo, limitandoci al caso dei rapporti incrementali del second’or-
dine, che & il pi notevole, dimostreremo che: Quando per questi rapporti

Al
incrementali ST esistera un limite per h=0, mon soltanto nti
55 per per pu

speciali isolati x,, ma per tutti i punti x di un certo intervallo (a , b) (gli
estremi al pits eselusi) nel quale la funxione data f(x) é sempre finita e
continua per tutto e anche negli estremi, allora se i valori del detto limite

di M}{;m pei vari punti z fra a e b (@ eb al pit escl.) costituiranno una
funxione F (z) finita e continua, la funxione data f(x) avra una derivala
seconda determinata e finita in tutto (a ,b), tranne tutt’al pite negli estremi
a o b, che sara appunto ¥ (z); e ogni altra funxione che dia luogo alle stesse
particolarita rispetto ai rapporti incrementali del second ordine non polrd
differire da f(x) altro che per una funxione del primo grado Az +B.
Per dimostrare questo teorema si supponga dapprima che in tutto 1'in-

*) Questi studii generali potrebbero farsi anche per quelle funzioni, pin ge-
nerali dei rapporti incrementali qui considerati, che sono conosciute sotto il nome

di funzioni interpolari.
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tervallo (@, b) la funzione F(z) sia sempre zero, ciod il rapporto incrementale

Alf(@)

del second’ordine i della funzione data f(x) abbia sempre per limite

Zero per h=0 per ogni valore di z fra @ e b, tranne tutt’al pit negli
estremi; e prendiamo a considerare la funzione

b) —
®  v@=z|f@-1@-19 106 o] _2e_op-a),

dove A & una costante.
Questa funzione % (¥) in tutto I'intervallo (a,b) (inclusi gli estremi dove
essa & zero) sard finita e continua; e per essa in ogni punto z di (a, 4) tranne
]

Alg(x) ) g
=k qualunque sia il segno che

tutt’al pit negli estremi, avremo lim
hei

prenderd il primo termine nella stessa funzione g(z).

D’altra parte, poiché nei punti @ e b la funzione ¢(z) si annulla, & certo
che se essa mon sari sempre zero fra @ e b, per un valore 2’ inferno al-
I'intervallo (@ ,b) essa avri un massimo se almeno alcuni dei suoi valori
saranno positivi, e avri un minimo se alcuni dei suoi valori saranno negativi;
per modo che, secondoch® saremo nell'uno o nell’altro di questi due casi'
avremo le due diseguaglianze ‘

PE+) —2(@) <0, e p@ -8 —e@) <0,
o le due
P@+d) —9@) >0, e p@-3)—¢@) >0,
colle quali si viene a comprendere anche il caso, che avevamo poc’ anzi

escluso, in cui ¢ (z) fosse sempre zero fra @ e b; e cosl nel punto z’ avremo
nell’un caso o nell’altro

2 (7' +8) - 24 () + o (2’ -2 '18) = /
r_.____?_éfi -8 o, , 2EHY) 29;'(x’}+¢{r—6120,

Alp (@) : At
—5¢ — == 0 nel primo cuso, e a];E)l J%ﬂzo nel se-
ctﬂ;ldo caso; e se, come possiamo sempre supporre di avere fatto, per A sara
stato preso un numero per es. positivo, non potremo ftrovarci altro che nel

Alp(z)

@ quindi anche lim
=0

secondo di i casi i i i
o di questi casi, perch® si ha }1:; =4, qualunque sia z fraa e b.

Ma evidentemente, essendovi nel primo termine di » () il doppio segno, se
Questo termine non fosse sempre zero per ogni valore di z fra a e b, baste-
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rebbe prendere opportunamente il detto segno per fare si che, con A positive
¢ abbastanza piccolo, % (z) in alcuni punti 2 fra a e b prendesse valori posi-
tivi, e allora esisterebbe certamente un punto 2’ nel quale si avrebbe

Ate(@) : : i .
lim = < 0; dunque bisogna di necessita ammettere che fra a e & il

5!

termine stesso sia sempre zero; e questo porta senz'altro a dire che dovra

essere f(x)-:f(a}—kf—{bi—:-#{z—a) per tutti i valoridi z fraaed (aeb

incl.), per modo che si pud intanto affermare con Schwarz che: Se f(x) ¢
una funxione finita e continua in ogni punto & fra aeb (gli estremi incl.),
e negli stessi punti tranne tutt'al pi negli estremi il suo rapporto incre-

i
mentale del second’ ordine 1-3'—;{,(—{) ha sempre per limile zero per h=0,

la funxione stessa f(x) sara necessariamente una funxione di primo grado.
Ammesso ora invece che per i valoridi z fraa e b (gli estremi al piu

escl.) lo stesso rapporto incrementale '%‘E) per k=0 abbia per limite

una funzione finita e continua F(z), allora siccome esiste sempre, come ve-
dremo nel calcolo integrale, una funzione pure finita e continua ¢ (z), piena-
mente determinata all’infuori di una funzione di primo grado, che per gli stessi
valori di # ha per derivata seconda F(z), & certo che la differenza f(z)— ()
sardi una funzione per la quale il solito rapporto incrementale del second’ ordine
avra per limite zero per k=0 in tutto I'intervallo da @ a b, tranne tutt’al pia
negli estremi; e quindi, pel teorema precedente, questa differenza non potri
essere che una funzione di primo grado Az+B in tutto lo stesso intervallo
(@,b), e si avra percio f(2)=¢(x) + Az+ B; con che il teorema enunciato
sopra resta ora dimostrato completamente.

Questo teorema, sotto certe condizioni, puo generalizzarsi restando ancora
nel caso dei rapporti incrementali del second’ordine, e pud anche estendersi
al caso dei rapporti incrementali di ordine superiore al secondo; ma, come
gia abbiamo detto, noi non possiamo fermarci pit oltre su questi studi.

IX.

Generalita sulle funzioni di due o pii variabili

—_—

116. — Siano = e y due variabili reali indipendenti che per semplicita
considereremo come coordinate cartesiane dei punti di un piano, e ammet-
tiamo che esse possano prendere tutti i sistemi di valori corrispondenti ai
punti racchiusi in un dato campo C, ciod tutti i valori corrispondenti ai
punti di uno spazio finito o infinito C che sia I’intero piano o sia soltanto
una porzione finita o infinita del piano limitato da una o pia linee che ne
formano il contorno, come per es. lo spazio racchiuso da una circonferenza
o da una linea poligonale a lati rettilinei o curvilinei, o da due circonfe-
renze concentriche, o lo spazio compreso fra i due rami di un’iperbola, o
quello esterno ad un’ellisse, ecc.

Limitandoci sempre alle funzioni a un sol valore e reali, e estendendo anche
al caso di pit variabili il concetto di funzione che si ha, secondo Dirichlet,
pel caso di una sola variabile, diremo che # & una funzione di = e di y
in un campo C quando per ciascuno dei sistemi di valori che r e y possono
prendere entro C, o per ogni punto di C, essa ha un valore unico e deter-
minato, finito o infinito, senza curarci della natura della legge o delle leggi
che serviranno a determinarlo; e considereremo soltanto quelle funzioni che,
aa?clusi tutt’al pit, mediante piccoli spazi superficiali, un numero finito di punti
di C o un numero finito di linee, nelle rimanenti porzioni di C hanno sempre
valori numericamente inferiori a un numero finito.

‘ Chiamando poi #nforno di un punto m (a, b) di C ogni piccola porzione
di C nella quale si trovi il punto stesso m come punto inferno o come punto
del contorno secondochd esso & interno a C o @ soltanto un punto del con-
torno di C, diremo che una funzione u, il cui valore %(a,b) in un punto
m(a, b) di C & finito, é continua in questo punto m quando per ogni numero
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positivo e arbitrariamente piccolo 5 si pud trovare un intorno di m tale che
la differenza fra i valori % (z,y) di » in ogni punto (x,y) dello stesso in-
torno e il valore u(a, ) di » nel punto m sia numericamente inferiore a s.

In altri termini diremo che la funzione w ¢ continua nel punto m(a,b),
dove ha il valore finito u(a,b), quando per ogni numero comunque piccolo
e positivo s esistono due numeri differenti da zero e positivi &, e k&, tali che
per tutti i punti (@ +%,b+%) che cadono entro C e pei quali & e k non
superano in valore assoluto k, e k, (per modo ciod che sia A* < hi, < kY)
la differenza u(a + h, b + k) — u(a, b) fra i valori di » nei punti (a+h, b+k)
e quello nel punto (a,d) sia numericamente inferiore a 53 e pit generalmente
infine, senza escludere ciod neppure il caso che nel punto m {a,b) la fun-
zione u abbia un valore #nfinito, si potrd dire anche che una funzione u &
continua in un punto (a,b) di C quando il limite per h=0e k=0 dei
valori u(a+ h,b+k) di u nei punti (@ + k,b+k) @ il valore finito o infi-
nito w(a,b) di » nel punto (a,b); e cid qualunque sia il modo di conver-
gere a zero delle quantita 2 e k.

117. —In ogni altro caso poi diremo che la funzione wu(r,y) & discon-
tinua nel punto (a,b); e, come nel caso delle funzioni di una sola variabile,
distingueremo in particolare le discontinuita che possono togliersi mutando
soltanto il valore della funzione nel punto corrispondente, ecc.; e osserveremo
che una funzione w(z,y) data in un campo C potré esser discontinua soltanto
in punti separati del campo stesso, o esserlo in tutti i punti di alcune linee,
o anche infine essere totalmente discontinua in una o pil porzioni separate
di C o anche in tutto C.

Cosl, per es., si vede subito che la funzione che nel punto r=0,y=0
(origine delle coordinate) & zero, e per gli altri punti (r,y) del piano & definita

dalla espressione sen2 (a.rc tg %) , & discontinua nel punto x=0,y=0,

giacchg, indicando con % 1’ angolo polare del punto (7,y) in coordinate po-
lari, questa funzione & eguale a sen2 ¢, e quindi in ogni piccolo cerchio de-
scritto intorno all’origine (ciod in ogni intorno dell’origine) prende tutti i
valori da —1 ad 1. .

Invece la funzione che pei punti della retta y =0 a destra dell’origine
(asse positivo delle z) & sempre zero, e per gli altri punti del piano & uguale

al valore della espressione x*arcty i-’ , nella quale s’intenda che l’arctgg

deve considerarsi come I’angolo polare (minore di 2 =) del punto (x,¥), &
una funzione continua nel punto =0,y =0, ma & discontinua in tutti
gli altri punti della retta y=0 che corrispondono a z >0 (parte positiva
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dell'asse delle z), perchd avvicinandosi indefinitamente & questi punti dalla
parte dove y > 0 si tende sempre verso zero, mentre avvicinandosi dalla parte
dove y<0 sitende verso 2zz'

118. — Notiamo ora esplicitamente che avendo in un campo C una fun-
zione di due variabili u(r,y), e considerandola in un punto (a,b) di
questo campo, pud darsi che se si suppone dapprima x =a, e si considera
poi % come una funzione u (a,y) della sola y, si trovi che essa & continua
per y=">0; e viceversa, se si suppone dapprima y=2b e si considera poi
la w come una funzione u (¢, b) della sola x, pud darsi che si trovi anche
che essa & continua per r=a; perd (stando alla definizione data sopra per
la continuitd delle funzioni di due variabili) potra accadere che, nonostants
le indicate continuitd per ciascuna delle due funzioni w (x,8), u (a,y) (ciod
rispetto a ciascuna delle due variabili » e y separatamente), la % (2 ,y), con-
siderata come funzione ad un tempo delle due variabili = ed , non possa
riguardarsi come continua nel punto (a, b).

E che cid possa effettivamente avvenire s’intende subito riflettendo alla
definizione generale che noi abbiamo data per le funzioni di due variabili,
perocchd I'indicata continuita rispetto alle variabili x e y separatamente porta
soltanto che i valori della funzione lungo le due rette parallele agli assi
z ey condotte pel punto (a,b) tendano verso il valore della funzione in
questo punto, ma non stabilisce nulla pei valori della funzione stessa negli
altri punti degli intorni di (a, b); e del resto poi, considerando p. es. la fun-
zione che per z=0, y=0 & uguale a zero, e per gli altri sistemi di va-

lori di z ed ¥y & uguale a z-+y-+sen2 (arc tg ";T), si vede subito che per

#=0, y=0 essa presenta appunto la indicata singolaritd; giacchd suppo-
nendo dapprima =0 si trova che essa & sempre uguale a y, e quindi &
allora una funzione sempre continua di y, e supponendo invece dapprima
y=0 si trova che essa & sempre uguale ad z, e quindi & allora una fun-
zione sempre continua di .r; mentre perd, in ordine alla definizione data
sopra, la funzione data, considerata come funzione di x e y ad un tempo
non & continua nel punto (r=0, y=0), per la ragione che nel punto
(#=0,y =0)essa & zero, e fuori di questo punto, indicando con p e ¢ le solite
coordinate polari del punto corrispondente (z,y), si trova che essa @ uguale
fsempre a peosp+tpseny +sen2y; e avvicinandosi al punto x=0, y=0
Indefinitamente tende verso valori differenti a seconda della direzione secondo
la quale si andra verso il punto stesso.

'119. — Geometricamente parlando adunque, noi possiamo dire che per
assicurarsi che una funzione di due variabili % (x,y) & continua in un punto
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(a,b) non basta affatto di assicurarsi soltanto che essa si mantiene continua
in quel punto andandovi secondo due direzioni determinate, o anche eviden-
temente secondo un numero finito di tali direzioni.

E pitt di questo ancora merita di esser notato che per la continuitd di
una tale funzione di due variabili in un punto (a,b) neppure basta assicu-
rarsi che si ha continuitd in quel punto andandovi in qualunque direzione
determinata, per es. secondo le varie direzioni rettilinee; e cid perché la con-
tinuita nel punto (a,d) su ogni retta separatamente che esca da questo punto
porta che scelto un numero arbitrariamente piccolo o esista sempre sulla
retta un certo intorno del punto (a, &) nel quale i valori della funzione sono
vicini & quello che si ha nel punto (a,b) pit di 5, ma il limite inferiore
delle ampiezze degli intorni relativi alle varie direzioni pud essere lo zero.

120. — Aggiungiamo ora che anche rispetto alle funzioni di due variabili
si potrebbero dimostrare sui limiti inferiori e superiori dei loro valori quei
teoremi stessi che si hanno pel caso delle funzioni di una sola variabile; e
si potrebbe pure mostrare che se una funzione w (r,y) ® finita e continua
in un dato campo finite C (il contorno inclus.), essa & sempre continua uni-
formemente, ciod per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo o esi-
stono sempre due numeri differenti da zero e positivi ke k tali che per
tutti i punti (z,y) di C (i punti del contorno inclus.) e per tutti i sistemi
di valori di % e di k numericamente inferiori a k, e k, pei quali il punto
(#+h,y+k) appartiene a C, si ha in valore assoluto w (z+h, y+k) —u(x,y) < 5;
come si potrebbe mostrare ancora che le funzioni continue di due variabili
in un dato campo C prendono in esso effettivamente il loro valore massimo e
il loro valore minimo, e anche qualunque valore compreso fra il massimo e
il minimo, ecc.; ma noi, per non dilungarci di troppo, non dimostreremo ora
nessuna di queste proprietd, che d’altronde si dimostrano con tutta facilita
come nel caso di una sola variabile; e quando ci occorrera di richiamarle,
le riterremo sempre come dimostrate *).

121. — Oltre poi alle funzioni di due variabili, cccorre bene spesso con-
siderare funzioni di tre e anche di un numero maggiore di variabili.

Ora, nel caso di tre variabili reali z,y,%, noi per semplicitd conside-
reremo ordinariamente queste variabili come coordinate cartesiane dei punti
dello spazio, e ammetteremo sempre che esse possano prendere tutti i sistemi
di valori corrispondenti ai punti di uno spazio finito o infinito C che sia

# Queste dimostrazioni si fanno quasi tutte coi soliti processi delle successive
divisioni in 2, 4, 8, 16, ..., 2* .. . parti rispetto a ciascuna variabile separatamente,
come si fa pel caso di una variabile sola.
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l'intero spazio ordinario a tre dimensioni, o sia una porzione finita o infinita
di questo spazio limitata da una o piii superficie limiti, come ad esempio
lo spazio interno o quello esterno a una superficie sferica o a un dato
poliedro, o lo spazio compreso fra due sfere, ecc....

E limitandoci sempre alle funzioni ad un sol valore e reali, diremo che
u ¢ una funzione di #,y,2 in un dato campo C, quando per ciascuno dei
sistemi di valori che x,y,x possono preﬂdere nello spazio C, o per ogni
punto di C, essa ha un valore determinato finito o infinito senza preoccu-
parci della natura delle leggi che serviranno a determinarlo. '

E chiamando ancora éntorno di un punto m(a,b,c) di C ogni piccola
porzione di C nella quale si trovi il punto stesso e, come punto interno o
come punto della superficie limite secondoch® esso & interno a C o & sol-
tanto un punto della superficie limite di C, diremo che una funzione u, il
cui valore w(a,b,e) nel punto m(a,b,c) & finito, é continua in questo
punto, quando per ogni numero positivo e comunque piccolo 5 si pud trovare
un intorno di m tale che la differenza fra i valori w(x,y,#) di = in ogni
punto (z,y,x) dello stesso intorno e il valore u(a,b,c) che essa ha nel
punto m sia numericamente inferiore a o.

In altri termini diremo che la funzione « & continua nel punto m(a , b, ¢),
dove essa ha il valore finito % (a,b,¢), quando per ogni numero positivo
e comunque piccolo o si possono trovare tre numeri differenti da zero e
positivi kg, k,,{, tali che per tutti i punti (a+h,b+k,e+1) che cadono
entro C e che non superano in valore assoluto %, %y, Z, (per modo cio@ che
sia B* TR, K <k, P < [) la differenza u(a+h,b+k,c+l)—ula,b,e)
sia numericamente inferiore a o; e pillt generalmente ancora, senza escludere
ciod neppure il caso in cui nel punto (a,b,c) la funzione u ha un valore
infinito, si potrd dire anche che una funzione % & continua in un punto
(a,b,e) di C quando il limite per 2=0, k=0, I =0 dei valori u(a+h,b+k,c+)
che essa ha nei punti (a+h , b+k, c+0) @ il valore finito o infinito u(a b, c)
che essa ha nel punto (z,b,c), e cid qualunque sia il modo di convergere
& zero delle quantita %,k L

E con queste definizioni, anche per le funzioni a tre variabili potrebbero
farsi osservazioni simili a quelle che facemmo nei precedenti § 117 e seg.
per lo funzioni di due variabili soltanto.

122. — Venendo ora al caso generale di un numero qualunque = di va-
riabili, diciamo prima che quando si hanno n variabili =, ,®,....,, che
possono prendere tutti i valori reali da —o a + oo , riportando allora a
questo sistema di variabili le definizioni e i concetti geometrici, si usa, oome
& noto, di chiamare spasio a n dimensioni I insieme »n volte infinito dei si-
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stemi di valori che queste quantitd =, , ;, ..., T, possono prendere, e si
dice anche che- ogni sistema (@, , @ ,... ) di questi valori determina un
punto dello stesso spazio.

Piu specialmente poi si dice campo o porzione di spazio a » dimensioni
Vinsieme dei punti che si ottengono limitando la variabilita di @z, , @y, ..., %
con date leggi, per modo perd che fra certi limiti esse restino del tutto in-
dipendenti; e in particolare si dice campo finito ogni campo nel quale i vari

sistemi di valori di @, , @y, #3, ... , @, corrispondenti ai singoli punti di esso
sono sempre finiti.
La limitazione da apportarsi alla variabilita di =, , %3, ..., Ty onde for-

mare i vari campi finiti o infiniti di » dimensioni, s’intende che compor-
tera un’ arbitrarieta grandissima; perd noi, per non entrare in troppi det-
tagli, e per essere piu semplici, finch® si resterd nel caso di un numero
qualunque n di variabili z, , z,,...., z,, ammetteremo che non sia posta
alcuna limitazione alla loro variabilita, per modo ciod che ciascuna di esse
possa prendere tutti i valori da —w a + o, e che in conseguenza i vari
sistemi di valori delle stesse variabili z, , @y, ...., 7, possano corrispondere
a qualunque punto dello spazio infinito a » dimensioni; o tutt’al pii, se
una qualche limitazione verri posta alla indicata variabilita di =, , @5, ..., s
noi, a meno che non si avverta espressamente il contrario, intenderemo che
essa venga posta collo stabilire che z, debba variare soltanto fra due nu-
meri dati o, e B (% e B inclusi o no) passando perd per tutti i valori com-
presi fra questi numeri; z, debba variare al modo stesso fra o, e [ %3

debba variare fra oy € f; ....; e , debba variare fra a, e . ; per modo
ciod che pei punti (z,,s,....,,) del campo che si considera, i valori di
Ty, Tg ..., T, siano sistemi di valori compresi respettivamente fra «, e f,
fra oy © Byy...-, fra o, e B,; eallorai punti (2, , 2, .... , ) pei quali al-
meno una delle variabili @, , % , ..., Z,, per es. «,, & uguale ad uno dei

valori limiti ad esso corrispondenti =, o B, si dird un punto limite del
campo C, e l'insieme dei punti-limiti si dira il campo-limite di C.

Si dira poi che un punto (z, , @3, ..., Z,) percorre nello spazio infinito
a n dimensioni, 0 in un campo speciale C pure di 7 dimensioni, un campo ¢
di n—m dimensioni quando i valori che le variabili possono prendere suc-
cossivamente in modo da soddisfare a certe condizioni speciali non sono del
tutto indipendenti, ma soltanto n —m fra essi possono riguardarsi come tali;
al modo stesso che, per es., nell’ordinario spazio a tre dimensioni il punto
(#,y,%) percorre la superficie di una sfera, ciod uno spazio a due dimen-
gioni soltanto, quando z,y,x, invece di restare del tutto indipendenti, de-
vono soddisfare alla equazione z*+y*+2'=1; e in particolare per brevitd
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di linguaggio si diri linea o superficie di uno spazio C a n dimensioni lo
spazio di una o due dimensioni respettivamente tutto contenuto in C, e nel quale
una soltanto o due delle variabili possono essere riguardate come indipendenti.

E estendendo ancora i concetti precedenti, limitatamente perd ai casi

pit semplici e pitt comuni, si dira intorno di un punto (a, , @, ...a,) in
uno spazio C a n dimensioni 1'insieme dei punti (z, , @y , ... 2,) che appar-
tengono a C e pei quali «, , z,, ..., x, sono compresi respettivamente fra
a, -k, e ay+l,, fraay— Ky e ay+h'y,.... e fraa, -k, o a,+k,, essendo
Ry Ryeooss ¥, quantita tutte differenti da zero e positive e comunque piccole.

123. — Con queste denominazioni poi, limitandoci ancora alle funzioni
a un sol valore, diremo funzione di n variabili «,,#,,..., z, in un dato
campo C a n dimensioni ogni quantiti u che per ogni punto di questo campo
ha un valore determinato finito o infinito; e diremo poi che una funzione
u, che in un dato punto (a,, ay, ... a,) ha un valore finito u (a, syl
& continua in questo punto quando per ogni numero positivo ed arbitraria-
mente piccolo o si pud trovare un intorno di (a,, @ ,...a,) tale che la
differenza fra i valori w(x,,a,,...,,) di « in ogni punto (z,,xs,...,x,)
dello stfasso intorno e il valore w(a, ,4a,,..,a,) nel punto (a,,a,...,a,) sia

numericamente inferiore a .

In altri termini, diremo che la funzione % & continua nel punto (a,,ay,...,qa,
dove ha un valore finito u(a, , a,, ..., a,), quando per ogni numero pos.iti;rl;
e arbitrariamente piccolo 5 si possono trovare dei numeri differenti da zero
o positivi &'y, Ky,..., k', tali che per tutti i punti (a,+h, , ay+hy,...,a,+h,)
che cadono entro C e pei quali &, hy,..., k, non superano in valore asso-
luto k'), Ky, ..., ¥, (per modo ciod che sia A} <A, ki < h7Z,..., R < k%)
la diﬁ'a.renza ulay+hy yag+-hy ... a,+ k) —ula, ,a,...,a,) sia semp;a
numericamente inferiore a o; e pil generalmente ancora, senza escludere ciod
neppure il caso in cui la funzione u nel punto (@, ,a,, ..., a,) sia infinita, si
potré dire anche che una funzione « & continua in un punto (a, ,a, , ... a,) di c
qflando ?l limite per hy=0, hy=0, ..., k=0 dei valori w(a+h,, aythy, ..., c:,,+k_)
di % nei punti (@, 4 ky y@s+hgy..., @+ h,) & il valore finito o infinito di
u.{a;,a,,...,a,,) di % nel punto (a, ,a,,...,a,); e cid qualunque sia il modo
di cunv.ergere a zero delle quantitd &, , &y, ..., &,.

E si pud notare che anche per le funzioni a n variabili potrebbero farsi
osservazioni simili a quelle che si fecero ai § 117 e seg. per le funzioni di
due variabili soltanto; come si pud notare infine che il caso delle funzioni
complesse di un numero qualunque di variabili reali si pud ridurre sempre
4 quello delle funzioni reali delle stesse variabili considerando separatamente
nelle funzioni date la parte reale e il coefficiente dell’immaginario, ecc.




X.

Derivate parziali dei varii ordini

————

124. —P;'emesse le nozioni generali che precedono intorno a..lle funzio_ni
di pilt variabili, prendiamo a considerare una funzione f(z,y) di due 7@
bili reali = e ¥, per le quali, a meno che non si avverta espressamente il
contrario, ammetteremo sempre, come gia si disse, che corrispondano alle
coordinate cartesiane dei punti di un’area piana finita o infinita C. '

Dando & una delle variabili, per es. y, uno qualunque dei valori spe-
ciali y, che essa pud prendere nel campo C, la nostra “r'unmon.e fl@, ¥
diverra una funzione f(r,,) della sola variabile , i cui valori saranno
quelli della funzione data nei punti della porzione di retta y=9% che cade
nel campo C; e allora, come funzione della sola z, que?sts. funzione f{:.r,y;,}
per x =2, potrd ammettere una derivata che sari il limite del rapporto incre-

mentale flnte,yd— .90 per e=+0; e agli estremi di C sulla retta
E

y=y, questa derivata sard soltanto una derivata a defztra o0 a sinistra. .
Similmente dando alla variabile  un valore speciale z,, la f(z,y) 8
ridurra ad una fanzione f(z,,%) della sola variabile «, i cui valori saranno
quelli della funzione data stessa sulle porzioni della retta =2, che cadono
nel campo C, e come funzione della sola y per y =, potri ammettere una

derivata che sara il limite di f“‘"‘?’“*?‘ﬂ"“*%’ por ¢ =0, talche si

pud dire che nel punto (z,,y) 1a funzione data f(z,y) potra avere ad un

df (« , af(z,y)
tempo le due derivate [ ﬂ:z Yo ]L ) [ fd;’ Lﬂ ;

Queste derivate sono quelle che si chiamano derivate parxiali fbl pri.m;m‘-
dine di fl@,y) nel punto (z,,y); per modo che per una funzione di due
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variabili f(z,y) le derivate parziali rapporto a z e y in un punto (w,, ¥,),
quando esistono, corrispondono a derivate ordinarie che si ottengono attri-
buendo prima ad una delle variabili 4 o « il valore speciale y, o @, che
essa deve avere, e poi derivando rispetto all’altra variabile = o y, pel valore
corrispondente x, o y,, senza minimamente occuparsi in questa derivazione
dell’ altra variabile y o z alla quale deve gia essere stato attribuito un valore
particolare y, 0 z,.

Queste derivate parziali s’'indicano ora comunemente coi soliti simboli
di derivazione :—f s g , tenendo mente perd ai valori particolari x, e y, che
devono avere x e y nella derivazione, e avendo cura di usare per queste
derivazioni la lettera 3 invece dell’altra d che si usa soltanto per le derivate
ordinarie delle funzioni di una sola variabile per distinguerle da queste,
per quanto talvolta avvenga che le derivate parziali si riducano a derivate
ordinarie; e ben s’intende che quando f(x,y) sia finita e continua entro C,
o almeno sia tale rispetto a » e a y separatamente sulle varie rette y = cost.,
af 3f
5% 3y
punto di C e costituire due nuove funzioni di x e di y nello stesso campo C
che potremo indicare con fi(x,y) e fi(z,y).

In questo caso poi, o almeno nel caso in cui queste derivate esistono pei
punti di un intorno di (z,,y,) (il punto (z,,¥,) incluso), esse potranno dare
luogo a nuove derivate parziali pel punto stesso (z, , %), le quali si diranno
percid derivate parxiali del second’ordine e potranno essere tutte le quattro
o [d.,ﬁ (%, ¥ }} [dﬁ (o, yJ] [dﬁ(x, _yul] [df- (-»c.ny)] e

dzx | '’ dy w dx b dy |,
- i a0t a* ef o
queste s’indicano ora comunemente colle notazioni B.L_,: , ﬁ};y , Sy_é; , E{ ,
tenendo perd conto dei valori particolari z, e y, che devono avere z ed ¥
nelle derivazioni; e da noi, in cid che segue, saranno indicate talvolta anche
con le notazioni f; , (x, s ¥0) 5 [re(Boy %) 5 fen (@oy 00) 5 for (25, 40

Alla lor volta poi queste derivate parziali di second’ordine potranno esi-
stere in ogni punto di C, o almeno nei punti di un intorno di (r, y Yo)y ©
potranno dar luogo a derivate parxiali del terx’ordine che si otterranno al

. *r  ¥f *f
modo st ! AT D 37 S

0ss0, ¢ s'indicheranno con 57 ' 5ay * Feayas' e queste de-
nvate del terz'ordine potranno poi dar luogo ad altre derivate parziali del
quart’ordine, e cos) di seguito, per modo da avere in certi casi anche deri-

vate parziali di ordini grandissimi.

0 x=cost., le due derivate parziali potranno esistere per ogni

11
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125. — Similmente, se invece di una funzione f(z,y) di due variabili,
si ha una funzione f(z,, 2, ..., @,) di 7 variabili, allora, in ogni punto
.,a,) del campo nel quale questa funzione viene considerata, si

{a'l 3 a’ e

potranno avere 7 derivate parziali del prim’ordine che s’ indicheranno con
of @ af & o0 . @ :

a_:cf_, . a—;":, o 3 e che si otlerranno; la prima % attribuendo a x;,74,...,7,
i valori speciali @, @, ...,a, € poi derivando rispetto ad ,, per z,=ay, la
funzione della sola variabile x, cui allora verra a ridursi la funzione data;
la seconda %‘E si otterra attribuendo & o, , @y, ..., Ty i valori @y, @y, ..., 0,

e poi derivando rispetto & &y, PEr iq=0s, la nuova funzione della sola va-
riabile a4 ,...; non occupandoci cosi volta per volta, nelle derivazioni, altro
che della variabile rapporto a cui si deve derivare, e le altre dovendo aver
gia ricevuto i valori particolari corrispondenti al punto che si considera.

Ciascuna poi di queste derivate parziali potra alla sua volta dar luogo
a n derivate parziali del second’ordine, ciascuna delle quali poi potrd essa
pure dar luogo a n derivate parziali del terz'ordine, ecc.....

126, — Per sempliciti limitiamo ora le nostre considerazioni alle derivate
parziali delle tunzioni di due variabili, avvertendo perd che cid che si dice
per queste funzioni pud dirsi ancora per quelle di un numero maggiore di
variabili.

E pel calcolo delle derivate parziali delle funzioni f(z ,y) facciamo espli-
citamente notare che, quando si cerca per es. la derivata parziale rispetto
ad « nel punto (zy,%) 0 fi(%, 1), si deve propriamente, secondo la defi-
nizione, attribuire prima ad y il valore speciale y, e derivare poi rispetto a
z nel punto x, la funzione ottenuta f(x,y,); n&, pel calcolo della stessa
derivata, pud dirsi che sia sempre permesso di eseguire invece la derivazione
di f(z,y) rapporto a x per =1, lasciando indeterminata la y e conside-
randola solamente come una costante nella derivazione per farla poi uguale
a y, dopo eseguiti i calcoli; come neppure pud dirsi che sia sempre permesso
di lasciare dapprima indeterminate tutte e due le variabili z e y, per farle
poi uguali a x, e y, soltanto dopo avere effettuata la derivazione parziale
rispetto ad .

Si potra invero evidentemente affermare che i resultati che si otterranno
col fare nel primo dei detti casi y=y,, © nel secondo z =, e y=y, soltanto
dopo eseguiti i caleoli, saranno gli stessi di quelli che si otterrebbero appli-
cando rigorosamente la definizione data sopra, quando i ragionamenti che
in tal modo si faranno per giungere alla determinazione della derivata
saranno applicabili a qualunque punto (%,y) © (z,y) del campo C che si
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cans‘idara? e in particolare anche al punto (z,,,) senza veruna differenza o
nimdlﬁcn‘zwne di sorta; ma non si potrd gia esser sicuri che i detti resultati
siano gli stessi quando gli indicati ragionamenti per applicarsi al punto (x,,y,)
deh‘bm:no subire alcune modificazioni, o quando, essendo incerti su ciboz:!li;
avviene Per questo punto, si sappia soltanto che essi sussistono per punti vicini
qua;lto si vuole a questo, senza sapere al tempo stesso che la derivata nel
E:.EO z t;?éfolcl:m considerarsi come il limite dei valori che essa ha nei punti

! E'dlt:att.i,' per quanto il caso che pilt comunemente si presenta nelle a
plicazioni sia quello appunto in cui le derivate parziali della funzione clatI:
flx,y) 11‘61 punto (7, ,y,) si ottengono lasciando = e y indeterminate, e fa-
ceudr:u poi x=x, e y=y, nella derivata generale trovata, ecc. ... esistont; erd
effettivamente anche dei casi in cui questo processo non & affatto a lir-fb‘l
p.el calcolo delle derivate di certe funzioni in alcuni punti del campg i;1 cl G',
si considerano, ma conviene per questi punti applicare il metodo c]l:e risu]ltlt:
dalla definizione e non altro; talchd I'osservazione che qui abbiamo fatta
non pu‘o dirsi fuor di luogo, e ad essa converri sempre tener mente onde
esser sicuri di non commettere errori.

l.Jn‘ Efsempio del resto di funzioni per le quali il calcolo delle derivate
pars.r.mh in un dato punto non pud farsi determinando prima il valore delle
derivate glenerali, e poi particolarizzando in queste le variabili = e y, si ha
dalla funzione che per #=0,y=0 & zero, e per gli altri valori di Jx, ey o

data dalla formola f(x,y}-_«x—2yarcta.ngf.
Y

hI“er questa funzione infatti, per tutti i sistemi di valori di z e y pei
quali ¥ non & zero, e anche per quelli pei quali & zero ma z & diverso
2

2+ %
pel punto =0 ,.y= 0 questa derivata, calcolata secondo la definizione, & 1:
mentre quando si volesse dedurre questa derivata nel punto z=0 y :t‘} da.]:

da zero, la derivata rapporto ad z ¢ data sempre dall’ espressione

P ; z?
espressione generale -

— gl
J_,;—;, col farvi nel medesimo tempo x=0,y=0, si
troverebbe un’e: i igni - i

| spressione senza alcun significato 0® quando si volesse cal-
;30 rg questa de.rwa.ta stessa determinandola dapprima nel punto (0,y), ciod
asciando dapprima la y indeterminata, e poi dopo la derivazione facendo

Z=g, si n-;verebbe —1 invece di 1 pel valore della stessa derivata nel punto
=tV,y=\L.
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127 ® . — Cid premesso, passiamo a dimostrare il teorema conosciuto sotto
il nome di teorema della inversione delle derivaxiont, quello ciod pel quale,
sotto certe condizioni, che sono perd pochissimo restrittive, si pud affermare

; *f tf .
che le due derivate 573y e jyoz sono uguali fra loro.

Riducendo al minor numero, e in una delle loro forme pit semplici, le
condizioni sotto le quali si pud essere certi della sua validiti per un punto
dato (z,,y,), questo teorema pud essere enunciato nel modo seguente, ciod:

Se per una funxione f(x,y) sono soddisfatte le sequenti condixioni:

1.0 che nei punti (r,y) di un intorno ¢ del punto dato (x, ,y,) le deri-
vate parxiali del prim’ordine éa-_—fr , € %sﬁa-no sempre determinate e finile;

2.° che nei punti dello stesso intorno ¢ esista almeno una delle due de-

; *f *f ; *f ; ; ;
rivate seconde 373y ' 9yor’ per es. la prima 573y’ e nei punti fuori
di (x,, yo) questa derivata sia sempre determinata e finita, mentre nel punto
(xy,yo) puo anche essere infinita, essendo perd continua in questo punto,
per modo cioé che in esso il valore (finilo o infinito) della stessa derivala
sia il limite dei valori che essa ha negli altri punti ™,

# Tl testo in questo paragrafo diversifica per la forma da quello delle lezioni

autografate del 1877.
Cio & stato fatto per rendere pitt chiara la esposizione.

## Invece di questa condizione rispetto alla derivata seconda a::; 7 nel punto

(2, , o) © megli altri punti dell’intorno ¢, basterebbe porre 1'altra che essa esistesse
nei punti (x,y) fuori del punto (ry,y,) e avesse un limite determinato (finito o
infinito e determinato di segno) avvicinandosi indefinitamente a questo punto ; ma
questa condizione porta I'altra della esistenza e della eontinuita della stessa deri-
vata nel punto (a;,y,), e ad essa equivale completamente.

Si pud notare infatti in modo generale che il teorema del § 44 [pag. 55 e seg.] per
le derivate delle funzioni di una sola variabile si estende anche alle derivate par-
ziali delle funzioni f(x, ,@y,...,x,) di pil variabili giacché se, essendo incerti
pel punto (@, , @ ,...,a,), si sa per es. che con A, diverso da zero, ma comunque
piceolo in valore assoluto, nei punti (x, , @y, @ ,...,a,) pei quali @, & compreso
fra a,e a,+ h, (a escl.) la fanzione f( @, Tyye 0oy Tn) ha una derivata parziale

; i A
rispetto a @ determinata e finita a;%' 0 fi(® @ ,@ ... ,0au), e questa derivaia
1

per x; = a,, a destra o a sinistra secondo che h; & positivo o negativo, ha un

limite determinato finito o infinito, allora si pud sempre asserire che la derivaa

2 - .

-J: rispetto ad x, a destra o a sinistra esisterd anche pel punto (a; ,@g,--- 2 @)y
1

e il suo valore sard uguale al detto limite, giacché evidentemente la funzione
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; af
3.0 che la derivata 3y ner punti pei quali y=y, sia continua almeno
come funxione della variabile y;
allora anche I altra deri 27 sterd
ra derivata seconda Syiz esistera nel punto (x,,y,), e il

suo valore sara appunto quello di 37 nello stesso punto, eioé si avra

e 2f dxdy
dydx — dzdy

Si suppone naturalmente che, se il punto (z, ¥,) fosse un punto del con-
torno del campo C nel quale la funzione data f(x,y) viene considerata, si
pussanu‘condurre per quel punto due rette parallele agli assi = e Y ciie
almeno in piccolissime parti nelle vicinanze del punto stesso (x, , y,) si tmvino1
tutte contenute in C, onde in questo punto sia possibile di ;'a.re il caleolo
di tutte e due le derivate parziali :—i e :4; almeno da una parte.
”-La dimostrazione di questo teorema importantissimo, salvo leggiere mo-
dificazioni, & stata data da Schwarz nel modo seguente.

Indichiamo per abbreviare con f,(x,y), fi (', y),fi.e (7,9), @ fa. ( ,y) respet-

tivamente le derivate parziali of of @¥f o - . .
parziali - , 3y ’ Jzoy ’ dydz pei punti (r,y) pei

quali esse esistono; e formiamo I’intorno ¢ del punto dato (z,,y,), suppo-
nendolo, per semplicita, di forma rettangolare e coi lati para]l‘e]jo ;g]i P::;si
T @ y, e talmente piccolo che in esso siano verificate le condizioni poste sopra
per le tre derivate f,(z,y), fi(z,9) e fis(z,y) '

g E‘ ,:La,!; @3, ..., @n) pud considerarsi come una funzione della sola variabile x fraa

al] - M1 5 e questa derivata sari continua nello stesso punto (ay , as a l

mEno rispetto alla variabile a; a destra o a sinistra, ece ' R
cosl, i i [ ' .

» in particolare se per un punto (a , @z ,...,a, ) nel quale I'esistenza

della derivata ﬂ
da

i punti 0 -+ o
P (@, a:,0a3 ,...,a, ) quando x; & compreso fra a; ¢ @y + k; , per modo
.

& incerta si pud formare un suo intorno al quale appartengono

ciné che non sia fuori di lu "
ogo il cercare se esis v f
ta la deri ata 3 anche nel puntu

(a,,ag,...,a.); e sesi troveri ch;fnei punti dello stesso intorno diversi dal punto

@, a,... i i

. ; a“,ha ; :..L qi‘.lassa dem‘ram 5u, é determinata, e per &, = a, , xy =ay , ..

e anchem:l:: determinato (finito o infinito), si potra dire che questa deri-

6 e o e p]la.::.o (a‘; » @2 ..., @y ), & destra o a sinistra o come deri-

atite s Df:‘l @, va verso a; a destra o a sinistra o dalle due parti, e
I questa derivata ¢ appunto uguale a questo limite, per modo che ‘ln

derivay i to siderato ( @ as an
ta stessa & anche continua nel punto consi a ( 14 N }
ey N
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Introducendo poi una quantitd ausiliaria k diversa da zero, e'arbitra-
riamente piccola in valore assoluto, prendiamo a considerarfa la differenza
f(@,yo+ k)—f(x ,y,) pei valori di x presi nelle vicinan.za di x, e per modo
che i punti (z,) e (¢,y,+ k) vengano a cadere nell’mtcn?o c. ‘

Questa differenza sard una funzione 7 (#) di , e sard precisamente I'ac-
crescimento che riceve la funzione data f(z,y) quando dal punto (z, y)
della retta orizzontale che passa pel punto dato (x,, %) , muovendosi sulla
verticale, si va ad un altro punto (z, ¥y, + k); e noi considereremo ora I’ac-
crescimento 7 (x, + k) —p(x) di questi accrescimenti quando si passa dalla
verticale condotta pel punto dato (z,, %) a quella condotta pel punto (zo+hyy,)
sempre entro 1’intorno c; ciod considereremo la espressione

(1) qv(rwk)—;{%)-if{zwk,yo+k)—f(ro+h|yo)!—lf(ro,wk)—f(:ro,yo)i;

o tenendo conto delle condizioni poste per la nostra funzione f(z , y)‘a per
le sue derivate pei punti dell’intorno ¢, faremo due trasformazioni dwers?
di questa espressione le quali condurranno a stabilire una relazione che dari
subito luogo al teorema enunciato. .
Incominciamo percid dall’ osservare che, essendo o(r) la differenza
flz yo+k)—f(z,y), & causa della condizione che abbiamo posta per

o entro ¢, questa funzione g (z) pei punti x fra z,e ro+h avra una

dx .
derivata rispetto ad @ determinata e finita, e quindi pel teorema degli ac-

crescimenti finiti (§ 42 2.0 [pag. 51]) si avra 7 (xy + k) —p(x) = k?’.(xo.+ 6 k),
con 6 compreso fra0el (0el escl.), cid che permette intanto di .ch.re che
con una prima trasformazione la espressione precedente (1) pud porsi sotto la
forma klfl{xﬂ'i"ak$y0+k)__fl(x0+ah!y0){' o '

D' altra parte, osservando che per ogni valore speciale T di = {fhe si con-
sideri fra 7, e z,+k la differenza f(z , o+k)—f(@ ,y,) & V'accrescimento che
riceve la funzione f(7,y) di y quando y passa da y, a y,+k, basterd tenere

conto della prima condizione posta per A e del solito teorema degli accre-

3y
scimenti finiti per concludere subito che la differenza stessa pud scriversi
sotto la forma kf,(x , yﬂ+6k] , dove 6 & un altro numero compreso fra ‘0 el
(0 e 1 escl); e quindi tutta la espressione precedente (1) potra porm‘sotta
la forma k|fe(@s+h, Yo+ k) —fo(@o, %o+ 6,k)}, o anche sotto I. altra
kY ful@oth, yo) = falmos yo) | + ke — k=, essendo 6, e B, due nu‘on nu-
meri compresi fra 0 e 1 (0 el escl.), e essendo infine &, € % le fhﬂ'ereuze
fol@oth , yot-Ouk) = fr(@ath s o)y @ fo (@0, Yo%) = f2(Zo » Yo) respettivamente.
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Trovate cosl queste due forme diverse della espressione (1), basta ugua-
gliarle fra loro per potere scrivere subito la relazione

o [1@th Y)—F2(@os %) | & & _ fi(@+0h, yotk)— fi(x0+ 6k, yo)
® h EN Tt % )

nella quale il primo termine del primo membro & appunto il rapporto in-
crementale che bisogna studiare per giungere alle nostre conclusioni intorno

alla esistenza e al wvalore della derivata seconda a%é% 0 fur(mo , yo) nel

punto (x,, %); e ora noi giungeremo subito a queste conclusioni valendoci
di questa relazione, e tenendo conto anche delle condizioni seconda e terza
poste nell’enunciato del teorema.

Si osservi percid infatti che il secondo membro di questa relazione (2)
pud considerarsi come il rapporto incrementale relativo ad y della funzione
filz,y) pel punto y, quando in essa ad « s’intende attribuito il valore spe-
ciale #,+ 6%, riducendola cos! ad una funzione della sola y; e quindi per la
seconda delle condizioni poste nell’enunciato intorno alla esistenza della de-
rivata f,o(z, y) nei punti di ¢ e pel solito teorema degli accrescimenti finiti,
lo stesso secondo membro sara uguale a fio(z,+ 6% , y, + 6, k), essendo 6, un
altro numero compreso fra 0 e 1; dunque evidentemente, tenendo conto ora
anche della circostanza che fio(z,y) si suppone continua nel punto (, , ),
si pud intanto affermare che per £ e & numericamente inferiori a quantita
sufficientemente piccole h, e k, il secondo membro della relazione (2) sara
sempre prossimo quanto si vuole a fi.(x, ,y,) quando fis(z,,y,) & finito, e
sard sempre del segno di questa derivata e numericamente maggiore di qua-
lunque quantita data se questa derivata f,.(r,,y,) sard infinita.

D’altra parte, a causa della terza delle condizioni poste nell’enunciato,
& certo che per ogni valore di h diverso da zero e numericamente inferiore
ad h, che si consideri, per quanto piccolo esso sia, si potra sempre trovare
un valore diverso da zero e numericamente inferiore a k, della quantita au-
siliaria k tale che ambedue le quantita ¢, ¢ ¢, che figurano nel primo mem-
bro della nostra relazione (2) siano arbitrariamente piccole in confronto al
valore stesso di %, per modo che ambedue i rapporti ;;5 6 ;—: siano numeri-
camente inferiori a qualunque quantitd data; e per ogni valore di & che si con-
sideri si potra prendere per k il valore corrispondente cosi determinato, che
variera con k; quindi evidentemente pei valori di 2 numericamente inferiori
ad kil rapporto incrementale che figura nel primo membro della stessa
relazione (2) sara sempre vicino quanto si vuole al valore di f;4(x, , %) quando
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questo valore ¢ finito, e sard sempre numericamente superiore a qualunque
numero dato e del segno di fis(xo, %) quando fie(x,, o) @ infinito; e cosl il
teorema resta completamente dimostrato ™.

#) Si pud osservare che se per fare la seconda trasformazione della espres-
sione (1), anziché valersi della formola degli acerescimenti finiti per 1’ intervallo
(Yo s Yo -+ %) relativo alla variabile ¥, ¢i fossimo valsi dell’ altra formola corrispon-
dente (cioé di quella ricordata nella nota a pag. 51 [form. (§)]) relativa al caso in
cui della derivata prima rispetto ad y di f(x,y) si ammette 1" esistenza solo pel
valore iniziale y, di ¥, e quando x & preso nelle vicinanze di x,, cio¢ pei punti
dell’intorno di ¢ che giacciono sulla retta orizzontale condotta pel punto (x,, ¥u),
allora saremmo giunti ancora alla formola (2), e in questa le = € g, pure cam-
biando di significato, avrebbero conservato ancora la particolariti di potersi sempre
(col prendere % sufficientemente piccolo per ogni valore di &) ridurre arbitraria-
mente piceole in confronto ad ogni valore di 7 numericamente inferiore ad h, che
venisse considerato; talché il teorema sarebbe rimasto dimostrato ugualmente.

Segue da cio che le condizioni poste nell’ enunciato del teorema possono rendersi
anche assai meno restrittive, poiché per la derivata g invece di richiederne U esi-
stenza in tutto Uinforno ¢ basta richiederla pei punfti di un piccolo tratto della retta
orizzontale condotta pel punto (x4, , cioé pei punti (x, o) che cadono eniro c;
e non vi & affatto bisogno di porre la terza condizione, e cosl il teorema si presenta
sotto una forma pitt semplice e pilt generale.

D'altra parte, come si osserva anche nel testo al principio del nuovo paragrafo,
non si potrebbe mai fare a meno di richiedere, come qui si fa, la esistenza della

derivata 83_5 nei detti punti (x,¥,), dovendo questa servire al calcolo della deri-

vata seconda

a?:,:x nel punto (z, ,%,), per modo che questa pud dirsi una condi-
zione necessaria di per sé, e indipendente dalla validith del teorema d' inversione
delle derivazioni.

E per questo, e perché, come pure si osserva nel testo sempre al principio del

nuovo paragrafo, 1 esistenza di :£ nei punti dell'intorno ¢ & resa necessaria dalla

2
ipotesi che si fa della esistenza di ai Er:y nei punti di questo intorno, si pud ora evi-

dentemente affermare che perla validita del teorema d'inversione delle derivazioni, oltre
alle condizioni che devono naturalmente essere soddisfatie di per sé per la esistenza
di 32;_% nei punti dell’ intorno ¢ di (x,,¥,) e per non escludere la possibilitd
della esistenza di a—?-gm in questo punto (x, , ¥.), basta porre la condizione della con-
2

tinuita di -a% nello stesso punto (x,,y,), venendo quindi ad essere questa la sola
condizione veramente inerente alla validita del teorema, il quale si presenta cosl
sotto una semplicita e generalith grandissime.

Tutte queste considerazioni poi si potranno anche applicare al caso in cui le
derivate rispetto ad @ o ad y nel punto dato (i, ¥o) si intendano prese soltanto
da una parte, come dovremmo fare necessariamente quando fra le linee che limi-

— 169 —

128. A proposito delle condizioni poste nell’enunciato del teorema pre-
cedente si pud notare che in sostanza per la dimostrazione data basterebbe
porre soltanto la seconda e la terza condizione, perchd onde possa esistere

: i ”
la derivata seconda 3z 3y in tutto l'intorno e bisogna necessariamente che

esista sempre nello stesso intorno la derivata prima f ; e onde non resti

dx
esclusa la possibilita della esistenza dell’altra derivata seconda °r nel
dy 3x

5 : 7 . ef . .
punto (z,, ¥,) bisogna che esistano le derivate §§ almeno nei punti (2,y,) di un

piccolo tratto della retta orizzontale che passa pel punto (a, , #q), mentre percha
sia soddisfatta la terza condizione dell’enunciato occorre di necessiti che queste

of

derivate 5y esistano anche in piccoli intorni di ciascuna delle verticali che

possono condursi nell’ intorno ¢: taleh® enunciando soltanto la seconda e la terza
condizione si ha quanto basta per potere fare la dimostrazione del teorema.

E quanto poi alla condizi oise g B
q p condizione della continuita di Tz 3y nel punto (z, , yo)

si pud osservare che quando questa condizione manchi, o ad essa non siano

sostituite altre condizioni speciali, il teorema pud effettivamente risultare in
difetto.

Si ha di cid un esempio nella funzione f(x,y) che per z=0 yy=0

tan torn
o 1'intorno ¢ wvi fossero plccoll tratti delle rette orizzontali o verticali condotte
pﬁl puIltO stesso (mﬂ 1Yol I ’

B poi altresi degno di nota, sempre anche pel caso in eui per g ;: si pongano sol-

u‘mt‘o. le condizioni meno restrittive ora indicate, che la formola (2) con considerazioni
simili a quelle fatte sopra permette anche di dire che se in qualche modo si conosce

l'esistenza si dell'una che dell’ altra delle due derivate seconde ﬂ e ﬂ nel
dxdy 2dyox

punto (x, , ¥o), © si sa inoltre che una di queste derivate, per es. la prima aa';—

3 . . s * '

:lsllst.a n.nf:ha' negh altri punti dell’intorno ¢, ma non si pud assicurare nulla intofﬁo
4 continuita di questa derivata nello stesso punto (x, ,%,), allora non potremo con-

cludere che nel punto medesimo (z,,y,) le due derivawaa‘?— e 3 a0 a;"; delle quali
; ; ey Y

Ora si ammette nota la esistenza debbano essere uguali fra loro, ma potremo perd

sempre affermare che esisteranno infiniti punti nell’intorno ¢ del punto dato (xg, o)

nei quali la derivata stessa . 4 i imi
523y avra valori tali che abbiano un limite per x—=ux, e

¥=1y, e questo limite sia ancora il valore di nel punto dato (x,, y,).

af
dydx
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d zero, e per gli altri sistemi di valori di x e y & data dalla formola

flx,y)= y’arctmg—— — z*are tang , nella quale s’intende che gli archi

T T
tangenti siano sempre presi fra —gz o3
Per questa funzione infatti si trova che per ogni punto (r,y) a distanza

finita le due derivate prime sono date dalle formole :—i =y — 2xarc tang 'g:-,

g—f = —x+2yarc tang"i nelle quali s’intende che per z=10,y=0 i se
y

condi termini dei secondi membri siano zero; quindi pei punti (z,y) a di-
stanza finita queste derivate sono finite e continue, e in ognuno di questi
. & & -2t
punti che non sia I'origine =0,y =0 ci danno 553 . éfz =:‘r‘+m’ ;
; ; J o
mentre per l'origine =0,y =0 ci danno invece B gy-— l,e 3y afr -1,

. . i OF C
talch® si vede che in questo punto =0, y=0 non sara 323y — 3y9s’ e

questo dipende appunto dalla circostanza che nello stesso punto z=0,y =10

a &
manca la contmulté nelle due derivate B ;y 3yaf inquantoch® eviden-

gt
temente non pud dirsi che il valore comune $+ e che si ha per queste

derivate nei punti (z,y) diversi dall’origine, abbia un limite determinato
per =0 ,y=0 ™.
129, — Quando per una funzione f(z,y) data in un campo C si consi-
derano anche le derivate parziali di un certo ordine, il caso che pit comu-
nemente si presenta nelle applicazioni ordinarie & quello in cui le derivate
medesime, oltre ad essere determinate, sono anche finite e continue in ogni
punto del campo C, o almeno sono finite e continue per tutto, fuorché in
un numero finito di punti staccati, o nei punti di un numero finito di linee.
Questi ultimi casi perd, per le funzioni che si presentano nelle applica-
zioni, si riducono ordinariamente al primo, perché pel solito si possono esclu-

# Avuto riguardo perd a quanto si disse in fine della nota precedente il va-
lore —1 di aa'%{ nel punto =0 y =0 deve essere il limite di infiniti dei valori

che si hanno per a?—'af— fuori dello stesso punto =0,y =0 e difatti esso & per

es. il limite dei valori che si hanno sull’asse della = o sulla curva parabolica
z*=2py con p costante, ecc.
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dere con piccoli spazi superficiali questi punti o queste linee, e il campo C si
riduce allora a un numero finito di campi C’ nei quali le derivate suindicate
sono sempre finite e continue; talche il pii spesso basterd occuparsi del primo
caso soltanto.

Riferendoci dunque, ora e in seguito, almeno finché non si avverta
espressamente il contrario, alle funzioni f(z,y) per le quali le derivate dei
vari ordini che si considerano sono finite e continue nel campo dato, pel
teorema della inversione delle derivazioni noi possiamo ora affermare che,
quando per una tal funzione f(z,y) si considerino le derivate parziali di
prim’ordine e quelle del second’ordine, I inversione delle derivate sara sempre
possibile, e quindi non si avranno altro che due derivate parziali del primo

ing 2L Ff Ff Ff
ordine 32 3 , @ tre derivate (dlstlnta) del secondo ordine 32 ' 303 %3 y'

invece di quattro come si sarebbe potuto credere dapprima.

Similmente, osservando che anche le derivate di ordine superiore al
secondo non sono altro che derivate di second’ordine di funzioni che sono
esse pure derivate di quelle date, si intende subito che (nel caso sempre in
cui le derivate che si considerano sono finite e continue) per la solita fun-
zione f(z,y) si avranno soltanto quattro derivate distinte del terz’ordine,
C ef &f
37 ' 3% 3y Y 3z dyt ' Ay
avranno soltanto m < 1 derivate distinte dell’ordine m che si potranno in-
o f of f af
32" ' 32" 3y ' a3y 3y

130. — Venendo poi al caso generale delle funzioni f(z,,2,...,2,) din
variabili in un campo C, si osservera che quando si abbia da eseguire per es.
una prima derivazione rispetto ad z, ed una seconda rispetto ad z, in un
punto (a, ,a,,...,a,), basterd considerare la funzione data come una funzione
speciale f(z,, 2y, ay...a,) delle due variabili z,,2, (che si ottiene dalla
primitiva attribuendo alle variabili a,...,z, i valori costanti a,,...,a, e la-
sciando variabili z,, e 2,), e poi applicare a questa funzione a due variabili
Z,a, le derivazioni rispetto a z,, e a x, respettivamente; e cosi s’ intendera
subito che anche per le funzioni f(z,,,,...,,) sara sempre applicabile la
Inversione della derivazione quando siano soddisfatte certe condizioni analoghe
a quelle del § 127 [pag. 164 e seg.], e in particolare quando le derivate che
si considerano siano sempre finite e continue nel campo stesso.

E dietro cid, riferendoci ancora al caso in cui le varie derivate che si
considerano sono finite e continue nel campo dato, noi possiamo evidente-
mente affermare che quando per una funzione f(z,,ay,...,,) di n varia-

che si potranno indicare con e in generale si

dicare con —~-
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bili si considerino le derivate parziali di prim’ordine e quelle del secondo,

o of of

allora insieme alle n derivate parziali di prim’ordine S 5 B

avremo soltanto un numero rl{n—;l} di derivate parziali di second’ ordine

*f Ff *f *f

3 S es waTe 1 -

33 ' 3z, 0m, 3793, 3 che sard uguale a quello delle com

binazioni con ripetizione di # cose due a due; se si considereranno anche
1

le derivate del terz’ordine avremo soltanto un numero ﬂ{_ﬂi'l_-__z]_(?;_*‘?_] di

: *r  ¥f *f &f &f
queste derivate é?’i y m‘...,ém...-,a—x,:,..”azarﬁ yone che

sara uguale a quello delle combinazioni con ripetizione di 7 cose tre & tre,... e

in generale considerando anche le derivate dell’ordine m, avremo soltanto un
n(n+l) (n+2)... (n+m-1) .. ; af L o f

numero T35 & di queste derivate 320 3ap aap .. 90k

(con P+ PetPat o Pu=m)yeennnn , che sard uguale a quello delle combi-

nazioni con ripetizione di n cose prese m a m.

e p————

XI.
Derivazione delle funzioni composte

—————

/' 131. — Nelle lezioni precedenti noi abbiamo dato vari teoremi coll’ap-
plicazione dei quali, in moltissimi casi, si possono determinare facilmente
le derivate delle funzioni di una sola variabile indipendente quando queste
derivate esistono.

Ora perd che abbiamo acquistata la nozione delle derivate parziali delle
funzioni di pit variabili, possiamo dare anche un altro teorema che com-
Prende come casi particolari molti di quelli che gia abbiamo dato, e mediante
|J‘ quale si pud dimostrare la esistenza, e al tempo stesso trovare la derivata
di quelle funzioni x di una sola variabile indipendente che diconsi composte
pular mezzo di altre funzioni per la ragione che esse si determinano per mezzo
di due o piu funzioni u,v,w ... della variabile indipendente =, e figurano
come funzioni f(u,v,...) di due o piti variabili «, v ;20 , ... le quali sono
alla lor volta funzioni dirette della sola variabile indipendente z, o funzioni
di funzioni di questa variabile. ‘ N

\.ﬁ)lando esporre ora anche questo teorema sulle funzioni composte, in-
f'_armncieremo dal considerare il caso in cui la funzione composta dajta x
dipende da due sole funzioni, come sarebbe, per es., quando si avesse x=—u"
ton u=1+-senz, v=—¢, ecc.
comlncsl:;hmmo percid con 7.c‘=x(u,-v) la fun.?iona data che noi riteniamo
o po : cc.m ?a due quantitd w e v, le quali alla lor volta sono funzioni
ile la variabile indipendente z in tutlo un intervallo (=, B) nel quale si trova

%n.mto T=a; e supponiamo che % e » in questo punto @ abbiano valori
finiti e determinati u, € v,, © ammettano una derivata determinata e finita
. Ilnoltre supponiamo che considerando « e v come due variabili indipen:
entl, la funzione x pei valori di % e v in un intorno anche piccolissimo ¢
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del punto (u,,v,) possa riguardarsi come una funzione finita di v e v, e
che nel punto (u,,v,), oltre essere continua, ha anche le due derivate par-
ziali g—; =%, (UayV0), g—z —2, (4, , v,) determinate e finite, e supponiamo

infine, per semplicita, sebbene non sarebbe assolutamente necessario, che
anche negli altri punti dell’intorno ¢ una almeno delle due derivate parziali
g—; s gi—: 0 % (u,v), %e(u,v), per es. la prima, sia sempre determinata, e
nel punto (x,,v,) sia anche continua.

Con queste condizioni sara facile vedere che pel punto z=a la funzione %
ammette una derivata determinata e finita anche rispetto ad z e questa
derivata & data dalla formola

dx du dv %
(1) ﬁ=xl(uas”n}d_x+x!(uu”a)Eza—uE+QT)F$‘

che & quella appunto che costituisce il teorema sulla derivaxione delle fun-
xioni composte per mexxo di due funxiont w ¢ v.

La dimostrazione di questa formola si fa nel modo seguente.

Diamo un accrescimento piccolissimo Ax alla variabile z per z=a, €
indichiamo con Au, Av, Az gli accrescimenti corrispondenti di u,v,z; avremo

(2) Ax=x(u,4Au,v,+ A7) —x(Us, ),

e, a causa della continuita di » e v per z=a, potremo sempre supporre
Az talmente piccolo in valore assoluto che per lo stesso valore di Az e al
suo ulteriore impiceolirsi i valori corrispondenti di Aw e Av restino sempre
inferiori a quel numero che piii ci piace, in modo da far si che i punti
(w,+Au,v,+A2), (U, v,+ Av) vengano sempre a cadere nell’intorno ¢
che abbiamo indicato sopra.

Ora, ammesso dapprima che, almeno a partire da un certo punto, col-
I’impiccolire ognor piu di Az (Az=0 escl) le quantiti Aw e Av, pur
tendendo a zero, non divengano mai zero, potremo scrivere intanto

Az _ % (Ug+ DU, 0,+80) % ey Va+ A V) Bu 2 (U y Vot A0) =2 (1o, 05) AV,
Ae = Au Az Av Az’

e siccome nei vari punti dell’intorno e di (u,,v,) la funzione % ammette

sempre la derivata parziale rispetto ad », considerando la funzione #(u, v.+A7)
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come una funzione della sola » per tutti i valori di u fra u, e u +Au
. . L] a 1
pel teorema degli accrescimenti finiti avremo anche

a4 Au, v, 4 Av)—zx(u,, v, 4 Av
Au . )=11{l¢¢ +GAZL,!J¢+AU)=Z;{H,,TIQ)+5,

dove 8 & un numero compreso fra 0 e 1 (0 e 1 escl), e 5, per le ipotaéi
fatte sopra intorno alla continuitd di x,(x,v) nel punto (x,,v,), pud ren-

dersi piccolo quanto si vuole; talchd, sostituendo ora nel valore di f‘—z
Ax 1

2y, vo +AV) —2(u,,v,) Au  Av
<= © +— possono sup-

coll’osservare anche che
Av Az T Az

porsi gid vicini quanto si vuole ai loro limiti respettivi =, (x, , v.), i ; a8

troveremo subito che de e
Az du d

®3) Az = 2, (Ua, V,) dz +%(ﬂ,,t‘,)£ +oa,

ton o, arbitrariamente piccolo in valore assoluto; e percid al limite si avra
appunto la formola (1), la quale resta cosi dimostrata pel caso che col
tendere di Az a zero, nessuna delle due quantiti Aw e Ay passi continua-
mente per zero.

$upponand0 ora invece che col tendere di Az a zero la quantita Au
passi continuamente per zero senza che lo stesso avvenga di Av; si osser-

verd prima che in tale caso anche il rapporto %-: passeri continuamente

: : . ooodu
per zero, e in conseguenza il suo limite i (che per ipotesi dev’essere de-

terminato) dovra necessariamente essere uguale a zero, per modo che per
dx _dx dv
‘ de dvdz’
Considerando ora separatamente i valori di Az pei quali Au non & zero
e. quelli pei quali Au=0, si osservera che pei primi di questi valori susj
sistono ancora i ragionamenti fatti pel caso precedente, e in particolare

dimostrare che la (1) sussiste ancora bastera dimostrare che si ha

; Ax dv
sussiste la formola e =2y (U, V,) = ~+0,, che si ottiene dalla (3) facen-

. du
dovi = =03 e cosl si vedra subito intanto che, quando Az tende a zero pas-
sando soltanto pei valori pei quali Aw non & zero si avra limi—x =2y (U, , V,) i
x ay a m ",

Facendo poi passare il Az soltanto pei valori pei quali Au=0, si os-
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servera che allora la formola (2) si viene a ridurre all’altra

Az __-x(u,,v,+Av}—z(u,,-v,,) 'E"
Az Av Az

d
— z‘l(ua )'vﬂ) d_z +°h

con o, arbitrariamente piccolo, e si trarrd di qui che anche per questi valori

di Az si ha lim i_x =23 (U ,Va) g; ; @ con cid si pud ora evidentemente
Az ,

affermare che anche nel caso attuale la derivata rispetto ad 2 della funzione x

dv
per z=a & determinata e finita e il suo valore & appunto 2z (u, ,,) i’

0 31 d_L: .
ovdz’
Con ragionamenti del tutto simili si trova che la formola (1) sussiste
anche nel caso in cui A» (invece che Au), o Au e Av insieme passano
continuamente per zero col tendere a zero di Ax; talche la formola della
derivazione delle funzioni di una variabile che sono composte per mezzo di
due altre funzioni, pud ora considerarsi come dimostrata in generale per
tutti i punti @ pei quali si trovano soddisfatte le condizioni che abbiamo
posto in principio. *
/" 132. — Merita poi di essere notato che quando non si sapesse nulla
intorno alla esistenza di un valore determinato e finito per z, (%, ,v,) o per
x

" nel punto (,,v,), ferme stanti perd tutte le altre ipotesi, e si sapesse
v

talchd pud ancora considerarsi come data dalla formola (1).

invece che :;i nel punto 2 =a, che ora si supporrd interno all’intervallo

d, y ;
dato, & determinata e finita, e d_;‘ oltre esser determinata e finita, fosse

anche differente da zero, allora i ragionamenti precedenti completati coll’ os-
servare che col tendere di Az a zero per valori positivi e negativi il Av pren-
derd qualunque valore fra—c e ¢, essendo ¢ un numero piccolissimo, porte-
rebbero a concludere che anche z, (u,,v,) ¢ determinata e finita, e la for-
mola (1) continuerebbe a sussistere, & potremmo anche valercene per la de-
terminazione di zy (2, , v.).

Similmente se non si sapesse nulla intorno alla esistenza e alla natura
della derivata di una delle due funzioni w e », per es. di v, per #=a, ferme

dz
stanti perd tutte le altre ipotesi, e si sapesse invece che ag ber z=¢ & de-
terminata e finita, e z, (i, ,v,) & differente da zero, allora i ragionamenti pre-
dv F :

cedenti porterebbero a concludere che anche = & determinata e finita per
z=a e il suo valore potrebbe aversi dalla formola (1) stessa.
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Queste osservazioni estendono quelle che facemmo al § 37 [pag. 42 e seg.]
pel caso delle funzioni di funzioni, e ci forneranno utili fra poco.

133. — Cid che abbiamo detto pel caso in cui # & una funzione di x
composta con le due funzioni # e v si estende facilmente al caso in cui
il numero delle funzioni che compongono z & maggiore di due.

Supponiamo infatti che sia per es. 2=z (u,v,w), essendo %, v, w fun-
zioni della variabile z in tutto un intervallo nel quale si trova il punto z=a
dove si vuole calcolare la derivata di x, e ammettiamo che in questo punto
le u, v, w, oltre avere valori finiti #, , v, , w,, ammettano ciascuna anche una
derivata determinata e finita.

Inoltre ammettiamo che, considerando # ,v ,% come se fossero tre va-
riabili indipendenti, in un piccolo intorno e di (w, , v, ,%,) la x possa riguar-
darsi come una funzione di «,v,w che nel punto (,,v,,?,) ha le tre
derivate parziali %= %y (Ug y Vo 4 20,) g_; =2y (U V0 y W), :_:)= %3 (Uay Va3 20,)
determinate e finite; e, per quanto potesse anche bastare di porre condizioni meno
restrittive, ammettiamo senz’altro, per sempliciti, che anche negli altri punti del-
I'intorno ¢ due almeno delle tre derivate parziali g% s 8z ) £z

du v ' dw
xe(u v ) | z4(e, v, w), per es. le due prime, siano sempre determinate e
finite, e nel punto (u, ,v,,w,) siano anche continue.

Sara facile vedere che, sotto queste ipotesi, per « =a anche la funzione x
ammettera una derivata rispetto ad x determinata e finita, e questa derivata
sard data dalla formola

%*g_x_tizi %du_l_axdw’
dr  dudzx ' dvdx ' dwdr

LEACAALN

()

che & analoga alla formola (1), e si dimostra nello stesso modo di questa.

Diamo infatti alla variabile x per z =@ un accrescimento piccolissimo Az,
e indichiamo con Aw , Av , Aw , Ax gli accrescimenti corrispondenti
di w,v,w,2; avremo

M=x{u,+ﬂu 1 1)¢+A!T 1 wn+3wl_?"[ua y Va y wrx) 1‘

e quindi, supponendo (come pud sempre farsi) che col successivo impicco-

lire di Az in valore assoluto i valori corrispondenti di Az , Av, Aw finiscano

per essere sempre talmente piccoli che i punti (w, + A, v, + Av , w, + Aw),

(o y v, 4+ A2 w, 4+ Aw) e (u,, 1, ,w,~+ Aw) vengano a cadere in quell’in-

torno ¢ di (u,,v,,w,) che noi abbiamo indicato sopra, e supponendo inoltre

dapprima che le quantitd Aw,Av,Aw, pur tendendo a zero, coll'impiccolire
12
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ognor pit di Az finiscano per restare sempre diverse da zero, si potra anche

scrivere
Az x(u,.,+Au,ﬂa+A'v,w,+ﬁw)—x(u,,,‘v,+Av,w,+ﬂw)g_t;+
Az Au ;
Av
x(uy v, + Av 1y + At) =2 (Uq, Ve 0a + Aw) AV
+ (uas s ) =
z’{uamuwn"' Aw)—z(u,,v, }wn} % .
+ Aw Az

Ma, per le ipotesi che abbiamo poste sopra, si ha

x{u,+ﬁu,v,+&v,w,+bw}—x(ua,v.+Av,w.,+Aw) _
Au

_—"11('”'1-+aﬁu11’n+a"}wa+ﬁw)=xl{“nsﬂs)w¢]+°h

x(u.,z~,+5u,w¢+&w}—x(u,‘v,,w,.-!-Aw)___
Av

=xg(u,,v,+ﬁlﬁv,w,+ﬁw)=z,(u,,1},,w,)+a,,

A(hay ¥y 0o + B0 = (e Var W) gy, 0, ,10,) + 3,
Aw

con 6y, 0,3 quantitd arbitrariamente piccole, e 6 e 6, quantitd comprese
fra 011; l,{O e 1 escl); quindi sostituendo nella formola precedente, col-

Au: 4o 2w i vicine quanto si vuole
I’ osservare anche che % At "B possono supporsi vicine q
odu dv dw .
ai loro limiti respettivi 72 %V da si avrd
dw
d dv dw
%E =x1(ua)vaswu) d_;f: +z,(u¢,‘v.,w.] o +x,(u,,v,,,w,} dz +05

essendo ¢ una nuova quantitd pure arbitrariamente piccola; e orai passa;m‘(iliﬂ-
al limite per Az=0 si trovera subito la formola .(4), che resteri co:s e
mostrata pel caso in cui Aw,Av, Aw col tendere di Az a zero non p
continuamente per lo zero.

Il caso poi in cui col tendere di Az a zero, una o pin d
Awu,Av,Aw passino continuamente per zero, sl tratta con ragi
tutto simili a quelli che facemmo pel caso che z fosse, comp? o
sole funzioni u e v; talchd la formola (4) pud ora senz altro r}tﬁnerm co
dimostrata in tutti i casi in cui sono soddisfatte le condizioni poste sopra.

it delle quantiti
onamenti del
sta con due
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In modo simile si troverebbe che, se n & finito, e =2 (U Ugyenn  U,,),
essendo ,, ..., u, funzioni della z, per ogni valore @ di  pel quale siano
soddisfatte condizioni del tutto analoghe a quelle che abbiamo poste pel caso
di due o di tre funzioni %, ,w si ha sempre

dx _ % du, % duy ox du,,

(5) B 32de+"'+37,,?:—'

E s'intende che mnon si esclude mai che, delle funzioni U, v, 0, 0
Uy, Up, Us,..., %, che compongono z, tutte o alcune possano anche essere
eguali fra loro, per modo per es. da avere &= (U, + ug)" + (4, — ug)w,, con

Uy=0 , Ug==SONT , Uy = U, =T".

134, — I resultati precedenti danno alcune condizioni generali che devono
perd riguardarsi soltanto come condizioni sufficienti perche per wn punto
speciale z=a esista la derivata delle funzioni composte, e sia applicabile
la formola di derivazione corrispondente,

Nei casi ordinari poi, supposto ad es. che possa prendere tutti i valori reali
da - a+w, o quelli compresi in un dato intervallo (=, F), le funzioni che si
considerano u,, ,,...,%, sono finite e continue insieme alle loro derivate per
tutti i valori di #, tranne tuttal pitt per alcuni valori isolati il cui numero
® sempre finito in ogni intervallo finito; e al tempo stesso la funzione
& (ty , Uy,... ), considerata come una funzione di » variabili 3 Ugyeuey Uy
in un dato campo nel quale vengono a cadere i valori di Uy y Ugy.ou U, COT-
rispondenti ai valori di z che si considerano, & anche essa finita e continua
insieme alle sue derivate parziali del prim’ordine in tutti i punti di questo
campo, tranne tutt’al pili in alcuni punti isolati, ecc.; talch® nei casi che
ordinariamente si presentano mnelle applicazioni, la derivata delle funzioni
composte esiste, e la formola di derivazione corrispondente & applicabile per
tutti i valori di # che si considerano, tranne tutt’al pin per alcuni valori
isolati.

E quando poi avvenga effettivamente che per alcuni valori speciali isolati
Gy @yy... di 2 la formola di derivazione delle funzioni composte non sia
applicabile, o almeno si sia incerti, mentre perd si sappia che essa & ancora
applicabile pei valori di # vicini quanto si vuole a quei valori speciali, allora

8¢ si trovera che i valori che colla stessa formola si hanno per g—% nei punti

z diversi da @y, @y,...,col tendere di = ad a,,a,... a destra o a sinistra,
hanno limiti determinati (finiti o infiniti), potremo prendere questi limiti
tome valori della derivata di x a destra o a sinistra dei punti a, , ay,...;
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giacchd & certo (§ 44 [pag. 55 e seg.]) che quando la derivata di una funzione
f(z) di una variabile  col tendere di = ad @, per es. a destra, ha un limite
determinato, questo limite & precisamente il valore della derivata di f(x) nel
punto a a destra.

Queste stesse osservizioni poi possono applicarsi anche nel caso in cui,
secondo quanto si disse per le funzioni x= %(u,v) nel § 132 e che pud pure
riportarsi alle funzioni attuali x =% (4, , Ug,...,%,), ci si voglia servire della
formola di derivazione delle funzioni composte 2 (t4y s, - .. y2,) per determi-
nare i valori delle derivate di una delle funzioni % ,%,... %, in uno o pit
punti di un dato intervallo, pei quali le condizioni poste nello stesso § 132
non risultino tutte soddisfatte, ecc.

~ 135. — Diamo ora qualche applicazione della formola di derivazione delle
funzioni composte, servendocene per trovare la derivata di alcune funzioni
che siano gia date come funzioni composte, o che possano ridursi-tali con
convenienti trasformazioni.

1.° Avendo una somma algebrica w, +us+ ...+ u,, 0 il prodotto 2. %,
di un numero finito di funzioni, e considerando questa somma 0 questo pro-
dotto come una funzione composta per mezzo di y , Uz, .- Un, Si ritrovano
subito evidentemente per mezzo della formola (5) i teoremi che gid conosciamo
sulle derivate delle somme algebriche e dei prodotti.

Similmente si ritrovano subito i teoremi generali sulla derivazione dei
quozienti, delle potenze, ecc...., quando perd si ammetta di saper gia trovare

le derivate rispetto ad z delle funzioni semplici %, 2 v
2.0 Avendo poi, per esempio, la funzione 2=(u +uY)°, OVe w=C0SZ, V=8en’z,
allora si trova subito che finchd 2 & compreso fra —g e g (gli estremi

esclusi) la derivata di x esiste, e si ha

dx 3z 3u dxdv_ v () (1+2 %) senz+2 (u+u)" log (u+u?)senx cosz.

dz " dudz dvdz
Per vedere poi se esistono le derivate di z anche nei puuti =— ;1 °

2=" a destra e a sinistra rispettivamente, ricordando quanto si disse nel

2
paragrafo precedente, potri bastare di cercare i limiti dei due termini del-
'ultimo membro di questa formola.

Ora, se si osserva che il fattore (u+%)"' pud porsi sotto la forma
(u+u¥)™ che per w=0 si presenta sotto la forma 0°, si vede subito (per
mezzo dei processi che gia conosciamo) che il limite del primo termine del-
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I'ultimo membro dell ¥ = =
bro della formola precedente per T=5 é-lepera=— 5 6 +1;

quindi, osservando anche che 1'ultimo termine della stessa formola per

w

z=+5 0 =0 ha per limite zero giacchd esso pud porsi sotto la forma

2
2 (u+u)* u jlogu +log(1+u)|{senz, si conclude subito ora che la funzione
T ) .
data per T=5 8 sinistra ha per derivata — 1, e per=— % a destra ha per

derivata +1.
3.0 Avendo la funzione x=u!8? con =14z, v=2+x'sen l, si vede
T
subito che per tutti i valori finiti di z superiori a —1 si potra scrivere

dx _3x du | dxdw v
T d_:?:”i. ok quindi, osservando che per x diverso da zero la

dor : _ 1 1 .
erivata di » & 2J:senx cos —, mentre per x=0 & zero, si troveri subito

che per x diverso da zero e finito e superiore a —1 si ha

ad = log v ploge—1 logv 1 1
g + wlog® logu | 2zsen = —cos—|,
€T €T

da
. 4 d
mentre per =0 si ha invece d—;:logv.ul%”—l.—:log&
Per #=--1 poi, valendosi ancora della osservazione fatta in fine del

paragrafo precedente, si trova che la derivata di x a destra & + co.

4. Quando si abbia da calcolare la derivata di una funzione gia espressa
per .1: ma in modo assai complicato, giova spesso di spezzare, per cosi dire
hf' d.lfﬁcoit& in altre pin semplici, col riportare la funzione al caso delle fun-’
.zmm composte; ponendo ciod uguali a «,v,w,... alcune delle espressioni
in = che in essa figurano, e poi applicando la formola di derivazione delle
funzioni composte.

(?r(]Si per es. quando si abbia la funzione x=2% potremo ridurla alla
funzione composta x =wu" col porre u=z, r==, dopo di che, applicando
la Tegola di derivazione delle funzioni composte, per x diverso da zero e
positivo troveremo subito
dx _ dxdu | dxdv
i o e =vu'" futlogu =2~ 4 2" logr = 2% (1 + logz).

E se, onde avere la continuiti nella nostra funzione x— 2= anche nel
punto z=0 a destra, intendiamo che il suo valore in questo punto sia il
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limite di z* per z=-0, ciod l'unita positiva, allora osservando che il
limite del valore precedente d.lg per @ =+ 0 & — oo, si concludera anche

che la derivata a destra nel punto =0 per la funzione stessa z* & l'infi-
nito negativo.

Similmente per ¥ =2*" potremmo ridurre x funzione composta scrivendola
sotto la forma x—=u*™, con u=x, v==, w=r, @ poi applicare la formola
di derivazione composta corrispondente; perd sara piti semplice di porre invece
x=u" con u=w,v=a", perchd allora per = diverso da zero e positivo si

troverd subito

dx dxdu | 3z dv - ) dr* _ “‘E 1 ey
audx+avd_5 =vu' +u'logu - =u 5, Hoguz(1+ 0gT)

=" Igﬁ—x‘(l +logz) log

E volendo per esempio la derivata di x= (z"4-cos*z)?+* ¥, potremo porre
u=z,v=cosz, (14 2z)*=1w, con che si avra r= (u*+v")"; e si troverd
quindi per ogni valore finito di z

dz dxdu | drdv | dxdw _ s w=lyy _ 90 (0 + 01" v sen z +
Budm+avdx ﬁdx_2w(u+v'} y=Z )

+2(u* +2*)" log (u* + %) (1 +2),
ovvero

e Ao j_:f”) 4 (1 +2) log(u+-7) | =

=2(1 + 2) (a* + cos*z)1+e* : (1 +2) (2 — senz c082)

z* + costz

+ log (* + cos*x) % .

XIIL -

Differenziali dei varii ordini delle funzioni di pid variabili

136. — Sia x == (x, , @4 ,...,x,) una funzione di » variabili indipendenti
data in un campo C; e in un punto (z,,x,,...,x,) di questo campo le sue =
derivate parziali del prim’ordine : a 5 ::: o : siano determinate e finite.

1

La definizione che abbiamo data di queste denva.te parziali porta che esse
si determinino in ogni punto (dove esistono) riducendo x funzione della sola
variabile corrispondente coll’attribuire alle altre variabili i valori particolari
che csse devono avere mel punto che si considera, e poi eseguendo la deri-
vazione relativa per quel valore speciale della variabile che essa deve avere
nello stesso punto; ma se, come ordinariamente accade nelle applicazioni,
non si tratta di un punto (z,,s,...,x,) pel quale debbono farsi conside-
razioni speciali (dipendenti dalle particolarita della funzione nel punto stesso
8 nei suoi intorni), per modo ciod che il calcolo delle derivate possa farsi
senza che vi sia bisogno di specializzare avanti il punto (v, ,@,,...,,) cui
esse si riferiscono, allora (§ 126 pag. 162) noi potremo anche determinare
queste derivate occupandoci della sola variabile rapporto a cui sono prese,
¢ riguardando le altre come quantiti costanti alle quali, come a quella rapporto
a cui si deriva, potranno poi, dopo la derivazione, essere attribuiti quei valori
speciali che corrispondono al punto che si considera.

Indicando ora con dz,,dx,,...,dz, i differenziali delle singole variabili

(i quali saranno del tut'to indipendenti fra loro al pari delle variabili stesse
El

Ty Tyyaney T, 1pmdott1 d:rl, e o Ay yiaey 3%' dz, rappresenteranno quei

differenziali speciali d,x d,, By d,ﬁx relativi al punto (z;,z,,...,a,) che
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si ottengono considerando x respettivamente come funzione della sola varia-
bile x,, della sola variabile = ,..., della sola variabile x,; ed & percid che
questi differenziali vengono detti differenxiali parxiali rapporto alle variabili
Ty Ly yosvy Tn respettivamente.

;0% 9% 3z ; o~ i
Le somme poi 3. dr, + 3, dx, -+ 5= dr, -+ ... di alcuni di questi dif-

ferenziali parziali, ma non di tutti, costituiranno altrettanti differenziali par-
xiali presi in uno stesso tempo rispetto alle variabili @, , @, , ¢ 5.3 mentre
la somma % dr,+ g;x! de,~+...+ a%’—i dzx, di tutti i differenziali parziali
di %, nei quali §’intenda che dz,,dry,...,d, siano quantitd infinitesime
tutte differenti da zero e non legate fra loro da alcuna relazione, costituisce
il differenxiale totale di % che s'indica con dx, per modo che si ha

: oz ox ox
dz= é—;m d:l'l+ a—x; dx-,-i— ..‘+ 51'1_,‘ dl:“ .
Questa formola poi usandola, come si fa, anche quando alcune delle va-
riabili z, , @y , . - -, T, nON Mutano, oltre al differenziale totale di x, comprendera

anche i differenziali parziali di %, e potrd servire a rappresentarli, poich&, per
ottenerli tutti, basterd farvi uguali a zero alcune delle quantita du, ,dz, , ..., T,
Si pud poi aggiungere che con queste definizioni le derivate parziali di z
rispetto ad x, , Ts, ..., Tu VENZONO ad essere uguali anche ai quozienti che si
ottengono dividendo pei differenziali dx, ,dz,,...,dz, delle variabili corri-
spondenti i differenziali parziali dy, x, dg %y o0 d,, x della funzione presi rap-
porto a queste variabili; come giova altresi notare esplicitamente che i sim-
boli ,j—; 5 gf‘ L 3 EE:_. adottati per rappresentare queste derivate, oltre a
potersi riguardare semplicemente come simboli, possono anche riguardarsi
come quozienti di differenziali, ma soltanto nel senso che ora abbiamo indi-
cato, € non possono gia (fuorch® in casi specialissimi) riguardarsi come
quozienti che si ottengono dividendo pel differenziale della variabile corri-
spondente la quantiti conosciuta sotto il nome di differenziale totale della
funzione z, ecc....
J 137. — Le considerazioni che conducono ad introdurre nel Calcolo i dif-
ferenziali delle funzioni di pi variabili indipendenti sono quelle stesse che
condussero gia ad introdurre il differenziale delle funzioni di una sola va-
riabile; giacchd anche nel caso delle funzioni %(Ty, Tay .. s Ty) di pilt varia-
bili, ogni differenziale parziale o totale dxz di x, esprime sempre, all’ infuori
di quantita infinitesime di ordine superiore al primo rispetto agli accresci-
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mal.lti f!?]le variabili, I'accrescimento Az che riceve x quando si danno alle

variabili gli accrescimenti particolari che figurano nel valore di dx; e cid
iec

tutte le volte che mel punto (z,,2,,...,2,) le varie derivate parziali

9x 9z %
R T sono determinate e finite,  almeno n—1 di queste deri-

vate, per es. le prime, esistono anche nei punti di un certo intorno comunque

piccolo di (z,,%,...,2,) e in questo punto (2,,,...,%,) sono anche
continue.
Indichiamo infatti con &, , k, , ... , &, gli 7 accrescimenti da darsi alle varia-

bili x{,x,‘. ...z,,; e ammettendo, per fissare le idee, che il punto (z,,z, z,)
che si considera sia interno al campo C nel quale & data la ﬁmz‘ion::m;u“
por.xiamo Byyhey..., h, talmente piccoli in valore assoluto che pei valo;i chi:
eml.hanno e al loro successivo impiccolirsi, fino a divenire zero tutti o al-
cuni di essi, il punto corrispondente (2,+#%,, 2.+k,,... 2,+h,) venga sempre
a cadere nell’intorno ¢ di (z,,a,,...,2,) nel quale si veriﬁca;m le vundizignj
poste sopra rispetto alle derivate parziali di z. '

. L’accrescimento totale Ax dix corrispondente agli accrescimenti &,k h
di ,,2,...,a, potrd porsi sotto la forma A

Ax=z(zy 4Ry, Tpt by Tyt hig 5 oo Tyt h,) —2(2 Tyt Ry, Tyt b o T4 h,) +

+ x[xl !xl+k! ] :rﬂ+k8 JromenLy xll-i—k'n) —X-(Il 1 x! L) -Bx‘i'h:n g | J:n+kn] +
+

+x{xl:x!)x3)'-‘sxm—ls Iu+k’n}'_'z(xl11'.!113!"'13'5-—11"(»];

e, per le ipotesi fi Eﬁ a_x o% i
h P 1a.ttesuaxl,ax,,...,a_-?”esuh,,k,,‘..,k,,,sxa.vrz‘:

Z[a"}|+k1 ,Z'-th, ree 1In+kn}_x{xl y T + h! Yoraay xn+kn] =

=z (@ 40k, Tyt hy . 2+ R) = By (@), 1, ) Ty)F ol
x(xl,x,+k,,...,:t:,.+k.‘)—x(;rl,x,,xs+h3,...,z,‘+k,‘)=

= Ry, Tt Ouhy 05 + Py o Tt B) = By | 2g (2,2 .oy 3,) F 04

4
(@, @ yove Dy, Byt b)) —2(T) , T4y ... y T =R (@, Ty o 3,) Fa

dovele quantita 6, 6, ..., sono numeri compresi fra0el (0elescl),,, %4,...,2

3_x oz ox

indicano le deri — ita
erivate T Bt Gam e delle quantitd o,,,...2, le prime

n-1 tendono a zero colle %, , %,...h, per la ipotesi fatta intorno ai valori
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o iy ay 0% 0K ax N
e alla continuita di TR et T nel punto (z,,%s,...,,), e l'ultima tende

anch’essa & zero con k,, semplicemente per la ipotesi che abbiamo fatta della

esistenza di un valore determinato e finito per aa: nel punto (z, , %, ... . T,);

e queste varranno evidentemente anche quando uno o pilt degli accrescimenti
hy, hy,...,h, siano zero.
Sostituendo dunque nel valore precedente di Az, e invece delle notazioni
3 ., Oz & oz 2
%y s %y, .- 3%, valendosi delle altre solite 37, 3z 9z, relative al punto

(®y , 23 4 ... y ), 8i troverd

ox ox oz
Azx= hl+ﬁhl+---+amnku+ﬁ1h1+as}‘l+---+”~uhn|

ar,
talch® se si osserva che le %, , Ay, ..., h, quando tendono a zero vengono
ad essere precisamente i differenziali delle funzioni particolari x =, , 2=,
... x=x,, ciod delle stesse variabili indipendenti =, , 2, ,...,®,, e possono
quindi indicarsi con dz, ,dz, ..., dz,, quand anche per generaliti si am-
metta che alcune di queste quantitd, ma non tutte, possano essere zero in
modo assoluto, si trovera sempre Ax = dx+Q, con Q = o, dr, + 2, ALy + ... + 2, A,
@ percid sard Az =dx, all’infuori di infinitesimi di ordine superiore al primo,
come appunto volevamo dimostrare.

E si pud notare che da un leggero esame della dimostrazione che ab-
biamo fatta apparisce anche che con questa dimostrazione la proprieta ora
esposta dei differenziali non esige propriamente la continuita assoluta din-1

-~

derivate parziali nel punto (,,%,...,,), ma basterebbe per es. che :—;
]

: . . ; ; Lo 0%
fosse continua quando si considera come funzione di tutte le n variabili, 3z,

fosse continua quando si considera soltanto come funzione delle n—1 va-

A dax ; : ; :
riabili 3,25 ,...,%a, 37 fosse continua quando si considera come funzione

A

fosse continua quando si con-

delle n — 2 variabili oy, 2, .. , @y 4o y € T

sidera come funzione delle due variabili =, ,,z,.

Del resto poi queste condizioni potrebbero rendersi anche meno restrittive ;
ma pei casi ordinari bastano sempre quelle che abbiamo poste.

138.— Qui pure faremo osservare che quando, indipendentemente dalle
considerazioni precedenti, con un processo qualunque si giunge a trovare che,

per tl.l.f.'ﬁ‘ i sistemi di valori di A, , ks, ks, ..., h, numericamente inferiori a
dati limiti, I'accrescimento totale Ax corrispondente a questi accrescimenti
by hyyoioyhy, di 2,2, ,...,2, si sviluppa sotto la forma

[1] ‘ax'-x(zl"'kl)xf"hl)"' ,x,.-i-k,.)—x(x“ Tgyes '!xn)-Pl kl+p‘h!+.'__+pn kn"“
toyhy +oghet ... ok,

dove py, Py .., Pu SODO quantitd finite indipendenti da %, shey.o .oy by, @
Gyy %y --ey @, SONO quantitd che hanno per limite zero per k,=0,k, =0,
<oy b, =0, allora si pud sempre asserire che si avra =§i =2 amt

. ) P ra p axl'!Pl“aI!rPs"azx:

oz 4
ey P“=é?“! e che in conseguenza la parte p, &, + ks tyoiy+puh, di Az
diverra il differenziale dx di x quando si facciano hy=dx, hy=dry,..., h, = dx,
o cid perch® evidentemente dalla formola precedente si hanno in particolare
le altre

@by, Ty, @) — 2 (3 2y, 2,) _
R, L =p +a,

x{x,,x,+?x,,x,‘...,:t:.,)—-—x[x.,:c,,.‘.,a:,,) _—

h: =D + Qy,
x{xllz'}"'}xh——llxﬂ-}‘k'l]_x(xll:r’i!"'lxn] -

k” =P'| + a‘“\
dove le @, , @y,..., a, indicano le quantita alle quali si riducono le 4, 2 Olgy aesy Dy
quando si fanno zero tutte le A, ks, ..., A, allinfuori respettivamente di
hy, di hy,..., e di h,; e queste passando al limite per k, =0, ky= 0yueyhy =0,

; oz oz %
ci danno appuntoé—i=p,,a—%=p,, ...... ':T..:p"'

E dietro questa osservazione si potrebbe anche evidentemente cambiare
la definizione dei differenziali di % mnel caso, s'intende, che Az si possa
3fril}:ppare sotto la forma (1) per tutti i sistemi di valori di &, ,k,,... A, infe-
riori a dati limiti ; inquantoch® si potrebbe dire, come nel caso delle funzioni
di una sola variabile, che il differenziale dx @ la parte di primo ordine rispetto
agli accrescimenti dz, , day , ..., dx, nellindicato sviluppo dell’accrescimento
x{.z|+ dx, , Ty +-day, ... , T, +dx,) —2(2,, Ty ,...T,) corrispondente agli accre-
scimenti stessi da, ,dwy,...,dx, , ecc...

. 139. — Premesse queste nozioni sui differenziali del prim’ordine, aggiun-
glamo ora che se x & una funzione z (z,,%,...,,) di n variabili (che sup-
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porremo ancora del tutto indipendenti) in un dato campo, e se in un punto
otz =z

(x,, @, ... ,7,) anche le sue derivate parziali del second’ordine 32 ' Iman
sono determinate e finite, allora, oltre al suo differenziale del prim’ordine
ox z e d N ox T
dx:rmdxl‘*’a—%d%'}‘a% 5+ .. +3x,.

si considera anche il differenziale di dx che si ottiene dalla espressione pre-
cedente di dx colle regole ordinarie, considerando come costanti dz 'dx".
..,dx,, ecc..., e questo nuovo differenziale si chiama differenziale secondo o .da
second’ordine di x e s'indica con d*x; e quando sono determinate e finite
anche le derivate parziali del terz’ordine, da d*x si deduce colle stesse regole
un nuovo differenziale che si chiama differenxiale terzo o del terx’ordine di
e s'indica con d®x, e cosl successivamente. _

140. — Questi differenziali degli ordini superiori si calcolano successiva-
mente, come gid abbiamo detto; ma & facile vedere che si ha anch.e un.a
regola pratica generale che serve per determinare uno qua.lunqufa di essi,
senza bisogno di passare pei precedenti, nell’ipotesi perd che le de‘nvatﬂ par-
ziali di ordine eguale a quello del differenziale che si vuole determinare, oltre
essere determinate e finite, siano tali che ad esse siano applicabili tutte le
possibili inversioni di derivazione; il che, per quanto dic.emmo. al §12E!
[pag. 170 e seg.], avverrd sempre in particolare quando le vz:n.ne derivate che si
considerano sono finite e continue, come accade ordinariamente nelle ap-
plicazioni. . .

Per trovare questa regola, osserviamo prima che, sotto le fatte ipotesi,
mentre pel differenziale primo si ha

dx

x 9z
dr= it PEdmt .t Eoda,

per quello di second’ordine si ha invece

'z #x (xd i PR
d"=a‘a?{d”§+ﬁd‘d+“‘+ax:,dzf‘+23z.ax, T, day +
itz *zx
+2md$;dﬁ+...+2axlaxnd:ﬁdmu"{-"'l

donde si riscontra intanto che praticamente il differenziale secondo di % pud

. 2x ax oz '
ottenersi riguardando nella espressione (:ﬁ', dx, + 3% dag+... + 3z, dz..)
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: .0 9z . - .

i simboli 35, ' 3m ""? 5g, come ver quozienti ed eseguendo il quadrato
della espressione stessa colle regole ordinarie, e dopo avendo cura di scrivere
come indici di derivazione gli esponenti che verrebbero ai numeratori 9z

per modo ciod che, quando si tenga questa convenzione, come si pud scrivere

d ) 2 1
dz=(—xdz,+§§‘dz,+...+é%dx") i

3z,

si potrd anche scrivere simbolicamente

dx 2x ox 2
Pv=(gmdnt 2t Zan),

Ora @ facile vedere che la legge che.noi troviamo cosi per la formazione
dei differenziali dx e d*x pud considerarsi come generale, ciod si pud sempre
scrivere simbolicamente

ax ox ) ™
2 d“x=(a—xldz‘+ﬁdx,+...+a%“dx“)‘

Supponiamo infatti che questa formola simbolica, che gid abbiamo riscon-
trata vera fino ai differenziali del second’ordine, sia stata riscontrata vera
anche fino ai differenziali dell’ ordine m — 1 inclusive, per modo che si sappia
gia che si ha simbolicamente

ax 9z ax o=k
LPVriae Db Pt i
d"'—x_(axldzl—kax‘dz,+....+ax“dxﬁ) 3

e cerchiamo di far vedere che allora essa sussiste anche pei differenziali del-
ordine m , con che evidentemente essa restera dimostrata in generale.
Supponiamo percid che

Tz

3 s =B T g "

(3) Aax,max,n...az..r- daPrdapr...dz,Pe |

dove A & un coefficiente numerico, py+py+ ... +p,=m—1, e aleuni dei

numeri p, , p,,..., p, possono anch’essere zero, sia uno qualunque dei ter-

mini del differenziale @' che, per quanto supponiamo, provengono anche
? ] Iz o2

dallo svil (—d — e
viluppo di 3z, x,+ax‘dzg+ +3x,.

Nella nuova differenziazione questo termine (3) dara luogo agli n termini

m—1

= dz,) nel modo ora indicato.
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che compongono la somma seguente
Mz i Pl+] Py
—_— da,” aI:rﬁl o e
Az, I 3w, Pm
" a ” Pa Py
Ty T Bx_’“dz] dxy d:r dx i
+ Lot dePdn®. . . dz, P da,

z 3™, . 3x, ! Ba:’ Wt

che sono gli stessi n termini che si ottengono dal termine corrispondente
dxprtprt e HPy
dz, P 3:::,?’- .27,

m—1
(a dz, + 3 d:x:,—l— + — d:c ) quando si moltiplica pel polinomio

A dap dzps...... dax,Pn dello sviluppo della potenza

:x dr, + g dry+ ;x ., @ poi si applica la regola data di ridurre ad
) i

indice di derivazione 1'esponente p,+p.+..... 4+ pa+1 0m di 2x; dunque, poich?
cid che abbiamo detto pel termine (3) vale per qualunque termine di @'z,

a m—1
s’intende subito che se si ha d"'a = (;i da, + 38 dxy + ...+ 5z, d.c,,) 3

sard anche d"‘x__(;1 al:r,—l—3 d:::,—|— ——d:c) , talche, per quanto

abbiamo detto sopra,.la formola (2) pud riguardarsi ora come dimostrata in
generale.

E si pud quindi notare che i termini della espressione di d™x sono tutti
della forma Mdz,® dr®... dr,%, dove q,+ g2+ ... +g,=m, e il fattore
che moltiplica dz,% dx,% ...dz,% , all’infuori del coefficiente polinomiale

™M

T A modo ciod che si pud
11 T Y

corrispondente, & sempre
sempre scrivere
"z

q ?I'” Iy ;
tin e aa:,maz,e-...axn.d“*’d”' dz,

d"‘x:EA,,,,,,,

ove Ay q,...,qn © il coefficiente polinomiale nello sviluppo simbolico cor-
rispondente.

/ 141. — Da quanto ora abbiamo dimostrato segue dunque in particolare
che nel caso delle funzioni x=% (z,y) di due variabili indipendenti = ed
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y si avrd simbolicamente

%z oz % oz x oz . ™
dx =g dot g dy, &'z = (a dot 5 dy) ,Wx:&dx+£dy) :

e quindi sviluppando colla formola del binomio si pud scrivere subito ora

3 oz
Fx Y
diz = a—x,d:r:'+23 23y dzdy.pay, v,
Pz Px P
Pr = Bxgd't""gar’ dx’dy+3a 3y’dmdﬁ+ Ja

n.all‘ipoteai, s’ intende, che le varie derivate che figurano nei differenziali che
si considerano siano determinate e finite e siano possibili le varie inversioni
di derivazione, ecc.

142.. — E sempre pel caso delle funzioni x(z , %) di due variabili indi-
pendenti aggiungiamo che Monge introdusse le notazioni P,q,7,s,t per

dx dx Fx

rappresentare le derivate parz:ah '3y 53 dzag gg y,nspettwamente

¢ queste notazioni trovansi ora comunemente adottate.
Con queste notazioni poi avendosi o> =p . o Sy T
P ar Psay Q$af—r!azay_s'

&z iz _
dydz= " 3p="» Si pud scrivere

dx=pdzr+qdy, e dx=rde*+ 2sdrdy+idyt ;

p_ 3p 2 e
e siccome si h Loil. g
si ha anche e r,a’f i 5p = b é dp=rdz+sdy ,

dg=sdz+tdy , d*x=(rdz+ sdy)dr 4 (sdx-+tdy)dy, cosi insieme a
dv=pdx+qdy, sara anche d*x = dpdz+4dqdy, come si ottiene subito
anche immediatamente differenziando lespressione pdz+qdy di dz.
E cid sempre, ben inteso, nel caso che le derivate prime e seconde di
# siano determinate e finite, e oltre a questo si abbia +—— e =
drdy "y ex y o’
143. — Tutto questo pel caso delle funzioni di pitt quantita z,,x,,.
¢he sono esse stesse le variabili indipendenti.
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Prima perd di lasciare questo soggetto dei differenziali, vogliamo dimo-
strare anche una proprieta importantissima dei differenziali primi delle fun-
zioni composte con funxioni di una o pit variabili indipendenti.

Ammettiamo percid dapprima che, essendo ancora x==2 (z;, %y, ... Z,),
le » quantitd z,,%,...,2,, invece di esser variabili indipendenti, siano tutte
funzioni di una sola variabile indipendente z, per modo che z sia una fun-
zione di # composta con pii funzioni z, a4y ,...,%, di questa variabile: e
ammettiamo inoltre che pel valore a di = che si considera siano soddisfatte
le condizioni generali che si dettero perch® a z sia applicabile per z=ua la
formola di derivazione delle funzioni composte [§ 133 pag. 177 e seg.].

Allora si avrii, come sappiamo

di_dxdn  dxdn, | 3 ds,
dz  dx, dx ' 3z, dx ' oz, dz’

e quindi, moltiplicando per dz, e osservando che gd.r : dﬂdx i d—x'd:c, ..,%d,c

sono ora i differenziali di 2,2, , , . .., x, respettivamente perché queste quan-

titd sono funzioni della sola z, si troverd

az z 9
dx=§1dxl+a—z’d.r,+...+a

= dz, ,
ml\
precisamente come se x, invece di essere una funzione composta di x per
mezzo delle funzioni z,,#,...,, fosse una funzione di n variabili indi-
pendenti, e dz fosse il suo differenziale totale preso in quest’'ultima ipotesi.
Pit generalmente poi se, essendo x =2 (), Ly ;.. , Tu), lo &y, Tyy ey Tn
non sono tutte variabili indipendenti, e tutte o alcune di esse sono funzioni
di altre variabili che sono le vere variabili indipendenti, per modo perd che
siano soddisfatte le condizioni che si dettero perche rispetto a ciascuna delle
vere variabili indipendenti sia applicabile la formola di derivazione delle
funzioni composte, allora & facile vedere che il differenziale totale di x esi-
sterd, e sard ancora dato dalla formola

x x 9z
dx—_——x;dzl+a—xld$|+ ....... +§-I:dz“,

precisamente come se , , % , Ty ,.., %, fossero tutte variabili indipendenti.

Siano infatti &, , &, .., &, le vere variabili indipendenti, delle quali alcune,
o anche tutte se m<Cm, possono anche non differire da altrettante delle
Ty, Ty yeeny Ty} © SIADO

(4} zi=51(5175:7---;5m]: 3 zﬁ"—"x'l(sl .ﬁg.---,5..),---,%“—*:!:..{&“5“---re-':'
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le relazioni che legano le 2, ,,,...,, alle variabili §,§,,...,¢,, rispetto
alle quali relazioni si deve osservare che (potendo darsi il caso che alcune
o tutte le &, , &, ... &, siano altrettante delle &, , 7, , ... z,,) una o pii delle fun-
zioni che compariscono nei secondi membri potranno talvolta ridursi uguali
ad una sola variabile, per modo da avere per es. Ty =6, Zy=4§, ecc.

Cio posto, osserviamo che a causa delle formole (4) x verra ad essere
una funzione composta anche rispetto a ciascuna variabile ¢, & yeeey bm 8O-
paratamente; e poiché, per le ipotesi fatte, a questa funzione x sara appli-
cabile il metodo di derivazione delle funzioni composte rispetto a ciascuna
variabile & ,&,...£,., avremo le formole

= 3 ax 9x Oz, x dz

" mE T Tt

o _ 3z oz a9z Om, o o,

%Tma Twma T tam

9t oy 3 R Oz, o ar,

- mE Twma T taE
le quali, oltre a servirci a determinare il valore delle varie derivate parziali
x N ox . :
R ci determinano anche il differenziale totale dx di #, inquan-
toch?, esistendo queste derivate parziali, pud dirsi che altrettanto accade del
differenziale totale dx, e si ha quindi

'_ #* ., % 0% .
dx—a—eldn*f"gafk + +3€,,,__d:" .
Ora, sostituendo effettivamente in questa espressione di dx i valori prece-
L. X ox : :
denti di A RIEE e raccogliendo i termini che moltiplicano g—; )

ox o . :
o (cid che equivale a sommare per colonne le uguaglianze prece-

denti dopo di averle moltiplicate respettivamente per dz, , dé,, ..., d¢E,) sitrova
_ 31 Ty or, N o, ..
A= o (G b+ Gt + ) +
o (oz, o, oy ,.
o o T R
= U S .
ox ox,

' - ax, ..
+gﬁm+ﬁm+m+E@%

13
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quindi, osservando anche che per le ipotesi fatte le funzioni dei secondi membri
delle (4), come ammettono le derivate parziali rispetto a & , &, .., §u, ammet-
tono anche i differenziali, e questi differenziali dz, ,dzy, ..., dzx, sono ap-
punto le quantitd fra parentesi nella formola precedente, si conclude che si
AVId ancora

o oz o
=— — d. cer i dx,
dx axldz]—l-az!dz'-l- +9$“x!
come avremmo avuto se r, ,Ty,..., T, fossero tutte variabili indipendenti;

talchd resta ora dimostrato quanto abbiamo enunciato sopra.
/144, — I risultati ora ottenuti sono evidentemente la generalizzazione di
quanto si disse al § 105 [pag. 141] sui differenziali delle funzioni di funzioni.
§'intende poi che essi sono della massima importanza, inquantocha per essi,
quando si debba scrivere il differenziale primo di una funzione x (z, Ty, ... 2
sara inutile di occuparci della natura speciale delle quantitd @, %y, ..., Tu,
distinguendo ciod il caso in cui esse sono tutte variabili indipendenti da
quello in cui non lo sono, perché, per quanto abbiamo detto, nell’un caso
o nell’altro la forma del differenziale sara sempre la stessa, e si avra sempre

a e o
dx—a'—zldx1+$'dxl+ st 'a“x_ndzn )
colla sola restrizione che quando , , 7y, ..., Z, non siano effettivamente le

variabili indipendenti, devono essere soddisfatte le condizioni che si richie-
dono perchd a x, considerata come funzione composta delle vere variabili
indipendenti, sia applicabile la formola di derivazione delle funzioni composte
rispetto a ciascuna variabile.

Perd non si deve tralasciare di notare che, per quanto in tutti i casi (sotto
le condizioni ora indicate) la forma del differenziale primo della funzione
x(z, ,%5...,T,) sia sempre la stessa, nel suo valore effettivo vi & perd una
differenza notevole, secondoch® @, , #3, ..., T, sono o no tutte variabili indi-
pendenti; giacche nel primo caso da, ,dzy, ... ,dz, , essendo differenziali di
variabili indipendenti, sono del tutto arbitrari, e possono supporsi costanti
rispetto a &, , %y , ..., &, , come appunto si usa sempre di fare; e nel secondo
caso invece, alcuni di questi differenziali, se non tutti, essendo differenziali
di funzioni, dipendono ordinariamente dai valori che hanno le variabili indi-
pendenti nel punto che si considera, e quindi, almeno ordinariamente, non
possono riguardarsi come costanti.
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145. — L’ ultima osservazione fa intendere immediatamente che, come gis
trovammo pel caso delle funzioni di funzioni, anche nel caso attuale delle
funzioni composte con funzioni di una o pitt variabili indipendenti, i risultati
precedenti sussistono soltanto pei differenziali di prim’ordine, e, tranne casi
speciali, cessano affatto di sussistere quando si passa ai differenziali di ordini
superiori.

B chiaro infatti che, mentre pei differenziali di prim’ordine della funzione
2(@, Ty ..., T,), sotto le restrizioni indicate, si ha sempre

& i 2
dy=g-do + oo dny + ...+ o= dr,,

pei differenziali di second’ ordine, nel caso che «, ,x,,...,, siano variabili
indipendenti, si ha simbolicamente (§ 140 [pag. 188 e seg.)].

N e oz 2
d’s—zA,,_,ax—ra?'dx,d_m,=(aadzl—{—a%'dfc,—i—...-{-a—?:—dx,)!,

mentre nel caso che tutte o alcune delle z, , z, ..., x, siano funzioni di va-
riabili indipendenti, per la circostanza che allora nel differenziare dz conviene
tt.%ner co:}to anche dei termini che si ottengono differenziando dw, ,dzy, ..., dz,,
si avrd invece

N &z oz oz 3z
d“_zﬁﬂl Eﬁzdx,dx,—}—a—hd?xl—f—adzx,—i—...+é;ﬂd‘;r“=
_ % oz dz ¢ & 02 )
(axldz;,+a;l¢u,+...+ﬁdz,) +3 s

e cosi in particolare quando sia z=g(x, y), mentre, con le notazioni di Monge,
se z ed y sono variabili indipendenti si ha

de=pdr~+qdy , dz=rdc*+ 2sdrdy+tdy*,
quando 2 ed y non sono variabili indipendenti si ha invece
de=pde+qdy , d'z=rds*+ 2sdedy+tdy*+ pdiz 4 qd%y .

y Differenze analoghe si hanno nei differenziali di terz ordine, e in par-
icolare, nel caso sempre di ¢=¢(z,y) con z ed y funzioni di una o di due



variabili indipendenti, si ha
&z Pz L8 &’z i ?fdy’-}—
d’;=§-£,dz'+3mydt’dy+ 5oy y+3ys
+ 2rdadiz + 2s(drdy + dedy) + 2tdydy + pdx + qdy + dpd'z +dgd'y =

- ("ida -}—gf dy)!+ 3rdodic+3s(Pxdy + dody)+ 3tdydy + pd’z+qdy ,
=\ =

; iz 9 ,\* . |
invece di avere semplicemente dz = (S—xdz -+ 3 dy) , come si ha nel caso

di = ed y variabili indipendenti.

XIIL

Funzioni implicite di una o pid variabili indipendenti

146. — Accade di sovente che una funzione » di una variabile reale x,
anziché essere data effettivamente, secondo la ordinaria definizione, per ogni
valore di  in un certo intervallo, & definita invece col dire che per ogni
valore speciale di = nello stesso intervallo essa ha un valore che, pel valore
che si considera di #, annulla una certa funzione f(z,y) delle due varia-
bili  ed y; per modo ciod che i valori corrispondenti di z ed y (conosciuti
i quali si potrd poi definire la funzione y anche colle regole ordinarie) pos-
sono considerarsi come sistemi di valori di z ed y pei quali si ha f(z,y)=0.

Aggiungiamo che, estendendo il campo della variabilita delle due quantita
& y anche ai valori complessi i cui indici respettivi vengono a cadere in
due porzioni date dei piani rappresentativi di questi valori, si hanno bene
spesso funzioni f(z,y) che hanno un valore determinato pei valori reali e
complessi di z e y i cui indici cadono in questi campi, come avviene per es.
per la funzione analitica zy--senz - sen (@y*) +e* che pud considerarsi
come data per tutti i valori reali o complessi di z e .

In questo caso generale, per ogni valore reale o complesso @, che si at-
tribuisca ad  nel campo corrispondente, la funzione data f(x,y) si ridurra
a una funzione f(z,,y) della sola variabile ¥ la quale potra avere un signi-
ficato per tutti i valori reali o complessi di y i cui indici cadono in un certo
tampo; ma questa funzione f(z,,y), almeno nei casi. pilt comuni, sard zero
soltanto per alcuni valori speciali di y, o non lo sard mai, per modo da
dover dire che non vi sono tutt’al pit che uno o pitt valori speciali, reali o
complessi, di y che pel valore z, attribuito ad = soddisfino alla equazione
f(z,y)=0, ciod siano tali che si abbia f(z,,)=0.
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Riferendoci dunque ai singoli valori reali o complessi che = pud avere
nel campo dato o in una porzione soltanto di esso, se avverri che per ognuno
di questi valori di z si abbiano uno o piit valori corrispondenti di y che annul-
lino f(x,¥), per modo ciod che riesca soddisfatta la equazione f(z,y)=0,
allora prendendo per ogni valore speciale di x uno di questi valori di y
(e cid dopo aver stabilito qualche legge pel valore da scegliersi per y nel
caso che questi valori di y siano piu di uno) si verranno ad avere varie
serie di valori y corrispondenti ai valori di z nel campo che si considera,
e che insieme ai valori corrispondenti di z soddisfaranno sempre alla equa-
zione f(z,y)=0; e queste serie di valori di y potranno riguardarsi come
costituenti altrettante funzioni di = pei valori reali o complessi di x che
cadono nel campo che si considera.

Le funzioni y cosi definite da una equazione data f(z, y)=0 si dicono
funzioni implicite di x: e la legge che, quando & possibile (com’# appunto
Dei casi ordinari), si stabilisce sempre per determinare la successione dei valori
da scegliersi per y, nel caso che per ogni valore che si da ad z si abbiano
pilt valori y che soddisfano alla equazione fl@,y)=0, & quella che porta
la continuita nei valori di y, per modo ciod che la funzione y che verri cosl
a formarsi possa riguardarsi come una funzione continua di z; e cid inten-
dendo esteso il concetto di continuitd ordinario anche alle funzioni di una
variabile complessa x, dicendo ciod al solito che una funzione % di x sard
continua nel punto indice di z, quando il limite dei valori che si hanno
per y nei punti z di un intorno ¥, ¢ mentre tende con una legge qua-
lunque a z,, ¢ il valore che la funzione stessa y prende nel punto z,.

147. — Aggiungiamo ora che nei casi ordinari la funzione f(x,y) &0
almeno viene poi ad essere, una funzione analitica di = ed y; e le funzioni
implicite y definite dalla equazione f (#,4)=0 vengono ad esser costituite
dai valori y che si otterrebbero quando, con convenienti trasformazioni e
opportuni artifizi, o con osservazioni speciali, si giungesse a trovare le solu-
zioni rispetto ad y della equazione stessa (radici di questa equaxione).

Oltre a cid poi aggiungiamo che come si hanno funzioni implicite y definite
da una sola equazione f(z,y)=0, si hanno anche funzioni y definite per
mezzo di due equazioni f(z,y,%)=0, ¢(x,y,%)=0 nelle quali figura
perd un’altra quantitd x che & essa pure una funzione implicita od una
quantitd ausiliaria.

In questo caso infatti, dovendo i sistemi di valori corrispondenti di z,y,%
soddisfare al tempo stesso a queste due equazioni, s’intende subito come potrd
avvenire che per ogni valore speciale che si attribuisca ad x in un certo campo
si giunga sempre a trovare uno o piu sistemi di valori pery e x che soddi-
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sfino alle due equazioni date; o anche potrd darsi che si giunga in qualche
modo (come si fa per es. nei casi pill comuni colla eliminazione) ad una
stessa equazione ¢ (x,y)=0 cui devono sempre soddisfare y ed z, con che
allora saremo ridotti al caso precedente, e, volendo, si potrd poi giungere
anche ad un’altra relazione fra « e z che definisca 2 in funzione di z indi-
pendentemente da #: e nell’'un caso e nell’altro si potranno costruire una
o pitt funzioni implicite y di #, e volendo anche le corrispondenti fun-
zioni # di z.

In generale poi, finchd si debba avere soltanto una variabile reale o com-
plessa i, 8’ intende che potranno aversi anche funzioni implicite y definite da un
numero maggiore m di equazioni, ciascuna della forma f(2, 4,1y, ¥s yeery Yrus)=0,
e nelle quali oltre alla variabile indipendente = ed oltre ad y, figurino altre
m— 1 quantita ausiliarie, o funzioni implicite anch’esse, ¥, , % ,...,%,_,, per
modo ciod da avere sempre un numero di equazioni inferiore di una unita
@ quello delle quantita variabili =,y ,#%,,%:,... 9., che in esse figurano.

Similmente poi si avranno funzioni implicite y di piti variabili indipen-
denti @, 7y,..., 2, definite da una sola equazione della forma fiz,,z,,...,2,,y) = 0,
nella quale pure pud intendersi che x,,a,,...,x, possano anche avere valori
complessi; e si avranno anche funzioni implicite » definite da m equazioni
ciascuna della forma f(x,,Te.. ., @0, % , Y1 s Y2 -+ s Yos) =0 @ nelle quali, oltn;
a Ty, 2y , ..., T, @ y figurino, come funzioni implicite anch’esse, o come quantita
ausiliarie, altre m — 1 quantita y,,.,...,¥,,, per modo sempre che, quando »
f’:' il numero delle variabili @, , 2, , ..., x, che si vogliono lasciare indipendenti
il numero delle equazioni sia inferiore di n uniti a quello delle qua.ntité‘
variabili @, @y, .. % ¥ Yy Y2y .oy Yo che in esse figurano.

148. — Dato cosl un cenno generale delle funzioni implicite, noi passe-
remo & trattare delle loro derivate e dei loro differenziali dei vari ordini
limitandoci perd sempre d’ora innanzi al caso delle funzioni implicite mall3
d.i v.uriabilj reali, onde non entrare in uno studio che esigerebbe considera-
zioni speciali e ci porterebbe molto in lungo.

Incominciamo percid dal considerare il caso delle funzioni implicite ¥ che
::levuno risultare definite da una equazione a due variabili f(z, y) =0 per tutti
i valori reali di « che cadono in un certo intervallo (@, b), e osserviamo che
datah 1.1na tale equazione f(x,y)=0, la prima cosa da farsi sara quella di assicu:
rars:.m qualche modo che, per ogni valore di « nello stesso intervallo, esistono
e!i'emvamente uno o pin valori reali di  che soddisfano alla stessa equa-
Zone; @ oltre a cid poi, tanto nel caso che per ogni valore di  esista un
solo di questi valori #, tanto in quello in cui ne esista pit di uno, volendo
parlare di derivate e di differenziali della funzione y, sara necesa;rio assi-
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curarsi che la equazione data f(z,%)=0 & tale che si possano formare una
o pit successioni di valori y che costituiscano una o pit funzioni ¥ che fra
@ e b sono finite e continue almeno generalmente, e ammettono una derivata
determinata.

Riscontrato poi che & possibile di soddisfare a queste condizioni, s'intende
che la funzione implicita y =+ (z) di cui dovrebbero trovarsi le derivate o
i differenziali, non potrebbe essere se non che una delle funzioni che si
formerebbero nel modo ora indicato. E quando si fosse effettivamente ottenuta,
le sue derivate o i suoi differenziali, quando esistono, si potrebbero trovare
coll’ applicazione delle regole di derivazione o di differenziazione date nelle
lezioni precedenti; e con cid la questione rimarrebbe completamente risoluta.

In tal guisa perd, poiche, oltre a fare le verificazioni suindicate, occor-
rerebbe sempre cercare effettivamente la funzione y, noi saremmo il pin
spesso arrestati dalle difficolta di calcolo; talchd conviene andare in traccia
di un metodo differente che conduca pil facilmente ai resultati che si cercano.

Questo metodo & tutto fondato sulla formola di derivazione delle funzioni
composte, e non esige affatto la conoscenza effettiva della funzione y =r(x)
definita dalla equazione data f(x,%)=0, almeno finché ci si contenta di
esprimere la derivata o il differenziale di y per le variabili « ed ¥ ad un
tempo; perd, per esporre questo metodo in modo rigoroso e completo, conviene

_prima mostrare che, quando per la funzione data flx,y) sono soddisfatte

certe condizioni speciali, che nelle applicazioni riescono appunto ordinaria-
mente soddisfatte, allora, in intervalli relativi ad « sufficientemente ristretti,
la equazione f(x,y)=0 definisce sempre una o piti funzioni implicite reali y
ohe, oltre essere finite e continue, ammettono anche una derivata determinata
e finita in ogni punto degli stessi intervalli; dopo di che si trovera facilmente
che questa derivata si esprime in modo semplice per z e pei valori corri-
spondenti y della funzione.

149. — Incominciamo percid dal supporre che la funzione f(z , ) sia una
funzione reale delle due variabili «,y in un dato campo C; e ammettiamo
che in qualche modo si sappia che per un valore x, di z esiste almeno un
valore y, per y che insieme con x, soddisfa alla equazione f(z,y)=0, per
modo ciod che si abbia f(z,,%,)=0; ciod supponiamo che si conosca un
sistema iniziale di valori @, %, di # e y che soddisfano alla equazione data
f (@,y)= 0.

Ammettiamo inoltre che il punto cosi determinato (x, , ) dal quale parti-
remo non sia un punto del contorno del campo C nel quale & data f(z,¥),
ma sia interno a C, e nei punti (z,y) di un certo intorno e di questo punto
(%o , o), che potra anche essere molto grande, la funzione f(z, y), oltre essere
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sempre finita e continua, abbia anche la sua derivata parziale:—f determi-
T

nata e finita, e oltre a cid nel punto (x,,y,) abbia 1'altra derivata parziale
2 X .
5‘5 finita e differente da xero; si trattera ora per prima cosa di mostrare

che, quando queste condizioni siano soddisfatte, per ogni valore z,--% di =
sufficientemente vioino a x, esiste sempre almeno un valore y, diy pel quale
i ha f(z+ hyyy) =0.

Indichiamo percid con %, e k, due numeri differenti da zero e positivi
che intanto supporremo scelti in modo che, pei valori di & e & numerica-
mente inferiori ad k, e k,, il punto (x,+k,y,+ %) venga sempre a cadere
nell'intorno e di (z,,y,) nel quale sono soddisfatte le condizioni poste sopra,
e prendiamo a studiare f(x,+ k,y,+ k).

Osservando che f(x,,y,)=0, si vede subito che per questi. valori di
h e I si potrd scrivere

flasth g+ k) = fl@o+h,yot k)= flog, yo+ %)+ (20, Yo+ k) = (20, %),

e indicando al solito con f; e f; le derivate parziali 32’: e aa-‘f‘per le ipotesi
r 3y
fatte si avra anche y

flra+h,yot k) — 2o, ot k) = i (20 + R,y 4 o), f(@e g+ k) — flavo, yo) =1 | folery, ?)“u)"‘ﬁz

dove 6 & un numero positivo compreso fra 0 e 1 (0 e 1 escl.), e « & una
quantiti che, con k, diverso da zero ma sufficientemente piccolo, per tutti
i valori di % numericamente inferiori o uguali a &, & minore in valore as-
soluto di quel numero che pin ci piace; talch® sostituendo si trovera anche

[+ b,yo+k) = hfi(@a+0h, yo+ k) + kifi(xe,50) +af.

Si osservi ora che, siccome f;(x,,,) © diverso da zero, si pud anche
supporre di aver preso il k, talmente piccolo, che per k numericamente infe-
riore o uguale a k, la quantitd « sia piccolissima, o almeno tale che 1'altra
f2(%y, yo) + = sia sempre dello stesso segno di f;(x,, y,) e sia discosta da zero pitt
di una quantitd determinata d; e allora nella formola precedente il termine
k) felmy , yo)+a} col passare di kda —k,a ky -k, e k, incl.) prendera anche
valori positivi e negativi numericamente superiori a k,d.

.Se poi §'indica con X il limite superiore dei valori assoluti di f;(x,)
nei punti (x,y) dell’intorno e che si considera, si vede anche che in valore
assoluto il primo termine della formola precedente non pud mai superare la
quantitd hok; talche, osservando che quando non sia gid hoh<<k,d si potrd
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sempre scegliere un altro valore minore per k, che sia ancora differente da
zero e pel quale questa condizione sia soddisfatta, s'intenderd subito ora che,
per ogni valore speciale che si attribuisca ad % non superiore al valore &,
cost determinato, la funzione f(z,+h ,y,+k) col variare di k da -k, a k
passerd dal positivo al negativo o viceversa, talchd, essendo continua, dovra
anche annullarsi per uno o piut valori di & compresi fra —k e k.

Segue intanto da cid che per ogni valore di % compreso fra —k, e hy,
essendo k, il numero diverso da zero e positivo che sard stato determinato
nel modo indicato, e che, a seconda dei casi, potrd anche essere molto grande,
esistera almeno un valore di & pel quale si avra f(z,+k , y,+k) = 0, per modo
che anche colle sole condizioni che abbiamo poste si pud asserire gia che
pei valori di z fra @, — kg e @y+h, esisteranno una o pitt funzioni ¥ che sod-
disfaranno alla equazione data f(x,y) =0 e che per =z, saranno uguali a y,;
e ora quando si aggiunga la condizione che gg esista anche nei punti di un
intorno di (z,,y,) e sia continua in questo punto (2, ,y,), sard facile anche
di vedere che, salvo a prendere h, e k, piil piccoli ma sempre diversi da zero,
per ogni valore di k fra —hy e hy non vi ha che un sol valore di & che
soddisfi alle condizioni ora indicate, e quindi fra x,—h, e +h, non viha
che una sola funzione y che per z=uz, sia eguale a y, e che soddisfi alla
equazione f(z,y)=0, e non sia mai troppo discosta da 7.

Risulta infatti da quanto abbiamo detto che prendendo k, e k, sufficien-
temente piccoli, si pud fare in modo che i punti (zo+h ,y.+k) vengano a
cadere in un intorno di (z,,y,) nel quale la funzione gg o fulx,y) sard
sempre discosta da zero, perchd ora abbiamo ammesso che essa sia continua
nel punto (z,,¥); e se avvenisse che per un valore &, di k fra — h, e h, esistes-
sero due valori k, e k, di k inferiori a k, pei quali si avesse f(@+hy,yo+k) =0,
e fl@s+My , Yo+ k) = 0, allora per un teorema noto, indicando con ¥ un numero
compreso fra k, e ks, si dovrebbe avere anche f;(x.+ hy y yo+K) =0, e questo
ci porterebbe in contradizione; dunque si pud ora intanto evidentemente as-
serire che, almeno finchd k,non supera un dato limite e finché si ammette
che y non debba scostarsi troppo da y,, per ogni punto z compreso fra
@y —hy © T,+h, esisterd sempre un valore unico e determinato % dotato della
proprieta che y,+k pud riguardarsi come il valore di  che pel valore cor-
rispondente di = soddisfa alla equazione f(z,y)=0; o, in altri termini, nel-
P'intervallo (z, — ho , Zo+h,) esistera una fanzione ben determinata, reale e a
un sol valore y=1y,+k che potri riguardarsi come una funzione implicita
definita dalla equazione data f(z,y)=0.
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Osservando poi che, per quanto abbiamo detto sopra, quando si voglia
che & non superi in valore assoluto un dato numero s (che pud esser preso
per k) basterd supporre % numericamente inferiore a un numero positivo
e sufficientemente piccolo %, pel quale si abbia colle notazioni poste sopra

ds .
}zn(T, si concludera subito anche che la funzione y, di cui ora abbiamo

dimostrato D’esistenza, pud riguardarsi come continua nel punto x,; dunque,
osservando ora che, quando si ammetta anche che g—; sia continua in ogni
punto di un intorno di (w, ,¥,), ogni punto = dell'intervallo (x, — hy , @y+hy)
determinato sopra pud prendersi come punto iniziale x,, giacch® in esso
(quando A, & sufficientemente piccolo) saranno sempre soddisfatte tutte le
condizioni che abbiamo poste sopra per x=u,, si potrd anche evidentemente
concludere che in ogni punto x dell'intervallo (x,— ky, 2o+ k) la funzione y
che noi abbiamo determinato sopra sara anche continua.

Si aggiunge poi che se y =1z (x) & la funzione cosi determinata pei varii
valori di = fra @, —h, e x+h,, la funzione data f(x,y) per questi valori
di # e per y =% (x) pud riguardarsi come una funzione composta di = il cui
valore fra x,—h, e x,+h, & sempre zero, e la cui derivata in conseguenza

& pure eguale a zero; dunque, facendo ora anche 1'ipotesi che gf sia conti-
x

nua nei punti di un intorno di (z,,y,), e osservando che pei valori di

che abbiamo detto di considerare, anche ¢ (r) & finita e continua, bastera ri-

cordare quanto si disse in fine del § 132 [pag. 176], per potere asserire che

la funzione trovata y pei valori di x compresi fra @, -k, e x,4+hk, ha una

. . .od
derivata determinata e finita d—z , @ questa derivata si potra dedurre dalla

equazione che si ottiene eguagliando a zero la derivata di f(z,y) ri-
guardata come una funzione composta di x; ciod si dedurra dalla formola

of

3 | of dy o dy o

ar e 0, e sarda quindi ﬁ = —a;;; taleh®, riassumendo, si pud ora
3y

evidentemente concludere che: Se per un valore x, di x la equaxione fla,y)=0
¢ soddisfatta da un valore y, di y, e il punto (x,,v,) viene ad essere un
punto interno al campo C nel quale ¢ data f(x,y); e se al tempo stesso
esiste un intorno (che potra essere anche assai grande) di (x, ,y,) nei punti
del quale la funxione f(x,y) ¢ finita e continua insieme alle sue derivate

... of @ . .
parziali 3 © Biyr , € la seconda di queste derivate nel punito (x,,y,) ¢ anche
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diversa da xero, allora esistera sempre un intervallo relativo alla variabile x

(o — by , To+hy) cui appartiene il punto x, e pei punti del q't:ak la equa-

xione f(x ,y)=0 definisce completamente una funxione y di x, che oltre

esser sempre finila e continua, ha anche la sua derivata prima determinata
e finita, e nel punto iniziale z, ¢ uguale a y, ™.

E in questa ipotesi la derivata % di questa funxione y si ottiene dalla

formola g—:}; o dy =0 che proviene da f(x,y) eguagliando a zero la de-

dy dx o
rivata di f(r,y) calcolata colla regola di derivazione delle funzioni composte,
per modo che qussta derivata Z—i della funxione y pui anche riguardarsi

LA
dy or —
eome data dalla formola cT:z!: =— E nel secondo membro della quale,
&y

™ Si puo osservare che alle condizioni poste neIl'enunc@to d?l t,e:oremndj.:o-
trebbero sostituirsene altre molto piti generali quando per la i‘uuzm:%a implicita y Il].".:
che deve essere definita dalla equazione f(x,y)=0 in un certo 1n|:efr\'z.tllo ci SLJ ;]
mitasse a richiedere che essa esisfesse e fosse ﬁn:ta_c ;::mrmua, senza richiedere nu

L i o alla natura della sua derivata. .

mpe;;;!::so%::zgﬁ infatti di avere trovato un sistema iniziale di valori x, e_yi,
per = e y pei quali si avesse f(z,,¥,)=0, € supposto ancora che in un cert?o;:e
torno ¢ del punto (x,,¥,), che potrebbe essere anche assal grande, la f m)e s
sempre finita ¢ continua, allora senza richiedere nulla intorno alla esis

natura delle derivate parziali /4 e or nei punti (x,y) che cadono entro c , basterebbe

iy ; Lo fEth,y)— 1),

assicurarsi che negli stessi punti il rapporto incr — 7
f,y+k) —1=y)
e S 4

sempre numericamente inferiore a un numero finito }, e U'altro

tanto per k positivo che per k negativo, si mantiene sempre dello _sfeuz segno e sem-
pre numericamente superiore a un numero diverso da zero e pcmfwn‘ S s
E per vedere questo basterebbe ripetere con leggerissime modx.ﬂm:om s(se r_.
appariranno subito ad ognuno) la dimostrazione faljm sopra, dopo d:. av‘e}e{ ::) g
vato che si puo fare una estensione del teorema di Rolle alle funzioni o
prendono lo stesso valore in due punti a e b, e che, pure es:senda sempremﬂmn‘
continue nell intervallo da a a b (questi estremi incl.), at‘mmo’m qualche pu nﬁ 8
cano di derivata; poiché, considerando la funzione ¢ (x) = f(x) — f (a) che s.z];]l:ws:he
per x=a e x=>0, e sari finita e continua essa pure da aa.ab,m .vade subi Lim
se non sard sempre zero fra a e b avrd almeno o un ptfut,o di massimo, 0 u;: s
di minimo nell’ interno dello stesso intervallo; e quindi per la nostra fu‘nis b
esisterd fra i punti aeb almeno un punbofime;‘n;o J:'fl’(l-f) quale i rapporti incre
tali destro e sinistro f_(m""’:: @) ¥ =h L0 per h e by suffcientemente
piccoli, dove non sono zero, iderati ci separ ‘I fe h lo stesso segno,
ma il segno dell’ uno & sempre differente da quello dell’ altro.
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nella formola precedente, si intende che per ogni valore di # nell’intervallo
(wy— Py , Ty+hy) nel quale x si considera, 1'altra variabile y abbia il valore
corrispondente della funzione y definita dalla equazione data f(z, y)=0.
150. — Si intende poi che nei casi ordinari I'intervallo (5 — By y x4+ hy)
nel quale la equazione data definisce completamente una funzione y pud

anche esser grandissimo, perch® pud darsi che le derivate gi ] g—’; si manten-
gano inferiori 8 un numero finito in un campo molto esteso, e talvolta anche
per tutti i valori finiti di # e y, e al tempo stesso g{ sia. sempre differente

da zero, ecc.; e s’'intende anche come potra talvolta avvenire che la equa-
zione data in uno stesso intervallo (z,— A, ) To+hy) definisca piti funzioni Y,
perché, potri darsi per es. che, oltre al valore Yo, si abbia anche un altro
valore y, che soddisfi alla equazione f(xo,y) =0 e alle altre condizioni che si
erano poste sopra per y,, e allora anche partendo da 4, si formerd una nuova

funzione y analoga a quella formata partendo da y,, ecc. ™.
¥ 151. — In forza dunque dei risultati precedenti, quando sia data un’equa-
zione f(z,y)=0, e pei valori di = che dovranno considerarsi quelli corri-
spondenti ¥ della funzione implicita definita da questa equazione risultino tali
che negli intorni dei punti (z y¥) che cosl si avranno siano soddisfatte le
solite condizioni relative all’essere finite e continue g£ e g; e all'essere /i
*) 8i pud osservare che mantenendo ferme tutte le condizioni poste nel testo,

¢ considerando per es. due funzioni ¥ ey che vengano determinate partendo pel
punto x, da valori iniziali y, e y, diversi fra loro, queste due funzioni, corrispon-
dentemente agli stessi valori di x negli intervalli nei quali verranno considerate,
non potranno divenire uguali fra loro altro che quando, essendo « il valore di z
pel quale questa circostanza si presenta, e y, il valore comune diy e y corrispon-

dente a questo valore « di x, g sia zero nel punto («,y,) dove le due funzioni

(0 rami di fungione) y ey si uniscono.

Supposto infatti ad es. che il valore ora indicato « di « sia a destra di x,, e
che fra x, ed « siano sempre soddisfatte le condizioni per le quali Y ey non pre-
sentano singolarita, & certo che prendendo @ —a—h » con i positivo e piccolo quanto
8i vuole, i valori Ya_p © Yo, di y e ¥ corrispondenti a questo valore a—h di «
saranno ambedue vicini quanto si vuole a y, ; e avendosi contemporaneamente
fle—h,y, ,)=0e fla—h, Ya_,) =0, pel teorema di Rolle, esistera un valore ,_, fra

Ya_y © ¥y, pel quale nel punto (x—h, g, ,) la derivata %' sard zero; e poiché
questo punto (a—h , Ya_») 88T Vicino quanto si vuole al punto («,y, ),a causa della

continuita di g—; anche in quest'ultimo punto, & certo che dovri essere g£=0 nel
punto stesso.
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diversa da zero, si pud sempre assicurare che pei valori che cosl si conside-
rano di  la derivata della funzione implicita y sard data dalla formola

of [ of dy
) mtya "
ovvero dall’altra
of
d ox
@ &5
3

talchd per gli stessi valori di il differenziale dy della medesima funzione y
sari

i

ér

3y
e quindi potra anche riguardarsi come definito dalla equazione

@ L az+Say=0,

il cui primo membro esprime semplicemente il differenziale df della funzione
data f(x,y); e in tutte queste formole il valore di » che vi figura insieme
ad z dovra sempre intendersi che sia quello (noto o ignoto) che avra la funzione
implicita pel valore stesso z.

A proposito poi di questa equazione differenziale si pud notare che quando
pei valori di x che si considerano, si fosse conosciuta avanti l'esistenza di
una derivata determinata e finita per la funzione y definita dalla equazione
flz,y)=0, e fossero state ancora soddisfatte le condizioni poste sopra per

g—i e g—g, allora indipendentemente dalle considerazioni precedenti noi avrem-
mo potuto eguagliare senz’ altro a zero il differenziale totale df oppure
modo alla

dy

g-gd'z:—]-%dy della funzione f(z,y), dando luogo subito in tal
equazione (4) che avrebbe gervito a determinare i valori di y e o

In tal caso infatti, avremmo potuto subito avvertire che quando si cambia
z in z+dx e y continua sempre a soddisfare alla equazione f(z,y)=0, I'ac-
crescimento corrispondente di f(z,y) deve essere zero, deve al tempo stesso

(§.137 [pag. 184 e seg.]) avere la solita forma df + ¢, dove ¢ & un infinitesimo

()
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di ordine suparic.lre al .primo; e quindi per teoremi noti sugl’infinitesimi
avremmo potuto immediatamente concludere che, pei valori di z e di y che

qui si considerano, si doveva appunto avere df = g&-{‘b + g—;; dy=0.

l'- 152: — Aggiungiamo ora cle, se y & una funzione implicita definita dal-
equazione f(x,y)=0 pei valori di = compresi in un dato intervallo nel
quale sono ancora soddisfatte le condizioni poste sopra rispetto a 5 e o
. . - a:c _’
Z sat lav:verrﬁ. cha m‘og‘m punto di alcuni intorni dei punti () corrispii—
enti ai \Talj'l susu?ml di valori di = e y che qui si considerano, la funzione
flxz,y) abbia finite e continue le sue derivate parziali del primo ordine e
quelle del secondo ordine, all i ¥ dy i
) ) ., ora la funzione P - 3 = che costituisce il
p 1?10 -membro de.Il equazione (1) (o la derivata totale di f(x,y)) potra, al
pari di f(z,y), riguardarsi come una funzione composta di x per mezzoi di

scnn T
zyey o talche, osservando che questa funzione pei valori di = che si con-

Zld[?rﬂ.nﬂ & sempre egu.ale a zero e altrettanto in conseguenza accade della sna
erivata, per quanto si disse in fine del ricordato § 132 [pag. 176] si potra an-
che concludere che la funzione stessa y, oltre ad avere determinata e finita la

. . dy
sua derivata prima —*, ha determinata e finita anche la sua derivata seconda

Ty
77 @ questa derivata seconda si dedurra dall’equazione

5) ¥ 4 o f dy | ¥ (dy\* | ¥f d
3:1:’+ 3$3ydm+_3§’. E) a_ngJ!:()

;I;e siaﬁ:iene uguagliando a zero la derivata prima del primo membro

(L i

i 3 dz della equazione (1) o la derivata totale seconda di flx,y), cal-

colata questa derivata colla regola di derivazi ioni

- gola di derivazione delle funzioni composte;

Ty_ L o ¥ dy ¥ (dy) 2 (o) ' (3f\*

S:I\I”e, per ogni valore di « che si considera,  deve avere il valore corrispon-
te della funzione implicita determinata dalla nostra equazione.
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Indipendentemente poi da questo processo, dopo di avere trovato che

of
dy 3z : 3
ek P bastava osservare che il secondo membro si presentava sotto la forma
3y
di una funzione composta per mezzo di z e y, nella quale deve intendersi che y
fosse 1a funzione implicita considerata, per poter dire che a questa espressione di
% poteva sempre applicarsi la derivazione composta rispetto ad 2 quando, oltre
alle prime condizioni, si fosse posta I'altra che le derivate parziali del se-
cond’ordine di f(z,y) esistessero, e fossero finite e continue.

E allora colla indicata derivazione composta avremmo trovato anche

‘) of
g= _5.1 g—; —% g; %’; e eseguendo le derivazioni parziali colla re-
% %

gola dei quozienti, e ponendo per % il valore (2) avremmo ritrovato subito

la formola (6).

Si pud poi osservare che anche in questo caso invece della equazione (5)
fra le derivate si potra formare quella fra i differenziali che servira a deter-
minare tanto il differenziale secondo di y che la derivata seconda; e quesia
equazione fra i differenziali si otterra ancora evidentemente uguagliando a
zero il differenziale del primo membro df= g—ﬁdz-l—:—;dy della equazione (4),

ciod sard la seguente

& Cad of f o, f . \'.Of n _
{?]d'f:%dz‘+2m%dxdy+§y—.dy‘+ TR G}zdﬁa—ydy) + 5 FY=0,

dove G"—(a‘a:-t- %dy)’ & la solita notazione simbolica.
I

In modo simile si tratta il caso delle derivate e dei differenziali di y degli
ordini superiori; e cosl, riassumendo, si pud dire che quando pei varii sistemi
di valori di e y che si considerano esistono tutte quelle derivate parziali
di f(z,y) che occorre successivamente di considerare, e sono finite e con-

dy dy

. d
tinue, allora anche le derivate corrispondenti Ey =R~ TR della fun-

zione y definita dalla equazione f(z,y)=0 esisteranno esse pure, @ si po-

8)
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tranno determinare mediante le equazioni

[of 3  9fdy
| dz o " dydz
¢f_3f Lo & iaﬂ(éz’ AFdy_,
| dF~ 32" "8z dy da” oyf \dx) T dydit T

|

Ve

¢f Ff
e~ 37

&f dy

8l 27 (‘_1-'!)'4, 4 (d-_y)’+3( &f 3’fdy) Ty o &y

azay* \dz) " 3y \az) *° \ozdy T 3yt dx) da* T 3y

che si ottengono uguagliando a zero le varie derivate totali j—i " g s % Yoo
del primo membro f(x,y) della equazione data, calcolate successivamente
queste derivate colle regole di derivazione delle funzioni composte; mentre
i differenziali della stessa funzione y si potranno determinare mediante le
equazioni

| = L g g,

oz dy
(P B T e
) d'f—(axdua—ydy) +a—yd'y_o,
d'f—(azd.’t'f"ay dy’) + 3(31:-_3_!'; dx+a'—yzdy)d"y+ a_y. dy=0

che si ottengono eguagliando a zero i vari differenziali totali successivi di
fl@,y).

E aggiungiamo che con queste formole le derivate dei varii ordini di y
come i suoi differenziali vengono tutti espressi per = e per la funzione stessa
implicita % che sara il pilt spesso ignota; perd s’intende bene che potranno
essere sempre utilissime, e in certi casi anche, tenendo conto della equazione
data f(z,y)=0 e facendo opportune trasformazioni, potremo giungere a
esprimere le stesse derivate o i differenziali per la sola variabile indipen-
dente x indipendentemente dalla conoscenza del valore della funzione im-
plicita y.

E del resto poi, siccome nel punto iniziale , il valore della funzione im-
plicita & conosciuto ed & y,, queste formole ci porteranno sempre a conoscere

14

=0,
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anche il valore delle derivate e dei differenziali di y nel punto stesso ini-
ziale z, fino a quell’ordine pel quale si hanno le formole stesse ).
153. — Non si deve poi lasciare di osservare che, quando per x=ux, ¢
Yy =1, si ha ad un tempo flz,y)=0 e % =0, e inoltre considerando la fun-
zione y definita dalla equazione f(x , %) = 0 pei valori di = prossimi a ,, per es.
a destra, si trova che per x =g, 0 essa ha per limite y,, allora, riguar-
dando questa funzione y come data anche per z=uz, e eguale (in questo
punto T,) a Yo, si potra affermare, (§. 44 [pag. 55 e seg.] ) che se la quantitd
af
—a—I (dove s'intenda che per x diverso da z, la y sia la funzione implicita
3
considerata) ha un limite determinato finito o infinito per x=ux,-40, questo
limite sard la derivata di y nel punto z, a destra; e in questo caso onde

#* Osserviamo che quando, come nel caso nostro, per una funzione y di una
variabile x esistono e sono conosciute le derivate ¥,,%",,¥",... in un punto
a, almeno fino a quelle di un certo ordine k , ed & pure conosciuto il valore y, della
funzione nello stesso punto, si possono costruire i termini della serie di Taylor
corrispondente almeno fino a quello che contiene le derivate dell’ ultimo ordine che
si conoscono: e quindi, per quanto si disse ai §§ 73 e seg. [pag. 99 e seg.], la stessa
formola di Taylor abbreviata

y yn' y(ﬂl -
Yot T l@—x)+ 13 @—2ef 4.t ::Fm)(”* )

arrestata a quel termine che piit ei piaceri pel quale sia m <k ci dard i valori
di y per tutti i valori di @ che non si discostano troppo da x, con quel grado di
approssimazione che si vorré.

Pel caso delle funzioni implicite dunque i processi esposti c¢i permettono anche
di determinare effettivamente la funzione implicita stessa y anche per tutti i va-
lori di = in intervalli sufficientemente piccoli che comprendono il punto iniziale
x, (intorni di questo punto) con quel grado di approssimazione che pilt ci piacerd
di avere; e cid con calcoli che spesso saranno anche molto semplici. Andando poi

di tratto in tratto successiva te, potremo sp arrivare a conoscere effettiva-
mente la funzione implicita stessa anche in punti = assai discosti dal punto ini-
ziale x,.

E come si avranno cosl i valori approssimati della funzione implicita y, siavranno
anche quelli delle sue derivate, almeno fino a quelle dell’ ordine m—1, in intorni
del punto z, che potranno perd impiccolire successivamente nel passare da una de-
rivata alla seguente; e cio perché le formole di Taylor ad esse corrispondenti saranno
quelle che vengono colla derivazione della formola precedente relativa ad y, e

quindi saranno esse pure conosciute, ecc....
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questa derivata sia finita, quandog—; & continua nel punto (z,,%,), dovrd

essere anche g{ =0, ecec.
E se senza conoscere il valore preciso del limite dello stesso rapporto
a1
ar

— 57 si saprd che esso esiste ed ¢ finito, e si sapra altresi che lo stesso

%

Y

accade dei limiti dei valori di d% per z=x,+ 0, o almeno del valore della
. d*y

derivata —= presa nel punto , a destra, mentre nel punto (r,,y,) saranno

dr*
ancora continue le derivate parziali di primo e second’ordine di f(z,¥), allora,
sussistendo ancora la formola (1) e quindi anche la (5), si potra evidente-

mente affermare che il valore ignoto della derivata g nel punto z, a destra

sard uno dei due valori che si hanno per g—z risolvendo la equazione (5) dopo

di avervi fatto E'f =0, ecc....
Ay !

154, — Diamo ora qualche applicazione di cid che precede, cercando le
derivate di alecune funzioni implicite.
2

T 2s i & g
1.2 Si abbia I'equazione { (x,y)= o + g—; =1 che a seconda del segno
che si prende pel termine ‘;.— & quella di un’ellisse o di un’iperbola, per

modo che, per ogni valore di = diverso da @ e da —a, e compreso fra —a e
a nel caso del segno superiore e fuori dell'intervallo da @ a —a nel caso
del segno inferiore, si hanno due valori y che corrispondono a due funzioni
implicite che divengono uguali fra loro per z— +a.

‘ Senza bisogno di determinare effettivamente queste funzioni implicite,
indicando per semplicita con y',y",... le varie derivate, si potra scrivere
P'equazione

xr
(10) Sxdy=0,

rdr yd 2
p + ‘l-%,g= 0, e quindi si avra subito 3’ = :F%’._j

per tutti i valori di  che corrispondono ad ascisse di punti della curva e

0 I'altra fra i differenziali

@
che non danno an=0 o y==0, ciod per x diverso da +a; per modo che
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per z=+a si ha ¥ =4 0 y’=—oo, e la formola pud ancora riguar-
darsi come giusta. ’ .
Volendo poi la derivata seconda, si scrivera la equazione derivata della (10),

la quale sm'i a ;{: + ":l y” =0, talch® sostituendo per ¥’ il valore trovato,
vy,

e tenendo conto della equazione data, si trovera subito 1 4 -—7= , @

quindi "' = — ff finche y & diverso da zero, e senza che vi sia differenza
fra il caso dell’ellisse e quello dell'iperbola. .

Aggiungiamo poi che per #=+a e y=0 questa formola pud ancora ri-
guardarsi come giusta, poich® essendo allora infinita la g, anche la %" non
pud riguardarsi che come infinita. .

Gli stessi resultati si sarebbero potuti ottenere risolvendo rispetto ad y la
equazione data, e poi applicando la derivazione.

2.° Avendo 'equazione f(z,y)= ("4 y)*—2a*(x*—y*)=0 che. rap-
presenta la curva detta lemniscata di Bernoulli, si osservera che si ha
gfz'i(x'—{-y')z——-zla'z ; g—f=4(x’—+—y']y+4a'y, e quindi escludendo
x Y B
i punti pei quali ¥ = 0, che corrispondono evidentemente a x = ;l;avz ex=0,
per tutti gli altri punti della curva si trovera

z(@*+y')—ad'z _ =z 4y —da
Y=y Ty T Ty By e
come si troverebbe anche risolvendo 1'equazione data (che & una bigquadra-
tica), ma in modo pili complicato.

3.2 Avendo 1'equazione [(z,y)=sen (z -+ %)+ logy +z’+y"=q, .uha
non pud risolversi sotto forma finita, si osservera che, secondo quanto si disse
in generale, essa rappresenta almeno una funzione implicita finita e coutlj
nua ¥ in un intervallo che comprende il punto z=0, perchd, a.vend.um
f(0,0)=—o0, f(0,1)>>0, per =0 esiste certamente un valore di ¥

: of o of
fra 0 e 1 che annulla f(r,y), ciod seny*+ logy -+ »*, mentre 7 ° o 010
sempre finite finchd z e y sono finiti e y & diverso da zero, e oltre a cid la se-

conda di queste due derivate g’: per z =0, che pud aversi da seny*+logy + 7"

ed & quindi 2ycusy’+ ¥ -+ 3¥*, non & mai zero per y compreso fra0 e 1; e

3 1
ora osservando anche chaga—{z cos(z+y*)+32% e a—gz 2ycos(:c+y')+-§ +39%,
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pei risultati generali dei paragrafi precedenti si potra affermare che si ha
o cos(r—+y*) 4 3z*

2ycosta+y)+ - + 34"

spondente valore di ¥ non annullano il denominatore, e cid senza bisogno
di conoscere il valore effettivo di 7.

Di qui poi con successive derivazioni potremo dedurre anche gy

155. — Passiamo ora a considerare il caso delle funzioni z di n vanablh
1nd1pendent1 Ty, Zy,...x, definite dauna equazione f(z,,2,...,,,%) = 0, nella
ipotesi che tutte le quantitd che qui compariscono debbano avere valori reali,
come nel caso delle funzioni y di una sola variabile definita dalla equazione
f(#,y)=0; e incominciamo dal mostrare che, quando sono soddisfatte certe
condizioni speciali, ogni equazione reale f(z,,,,...,x,, %) =0 definisce offet-
tivamente per tutti i punti (z,,,,...,x,) di un certo campo a # dimensioni
una funzione reale di z, , x,,...,z, che, oltre essere finita e continua, ammette
anche le sue derivate parziali, almeno fino a quelle di un certo ordine.

Supponiamo percid che (a,,a,,...,a, %) siano un sistema di valori
reali e finiti delle variabili z,,,...,,,4 che soddisfano alla equazione data
flx, ,@3y..., 2, ,£)=0; e, considerando fle,,2p,...,2,,2) come funzione
di #+1 variabili in un campo a n+1 dimensioni cui appa.rtlene come punto
interno il punto (a, , @y, ..., a,, %), ammettiamo intanto che nei punti di un
intorno ¢ (che potri essere anche assai grande) di (a, , a,,. w1 %) la fun-
zione stessa f(x,,2,,...,x,,%), oltre ad esser finita e contmua, abbia deter-

per tutti i valori di = che uniti al corri-

minate e finite anche le sue derivate pa.rmall E y :z{ ,33;:: mentre nel

punto stesso(a,,ay,...,a,,x,) 1'altra derivata pmlale g{ 6 essa pure de-
terminata e finita, ed & differente da zero.

Indichiamo con A%, kS,... K° , &° numeri diversi da zero e positivi e tal-
mente piccoli che, per &, , ks, ... &, e k numericamente inferiori a Ry, RO, .00, R0
respettivamente, i punti (a,+h, , ay+hy, ..., a,+h, , 1o+ k) vengano a cadere nel-
Pintorno ¢ indicato sopra; si intendera subito che insieme a f(a,,a,,...,a,,2,) =0
avremo anche

fath,agthy,.. a,+h, , sotk)=fla+h, sgth,...a b, 2t k)—f(0) axthy . @b, aoth)+
+ f(a‘l val‘l'k!l . ) an+knv‘0+k} = f[al 1 Qg a‘.\"i'ks-" y @n +knvzﬂ+k]+
+ oot fla1,Gay o Gy 20+ K) — [y @y, ... @y %) =

A o))
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dove con (a%i—:) s ("g%) P (%;) s g—z- abbiamo indicato le derivate parziali
di f(x,y,...,x,,%) rispetto a x; , &y , ..., x, , x , prese ciascuna respettiva-
mente nei punti (a,+6, by, @p+hs ..., @+ by 2, 1 k) (@), 00485 Re oy + Ry 30+ K),
ey (@ ey ., a,+0, R, , 2+k) , (@, ,...,a,,%) essendo al solito
6, ,6,...,0, numeri positivi compresi fra 0 e 1 (0 e 1 escl.), e es
sendo o una quantita che dipende soltanto da % e che prendendo X° suf-
ficientemente piccolo sara inferiore a quel numero che pili ci piace, per modo
da far si che per tutti i valori di % compresi fra —%° e %° la quantita

g—g+a sia sempre del segno dig—’:, e sia discosta da zero pit di una quan-

titd determinata d; cid che portera che 1'ultimo termine k(g{ + a) della for-

mola precedente col variare di k da —%° a k° (—&° e &° incl.) passi dal posi-
tivo al negativo, prendendo anche valori di segno opposto numericamente non
inferiori a A°d quando k sard molto prossimo o uguale a +4°.

Ora, poich@ supponiamo che nell’intorno ¢ di (a,,ay, ..., a, , %) le derivate
parziali :?fl . %E A ‘gA;: siano tutte inferiori a un numero finito, & certo
che, quando A, kS, ..., & siano presi sufficientemente piccoli, i coefficienti di
ky, hy, ..., h, nella formola precedente si manterranno rispettivamente infe-
riori & certi numeri finiti e positivi , , kg, ..., An, € quindi anche al massimo fra

essi A, e il valore assoluto della somma A=k1(§£)+ k,(-glil)+...+k :I)
g ",

sara inferiore a (B +AS+...+ k%) 2; e quindi col valore scelto di k" sard
sempre possibile di determinare per A7, &, ..., &) dei valori diversi da zero e
positivi e tali da far sl che la somma A, per ogni sistema di valori di &, ks, ...\,
numericamente inferiori a k{, A%, ..., k) e per ogni valore di k fra — k% e I°,
sia sempre inferiore a A°d in valore assoluto.

Segue da cid evidentemente che, per ogni sistema di valori che si attri-
buiscono a Ay, ks, ..., k, inferiori a Ay, &S, ..., AS per modo che il punto
(a,+h, ,a5+hy,...,a,+h,) venga a cadere in un campo ¢ a » dimensioni che
comprende il punto (@, ay,..., a,), la quantiti f(a,+h, a3+ by, ... a,+h,  2+F)
col passare di k& da —i°a k° dovra cangiare di segno, e quindi, potendo ri-
guardarsi come una funzione continua di %, essa dovra annullarsi almeno
per un valore di & fra —k' e k°; talch® o chiaro intanto che per tutti i punti
(xy @y, ..., x,) del campo ¢ ora determinato (nel quale x, , z, . ..., s, variano
respettivamente fra a, — A e a,+k, fra a,— b3 e ay+R,...,fra a, — k), e a,+h)
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i valori corrispondenti che si troveranno per z,+k, presi come valori di £,
potranno riguardarsi come costituenti una o piti funzioni che per gli stessi
valoridi @, , 2, , ... , x, soddisfano alla equazione data fl@,&,...,2,,2 =0.

Ma, ponendo ora la condizione che g’—: esista anche nei punti dell’intorno e
considerato sopra di (a,,a,,...,a,,4%), e nel punto (a,,a, 3 ovry Oy 3 B) SiB
anche continua, & facile altresi di vedere che per ogni sistema di valori spe-
ciali inferiori a A}, kg, ..., k) che si attribuiscano a &, , &, , ... y k. quando %°
@ sufficientemente piccolo, non esiste che un sol valore % che soddisfi alla
equazione f(a+hy,a+hy,...,a,+h,,2,+k) =0; giacch?, quando ne esistes-
sero due, la funzione f(a,+h, ,ay+h,,...,a,+h, ,z) si annullerebbe per due
o
ox
almeno per un valore intermedio 2, = z,+ 6, "con 0 <<6,<<1; e questo, quando
i, Be,... k), e k* sono sufficientemente piccoli, non pud ora ammettersi perché

valori di x compresi fra z,—£° @ 2,+%" e quindi la derivata _" si annullerebbe

:£ nel punto (a,, a,, ... a,,,) oltre esser diversa da zero, & anche continua.
e quindi in un intorno sufficientemente piccolo di questo punto essa resterd
ancora diversa da zero; dunque quando gf-; & continua nel punto (a,,a,,...,a, , z,)
@ certo che di funzioni x di x,,z,,...,, che nel punto (@,8:,...,8,)
siano uguali & %, e che nel campo ¢ che si considera soddisfino alla equazione
data flz,,x, ..., 7, ,2) =0 restando sempre comprese fra z,—£4° e g,--1i°
non ne esiste che una.

Aggiungeremo poi che il numero A° pud anche supporsi arbitrariamente
piccolo, e per ogni valore s che gli si attribuisea, si ha un sistema di valori
per le solite quantitia A3, A2, ..., k% dotati della proprieté che i valori di k che
soddisfano alla equazione f(a,+k, , ag+h; , ... y @y +h, , &8,+k)=0 per tutti i si-
stemi di valori di &, , Ay, ... , b, non superiori in valore assoluto a Ry Ry, .. RS
$ono numericamente inferiori a o; e questo porta evidentemente a dire che la
funzione # di cui abbiamo dimostrato la esistenza & anche continua nel punto
‘Iﬂl s @y, ..., @,); dunque, riassumendo, noi possiamo ora affermare che: Quando,
moun campo ¢y, a n+l dimensioni relativo alle variabili x, , x, ... T, 8
che ha nel suo interno il punto (a,, @, ..., a,,z) pel quale la equatione
o, 2z, ..., 2, ,2) =08 soddisfatta, la funzione f(x, 2, ...z, £
oltre esser finita e continua, ha le derivate parziali del prim’ ordine
¥ o o o
3, 3y’ 3r, ' 3
Punto iniziale (ay,a, , ..., a, , x,) ¢ anche continua e differente da zero, allora

determinale e finite, e l'ultima di queste derivate nel
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la equagione (2, %z, ... T, ,&)=0 in un certo campo ¢, a n dimensioni
relativo alle variabili x, , Ty , ...z, che racchiude il punto (a, ,ay, ..., a,) de-
finisce completamente una funzione ben determinata e a un sol walo:rs 2 delle
variabili @, %, ...,, che nel punto (a,,ay, ..., a,) & anche continua ¢ ha
il valore g,; talché se ?al; & continua in tutti i punti di un intorno c.y, (che
puo essere anche molto grande) del punto (a,, @y, ..., @y, &), la funissbm
cosi definita # sara continua in tulti @ punti di un campo c, a n dimen-
stoni che racchiude il punto (a,,a,,...a,). .
%_156. — Ammesso poi che almeno fino a un certo ordine le derivafa pnl‘z‘lall
di f(zy,%s, ..., %, , 2) esistano e siano finite e continue in alcuni dei pl}.lntl da.
considerarsi (z, , Ty ... Z, , 2) si pud vedere che: La nostra funzione z nei }.mnte
(Ty, Ty 5 -.r y T,) del campo c, ha anche le sue derivate parxa’afi c‘ietermmate,
finite e continue almeno fino a quell’ordine m pel quale si rasofmtra che
in intorni dei punti (x, , @y, ..., &, , %) (dove £ é ora il valore carmpnn.dmte
della funzione) le varie derivate parsiali di f(z,,2y ,...7,) dello stesso ordine m

siano finite e continue,
Si osservi infatti che, colle nostre ipotesi, pei valori z,,%;, ..., 2 che

si considerano, la funzione f(z,,%.,...,%,,#) ® continua insieme alle sue
3 ) f of :
derivate pnme -£ 9;:, wy 3;- ' 32 anche rispetto ai sistemi di variabili

(T ,%), (T24%),y... [:c,. ,%), ez & continua anche rispetto a ciascuna v.ariabilt?
separatamente, e oltre a cid poi la funzione f(w,,@y,...%n, %), p.el valori
%(x,, Tp, ..., x,) della funzione implicita # la cui esistenza & sjmta dlmos.tra.‘t.:?
sopra, pud riguardarsi come una funzione composta delle singole variabili
@y, Ty y ...y &, per mezzo di queste variabili stesse e di z; talche, ossarvandf)
anche che questa funzione composta & dotata della proprieta che le sue deri-
vate rispetto a ciascuna delle variabili z,,2,,...,, sono sempre zero, o
ricordando quanto si disse in fine del § 132 [pag. 176], si potra concludere
intanto che le derivate parziali del primo ordine di 2z esistono tutte e sono
finite e continue, e si potranno ottenere dalle equazioni che risultano egua-
gliando a zero le derivate rispetto a ,, 75, ..., z, di [(®1, 24, veey Ty, 2) cal-
colate colla regola delle funzioni composte.
Queste equazioni sono evidentemente le seguenti

of o & of o of ox _
(11) f+§£a—.r1— |3x!+a,ag;‘ )’ ’a.r +313:r !
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le quali, per essere g—i diversa da zero, ¢i danno immediatamente

3f af £

R T S = __om
ar, f ', ",

3z 3z oz

per le » derivate del prim’ordine di z ™; e ora da queste (rignardando i
secondi membri come funzioni composte di , , z, , ..., z, per mezzo delle stesse
variabili @, ,a,,...x, e di 2) si potranno ricavare anche le varie derivate par-
ziali del secondo ordine, e poi quelle del terzo ece. le quali resulteranno an-
cora finite e continue; e cio tutte le volte che le derivate seconde, terze, ... di
fl@y @y, ..., @, ,2) nei punti (z,, 2, ,..,,,2) nei quali si considerano siano
finite ¢ continue, ecc.

Queste derivate poi potranno ottenersi anche formando altre equazioni
analoghe alle precedenti (11).

Osservando infatti che i primi membri di queste ultime equazioni si pos-
sono riguardare come funzioni di x,,2,,...,x,, composte per mezzo delle
8z @z oz
az 3.1',‘ 3y a‘_;;s
e dotate della proprieti di essere sempre zero, si vede subito che quando sono
soddisfatte le condizioni testd indicate rispetto alle derivate seconde di
fl@y,2,,...,7,,2) si avranno le equazioni

stesse variabili x,,,...,,, di z, e delle derivate respettive - —

o*f f 3z |, ¥f(3: of ¥z
5.1:—f+ 9::,323x,+33’(3x,)+3_za?’_"0‘
(13) &f *f oz & 2 &z 9z | of

ox, 0w, | Bx,8z 3y + 5 3r, 8z ar, + 32 3r, dxy | dzdm o,

 Se non fossero continue tutte le n derivate del prim’ordine a%r-; ’ :—2{ sisviecy %

della funzione data relative alle variabili Ty , Xg, ..., Ty , Ma soltanto alcune fra

o ai’t 5 aaf ..y allora evidentemente, dovendo valerci della formola della deri-

vazione composta, non si avrebbero tutte le n equazioni (11), ma soltanto la o ,la

%y cioé quelle corrispondenti alle derivate finite e continue aa—f— ag—: 3oy @ 8l
% 2z

a sl
vrebbero quindi soltanto Fragl ~C RN

Una osservazione analoga pud farsi per le derivate seconde, terze, ... di z.
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le quali, quando siano gi state calcolate le derivate parziali del prim’ordine
colle formole precedenti, determineranno appunto le derivate parziali di se-
cond’ ordine, perchd le stesse formole sono in numero eguale a queste deri-

vate, e nei punti che si considerano il g—‘: ¢ differente da zero.

Similmente poi, quando siano soddisfatte le solite condizioni intorno alle
derivate terze di f(x, ,%g,...,%a,2), si troveranno con nuove derivazioni
altre equazioni che potranno servire alla determinazione delle derivate terze
di 2, e cosi successivamente; talch® noi possiamo ora affermare di aver di-
mostrato quanto dicemmo in principio di questo paragrafo intorno alla esi-
stenza di funzioni z delle variabili o, 7, ,...,, che in dati campi soddi-
sfano alla equazione f(z,,%,...,,,2) =0, e che, oltre esser finite e con-
tinue, ammettono anche le loro derivate parziali almeno fino a quelle di un
certo ordine, e cid tutte le volte che sono soddisfatte certe condizioni speciali
che si verificano quasi sempre nei casi ordinari; e oltre a questo poi ab-
biamo, dato il modo di determinare le derivate di queste funzioni, sia per
mezzo delle equazioni (11), (13),..., sia con successive derivazioni parziali
partendo dalle formole (12); e cid senza bisogno di determinare la funzione
stessa z.

Queste derivate vengono espresse ordinariamente per mezzo delle varia-
bili indipendenti e per la funzione (ignota) z; perd si intende come possono
tornare utilissime, e come in certi casi, facendo opportune trasformazioni su
queste derivate, col tener conto della equazione data f(x,, %y, ..., %, ,2)=0,
si potrd anche giungere talvolta ad esprimere le derivate stesse per le sole
variabili indipendenti; e cid ancora senza bisogno di conoscere I'espressione
analitica di z per mezzo di =, ,x,...x,, ecc.

Del resto poi nel punto iniziale (a, , @, ..., @,), conoscendosi il valore ini-
ziale z, di 2, si conosceranno anche le varie derivate parziali, e cosi i differen-
ziali di 2, fino a quell’ordine pel quale esistono e sono finite e continue nel
punto (a,,8a,...,a,,2) le derivate di f(z,,%...%,,2), perche le indicate
derivate parziali di z dipendono soltanto dai valori iniziali @,,a:,...,@.,2
di #,%,...2,,2, 0CC.

157. — Tenendo conto ora dei resultati ottenuti, e supponendo di avere una
equazione f(x, , &y, ...\ &, , 2) = 0 che rispetto alle n+1 variabili 2,24, ...,%,,2
soddisfa alle condizioni sotto le quali si & sicuri che in certi campi a n di-
mensioni essa definisce completamente una funzione 2z delle n variabili z,, 74,
...,x, finita e continua insieme ad alcune delle sue derivate parziali, noi
possiamo dunque affermare che, quando pei valori #,,2;,...,2,,2 che si
considerano, la funzione data f(z,,,,...,x,,2) @ finita e continua insieme
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a quelle delle sue derivate parziali dei vari ordini che occorre successiva-
mente di considerare, la equazione stessa f(z,,,,...,,,2)=0 da sempre
luogo alle n equazioni (11) fra le » derivate parziali del prim’ordine di z;

n(n+1 s
alle ( 5 ) equazioni (13) fra le n(ra2+1} derivate parziali del second’ordine
. . n 1)(n+2)... m—
di z, e in generale a it ]1(”2 ;3 (?:_:m L) equazioni fra le derivate

dell’ordine m di 2.

E tutte queste equazioni (che si ottengono dalla equazione data
flay,Teyee.y Ty, 2) = 0 con successive derivazioni considerandovi x come funzione
di @, ,24,...,2,) servono alla completa determinazione successiva delle varie
derivate parziali di x fino a quelle dell’ordine m inclusive, perché il loro
numero & successivamente eguale a quello di queste derivate, e (essendo
of .. . . <
3 diverso da zero) non si hu evidentemente alcuna impossibilitd per la loro
risoluzione successiva,

158. — Osserviamo poi che, essendo p,+ p,+...4 p, =m, e indicando in

. omf
enerale col simbolo (——————
8 3z, Max,Pa.. 3, Pr
col riguardare la 2 come funzione di x, , 2, ,...,,, si vede subito che le equa-
zioni fra le derivate parziali di » di cui ora parlammo hanno precisamente

)Iu derivata di f(x,,2;,...,%,,%) presa

" :
la forma (éx]—-—— gfar“ K)=O; e poiche, d’altra parte, il differenziale m"

di f calcolato nelle stessa ipotesi di x funzione di @,,a...,a, con @, , z,... ,x,
variabili indipendenti, & dato dalla formola § 140 [pag. 188 e seg.] *.

L a“
" f= ¥ ps,.... 0 (5-‘1';75_-8;1"—,!.35?) da\Prdats....dx,Pr

# 1 quasi superfluo 1’ osservare che qualunque processo si tenga per caleo-
lare il differenziale m® d™ v di una funzione (@, ,Xgy..., 2y ) di n variabili indi-
l’cl{denti per la quale sono soddisfatte le solite condizioni rispetto alle varie sue
derivate, e rispetto alla possibilita della inversione delle derivazioni, si giungeri sem-
pre alla forma data nel § 140 [pag. 188 e seg.], perché, quando per qualunque sistema
:18 valori degli acerescimenti du, , dx. ..., da, dati ax, , @y ..., x, siavessero due forme

istinte di am r modo che fosse, A =3 P, Pr Pn
edmg=XB o dao P de P ‘dl_-):rris PR B 8B
81 s Pty wer i TET ¢ * .. dew?™ | se ne dedurrebbe subito anche 1'egua-

qgil;t;a t:lei coefficienti c?rrispondemi Ay paeowpn € By pn © DOD si avrebbe
che una forma unica per d"g, la quale in conseguenza sarebbe quella data

al detto § 140,
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dove ay, ,p,,...,pa, per essere un coefficiente polinomiale, & diverso da zero,
si pud anche evidentemente affermare che volendo scrivere le equazioni pre-
cedenti fra le derivate parziali di x, all'infuori di certi coefficienti numerici
che possono sempre sopprimersi, basta eguagliare a zero i coefficienti dei
vari prodotti della forma drP1dr,P:....dr,En nel differenziale m° di f, e nei
differenziali degli ordini precedenti, quando questi differenziali siano calcolati
riguardando x come funzione di z,, z,...,7,.

159. — Questo porta a dire che, quando f(z,,s,...,2,,%) soddisfa alle
solite condizioni, e # & la funzione implicita di =, 2,,...,7, definita dalla

equazione f(x, , Ly ,...,x,,2) =0, i varii differenziali che possono conside-
rarsi di f, presi appunto nell’ipotesi che z sia la funzione ora indicata di
Ty, Ty,..., T, , SONO tutti rigorosamente eguali a zero.

E che cosi debba essere si intende subito anche con altri ragionamenti
perché, nella ipotesi appunto che x soddisfi alla equazione f(z, , z, ,..., z,,2) =0,
dando ad x,,,,...,®, accrescimenti arbitrari dx, ,dx,,...,dr, , ’accresci-
mento che ne resulterd per f sard rigorosamente nullo, e dovri avere ancora
la solita forma df+z, essendo = un infinitesimo di ordine superiore al primo, e

o G

3f
3z, 2 o 3r

Adxg+...+
o

of
 f=+—dr+
df: o, dry
talché dovendo essere df+es=0 per un noto teorema sugl infinitesimi, si
concluderd subito che df=0.

3
Questo poi dandoci (;;-:-r:) =0, (%,) =0,.. ,(3%:) = 0 perchd dx,,dx,,...,dzx,

3
sono tutti arbitrari, ci portera al modo stesso a concludere che d(é%:) =0,

d(;i =0,..., d(;-{)=0, e da cio si trarra che anche d*f= 0, e similmente
.

poi si trovera che @®f=0,d'f=0,... come abbiamo trovato sopra.

E si pud anzi aggiungere del resto che, quando non avessimo gid tro-
vato le equazioni fra le derivate parziali di x di cui abbiamo parlato sopra,
avremmo potuto dedurle dall’osservare che dovendo essere zero rigorosamente
i differenziali di f(x,,y,..., Z,, %) presi nella solita ipotesi di 2 funzione di z, ,
Zy,..., %, @ cid qualunque fossero dz,,dz,,...,dr,, si sarebbero dovuti
annullare i coefficienti dei prodotti dr da,Ps...dz,P» | i quali, come ab-
biamo veduto, all’infuori di coefficienti numerici sono i primi membri delle
equazioni (11),(13) ecc., e quindi saremmo giunti appunto a queste equazioni.

7160. —In forza poi della osservazione che ora abbiamo fatto, si pud
anche aggiungere che le varie equazioni fra le derivate parziali del primo

7§ T

ordine di x cui da luogo la equazione data f(z, 3®g 5.0y Ty, %) =0, possono ri-
guardarsi come incluse tutte nell’unica forma df=0; quelle fra le derivate
del second’ordine di x possono riguardarsi come incluse nell’ unica d*f=0,
e in generale quelle fra le derivate dell’ ordine m dix possono riguardarsi
come incluse nell'unica d"f=0; e cid quando si intende al solito che i
differenziali di f siano calcolati riguardando Ty Ty ..., T, come variabili
indipendenti, e z come funzione di queste variabili.

E si pud anche osservare in particolare che per mezzo di queste equa-
zioni df =0, d*f=0,..., si potranno calcolare successivamente con tutta facilita
i valori dei differenziali dx ,d*,d’,..., nel punto iniziale (a,,a,,...,a,),
perchd in questo punto & conosciuto il valore iniziale % di z; e conosciuti
questi differenziali si avranno subito le derivate parziali dei vari ordini di

"z
3,1 dxPr ..., 3, Pm
dove py+py+,..., +p, = m, non sarialtro che il coefficiente di dx,Prdx,Pe . dr, Pn
nel valore che si trovera per @z diviso pel coefficiente polinomiale corrispon-
dente.

161. — Analogamente poi a quanto si disse pel caso di una sola varia-
bile indipendente, osserviamo anche che se, col tendere delle variabili indi-
pendenti «,,zy,...,x, a valori speciali xj , a3 ,.., 2%, la funzione z definita
dalla equazione f(z, ,2q,..., %, ,%) = 0 ha per limite 2° e nel punto (23, 43,..., 22, z%)

x nello stesso punto, perchd ad es. la derivata parziale

si ha g‘;:ﬂ, mentre in ogni punto vicino somo soddisfatte le solite condi-

o o o

zioni e i rapporti — %? y — Sa_? jr — %—T;—‘ hanno limiti determinati
o & 3

per zy=af, y=a3,...,x, =2, allora potremo prendere questi limiti come

valori di g:?] 3 %,...,;—t nel punto 9, 27,..., 2% ece.

162. — In fine notiamo in particolare che, avendosi una equazione a tre
variabili f(z,y,%)=0 per la quale siano soddisfatte le condizioni sotto le
quali siamo sicuri che in un certo campo relativo a = o y essa definisce
una funzione z di z e y finita e continua insieme alle sue derivate parziali,
almeno fino a quelle di un certo ordine, si puo affermare che questa equa-
zione f(x,y,%)=0 da luogo alle due equazioni fra le derivate parziali del
prim’ordine p e ¢ di %

W D=LV | C=L+ZLe=0,
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alle tre equazioni fra le derivate parziali »,s,? del second’ ordine di z

P\ g ¥ F LA
GH=mtanrtaer 5" ,
Ly C T ANy B < & L g
N _Ff Lo I F e Wy
(@"J“a_-f+2agaxq+ax'q+ax ’

ecc.... e queste possono riguardarsi come contenute respettivamente nelle

uazioni df=0, d'f=0,... o o
. 163. — Diam'o ora anche un esempio di derivate parziali di funzioni impli-
cite di pit variabili indipendenti calcolate coi metodi che ora abbiamo esposto.

Supponiamo percio di avere I’equazione
fle,y,2)=as*+by'+ et +d=0

che rappresenta una superficie a centro del second’ordine, e che in COI-.'ISBT
guenza pei valori di # e y che cadono in un certo campo definisce due funzioni
implicite finite e continue f(2) dix e y. o

Osservando che I’equazione differenziale del prim’ordine df = 0,21a se.guente
axdr 4 by dy + c2dz=0, ovvero (ax -+ czp) dx -+ (by + ezq) dy =0, si trova
subito ch;; le equazioni fra le derivate parziali del prim’ordine p e ¢ sono

le due
(16) ar+cep=0, by+czq=0;
e quindi si ha subito

a by
(17) =g I

quando non sia x=0. . o i
Osservando poi che 1'equazione differenziale del second’ ordine &f=0

& la seguente

adz® + bdy* + ¢ (pdz + qdy)* + cx (rde* 4 2 sdz dy +- 1 dy') =0,
o anche

(a+ cpt + cxr) da* 42 ¢ (pg + sx) dwdy + (b+ eq* +-ext) dy* =0,

si trova che le equazioni fra le derivate parziali del second’ordine 7,s,? sono
le tre
atceptear=0 , pg+sr=0 , bteg'+eat=0,
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come avremmo trovato anche applicando le formole (15), o derivando par-
zialmente le formole (16).
Da queste poi si ha

rSEtES  oboy ., by
- ¢ T T a0 T T T A

per le tre derivate parziali del second’ordine di x, che avremmo potuto otte-
nere anche derivando i valori (17) di p e q colle regole delle funzioni com-
poste; e tanto per queste derivate quanto, come gia notammo, per le due p e g
bisogna escludere i punti (z,y) pei quali ze ¥ uniti al valore di z che soddisfa

alla equazione data f(r,y,z)=0 annullanogg; ciod bisogna escludere i

punti pei quali si ha x=0, az* 4 by* -~ d=0 che sono tutti quelli delle se-
zioni fatte dal piano xy nella superficie data flz,y,¥)=0 e pei quali con-
verrebbe fare un esame speciale, non potendo dirsi ora applicabili le os-
servazioni fatte nel paragrafo precedente, poichd non si tratta qui di punti
isolati.

" 164. — Passiamo ora a considerare il caso dei sistemi di funzioni implicite
di una o piti variabili indipendenti, e per essere piu chiari supponiamo dap-
prima che si tratti di due funzioni y e x di una sola variabile indipendente z.

Essendo allora

(18) flz,y,2)=0 y Bl@,y,2)=0

le equazioni date, incominciamo dall’ammettere che si conosca un sistema
iniziale di valori ,,%,,%, che le soddisfano, e supponiamo che il punto
(%), ¥ %) figuri come punto interno del campo a tre dimensioni nel quale
sono date le funzioni f(z,y,z) e g(z,y,2); e nei punti (z,¥,2) di un
intorno di (z,,y,,%,) queste funzioni abbiano le loro derivate parziali del
prim’ordine finite e continue.

Allora, supponendo anche che f(z ,y, ) dipenda effettivamente da x e che
nel punto (xz,,#,,%,) la sua derivata g‘: sia diversa da zero, per quanto si

disse nel caso precedente si potrd asserire che in un campo ¢ sufficiente-
mente piccolo a due dimensioni relativo a z e y e di cui il punto (z,,y,)
figura come punto interno, la equazione f(x,y,x)=0 definisce completa-
mente una funzione ben determinata x(x,y) delle due variabiliz e y che
% e g—; e nel punto
(%, ) & uguale a z, e soddisfa sempre all'equazione f(z,y,z)=0; e finchd

¢ finita e continua insieme alle sue derivate parziali
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il campo e che si considera & abbastanza piccolo, essa non ne definisce che
una; talchd qualunque sia il valore che si trovera poi per ¥, finché y restera
assai prossimo a ¥,, la x dovrid necessariamente risulta_re dalla formola
x#=x(z,y) attribuendovi ad y i valori che essa dovrd poi avere.

Ora, supponendo dapprima che ¢ (x, y %) dipenda anch’essa da z, e osser-
vando che deve essere soddisfatta anche la seconda equazione ¢ (z,y,3)="0,
si intende subito che in questa equazione, almeno finché x,y,x devono
essere abbastanza prossimi a 7y, %, , %, la z dovra essere data da z =2 (z, y.],
essendo x(z,y) la funzione poc’anzi indicata; dunque considemn_ﬂo ora in
¢(z,y,%) la x come una funzione di = e y, ci rimarra da aoddls.zfare alla
equazione ¢ (z,y ,x (z,y)) =0, il cui primo membro pud essere riguardato
come una funzione composta F(z,y) di z e y.

Ora, per le ipotesi che abbiamo fatto sopra, questa funzione F(z,y) sod-
disfa intanto alla condizione di essere finita e continua insieme alle sue de-

. ., 0F 3 %3
rivate parziali g—z ; g—i nell’intorno di (z,,y,) perche si ha = == + 3—; 3
of
aF dp oz of , dfx of L ofx _ of
3_y=% a—;a—y;eessendoa—z+axaxwﬂe 3y+3x3y ) con =
diverso da zero, si pud anche scrivere
oF 1(fdp 3fdp) OB ___ 1(fdp of %),
a2~ flan &xdx) . flyar ™ Yy
o ax
3 7 : of 3',9__?1’3_30
dunque se nel punto (x,,¥,,%,) oltre a §£1 anche il determinante 5 9 3%y

sard diverso da zero, la equazione ¢ (z, ¥y , % (z, y)) = 0 definira eﬁ'ettiva‘man.w
una funzione z (r) di = finita e continua insieme alle sue derivate prime 111
un intervallo (z, — ko, #o+h), ¢ col prendere k, abbastanza piccolo i snu{
valori saranno abbastanza vicini a y, in modo che i valori corrispondenti
x e y presi insieme apparterranno a punti (,y) che cadono nel campo ¢
considerato sopra, nel quale per ogni sistema di valori di z ey sihaz = z(x 1)
e percid le equazioni date (16) saranno soddisfatte da questi valori ¥ (x) e
; z)) di y e di x ‘
"(“’S:;l i:m]i);(a:!,;y, x) non dipende da x si giunge ancora subito agli stessi
resultati, perché allora la funzione F(z,y) viene ad essere appunto la fun-

J
zione data ¢; e se avvenisse che nel punto iniziale (z,, ¥, , %) fosse zero o,

3 of @
senza perd esserlo il determinante a—gg—:— gf ;: , allora sarebbe certumente
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diverso da zero il g—: e quindi partendo dalla equazione 4 (x,y,2) =0 in-

vece che dall’altra f(z,y ,2)=0 si giungerebbe ancora a dimostrare I'esi-
stenza delle funzioni % e x; dunque, tenendo conto di tutti questi risultati,
si pud ora evidentemente affermare che, quando siano soddisfatte le condi-
zioni poste sopra rispetto alla esistenza di valori finiti e continui per le de-
rivate parziali di prim’ordine di f(z,y,2) e di ?(®,y,%) in un in-
torno di (y,¥,,2,), e rispetto all’esser differente da zero il determinante
%g—z-— g—fg—; nel punto (x, , 4, , %,), esisteri effettivamente un sistema di fun-
zioni y =y (x) , 2 =2 (x,y) =2 (x,y (x))=2 () che in un intervallo abbastanza
piceolo (xy — kg, @, + k,) saranno finite e continue insieme alle loro derivate
e soddisfaranno alle equazioni date (18) e per x=ux, si ridurranno a y, e z,;
e questo sistema di funzioni sara unico.

( 165. — I1 processo stesso che abbiamo tenuto per dimostrare I’esistenza
di queste funzioni y e x mostra anche che sotto le stesse condizioni esse
avranno anche le derivate almeno fino a quell’ordine pel quale esistono
le varie derivate parziali di f(z,y,2) e #(z,y,2) nell’intorno del punto
(o %oy %)

Del resto, avendo dimostrata la esistenza di queste funzioni yexdiz
che, quando sono soddisfatte le condizioni indicate sopra, verificano le equa-
zioni date (18) per tutti i valori di « che cadono in un certo intervallo
(@ — hy , 2+ hy) , 8’intende subito che le loro derivate del prim’ ordine pos-
sono oftenersi sia uguagliando a zero le derivate di fle,y,2) e ¢(x,y,2)
considerate come funzioni composte di x , sia eguagliando a zero i loro dif-
ferenziali come si disse anche nei casi precedenti.

Seguendo quest’ultimo processo si giunge alle equazioni differenziali
seguenti

g g g
) \azdz%@dy-f—a—xdx—ﬁ,
9y ¥ 1%,
fé‘%&z—{-@dy—[—é}dx-—ﬂ,
le quali ci danno subito

dx ___ dy dx
(20) 3% 83 3fdp ofor ofor of o

oy %y ad xdx rdy dyox

essendo per ipotesi il primo denominatore diverso da zero, e intendendo che

16
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quando il secondo o terzo siano zero debbano esserlo anche i numeratori
corrispondenti dy o da; talché sari

Aog _ o g%-g%
oxdr drdx :
dy_afaw afa_;a‘z:, dx——gaj a},ajd:f:,
W %y dydax &y
dy dx

e da queste si avranno subito anche i valori di &

Differenziando poi questi valori di dy e dx, o le equazioni (19), noi
potremmo ottenere anche i valori dei differenziali e delle derivate seconde
di ¥ e %, tutte le volte che nei punti (r,y,z) che si vengono a conside-
rare le derivate prime e seconde delle funzioni flz,y,z)e «(z,y,%) sono
finite e continue, ecc.

E si pud notare che se, invece di prendere z come variabile indipen-
dente, noi prendessimo y o x, giungeremmo ancora alle stesse equazioni dif-
ferenziali del prim’ordine (19) e alle equazioni (20), ma avremmo alcune
differenze nelle equazioni fra i differenziali del second’ ordine.

In questi casi poi dovremmo supporre diverso da zero il determinante
che nella (20) trovasi al denominatore del differenziale dy o dz della variabile
che fosse presa come variabile indipendente.

#-166. — Per dare un esempio prendiamo a considerare le due equazioni

e+yt+at=0r" ar+fBy+yx=28,

nelle quali r,2,8,7,% sono quantitd costanti, e che, come sappiamo,
rappresentano la linea d’intersezione di una sfera con un piano, cioé un cerchio
nello spazio.
Le funzioni finite ¥ e x definite da quest’equazioni esisteranno certa-
mente, e si avrunno le equazioni differenziali
zdzr+ydy +zdzx=0, adz+fdy ++dz=0,
dy dz

= = che servono
(y—px  ax—qx fr-ay’

le quali ci daranno subito le altre

a determinare anche i valori di g—'!
167. — Con eguale faciliti pud trattarsi anche il caso dei sistemi di
funzioni implicite #,,%s,..., Ym di pilt variabili indipendenti z,, #;,..., T

2; quando 7y —fx non sia zero, ecc.
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|
definite da un sistema di m equazioni della forma

fl{xl1x!v"lzn!yhyla'”!yu]:o
(21} f’(zl'lmlr"sxn!yl!yls"'lme=0$

R

fmtxl!xl}"'!xn|ylsyl}'“!ym}=0

Indichiamo infatti con 2, 23,...,2%, %), ¥i...., y% un sistema di n+m
valori finiti delle # +m variabili @, , 2, ..., 2., %1, %s,-.., % che soddi-
sfino alle equazioni date (21); e ammettiamo che in un campo ¢ a n+m
dimensioni relativo a queste variabili (nel quale si suppongono date le fun-
zioni fi, fey.oy fu) il punto (2, a3,....,2% 47, 4%,...,y2) figuri come un
punto interno, e in un intorno di questo punto le funzioni f,,fi,..., fu
siano finite e continue insieme alle loro varie derivate parziali di prim’ ordine
rispetto & @, Ty yeey Tu s Y1y Yayersy Yon -

Supponendo allora che nel medesimo punto (2f , 23 ,..., 2%, 4}, 42,..., 42)

la derivata -~ 3 Sh

mente y,), la prima equazione f,=0 per quanto dicemmo sopra al § 155
[pag. 213 e seg.] definird una funzione y,, (z, , Te ooy Ty s Y1 3 Y 3 ooe s Youy) finita
e continua insieme alle sue derivate parziali del prim’ordine in un certo campo
Cotm—t & N+m —1 dimensioni relativo alle n+m — 1 variabili =, ay,..., z,,
Yy Yeyeeny Y © & cui apparterrd il punto (o, 2%, .., 20, 47, 48,00, y0)
come punto interno; e questa funzione, che nel punto ora indicato dev’essere
uguale a ¥, , sard unica, e le sue varie n-tm—1 derivate parziali di
prim’ordine, nell’attuale ipotesi di @, ,@s,..., @0y %1, Yo yee vy Yoy tutte indi-
pendenti fra loro, resulteranno determinate dalle equazioni

non sia zero (cid che porta anche che f contenga effettiva-

% of: af:l. 3:9‘...:0 ?ﬂﬁ afl 3?)‘» 0 f_;ﬁ 3."‘] 3.")‘»1 i 0
o, ' Jy, 3, ' Ay Oy, on Y %,  Oymdx,
O 3 m_o O, iWu_, o . of dym _
T % s W T W | W W

Si consideri ora la seconda delle equazioni (21), per la quale noi riterremo
che, quand’anche £, non dipenda gia da y,._, , venga perd sempre a dipen-
derne effettivamente quando s'intende che in essa la Y. sia la funzione
Yl y Ty s ooy @y Yy Yo ye ey You) di cui ora abbiamo dimostrato la esistenza.

Questa equazione f, = 0, quando s’ intenda che in essa ¥ (s€ vi comparisce)
sia la funzione ora indicata, prendera la forma » ,[r,,.r,‘ Ly Y1y Ygyeoey Ymy) = 0,
dove la funzione ¢ In un intorno del punto (xf, &g, ...,z 48, 48 5.0y yosy)
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sard finita e continua insieme alle sue varie derivate parziali, perché, pel
modo con cui & stata ottenuta da f;, qualunque siano gli indici » e 5 avr#mo

O _ O, MmO _ O 3 W

3z, ar, ' dy,or, ' . . ' Moy

quindi, osservando che la nuova equazione gy =0 & soddisfatta dai valori
z‘lllxgl"'sxel 19??3;21‘“!3:'-4 di TyyTyyeee s Tuy YooYz yeer s Yoy g pud

nel punto (27, 24y y Zo, Y13 Yo 3oy Yoo o) DOB D zETO,

ora asserire che, se
a m—]

la equazione stessa ¢, = 0 definisce una funzione ¥, (@, @g .., &0 7 o
delle m+n—2 variabili =, , &5, .., @0, Yy, Y2y oo+ y Ym—p iR UN corto osmpo
Cotm—s & n+m — 2 dimensioni relativo a queste variabili, e questa funzion

la proprieta di essere eguale a y,_, nel punto (z}, 23, .., @5, ¥} 05, 0.

e di essere sempre finita e continua insieme alle sue derivats parvaiell oo
prim’ordine in tutti i punti del campo €. im_s.

E quando il campo ey, . si prenda abbastanza piccolo, pur resion
sempre diverso da zero, e col punto (27,23, ... , @0 Y1y Yoo ooy Youa) el &
interno, & certo che i valori che in esso prenderd la funzione y,._, ora &
terminata, uniti ai valori corrispondenti di &), @y, .eoy T Y1y Ho s oy B
verranno ad appartenere a punti del campo ¢, & n+m—1 dimansion
considerato sopra, talché le funzioni ora determinate #,, , ¥, soddisfane
alle due equazioni f;=0, f,=20 in tutti i punti di ¢,4,., € saranno cui

Continuando, noi prenderemo a considerare la equazione fy==0 pu
quale supporremo che, quand’anche f; non dipenda da ¥, ,, essd Ton
perd a dipenderne effettivamente quando per y,, e ¥, 8 intendono oo
le funzioni di cui ora abbiamo dimostrato 1'esistenza; e osserver:uic
nel caso precedente, che essa darda luogo ad un’altra equazione deolla for
Cs(T1y Tayeee y Ty Yoy Yoy oev s Ymes) =0, dove g5 & una funzione finita «
tinua insieme alle sue derivate parziali del prim’ordine in un intoino
punto (z§,2%,...,2%,9%,...,%%-s), € in questo punto & eguale a zero,

Conseguentemente se nel medesimo punto (2,25, ..., &% , 41, U8, ...y Youcs)

9z

la derivata non & zero, la nuova equazione g,=~0 definira anch’essa

o m—2
una funzione ben determinata ¥, e (Zy , Ty oo y Ty Y1y Yoy oo+ s Ymos) Che el
punto (27,43, ..., 2%, 4}, Y2, ..., Ym—s) sard ugnale a y;,_,, € in UN CAMPO Cppns
an-+m—3 dimensioni relativo alle variabili @, 2., @, Y1, Y2 seee yYm—s ©
di cni questo punto & un punto interno, la funzione ora indicata y,,_, sari finita
e continua insieme alle sue varie derivate parziali del prim’ordine; e i
suoi valori saranno tali che uniti ai valori corrispondenti delle variabili

|
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Ty y Ty qoeey Ty yl. 1 Y2 1+ Y verranno ad appartenere a punti del CAMPO €yppr g
a a+m—2 dimensioni considerato sopra; talchd le tre funzioni ora deter-
MiNate Yo y Ym—1y Yoy Soddisfaranno alle tre equazioni fi=0,f,=0, f,=0
in tutti i punti (x,,2., .. =, 4, Y2y s Ym—s) del campo e,y e in questo
Campo Saranno uniche.

Cosl continuando, coll’ sirmettere che pei valori @}, a3, ..., 25,92, 98, ..., %%,

di 2 ,2,..,, yY1s Ve oo Y, le varie derivate _a_?l’ e , 0%, 3_?_...
92')‘,,, 33/“—1 3!/“_: ? ’3y,

delle fanzioni £, ,¢,,«, ... v, che si considerano successivamente siano dif-
ferenti da zero, si giuigers infine a concludere che la equazione finale
P @1y @y 2, 3) == 0 definiri anch’essa una funzione ben determinata
N (@, 2y,y...,2,) delle vere variabili indipendenti , , @y ,..., , che nel punto
@, a3, ..., Ty 8ard eguale @ y; ¢ in un campo ¢, a » dimensioni relativo
alle stesse variabili, ¢ i1 cui i punto (#},a7, ..., %) figura come punto interno,
la funzione ora indicats ¥, sari nna funzione finita e continua insieme a[le:
sue varie derivate parziali del prim’ordine, e i suoi valori %, saranno tali
che uniti ai valori corrisponcenti delle variabili Ty, @&y, ..., T, verranno ad
appartenere al campoe, , ad « -1 dimensioni che si sard considerato pre-
cedentemente nel determinare y, in funzione di Ty Xy yureyToy Yy, OCC.;
talehd le funzioni T :

[Um = Ym@ 8, Ty Yis Yy er s Yms s Ymet s Ym)
Syﬂhl:yﬁ_—l(z 1 F Ry ey ylryl!"'!yﬂ—s!y"—‘)‘!
(22) Ymas=Ymal®  Ta,...,x, YisYeyoery Yms)
Ys = y!{xl"':"‘l»----‘rn',”l) 1
L — yI[II,‘-’i. voyWad s

che noi abbiamo successivements {sterminato nei respettivi campi ¢ 1

Covuiy iy Cutry Cn y quando si considerino successivamente, ma in se;;:_in:
V!JI'SD, pei varii valori di &, . z,, ...z, nel campo ¢, , costituiranno un sistema
.(ﬁ quantita che potranno riguardarsi come un sistema di funzioni diz,, z,..,x

1{1 q'uesto campo ¢,, che godranno dela proprietd di soddisfare a:lle,eq;xa'-‘
mon{ date (21), di essere finite & continue insieme alle loro varie derivate
Parziali del prim’ordine rispetts a =, Zyy...,z, e di prendere i valori
Wy ¥2 5, 45 nel punto 2?2, <, 25, o questo sistema di funzioni sara unico:
talc.hé pud anche affermarsi che, sotto le condizioni che succeasivamente:
:bblam.o poste, anche le equazioni (21) definiscono nel campo ¢, un sistema ben
eterminato di funzioni Y1y Us sy Yo quale & quello che ora abbiamo indicato,
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E il metodo che abbiamo tenuto per dimostrare 'esistenza delle funzioni
Yis Yy --- s Ym ©anche un metodo per trovarle, poichd in sostanza non & che
un processo di eliminazione. Nelle applicazioni poi si potra spesso fare uso
anche di metodi speciali di eliminazione pit semplici.
$168. — Per essere dunque sicuri della esistenza di questi sistemi di fun-
zioni ¥, Ys, .- Ym almeno in un campo non troppo esteso che comprende
come punto interno il punto (&, x%, ..., 7) dove esse hanno i valori
Y0y Y0y oen s Yo, oltre a richiedersi che le funzioni fis feyerey fu siano fi-
nite e continue insieme alle loro derivate parziali del prim’ordine rispetto
a tutte le variabili Z,, Zy, ...y @ay Y1y Y2s---s Y iD UD intorno del punto
iniziale (20, 20, ooy 2y 40 Yhy oon, Yh), i richiede altresi che siano differenti

3f 1 O%s %3 Omot  OPm

d 1 pssive ivate — -y —— A
a zero le successive derival Rl TI ~ " ' on rese
respettivamente nei punti iniziali (7, 22 e By Y YD ey Yot s Y 1 Y )y

(‘r?v'dv"! x?n"?!y:!”wy?n—!:y?w—ll y (2 - N ﬁn?ﬂrlﬂ grany y:nn—a}s vasy
{:c?,xg,..., o y?vf)"gL (o ,23,-, z, r.’f?) dei Cﬂmi‘i Copmt s Cogm—ty o+ 1 Cniry Cngly
che abbiamo considerato.

E facile perd di vedere che queste ultime condizioni si riducono ad una
sola che consiste nell'essere a2, 22, ..., @5, #, Y2 ,... , Y valori tali che il
determinante

% % o
| & oy T s Y
\of o of
| dy, e T s Y
D=|. . . « « « « « « « o -
s e s o
: 3 dye T w1 OYm |
A o o

39‘1 ay’ aym—l a.‘)'m .

nel punto iniziale (z},29,... 20 , 41, Y2,..o, y?,) sia differente da zero.

Osserviamo infatti che quando nel processo precedente saremo giunti, per
es., a valerci delle prime h equazioni (21), le funzioni allora gia trovate
Yoy Ymet s Ym—z 3 o=+ 3 Yot soddisfaranno identicamente alle equazioni stesse
fi=0,f,=0,... fu="0; ciod le fanzioni fi,fs,... , f» saranno rese identi-
camente nulle quando s’intenda che in €8¢ Yy, Ym—i s Ym—t s o+ s Ym—ipl ab-
biano i valori successivamente trovati.

Riguardando allora queste funzioni Y, Ym—r s Yty oo Ymoil come
espresse tutte per le variabili rimanenti @, , Ty, ..., @y Y1y Y2y oee s Ymon © in-
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dicando co (ay"' ) (@y..._, You i -
) By -—a?}f le loro derivate rispetto a y,,_,
prese in quest'ultima ipotesi, & chiaro che le derivate rispetto a y,_, di
: m—h
fisfeseens fuy caleolate in questa stessa ipotesi con la regola delle funzioni

composte, saranno nulle esse pure come le funzioni stesse fishiseesfiy ®
vy [y

la derivata di f,4, calcolata al modo stesso sard uguale alla derivata Snts
che figura nelle considerazioni - wish 80
o ioni fatte sopra; talché avremo le equazioni se-

af, af
0=--—1' 4 : y"'—wl) - afl_ ‘m—ht2 2
Yt Ymps \ Wonn + MWtz (Bai‘*_h ) + o+ a‘—;; (a—ay_m') )

Yn—n

of: s d
0 s + ] m—i+l) Joie _,_f!_ (3!{..._:.1-:) afl aym
3y..._.. By,.._,..H Y ay..-m WY o 39'—.. (3ym_a) ?

% , o J"H) . (a.,._+)+  a (ey..)

0= -+
Wmeh  Ymors \ Ypuon

aym—k-l-! \ 3!/",_;\ 33‘;'_,., 3_!;,,,_,,
% _ Ofipn | Of,
- + Al y..._m) af, el ayu—.n-n g, m
WY Y 3!fm_h+1 Y i OY m—nt —39'--—» ) Tt E{f (azy_:—n)
Ora, se si forma il determinante
9 o 3fi
aym—h ag;"_Hl ------- Tay—'“
ofs oh 3,
Dupi=| Wz Wousy """ ay—:
it Ofin )
T R ..., o fa
93;....; 9?{--44.1 ! ay...

;::Bdnoln & a!tr(.] c.he un determinante minore del determinante D, moltipli-
néo le equazioni precedenti pei respettivi elementi reciproci dei termini

d ; .
ella prima colonna di questo determinante D,,, si vede subito che D

. ()
viene ad essere il prodotto di S per I'elemento reciproco di s il
ayﬂl-—h 39‘-._;.’

ua] - . X
quale elemento reciproco, salvo tutt'al piu il segno, & evidentemente il deter-

n?lnafite D, re'lativo al caso in cui, col processo che abbiamo dato, si fosse
glunti a valersi soltanto delle equazioni fi=0,f=0,...fi,=0,e non anche
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della equazione f,=0; quindi, poichd quando sieno soddisfatte le condizioni
poste sopra, le D, vengono ad essere successivamente diverse da zero, si pud

; ; 3z D S
serivere evidentemente - TL = + TH:] , e percid si avra, salvo pei segni
b

a-—-—k
O _D_ D 3 _ D 3 _ D 3m Dn D
s D % /- D, " yws D' W Dy Do’
Y
e

_aﬁ_ 3’?! 3?! aj_'?'__+D-
ayw- 99‘-»-: ayu_c ayl__ ’

talchd si pud concludere intanto che, se le condizioni precedentemente tro-
vate sono soddisfatte, il determinante D sard diverso da zero nel punto
(2,20 5 o s @y YyeeoaYoyonn ¥5.), ¢ quindi (a causa della continuita)
anche in un certo campo di n+m dimensioni che ha questo punto nel suo
interno.

Ora, quando si trovi inversamente che il determinante D in un punto
@, 22, 2%, Y2 Yhy ..y Yn) O diverso da zero, per una nota proprieta dei
determinanti potremo sempre porre le funzioni fi, fi, ..., f., in un ordine tale
che i determinanti minori successivi Dy, Dy, .ovy Digayene , D, di D nello
stesso punto siano tutti diversi da zero, talch® noi possiamo ora, come ap-
punto volevamo, affermare che, per esser sicuri dell’esistenza del sistema di
funzioni #; , s, --- s ¥ di cui parlammo nel paragrafo precedente, oltre al-
I’assicurarsi che le funzioni f; , fe . . . , fi, sono finite e continue insieme alle loro
derivate parziali del primo ordine in un piccolo campo che racchiude il punto
iniziale (22 , 42, .y 2%, U0, Y8 5 o 5 o) MEl quale si sa che fi,fyy .y fm SODO
zero, basta assicurarsi che nello stesso punto il determinante

|eh of 8h_ °h
. By T WY O
o % . %
3y, OYs " W1 OYm
(23) Pzl w o o = & B 5 ¥
¥t s Ofms s
3.*)'1 3?/3 .... '331--—: 3.%»
o O o o
e R e

# differente da zero, senza che vi sia affatto bisogno di esaminare le guan-
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ofi 97, oz,

tth =— , 55— e i i
W Bt " B le quali, quando le fiyfey .-y [ siano poste in
un ordine conveniente, dovranno necessariamente essere anch’esse differenti
da zero.
. S’iutv_ende dunque in particolare che deve sempre escludersi il caso in cui
il determinante D & zero in qualunque punto del campo ad n#+m dimensioni
nel fluale sono date le funzioni f,, fi,..., f,.; e del resto si potrebbe vedere
che in questo caso alcune delle equazioni date (21) rientrano 1'una nell’ altra,
.IJ determinante D si chiama il delerminante funxionale, o anche 1'Ja-
cobiano delle funzioni f,,fy, ..., f..
169. — Trovate cosi le condizioni sotto le quali siamo sicuri che in un
dato campo le equazioni

(24) =0, f=0,..... s fn=0,

ﬁ?ve in generale f, =f, (x;, 2y, ..., Z, , %1, Ysy... , ¥,) , definiscono un sistema
d.1 ﬁmzﬁmi Y13Ysy -2 Y delle variabili @, ,, ..., 2, che sono finite e con-
tinue insieme alle loro derivate del prim’ordine, s'intende che, supponendo
trovate queste funzioni e considerando le funzioni f, , fy , ..., f,, come funzioni
composte di x,,x,,...,x, per mezzo di queste variabili stesse e delle funzioni
;f,.-‘l 1 Y2y .-y Yy 8L potranno trovare le derivate di ¥, ,y.,..., ¥, rispetto a
ciascuna delle variabili 2, ,,,..., 2, derivando rispetto a queste variabili
le fanzioni f,,fy, ..., fu colla regola delle funzioni composte, e poi ugua-

gliando le derivate a zero.
Si troveranno cosl n sistemi di equazioni che avranno tutti la forma
seguente

af ef, oy, 3f: 3y, af, o
Sh 4 I % | °h °Ys Yo
‘ or, oy, ox, ' By, 3x, T + 39‘,:. 3,
O | 8fi 3 , 3f: . ef 3
) 5. T 3 m, T dgam T B B =0
A A R o
o B il S i o} -_”l el m yﬂl
3w, T 3y, %, T By, dx, T T ooz, O
dove r=1,2,3,...,n; e poichd queste equazioni sono di primo grado rap-

%y, 2 3
orto a 2t oYs Y m i i &
P 5, ' 35, " '3 e pei valori d.lx.,r,,...,z..,yl,y,,...,ym che
:lv considerano il determinante dei coefficienti & sempre diverso da zero, si
ranno subito di quii valori richiesti delle derivate iali di pri
arziali di prim’ordi
delle funzioni ¥, ,y,, ... i W ! 1 o
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Formando poi nuovi sistemi di equazioni col derivare parzialmente i
sistemi ottenuti (275) , o anche derivando parzialmente le derivate di prim’ordine
ottenute, si potranno avere le derivate parziali di secondo ordine delle ¥, Yoy, Ypu
tutte le volte che pei soliti valori di @), & ..., Ta W13 ¥2seoos Ym che si con-
siderano anche le derivate parziali di second’ ordine delle funzioni f,, f,...fu
sono finite e continue.

S’intende poi che se le vere variabili indipendenti x,, % ,...,®, si ridu-
cono ad una sola, per es. ;, i sistemi di equazioni (25) si ridurranno ad un
solo, e lo stesso accadra dei sistemi seguenti, e allora le derivate di o, , %z yoous¥m
diverranno semplici derivate ordinarie rispetto ad z,, ecc.

170. — Invece dei sistemi di equazioni (25) e di quelli successivi fra le
derivate parziali di primo e secondo ordine ecc. di ¥y, ¥Ysseery Y, 8 intende
che si potranno scrivere le equazioni differenzinli che si ottengono ugua-
gliando a zero i vari differenziali totali di f,,fe,...,[m, gincchd anche in
questo caso si trova subito che questi differenziali devono essere zero; e quando
si siano scritte queste equazioni differenziali, volendo ritrovare le equazioni
(25) e le successive, bastera porvi per i differenziali di #%,,%s,... Y iloro
valori espressi per dz, , dzy ,..., dz,, e poi uguagliare a zero i coefficienti delle
varie potenze di da,,dz,...,dx

Queste equazioni differenziali pel caso dei differenziali di prim’ordine
saranno le seguenti

s gy o O GO g O g, g 3 gy =0,
E 8 =L Ay ... az d.’c+ y1+ay Yyt oot e Ym

f’ 3f’ =01
ad,+ ..... +9y dy,, =0

W & E W IEE W . e .

" a"'
dy;+a};dy.+ ..... +%’—f-“dy...=0a

s g+ O 4 gy Mg
26) -~ +az‘dx,+ ..... 3:cd"° +3y Y+

¥ g o fm
i dx, + mdxﬁ— ..... +5- . do, + 5 :

e s'intende appunto che quando si sostituiscano in queste per dyy , AYy yerey QYo
i loro valori pei quali si ha in generale

@) dy,.#aa”z*dm&a%dzﬁ ..... +3y» s

uguagliando poi & zero i coefficienti di dx, ,da,..., dz,, si ritroveranno le
equazioni (25).
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Differenziando poi le equazioni precedenti, si otterranno altre n equa-
zioni ciascuna delle quali avra la forma simbolica seguente

¥r g+l Ef, ef. . . \*, 3
(& dont gt gt gyt ey o ey ey 2y o,

3y, 3. 3y,
e queste quando per dy,,dy,,...,dy, vi si pongano i valori che si hanno
dalla (27) col farvi k=1,h=2 ..., h=m, e per d*,,d%,,...,d%,, i valori

che si deducono dalla formola simbolica

d,!fhz(%'yédxi+%dxg+ ..... —{-gy_“hn)"

si trasformeranno in equazioni i cui termini saranno tutti della forma
A, dz.dr, , e uguagliando a zero i coefficienti A, , di questi termini si
otterranno le equazioni stesse che si sarebbero dedotte dalle (25) colle deri-
vazioni parziali, ecc.

171. — In particolare poi quando in f,, fy,...,f, 0 in #, s Y2 3- 443 Yo DOD
deve aversi che una sola variabile indipendente, p. es. z, , le equazioni (26)
si ridurranno alle seguenti

9.
f 1+ fld_)‘]“f"' ..... +‘:—y):‘l-dy,,,——-0‘
Bf, f! ofs

(28) 1+3 d.f1+ """ +aym dy:-: 3
afm a}.rm. i u 3 .a:f“. . e
Eirl-f-a—y;dyl-f- ----- +md?m=0|

29) L P
‘&II AI‘. o Aﬁ ST A’m :
dove A, , Ay , Ay ..., Ay, sono i determinanti che vengono dalla matrice
A A
Jox %y By, Ym
% % % %
or, Sy, Sy, T Y m

o, 3y T By
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sopprimendo respettivamente la prima, la seconda, la terza,...e la (m+1)°
colonna, e prendendoli alternativamente col segno -+ e col segno — ; e da
queste équazioni si avranno subito i differenziali dy,,dyy,...,dy. e le

derivate %,%,...,%. -
E si pud notare che se invece di x, si prendesse cortm variabile indi-
pendente una qualunque delle g, , s ..., per es. ¥, allora si avrebbero ancora
le equazioni (28) o (29) pel caso che Ay, non fosse zero, ecc.
172. — Nel caso generale poi le equazioni (26) conducum.) co.n .ugua]e
facilita alle equazioni analoghe alle (29) che determinano i valori dei differen-

ziali dy, , dYs ..., dY.. , poichd evidentemente ci danno le seguenti
1_dy _dy_

{30} A Aﬂ A'lh Aym

dove le A, Ay, Ay, ,..., Ay, si ottengono al modo stesso dalla matrice

1 o g, M M 3|
'!3_—&431+§:d‘”’+ """ to ™ e |

| 2, o 36 gy, % B U
59,;1&"}-3_.{:&‘"' ””” +Ba;»°&" 3y, Oy Ym

1
| ;| 3
3f Of S % o Sfm I
\é%d"‘r*s;,d”'* """ T . Wy

I
|

e quando siano trovati dy, , @y ,.. ., dY., espressi perda, , dr, 1oess dz, ,.bas?m:j
prendere nelle espressioni cosl ottenute di dy,, dys ..., dy,, i coefficienti di
G W o iacche si ha sempre

dz, ,dz, ,...,dz, come valori di % A A giacch® si
) Sy . )
come énotody,=g%'ida:.+a—i'idx.-i— ..... +é$:da:.perh._1,2,...,m

: .

Similmente si troverebbero equazioni analoghe alle (30) per datermma.!'o
i valori dei differenziali secondi d%,,dy,,...,d",, ; e quando si avesse In

tal modo per es. &, = A, dz} + 23 A, ,dz.dz, si potrebbe subito

3 ivata mista 272, ecc.
concludere che A, & la derivata ag:, e A, , ©la derivata mista 3, oz, ecc

Nei casi particolari poi, anche senza ricorrere a questi metodi generali,
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si potranno trovare con speciali artifizi i differengiali primi, secondi, ... delle
funzioni %, ¥e,..., Yu, 0 almeno di quelle fra queste funzioni che occorre
di considerare; dopo di che si troveranno subito i valori delle derivate par-
ziali che si cercano ™,

173. — Volendo particolarizzare un poco la questione ed accennare al
tempo stesso ad alcuni artifizi speciali che si usano nelle applicazioni, sup-
porremo ora che si abbia da considetare il caso di due variabili indipendenti
xz e y e di due equazioni della forma

(1) 2=f(x,y,9), o(@,y,0)=0, ovvero flx,y,)-x=0, e(z,y,2) =0,

nelle quali & una funzione che pud riguardarsi come una funzione impli-
cita, ed & quella che pitt importa di considerare, ed o & un’altra quantita che
pud essere anch’essa una funzione implicita o una quantita ausiliaria ; e sup-
porremo che siano soddisfatte le condizioni sotto le quali siamo sicuri che in
un dato campo relativo a x e y queste equazioni definiscono due funzioni
# e adiz ey finite e continue insieme alle loro derivate almeno fino a

quell’ordine pel quale abbiamo bisogno di considerarle,

Secondo quanto abbiamo detto, volendo determinare le derivate g; eg—;

0peqdz, siosserveri che devono aversi le due equazioni

_of of . o
(32) (dx_aim+§§dy+§5da’

| _ % oz oz
( U—Edz+aydy+é;da,

ar 3 ; i :
Bias dovra essere diverso da zero almeno nel campo nel quale si considerano

—_———

™ Riportandoci a quanto dicemmo nella nota alla pag. 210, osserveremo che,
anche negli altri casi di funzioni implicite considerati dopo, nel punto iniziale
vengono sempre conosciute le derivate di queste funzioni fino a quell’ ordine pel
quale si possono considerare.

E siccome mostreremo in seguito che le considerazioni che facemmo alla pag. 99
© seg. per lo stiluppo di Taylor nel caso delle funzioni di una sola variabile si
estendono anche alle funzioni di piu variabili, cosi le conclusioni della nota sud-
detta si estendono anche a tutte le funzioni implicite considerate dopo, e si puo
quindi affermare che anche queste funzioni implicite e le loro derivate possono
sempre determinarsi effettivamente in intorni sufficientemente piceoli del punto ini-
ziale con tutto quel grado di approssimazione che si vuole.
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e poich® da queste coll’eliminazione di do. si ottiene subito

dx = 3f %9 dz of _dyof dy ,
(Bw o Ba) (ay dp aa) '
£ i

si concludera immediatamente che si ha

r,y,xeq

dp o
of a3 A W
da da

P M M ' .
Per avere poi anche le derivate seconde 32 ' 323y ' 3 or,set,si

osserveri che differenziando le (32) si ottengono le due equazioni

f ¥f

&f
== + 5%
wd"" oyt

! )

% 8'? G sowpon TP gy o0 OF
0=a?7;d2"+-a?dy!+a—’.,d4 +-ua_xayd3” Y ayau
e ora ricavando il d« dalla seconda delle (32) e poi, dopo di averl.c sostnj
tuito nella seconda delle ultime, ricavando anche il d*s, potremo coi valori
ottenuti di dx e d% ridurre il valore trovato per d'x alla forma seguen(;e
& — A dr* + 2Bdxdy + Cdy*, donde potremo dedurre i A, 8= B’, i= ;
pei valori cercati di »,s,t; e si pud notare che questi stessi valori d.l r,s,'.
potranno trovarsi anche derivando le espressioni (33) di p e g col coumdera;\l
« come una funzione il cui differenziale do viene dato insieme alle sue de-

rivate parziali i s g—;-; dalla seconda delle (32); e possono anche ottenersl,

¥

dz8x

i i i i i di equazioni
con semplicitd spesso maggiore, applicando ai due sistemi q

= aajaf

ox \ f ¥

¢4 da Ja
0=¢(x,y,s , L 0=v9plz,y,9) ,

lo stesso processo che abbiamo seguito per trovare i valori (33) dia palcsi
come se i sistemi (34) e (35) corrispondessero ciascuno separatamen

f
L ' of i,
dy'+g—’£dz’+ 2&’;}@@%%dydz+2amdm+au .

&
dydo + 2 5—— dadr+ %d’m;
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stema di equazioni (31), giacché in tal modo noi verremmo evidentemente

; . o il g o a .
& determinare i valori di a—ﬁ- '3y ! % ,3%, ciod¢ appunto r,s,¢.

174. — Aggiungiamo poi che, se invece delle equazioni (31) si avessero
le altre
(36) f($|y|x:ﬂ}=9 y  ple,y,a)=0

e fossero ancora soddisfatte le solite condizioni per la esistenza di un sistema
di funzioni x e a che soddisfano a queste equazioni e sono finite e conti-
nue insieme ad alcune delle loro derivate, allora invece delle (32) si avreb-
bero le altre

%dr+g—};dy+g—’:dz+g£dz=ol
% dp o ,
izdx+@dy+a;da—oa
9z of

e @ % nel campo dei valori di ,%,x, % sarebbero diverse da zero; tal-

ché eliminando il dx, e poi eguagliando a p e g i coefficienti di dz e dy
nel valore che ne risulterebbe per dx, si troverebbe subito

I N L
e oy 8z dmoy) '

1
P=_¥§%ﬁ“aa == 5%

0 9u 3 3a

e il calcolo delle derivate seconde, sebbene assai piit complicato, potrebbe
farsi coi metodi usati nel caso precedente.

175. — Per dare un esempio prendiamo a considerare il caso delle due
equazioni che noi ritroveremo in seguito nelle applicazioni geometriche

37) Z=H+F{C&}3{+F1(a)=f[x1yv“}s
0=z +Fay+Fi@)=cp@,y,q),

la seconda delle quali & la derivata parziale della prima rispetto al para-
metro «; e supponiamo che in F(x) ¢ F, (%), e cosi nelle loro derivate F(x)
e F,(a), la quantita « possa prendere i valori compresi in un certo inter-
vallo (a,b), e per questi valori di a, oltre alle derivate prime di F(x) e
F\(2) esistano almeno anche le loro derivate seconde, e siano finite e continue
@ non sempre uguali a zero.

Allora, qualunque valore si attribuisca ad « fra @ e b che non annulli
ad un tempo F’(a) e F/,(a), si potranno poi dare ad y infiniti valori pei
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quali la derivata di » rispetto ad «, o F'(z)y + F” (2), non si annulli; e
dati ad = ed y questi valori o, ,%,, ne risulteranno subito valori determinati
Z, @ %, per x e x che soddisfaranno alle equazioni (37), e in un campo che
racchiude il punto (&, ¥, , %, %) le varie derivate parziali di f e % saranno
finite e continue, ecc., talchd saranno soddisfatte le condizioni sotto 18 quali
in un dato campo ¢ relativo ad x e y esiste un sistema di funzioni @ %
che soddisfano alle equazioni (37), e sono finite e continue insieme alle loro
derivate, e per z=u1, , y=17, sono eguali a 2, e %.

Ora, tralasciando di occuparci della funzione o, colle formole (33) tro-
veremo subito che nello stesso campo ¢ le derivate parziali p e ¢ di 2 sono
date dalle formole p—a, ¢ =F(2); e cosl, quando dalla seconda delle (36)
si abbia modo di ricavare il valore di « in funzione di = e y, noi avremo
subito p e ¢ espressi per z e y.

Per avere anche r, s e t formeremo i due sistemi di equazioni

pr=n, ‘q=F(“)$
0=2+F@y+Fi, [|0=z+F@y+Fi),

che corrispondono ai sistemi (34) e (35); e ora applicando a questi sistemi
le formole (32), come si disse sopra in generale, troveremo subito per deter-
minare 7,se ¢ i due sistemi di equazioni:

o 1 [ 3q - F (=)

2= T T FaytRe ' \& T Pay+F@’
ARG | WA P
7 Fly+Fie) T Flay+Fi

che danno appunto i valori richiesti di »,sef, e che ci mostrano anche
che qualunque siano F(z) e F, (=), purché non sia sempre F’(x) =0, F*;(2) =0
(cid che da noi & stato appunto escluso), la funzione x definita dalle equa-
zioni (37) & tale che le sue derivate seconde 7,s,t soddisfano sempre alla
equazione r{—s'=0.

Fard notare che il caso che abbiamo escluso che F"(a) e F*)(2) siano
sempre zero pei valori che si considerano di «, lasciava appunto indetermi-
nata la funzione « e toglieva 1'indipendenza alle variabili = e , perchd do-
vendo essere in questo caso F'(x)=c¢,F,(2)=¢,,con c e ¢, costanti, ne sa-
rebbe venuto anche che le funzioni F(a) e F,(x) fossero uguali a ca-d e
e,a+d, §42 1.° [pag. 50] con d e d, nuove costanti, e qmmh le equazioni
(37) si sarebbero ridotte alle due

x=a(xtcy+e)tdy+d , 0=z+4cy+e,

—_ a1 -

la seconda delle quali stabilisce una dipendenza fra = e y, e la prima si
riduce alla equazione x=dy d,, senza che resti determinata la «.

176. — Aggiungiamo che i resultati che qui abbiamo ottenuto pel caso
di funzioni implicite reali di variabili reali si estendono anche alle funzioni
implicite complesse di variabili pure complesse; e uns tale estensione pud farsi
valendosi dei resultati gia ottenuti coll’ osservare che il caso di un sistema di m
equazioni fra m funzioni complesse di n variabili pure complesse si riduce
al caso di un sistema di 2= equazioni reali fra 2m funzioni reali di 2n
variabili pure reali come quelli considerati precedentemente; con la sola dif-
ferenza che in questo caso si deve tener conto anche di alcune relazioni che
esistono fra le derivate dei primi membri delle equazioni, e di altre che esi-
stono fra le derivate delle varie funzioni. Noi perd non possiamo ora pren-
dere a esaminare anche questo caso, e ci limitiamo ad averlo cosi sempli-
cemente accennato.



XIV.
Equazioni differenziali
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Equazioni differenziali ordinarie.

' 177. — 8i chiama equaxione differenxiale ogni equazione che contiene le
derivate o i differenziali di alcuni ordini di una o pinn funzioni, sia che
contenga o no le funzioni stesse e le variabili indipendenti; e I'ordine della
pitt alta derivata o del piit alto differenziale che comparisce nella equazione
stessa viene detto ordine di questa equazione.

Nel caso poi che di variabili indipendenti non ve ne sia che una, le equna-
zioni ora indicate vengono dette piti specialmente equagioni differenxiali
ordinarie; e nel caso che le variabili indipendenti siano pit di una, le equa-
zioni stesse vengono dette a derivate parxiali o ai differenxiali totali secondo
che esse contengano o le derivate parziali o i differenziali totali delle quantita
che si considerano come funzioni delle variabili indipendenti.

E quando, avendosi pii funzioni, si hanno anche pit equazioni differen-
ziali, si usa di dire che esse costituiscono un sistema di equaxioni differen-
xiali simultanee; o allora il loro numero & ordinariamente eguale a quello
delle funzioni. ’

Volendo ora fare un breve studio sulle equazioni differenziali, incomin-
ceremo a trattare di quelle ordinarie e pel caso di una sola funzione; e in
questo caso, come negli altri che poi tratteremo, ammetteremo semprle che
le equazioni che definiscono le funzioni implicite, che saranno da noi con-
siderate, soddisfino alle condizioni sotto le quali, secondo quanto abbi.amﬂ.
detto nel capitolo precedente o in seguito ad altre considerazioni, siamo sicurl
che le funzioni stesse sono finite e continue insieme a quelle delle loro deri-
vate che avremo via via bisogno di considerare.
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1178, — Incominciamo percin dall’ osservare che avendosi una equazione
flx,y)=20 che definisce in un dato intervallo una funzione implicita y della
variabile x, le equazioni

L+Ty=0,

3'f+2 ¥

of .
81:3_,« +3q ff!+

?; =0,

che, come sappiamo, si deducono dalla equazione data stessa colla derivazione
immediata, sono equazioni differenziali di ordine primo, secondo, ecc.: e,
secondo la definizione data sopra, ogni equazione che risulti da una combi-
nazione qualsiasi di queste equazioni fra loro e colla primitiva f(z,y)=0
@ pure una equazione differenziale, e sussiste evidentemente tutte le volte
che sussiste la f(x,y)=0.

Questa circostanza di potere combinare fra loro e colla primitiva le equu-
zioni differenziali che si deducono dalla primitiva stessa f(z,y)=0 colla
derivazione immediata, dando origine cosi a nuove equazioni differenziali cui
le funzioni y che soddisfano alla primitiva devono pure soddisfare necessa-
riamente, mentre lascia tanta indeterminazione nelle equazioni differenziali che
corrispondono alle funzioni y definite da una equazione data f(x,y)=0,
permette altresi bene spesso di costruire equazioni differenziali (relative sem-
pre alla equazione data f(x,y)=0) nelle quali per mezzo di opportane eli-
minazioni vengano a mancare alcune quantiti che compurivano nella primitiva
f(x,y)=0; come, per es. vengano a mancare dei radicali, delle esponenziali,
dei logaritmi, ecc.... o delle costanti.

Cosi, per es. se per definire y si ha la equazione y*= YV z -+ 2%, se ne
. v;

si giunge alla equazione 2yy = —1— ~+ 2y + 2%y, e anche all'altra

’ 1
2y = — 1 90 rf)? ot y y
uy 2O —79) + 2y (y—=*)* + y* (y — "'y’ che non contengono piu il

radicale Vz; e se si ha invece y==cosaxr 0 y=senar con o costante,
allora, avendosi y"= — o*cosax, o y'=—u'senax, si trova subito in am-
bedue i casi la equazione differenziale del second’ordine y'+afy= 0, cui
i valori primitivi di i soddisfano, e che non contiene pitt la funzione coszx o
Paltra senoz.

E similmente avendosi per es. y*+az+y =0 con =« costante, si pud osser-.
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vare che si ha 2yy'+a+y =0, e sostituendo in questa il valore di « tratto
dalla prima, si passa subito alla equazione differenziale del prim’ordine

2yy — y+y ~+ %' =0 che non contiene pii la costante «; come pure aven-
vy = Y= P ! p

dosi la equazione ax®--b;?=1, con a e b costanti, se ne deducono le altre
ax+byy =0, a-b(y*+ yy’)=0 le quali conducono subito alla seguente
z(y*+yy") —yy =0, cui pure deve soddisfare la funzione definita dalla
equazione data; e questa & una equazione differenziale del second’ordine nella
quale non figurano pit le costanti @ e & che figuravano nella primitiva
ar*+by*=1.

~ 179. — 11 caso perd che. per la 'sua generaliti e importanza, merita di
essere di preferenza studiato, & quello della eliminazione delle costanti cui
appunto si riferiscono i due ultimi esempi.

Gia sappiamo che se la funzione y @ definita da una equazione esplicita

— f(x)+¢ nella quale figura una costante additiva ¢, questa costante spa-
risce di per st nella derivazione e si viene cosl a formaro la equazione diffe-
renziale del prim’ordine y'— f’(x) =0 che non contiene piui questa costante ¢,
e che & percid soddisfatta qualunque sia il valore che si attribuisce alla co-
stante stessa.

Piii generalmente poi, quando si abbia una equazione f(x,y,ec)=10 che
contiene una costante ¢ e che, per ogni valore speciale che si attribuisce a
questa costante da —oo a —+ o o almeno fra dati limiti, definisce sempre
una delle solite funzioni finite e continue, ecc.... ¥ di x in un dato inter-
vallo, allora, se avverra che la costante ¢ non sparisca da s¢ nella equazione

‘f + fJ 0 che risulta dalla equazione data f(z,y,e)= 0 colla derivazione

mmedmta, s’intende che, almeno ordinariamente e fatta astrazione dalle dif-
ficolta pratiche, si potrd eliminare la costante » fra le due equazioni

f@,y,0=0 , 3f+ Ty=o,

la seconda delle quali sara della forma 7 (x,y,y ,¢)=0; e cosl si giungeri
ad una equazione differenziale del prim’ordine che non conterra piu la co-
stante ¢, per modo che essa sard soddisfatta per qualunque valore che si
attribuisca a questa costante fra i limiti indicafi.

Quando poi nella equazione data f(r,y e ,c)=0 compariscano due
costanti ¢, ¢y, € per qualunque sistema di valori che si attribuiscano a queste
costanti, almeno entro dati limiti, essa definisca una delle solite funzioni y di
« finite, continue, ecc. ..., allora, se avverri che formate le due equazioni dif-
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o v, P g P

,_'f —_— f ﬂ
ferenziali +3 =05 + 2 axan +8_;’J +

=0 le costanti
non siano gia sparite nelle derivazioni, & chiaro che, fa.tta. astrazione dalle
difficolti pratiche, noi potremo, almeno ordinariamente, eliminare le costanti
stesse fra le tre equazioni

AL, o *f

f(x;yycng!]: +3 = 13‘83 axay./!'}“ay!.f +a J
le due ultime delle quali saranno della forma =z, (x,y .y ,¢,,0)=0, e
se(@ y 3 sy v e,6)=0, e cosl daremo luogo ad una equazione differen-
ziale 4 (z, 7,y ,y") =0 che sard al piu del second ordine, e nella quale
non compariranno pitt le costanti ¢, e e,. per modo che essa sard soddisfatta
per qualunque sistema di valori che si attribuiscano alle costanti stesse nella
equazione primitiva f(z ,y ,e,.¢,) =0 e pei quali questa equazione continui
a definire una delle solite funzioni y di =

E in generale quando si avra un'equazione f(r,y,¢,,6,...,¢,)=0 che
contenga n costanti €, €, ..., ¢, alle quali possano essere attribuiti valori
qualunque, almeno entro certi limiti, senza che la equazione stessa cessi mai
di definire una delle solite funzioni y di x, allora, se avverra che queste n
costanti non spariscano da per s& formando le prime n» equazioni differen-

ol df d'f
zianli = 0, = Oic.... e
totali successive di f(x,y,e,.6,...,¢,) calcolate con la regola delle fun-
zioni composte col riguardare y come funzione di x), s'intende subito che,

fatta sempre al solito astrazione dalle difficolta pratiche, noi potremo, almeno

=0 (i cui primi membri sono le derivate

ordinariamente, eliminare le n costanti ¢,,¢,,... ¢, fra le #n+1 equazioni

—0 U af _ a°f
f_o dr_o M—Ds"'1ar_“=01

le quali sono respettivamente delle forme f(r,y,e,,¢,...,¢,)=0,
@y, Y 0,0, e)=0 , m@,y, ¥, ¥, 60,6,...,6)=0,
el y Y oy e,y 0,)=0.

Evidentemeute con questa eliminazione giungeremo ad una equazione
differenziale 4(z,y .4 ,...,y™)=0 che sari tutt'al piti dell’ordine » e non
conterra piti le costanti ¢, ,¢y,...,¢,, per modo che sard soddisfatta per
qualunque sistema di valori che si attribuiscano alle costanti stesse nella
equazione primitiva f(x .,y ,¢, ,¢,...,¢,)=0, e pei quali essa continui a
definire una delle solite funzioni # di «: taleh® in generale noi possiamo ora
asserire che, quando una equazione f(r,y,c,,64,...,e,) = 0 contiene n costanti
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arbitrarie e per ogni sistema di valori attribuiti a queste costanti, almeno
entro certi limiti, essa definisce una delle solite funzioni  di x in un dato
intervallo, allora (o perché avvenga che le costanti ¢,,65,... ¢, spari-
scano di per sd nella derivazione formando le » equazioni differenziali

%“; =0, g—ri =0 iy j‘r——{ =0, o perchd, sebbene figurino ancora le costanti
in tutte queste equazioni almeno ordinarismente e fatta al solito astrazione
delle difficolta pratiche si potranno sempre eliminare le costanti medesime
fra la equazione data e le precedenti equazioni differenziali), la equazione
data f(x,y,6¢ ,65,...,6)=0 dari luogo ordinariamente ad una equazione
differenziale della forma & (x,y .,y 4" .- y")=0. E questa equazione
sard tutt'al piit di ordine n eguale al numero delle costanti ¢, , €5, ... C,, Ma
non vi compariranno piit queste costanti, per modo che essa sara soddisfatta
per qualunque sistema di valori che si attribuiscano alle costanti stesse, fra
quelli che queste costanti sono suscettibili di avere senza che la equazione data
f(@,y,e1,6q,...,6,)=0 cessi di definire una delle solite funzioni y di = finite
e continue in un dato intervallo, ecc. ...

E I'equazione differenziale 4 (r, ¥, y ,...,y™)=0 che cosi si otterrd
esprimera evidentemente una proprietd che sara comune a tutte le infinite
funzioni ¥ definite dalle equazioni che si deducono dalla equazione primitiva
F(E 4,61y Cay-nny €)= 0 dando alle costanti valori particolari qualsiansi fra
quelli che esse sono suscettibili di avere nel senso ora indicato; e cosl in
particolare quando queste equazioni f(z,y,€ 2,0y C) =0 si riferiscano
a elementi geometrici, meccanici, ... 1" equazione differenziale suindicata espri-
mera una proprieta che sara comune a tutti gli elementi medesimi.
¥ 180. — E poiche in calcolo integrale si dimostra inversamente che, sotto
corte condizioni che ordinariamente si verificano, ogni equazione differen-
ziale dell’ordine = (4,4 ..., y™) =0 puo rigunardarsi come proveniente
dalla eliminazione di n costanti arbitrarie ¢, ¢;,... ¢ fra una equazione in
termini finiti (ciot senza differenziali o derivate) f(x,y € ,Ce .- ye,) =0
e le prime n equazioni che da essa si deducono colla derivazione, cosi pud
dirsi che ogni equazione differenziale, almeno nei casi ordinari, anzich® espri-
mere una proprieta speciale di una particolare funzione y che la soddisfi, 0
di un dato elemento geometrico, 0 meccanico, ... cui essa si riferisca, esprime
una proprieti comune a tutta una classe di funzioni o a tutta una classe
di elementi geometrici o meccanici... che, sehbene dotati di una tale pro-
prieti generale comune, possono anche esser differentissimi 1'uno dall’altro,
e presentare proprieta speciali disparatissime.

E cost si pud ora evidentemente affermare che, quando partendo da un

=g =

problema speciale si giunga ad una equazione differenziale = 0 relativa alla
funzione y che in essa figura, allora prendendo a trattare questa equazione
differenziale ©@=10 si verra a trattare una questione assai piu estesa di quella
che si aveva dapprima; poich® una tale equazione =0, oltre a riferirsi al
problema speciale posto dapprima e alla equazione nota o ignota in termini
finiti che ad esso si riferisce, si riferira anche ad altri problemi nelle equazioni
dei quali (in termini finiti) figureranno alcune costanti arbitrarie, o almeno
alcune costanti che abbiano maggiore arbitrarieta di quelle che compariscono
nel problema primitivo, e che vengono poi a scomparire nella equazione dif-
ferenziale finale @=0.

Cosi per esempio quando in un problema si giunge alla equazione

z* ¥ ;

fle,y,a,b)= P + E"_—T’ =1, nella quale pei dati del problema stesso deve
essere b<Za per modo che essa rappresenti una ellisse di semi-assi a e Vai = F,

b ’
a“'ﬂ_’b’i=0’ la quale ci dara

colla derivazione si otterra la equazione E, +
a
1 x : AT ;
PR e ci permetterd di eliminare il & dalla equazione primi-
tiva, dando luogo cosi alla equazione differenziale I—j . PO TR S questa
at 'y !
non contenendo pit il &, corrisponderd alla equazione 1—: + —;’f-ai =1, anche
a ' a'-
pel caso di b>>a, vale a dire esprimerd una proprieti comune a tutte le
curve che sono rappresentate dalla equazione stessa per ogni valore reale
di & diverso da @, ciod una proprieti non solo delle ellissi primitive, ma
anche di tutte le iperbole omofocali rappresentate dalla equazione stessa: e
la equazione differenziale ottenuta verra cosi ad avere in sd una maggior ge-
pera.litr'l e estensione di quella in termini finiti dalla quale siamo partiti.
181. — Notiamo poi che, invece di giungere col metodo da noi indicato
e pr—— oy o Ay dy d"y
d equazioni fra le derivate %', ¢",..., o' ‘0(—5 VR
pre quando si voglia giungere ad equazioni fra i differenziali da,dy,dy ,...,d"y,
dy &y d"y
de Attty g T rappresentare le de-
rivate nelle equazioni gii ottenute, e considerandoli poi come quozienti ( cid
che in questo caso pud farsi), sia facendo la eliminazione delle costanti fra
le equazioni

potremo sem-

¢ cid sia valendosi dei simboli

(1) f=0,df=0 , df=0, ... , d°f=0,



= OiE e

che contengono i differenziali, invece che fra le equazioni analoghe che con-

tengono le derivate.
Perd conviene osservare che quando si trattera di equazioni differenziali

del primo ordine, per cid che abbiamo detto piu volte, la scelta della variabile
indipendente, anche dopo ottenuta la equazione differenziale, rimarra sempre
in nostro arbitrio; ma non sard cosi quando avremo da considerare equazioni
differenziali di ordini superiori, a meno che, lasciando arbitraria questa va-
riabile e valendosi delle equazioni (1), non si conservino in d*f,d’f, ..,d"f
i termini che contengono d% ,dr, ... d"r che nella ipotesi di x variabile in-
dipendente verrebbero fatti uguali a zero.
Cosl per es. se si ha la equazione

@) 2y +art+ byt =0,
le due equazioni differenziali che si hanno da questa colla differenziazione

immediata, quando si lascia arbitraria la variabile indipendente, sono le

seguenti

d*y + ad (xdzx) + bd(ydy) =0 ,

e la equazione differenziale che risulta dalla eliminuzione delle costanti @
e b fra queste equazioni e la primitiva, finche si lascia sotto la forma

2y & ¥ 12y xt ¥
(3) |dy wde ydy =0, ovvero |dy xdr ydy \=0,
&y d(zdz) d(ydy) &y det+xdz dyt+ydy|

sussiste qualunque sia la variabile indipendente.
Se poi si stabilisce di prendere x per variabile indipendente, allora, do-
vendo fare dz=0, quest’equazione si riduce 2ll’altra
2y ' yt
(4) dy rdx ydy == {4
dy det dy*+ydy
e questa, dividendo la seconda linea del determinante per dz e la terza per
ds*, diviene

2y ¥ 2y o ¥
%y dy
az = Yar =0, owero |y =« gy =10;

d*y dy\? d*y
&1 (@) T o1
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e queste ultime equazioni, che sono fra = e y e le deriv ate dlr d.r' oy ey,

riconducono quando si voglia alla equazione (4) fra i differenziali dx e dy,

ma con cid restera sempre fissata e uguale ad x la variabile indipendente.
182. — Non tralasceremo di fare ora anche la osservazione seguente.
Indichiamo al solito con

(9) fl,y,00,6...,6)=0

la equazione data, e supponiamo che le costanti ¢, ,¢,,...,¢, Vi compari-
scano in modo che, per ogni sistema di valori che si attribuiscano alle co-
stanti medesime in un certo campo a n dimensioni, essa definisca sempre
una funzione y di z finita e continua insieme alle sue prime n derivate in
un certo intervallo.

E propriamente ammettiamo senz'altro, per semplicita, che se ¢} ,c},..., ¢,
& uno dei sistemi di valori che possono atiribuirsi a e, e;,...,¢,, © ¥, &
il valore corrispondente di y per x=u,, la funzione f(x,y,e;,¢5,...,0¢,)
soddisfi a tutte quelle condizioni che si dettero nel capitolo precedente per
esser sicuri che in un certo campo C a n+1 dimensioni relativo alle quantita
T,€ 4 Cy..., €, (riguardate tutte come variabili indipendenti) e a cui
appartiene come punto interno il punto (x,,el, 8, ... ,e}), la equazione data (5)
definisca una funzione y di queste variabili che in ogni punto di C & finita
e continua insieme alle sue prime n derivate rispetto ad x, e nel punto
(zy,€1,¢8,...,c5) prende il valore y,.

Allora per tutti i valori di «,¢,,¢,...,¢, corrispondenti ai punti di C
gf; sard sempre diversa
da zero; e i valori di y .,y ,y",...,y™",y™ corrispondenti ai vari valori
di z,¢,,¢,...,¢, nel campo stesso C (quando & sufficientemente piccolo)
saranno determinati dalle solite equazioni

_oodf & a~-\f af
f—0|'d_r*-0v@‘— ""‘dr"“' qu.r”_‘o$

e per y sufficientemente prossimo a y,, la quantita

la prima delle quali & quella data, e le altre si otterranno tutte colla regola
di derivazione delle funzioni composte applicata successivamente, o con quelle
della differenziazione successiva rispetto ad z, ecc., e saranno tutte comprese
nella formola seguente

&f o
irr=F,(:ﬂ,y,y !y !‘"|y('._”1r‘llc'l|"'!cn} - f,{.l',y,ﬂl,{t:“”,(_‘“]_ffﬂzo



e ey
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of . . g
con fo@, 4 ,€1 40y .enyCn) =3y e r=1,2,..,n; e questi valori successivi

di y,9 .y, y"", y" corrispondenti ai varii valori di &, ¢,, ¢, ..., €, nel
campo C saranno tutti finiti e continui anche quando si riguardano come
funzioni delle n+1 variabili #,¢,,¢,...,¢,, € nel punto (y,¢f, €3, ... ,ch)
dove y ha il valore y,, anche 3’ ,y",...,y" ", y" avranno valori speciali
Yostlos ooy ™,y pei quali si avra in generale successivamente

Fr'[zos.ffu -?f'u‘---.yﬁa’_”,ﬂ?,cge--- .GE,
oo, Yos €14y Ch) ’

per r=1,2,...n: e a causa della continuitd, se il campo C & sufficiente-
mente piceolo, i valori diy, %" 3", ..., y" ", ™ entro C si scosteranno tanto
poco quanto si vuole dai valori ¥, , YorWoy oo 05" Y00

Prendiamo ora il sistema

if _, T_, i

{6] f=u1d_\1‘_ ' drt LR R e

! —
yur—_

delle prime » delle equazioni precedenti, e considerando in esse come va-
riabili tutte le 2rn-+1 quantith =,y , 9 ,...,¥" ", ¢, ¢, .00y Cq, OSSEIViAMO
che esse vengono ad essere soddisfatte dal sistema di valori ay, yo, ¥as
ey gl eh b L. ) di queste variabilis e, oltre alle ipotesi fatte sopra,
facciamo ora anche l'altra che, come ordinariamente avviene nelle applica-
zioni, in un piccolo campo C, a »+1 dimensioni relativo alle quantita
T, Y Y ...y, considerate ora come variabili indipendenti, e nel cui
interno trovasi il punto (zg, %, ¥, .- - #ir"), le equazioni stesse (6) defini-
scano completamente per le ¢,,65,..., ¢, uno e un sol sistema di funzioni finite
continue e a un sol valore 7, (X, 9, % oo s ¥"™") y F2 (@, Y ¥y oen s ),
ey (@Y Y 5 ooy ") che poste in luogo di &, cq, ey Cn nelle equazioni
medesime le soddisfino identicamente, e nel punto (zy, Yo, ¥, - , ¥4~ siano
uguali rispettivamente a e}, ¢z, ..., e ™,

Allora, facendo muovere la variabile z in un certo intervallo sufficiente-

% Per essere certi che la condizione posta ora sia verificata, per quanto si
X o ) _af_'v+w+l +1<n
disse nel capitolo precedente, basterd che le derivate Sarayidc, con p-+q <
e s—1,2,...,n siano finite e continue in un campo a n-+1 dimensioni relativo alle
variabili @, ,¢,,€5,..., € € & cui appartiene il punto ,, Y, Y
punto interno, e al tempo stesso pei valori o, Yoy Yoy o Yo, €% 4y erey € di
Tyl ey YV, €1y oy Cn il determinante funzionale dei primi membri delle
equazioni (6) preso rispetto alla quantitd ¢,, ¢, ... Cn sia differente da zero.
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mente ristretto (@, &) che comprende il punto x,, e attribuendo corrispon-
dentemente a y,y’,..., "V i valori che vengono per esse dalle equazioni (6)
quando alle costanti ¢, , ¢, ... ¢, sono attribuiti i valori e, 8, ..,e, s'in-
tende che i sistemi di valori che cosi si avranno per =z, »,y", ...,y ", almeno
quando I'intervallo (a,b) & sufficientemente piceolo, corrisponderanno a punti
del campo C,; e in questi punti le funzioni %, ,%,,..,%, conserveranno
sempre i valori ¢},¢l,..., ¢}, giacché per i sistemi ora indicati di valori
2,8 Y ey "V le (6) sono effettivamente soddisfatte dai valori e}, ez, ..., €,
@ come abbiamo detto, per ogni sistema di valori di @,y ,...,y" " non
esiste che un solo sistema di valori per le funzioni #,,%.,...,%, che poste
in luogo di €, ,¢,...,¢, nelle equazioni (6) le rendano soddisfatte.

In generale poi se, senza stabilire alcun legame fra le quantita =, y, 3/ ,....y™ ",
le faremo muovere arbitrariamente nel campo C,, allora per ogni sistema di va-
lori @, 4y 1y o« " che loro attribuiremo, risulteri determinato un sistema
di valori per le funzioni ¢, , %, , ... , %, che presi per valori &y, 0y, delle
costanti €, , ¢, , ..., ¢, soddisfaranno identicamente alle (6); e poichd C, &
sufficientemente piccolo, questi valori ¢, , €%, ..., ¢, uniti al valore r, scelto
per x apparterranno a un punto del campo sopra indicato con C.

Ora, siccome per ogni sistema di valori di x,¢,,¢,...,¢, entro C le
equazioni (6) determinano un solo sistema di valori per y,7", ..., 4" " che
soddisfino alle equazioni stesse e che si trovino nel campo C,, @ evidente
che, quando x,¢, ,¢4,...,¢, saranno uguali a x,, ¢, ¢y, ... ¢, i valori che
le equazioni (6) ci daranno per y,¥’,...,y"~" dovranno essere appunto i valori
Uiy Yf 1y i che noi abbiamo preso a piacere. Dunque, poiché ognuno dei
sistemi di valori di ¢,, ¢, ..., ¢, che qui si considerano corrisponde a un sistema
di valori che possono attribuirsi alle costanti nella equazione data (5), e 1 valori
che allora ne risultano per la funzione corrispondente y e per le sue derivate
¥y e ™Y, quando @ ha il valore x;, vengono ad essere il sistema di va-
lori dati arbitrariamente #, .y, ..., """, noi possiamo ora evidentemente
asserire che, quando siano soddisfatte le condizioni poste sopra, col far va-
riare z,¢,, e, ... , £, in modo che il punto (x, ¢, ,¢; ,..., ¢,) percorra il campo C,
i valori 4,9 ,...,y™ " uniti a quelli che successivamente si prenderanno
per x, percorreranno il campo C, in modo da venire in un suo punto qua-
lunque, e viceversa, e cio con corrispondenza biunivoca; o, in altri termini,
alla arbitrarieta delle costanti ¢,, ¢, ... ¢, in un dato campo, noi possiamo
sostituire 1'arbitrarietd dei sistemi di valori che per un valore particolare
qualsiasi di # in un certo intervallo possono simultaneamente attribuirsi alla
funzione y e alle sue derivate ', y",..., y" .

Ora, per ognuno di questi sistemi di valori », %, ..., 4" che simul-



taneamente per un valore particolare qualsiasi x, di @ possono attribuirsi
a9,y ..,y " nel campo C, non resta del pari arbitraria la quantita y",
ma essa ha il valore che risulta dalla equazione

(7) §F{=F,{z,y iy oy C) 2@ Y 0y )Y =0,
quando vi si pongono per z e y i valori 2, € ¥,, € Per €;,Csy i,y Ca i valori
G @, s Yy ey U 2@ Uiy Wy s )y e B (@391, Yy e )
che le funzioni 7, , %, , ... ,%%, vengono ad avere nel punto (z,,, Y1y ey Y
dunque il valore che deve prendersi per y™ corrispondente ai varii sistemi
di valori che simultaneamente possono attribuirsia =,y .,y , .., y" " sard
sempre quello che al seguito degli stessi valori viene determinato dalla
equazione

(8) '%n':rﬂf-?/’r--- Yy ==, [I,y,y',....;ﬁ"‘”}—+—ﬁ,,(;r,'_ff,...‘.J)"‘_“]y("'=0,
o

che risulta dalla equazione precedente T =0 col porvi per ¢, ,¢,..., ¢,
le funzioni ¢, %s, ... , %,5 € N0i possiamo quindi evidentemente affermare che
quando in conseguenza dell’arbitrarietd delle costanti ¢y, 6., €, si lascia a
@,y ».,y"" tutta Parbitrarieta possibile in un dato campo di 241 di-
mensioni, la derivata ™ riesce sempre perfettamente determinata per ogni
sistema di valori delle stesse quantiti =,y ,y ,...,y" ", e il suo valore &
dato dalla formola precedente, per modo che essa pud considerarsi come una
funzione finita, continua e ad un sol valore di questi sistemi di quantita
IR TR T, /

L’ equazione (8) inoltre corrisponde evidentemente ad una equazione dif-
ferenziale dell’ordine » relativa alla equazione (5) per tutti i sistemi di valori
che in essa le costanti e, , ¢, ..., ¢, possono avere; giacche quando queste
costanti ¢, ¢y, ...,¢, hanno valori particolari ¢,,¢%,...,¢\, le Yo if ey
che allora si hanno dalle equazioni (6) vengono ad essere funzioni particolari
di « che riducono uguali a ¢,,¢y,... ¢, le funzioni g, %5 ,...,%u, € quindi
esse trasformano di nuovo la equazione (8) nella (7) che & sempre soddisfatta;
dunque osservando ora che sotto le ipotesi fatte, alla equazione data non pud
corrispondere una equazione differenziale F(z,y,y/,...,y" ™) =0 priva di
costanti arbitrarie e di ordine n — p inferiore ad n, perche, ove cid fosse, non
resterebbero arbitrarii i sistemi di valori che per ogni valore di z possono at-
tribuirsi a ¥, ,...,% ", si potra ora concludere evidentemente che nel caso
attuale alla equazione data (5) con n costanti arbitrarie ¢,,eq,...,¢, corri-
sponde sempre una equazione differenziale priva delle costanti arbitrarie
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€, y... 6, €di un ordine non mai inferiore ad », ma precisamente eguale
ad n; e questa equazione dia per »"' un valore unico ¢ determinato che pud
riguardarsi come funzione finita e continua di =,y ,',..., " " in un dato
campo a 7+ 1 dimensioni relativo a queste variabili. '

Si aggiunge poi che se con un processo qualunque si riescird a trarre dalla
equazione data (5) una equazione differenziale dell’ ordine n

9) Y@,y y sy, Y =0,

che sia priva di costanti arbitrarie e che sussista per tutti i sistemi di valori
che possono attribuirsi alle costanti arbitrarie ¢,,¢, ..., ¢, e che inun dato campo
a n-+1 dimensioni relativo alle » + 1 quantita =,y ,%",...,y"" (considerate
come variabili indipendenti) definisca una funzione y™ finita e continua e
ad un sol valore che nel punto (zy, %, %, ...,%""") ha il valore y", allora
siccome ogni sistema di valori x,, y,, %, ,..., %" " attribuito az, y, ¥, ...,y
corrisponde a un sistema di valori delle costanti ¢,,¢,,..., ¢, e ad esso corri-
sponde pur sempre un valore unico e determinato per 3" che & quello che
risulta dalla equazione (7) o (8), si potra asserire che la funzione »™ definita
dalla equazione (9) dovra esser la stessa di quella definita dalla equazione
(8); 0 in altri termini, qualunque processo si tenga per giungere ad una equa-
zione differenziale dell’ ordine » relativa alla equazione data (5) e priva di
costanti arbitrarie, si giungera sempre alla equazione (8) o ad una equazione
che potrd riguardarsi come una conseguenza di questa, nel senso che essa
dovra definire quella stessa funzione y™ di z,y. %,..., %" che & definita dalla
(8); e in questo senso dunque, per ogni equazione in termini finiti (5) con »
costanti arbitrarie, e per la quale siano soddisfatte le condizioni precedenti, di
equazioni differenziali dell’ordine #, prive di costanti arbitrarie e veramente
distinte, non potremo averne che una.

. Indipendentemente poi da queste considerazioni, si giunge a questa conclu-
sione anche coll’ osservare che essendo la (8) una equazione del primo grado
in #", essa conduce subito al valore di #™ espresso per x,y.y", 4" ...y,
e quindi quando in qualsiasi modo si sia ottenuta una equazione differen-
ziale di ordine 2 come la (9), ponendovi il valore ora indicato di ¥, essa
dovra necessariamente risultare soddisfatta identicamente perch®, per quanto
dicemmo sopra, non pud esservi una equazione differenziale per la funzione
y di ordine inferiore ad n privo di costanti arbitrarie.

183, — Aggiungiamo che se fra le # costanti arbitrarie ¢, , ey, ..., ¢, che com-
pariscono nella equazione data si considerano soltanto le prime p di esse
Cyy6q,..., ¢, senza occuparsi delle altre, e se, come ordinariamente accade,
si suppongono soddisfatte anche per queste p costanti le condizioni che ab-
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biamo poste sopra pel caso di » costanti, allora la equazione data tondurra
sempre ad una sola equazione differenziale (veramente distinta) dell’or-
dine p e priva delle costanti ¢,,¢,...,¢,, la cui forma sara la seguente
B (Z Yy yeee Y Cpgr s Cpgy vy Ea) =0

Questa equazione inoltre dovria necessarizmente contenere le rimanenti
costanti €,4, , .. , €,, poich® se mancasse per es. la e,4,, noi potremmo anche
dire che tenendo conto delle p+41 costanti ¢,,¢s, ..., €.y, come costanti ar-
bitrarie, si sarebbe dedotta dalla equazione data un’equazione di ordine in-
feriore a p-+1 e priva delle stesse costanti, e questo contraddice ai resultati
del paragrafo precedente; dunque, riferendoci ora a tutti i gruppi che possono
farsi colle costanti, noi possiamo evidentemente affermare che, quando una
equazione in termini finiti f(x,y,¢,,¢.,...,¢,) =0 con n costanti arbitrarie
rispetto a tutti i gruppi possibili di queste costanti soddisfa alle condizioni
che indicammo sopra pel caso che si considerino tutte le n costanti mede-
sime, allora essa dara sempre luogo:

1.° a n equazioni differenziali del prim’ordine contenenti ciascuna n -1
costanti arbitrarie ;
nin-1)

2
scuna 7 — 2 costanti arbitrarie;

3.° a n equazioni differenziali dell’ordine »—1 contenenti ciascuna una
costante arbitraria, e a una equazione differenziale dell’ordine » senza co-
stanti arbitrarie;

2°a equazioni differenziali del second’ordine contenenti cia-

nn-1)...(n—p+1)
1.2.3...p
ziali di ordine p <_n contenenti ciascuna #» — p costanti arbitrarie; per modo
che pud dirsi che il numero delle costanti che si eliminano corrisponde sem-
pre all'ordine della pilt alta derivata che s’introduce, e in ogni ordine p di

. s —1).in—p+1
equazioni veramente distinte non se ne potranno avere che ?_1!?1_1_)_2&?}7__!

4.2 e in generale dard luogo a equazioni differen-

Partendo poi da una qualunque di queste equazioni differenziali, per es.
da una equazione 6, ,(x,y,y ..., 4" " e,) =0 che sia di ordine » -le
contenga quindi una sola costante arbitraria ¢,, s'intende subito che bastera
eliminare la costante ¢, fra essa e la sua derivata per ottenere la equazione
differenziale dell’ ordine n priva di costanti arbitrarie; e oltre a cio s’intende
subito anche che partendo da un gruppo di p+1 equazioni differenziali del-
I'ordine p, distinte fra loro (come saranno sempre in particolare quando
contengono costanti diverse), e fra le quali si possano eliminare le p derivate
¥,y y?, si giungerd a una equazione F(x,y ,¢1,6p,...,Ca)=0 che
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sard la equazione primitiva, o almeno definira la funzione stessa y definita
dalla primitiva, ecc. ...

184. — E cosl, particolarizzando ancor piii, noi possiamo dire che una
equazione f(z,y,a,b)=0 con due costanti arbitrarie, e per la quale siano
soddisfatte le solite condizioni, di luogo a due equazioni differenziali del
prim’ordine F\(z,y,y",a)=0 , Fy(x,y,y ,b)=0 contenenti ciascuna una
sola costante arbitraria, e da luogo ad una equazione del second’ordine e senza
costanti arbitrarie: e la eliminazione di ' fra le due equazioni differenziali
del prim’ordine riconduce alla equazione data, almeno nel senso ora indi-
cato, ecc....

Cosl, per es. avendo la equazione ay®+ bz + #*+seny = 0, se ne deducono
dapprima le due 2a yy'+b+2w+cosy y'-0 | 2a(y*+yy")+2—seny y*+cosy y"-0
per le quali si possono subito soddisfare le solite condizioni; e ora coll’eli-
minazione di @ o di & frala prima e la seconda si ottengono le due equa-
zioni differenziali di prim’ordine

br+a*+seny 5
=P T y+bi2otcosyy' =0, ay*+at+seny—x (2ayy + 2z +cosy y') = 0

che contengono ciascuna una sola costante arbitraria; mentre coll’elimina-
zione di @ edi b fra le tre equazioni scritte sopra si ottiene l'altra di se-
cond’ ordine

s B x* -+ seny !

2y 1 2 4-cosyy =0.
2 4yy) 0 2—senyy*+cosyy’ |
185. — Accenniamo ora anche al caso generale in cui si ha ancora una
sola variabile indipendente # e si hanno » funzioni Yoy Ysyoo Yy legate

ad z da altrettante equazioni f,=0,£=0,...f,=0.
Allora se queste equazioni sono della forma

ﬁ(x|'.~*f|ay=1---|?luﬂnas»n-1ﬂu]=0|
l:le )f;("riyl?yt B A R | yn?alla"l L IR S | au}:(}!
fn':rsylty‘zv'--a?fn!an“!v"'rau)zo-

e contengono 7 costanti arbitrarie, colla derivazione si avranno da queste



co: QR ces
le altre
IB}’] Bf. ’ aﬁ ’ afl __,0
3z T a ¥ +ay,”’+“”+aj, ,
_+aylyl +ag!y!+ J

(11) dx

ofa el

gf" af"/: + af“ O
dove %'y, Yfs s .., Y » Tappresentano le derivate di y,,%e, ... ;¥ rapporto ad x.

E quando queste equazioni contengano ancora le n costanti @, , @, . ..., @,
astrazione fatta dalle difficolta pratiche, si potra, almeno in generale, elimi-
narle fra esse e le precedenti (10), e si giungerd cosi ad un nuovo sistema
di n equazioni differenziali simultanee del prim’ordine della forma

?1{3%.%‘% R ?m.’/’l»?f’s 3 mm ey y’ﬂ}=0’
‘.‘:(-"’a?fny: - POLALIR L | ynsy'hy’! g ey y"l]=0‘

(12)
R?ﬂ(zsyny! y rery ?fnr?fllry’! Y vy y,n)=0r

che non conterranno pitt le costanti @, ,a,, ..., a,; talchd pud dirsi che in
generale avendo un sistema di % equazioni come le (10) con n funzioni di
una sola variabile indipendente, si possono, astrazign fatta dalle difficolta pra-
tiche, eliminare da esse n costanti arbitrarie, passando a un sistema di equa-
zioni differenziali simultanee del prim’ordine.

Similmente poi se le equazioni (10) conterranno altre n costanti b;, by iy gy
derivando nuovamente le equazioni (11) si passerebbe ad un altro sistema
di equazioni fra le derivate del second’ordine di ¥, , 4o, ..., yut © allora, ove
gia non fossero sparite tutte le costanti a,, ., ..., @, b ybey by, siopo-
trebbe eliminarle, almeno in generale, fra le » nuove equazioni ottenute e
le 2n equazioni (10) e (11), passando cosi ad altre n equazioni differenziali
simultanee del second’ordine, che potrebbero anche ottenersi eliminando le
by,by,...,b, fra le (12) e le loro derivate, ecc. .

Al solito poi i sistemi di equazioni differenziali simultanee testd indicati
potranno ridursi fra i differenziali anziche fra le derivate, rappresentando le
derivate coi simboli :z‘ . % sy % , ::—gl , c‘%" yeee s %Z#, ;
derandole poi come quozienti, colla solita avvertenza che trattandosi di equa-

.. & consi-
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zioni differenziali di prim’ordine, la variabile indipendente potra supporsi
qualunque, mentre trattandosi di equazioni degli ordini superiori, la variabile
indipendente restera pienamente fissata ed uguale ad .

Per questo caso poi potremmo fare osservazioni analoghe a quelle dei due
paragrafi precedenti; ma su cid non possiamo trattenerci piii oltre.

Equazioni a derivate parziali e ai differenziali totali.

~' 186. — Passiamo ora a considerare il caso in cui, trattandosi di funzioni
di piit variabili, siamo condotti a equazioni a derivate parziali.
Supponiamo percid di avere una equazione

(1) f(xl!xl)"'axnax)=os

per la quale supporremo che o in base a quanto dicemmo nel capitolo pre-
cedente, o per altre comsiderazioni si sappia che vssa definisce una funzione z
a un sol valore delle » variabili indipendenti z,, x,, ..., in un dato campo
C nel quale riterremo sempre che la funzione stessa sia finita e continua
insieme a quelle sue derivate parziali che successivamente noi avremo bi-
sogno di considerare.

Questa equazione dard subito luogo alle n equazioni a derivate parziali del
prim’ordine

o | of az_ of | of & of [ efex _
b CHwen ) it ie Vi e T e

(2)

¢ combinando queste equazioni fra loro e colla primitiva in qualsiasi modo
si dard luogo ad un’altra equazione che sari della forma

{3‘\ "Pl(xl!a:ll"'!xn ax. ax axJ_ﬂ

|xis—£1 sa?ls"'!a?“ T

e che sara pure una equazione a derivate parziali del prim’ordine relativa

alla equazione data (1),

nin+1)
2

second’ordine che si ottengono derivando parzialmente le (2) e che sono
tutte della forma

_ af Ff B, Ff a3
4
@ dx,dr, ' dx,ox ar, + dr, 3z dr, + ot 3z, 8.1-

Similmente se si formeranno le equazioni a derivate parziali del

dove x, e z, sono due qualunque delle variabili @, ,2,...,z,, s intende
17
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subito che, combinando queste equazioni fra7loro colla primitiva (1) e colle
(2), si formeranno altre equazioni della forma

o x o e
{5) qﬁ(xl,x',...,ﬂfn,a—:l‘...,é;n'E,...,m,....)=0,

che saranno equazioni a derivate parziali del second’ordine relative alla fun-
zione x definita dalla equazione data (1); e al modo stesso potranno formarsi
anche equazioni a derivate parziali degli ordini superiori differenti da quelie
che si ottengono continuando a derivare parzialmente e successivamente le
varie equazioni simili alle (4).

¥187. — E come nel caso delle equazioni differenziali ordinarie (relative
ciod alle funzioni di una sola variabile), s'intende che anche adesso facendo
le varie combinazioni delle (1), (2), (4), ... potremo fare sparire dalla equa-
zione finale varie quantita che figuravano nella prima equazione (1); e in par-
ticolare s'intende che, astrazione fatta ancora dalle difficolta pratiche, essendo
n le variabili indipendenti #,, @, , ..., z, e quindi n le equazioni (2) del primo
ordine, potremo ordinariamente eliminare 7 costanti arbitrarie fra la equazione
data (1) e le sue prime 7 equazioni a derivate parziali (2), dando luogo ad una
equazione a derivate parziali del prim’ordine della forma (3), priva delle n co-

stanti arbitrarie; e valendosi poi anche delle . (n; ) equazioni di second’or-

’anﬂ costanti arbitrarie, e cosi in tutto

dine (4), potremo eliminare altre
n(n+3)
2
del second’ordine della forma (5) priva delle stesse costanti, e in gene-
rale andando fino alle derivate parziali dell’ordine k, potremo eliminare
nn—+41 nn+1)(n+2 nn+1)(n+2) ... n+k—1
i (+}+ (—lf‘.2).(3+}+m+ (+H1-|T2]...k(+ )
costanti arbitrarie, dando luogo cosl a una equazione a derivate parziali del-
Vordine k priva di queste costanti, ecc....; talché noi possiamo dire intanto
che nel caso delle funzioni ¥ di » variabili indipendenti, le equazioni a de-
rivate parziali del prim’ordine possono provenire dalla eliminazione di n co-
stanti arbitrarie fra la primitiva (1) e le equazioni del prim’ordine (2); quelle
a derivate parziali del second’ordine possono provenire dalla eliminazione di

costanti, dando luogo allora ad un’equazione a derivate parziali

'ﬂ# +n= 7%—@ costanti fra le equazioni (1), (2) e (4), ecc.

+.188. — In particolare poi, nel caso di due variabili indipendenti z,¥,
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quando si abbia la equazione
(6) fle,y,x)=0,
formando le due equazioni a derivate parziali

(7 + af . af

—|— q—U
dove p e g, secondo le solite notazioni di Monge, indicano le derivate par-
o2 oz

ziali % %" noi potremo fra queste equazioni (7) e la equazione data (6)
eliminare due costanti arbitrarie @ e & dando luogo cosi ad una equazione
a derivate parziali del prim’ordine della forma o, (z,y,x,p, q)=0; valen-
doci poi anche delle tre equazioni alle derivate parziali del second’ordine r,s,¢
che si ottengono dalle (7) con nuove derivazioni, potremo eliminare altre
tre costanti (e cosiin tutto cinque costanti) dando luogo allora a una equa-
zione del second’ordine che sard della forma ¢y (z,y,%,p,q,7,5,0)=0; e
in generale andando fino alle derivate parziali dell’ordine % potremo eliminare

243444+ (k1) o HEED

189. — Fermiamoci dapprima in modo speciale sulle equazioni a derivate
parzm.h (3) del prim’ordine per una funzione x di » variabili; e incominciamo
dal mostrare che queste equazioni, oltre a provenire dalla eliminazione di
n costanti arbitrarie fra la equazione (1) che definisce 2 e le sue equazioni
a derivate parziali del prim’ordine (2), possono anche provenire dalla elimi-
nazione fra le stesse equazioni di una funzione arbitraria composta con una
0 pitt funzioni determinate delle variabili indipendenti x,, 2, ...z, e di 2.

Supponiamo infatti di avere una equazione

costanti arbitrarie.

(8) [ Gy s T, 8,0, 8,y ... ,Ga) =0

c‘he definisce x come funzione di ., , 2, ..., z, in un dato campo a n dimen-
sioni per tutti i sistemi di valori delle costanti a, ,ay, ..., a, entro dati limiti.
Le equazioni a derivate parziali del prim’ordine che si ottengono deri-
vando parzialmente la (8) saranno in numero di %, e avranno tutte la forma
seguente
9. of af o oz

31; ax é—_ -f {-'??|p’Bz-_n-,<l‘..,ﬁ,ﬂ|1&,,--.‘ﬂ..:l-F—fn(ﬂ,.?':....,x,‘.z,a,,n,‘___,(;“]é.}_ =0

dove -
1,2,---,"!, € fr(ml‘lz!r'"\xn1x|a1$a1!""1an] e fn{;r..,z,,...,x,,,z,al,ag,...a..}

-
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rappresentano le derivate parziali ;—f e g’f talchd, astrazione fatta dalle dif-

ficolta pratiche, almeno in generale potremo fra esse ¢ la (8) eliminare le n
costanti @, , @ ,... , @, dando luogo a una equazione della forma

2z ex
(10) ‘P(”““""“”“‘”"E’E""‘*)=°

che invece delle dette costanti conterra le derivate parziali del prim’ordine
x ox
3—2_'1 N 5}; yoeey E ¥

Ammettiamo ora che le a@,,ay,..., a, cessando di essere costanti diventino
quantita variabili; allora invece delle equazioni (9) ne avremo altre che si tro-
veranno tenendo conto anche della variabilita di queste quantiti, e che saranno
percid ordinariamente diverse dalle (9) stesse; ma si comprende che, quando
le a4, ...,a,, pure essendo funzioni di @,,%,...,®,,%, siano scelte
convenientemente, potra avvenire che I'insieme dei termini in pil che ver-
ranno in quelle equazioni risulti zero, e le equazioni vengano ad essere
ancora le stesse; e allora se con certi processi di eliminazione, quando le
@@, ..., @, si consideravano come costanti, si giungeva alla equazione pre-
cedente (10), applicando gli stessi processi anche quando s’intenda che le
@y , @y , . y @, siano le quantitd variabili cosi determinate, si giungerd ancora
alla stessa equazione, la quale varri cosi tanto per le funzioni z definite dalla
equazione (8) nel caso chele a,,a,,...,a, siano tutte costanti, quanto per
le funzioni z definite dalla stessa equazione quando le a,,a,,...@, siano quan-
tita variabili scelte nel modo indicato.

Questa considerazione generale fatta da Lagrange da luogo ad un pro-
cesso detto della variaxione delle costanti arbitrarie, che fu da Lagrange
applicato anche in altri studii, e che conduce -appunto al risultato poc’anzi
enunciato.

Osserviamo percid che se nella equazione data (8) le quantita a;,ay,..., @
anziché esser costanti, sono anch’esse quantita variabili che dipendono da
&y, Ly y e T, % in modo da esser funzioni finite e continue di queste quantita
insieme alle loro derivate parziali del prim’ordine, allora invece delle equa-
zioni a derivate parziali (9), avremo le altre

o L+ ) e -t ) s =

‘) s’ intende rappresentata

r

dove r=1,2,...,7n, e dove, in generale, con G:;
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oa, ax
3::: + , ciod la derivata completa di a, rapporto a z,, giac-

chd a, oltre a contenem x, esplicitamente pud anche contenere z; e se sup-
poniamo in particolare che a, sia una funzione qualsiasi ¢(a,,ay,...,q,_,)
delle altre quantitd a,,a,,...,a,_, finita perd e continua insieme alle sue
derivate parziali rapporto a queste quantita stesse, allora avendosi

=5 ) et g ()
la equazione precedente prenderd la forma
2L A e Lt

af aau Tp—1
+ [aa,,_, 3a.. da, |\ 3z, )_ U

talch®, anche nel nuovo concetto rispetto alle quantita a, , a, , ..., a,, le equazioni
a derivate parziali della funzione x definita dalla (8) si ridurranno ancora alle (9)
quando, per la forma speciale (scelta perd arbitrariamente) che si attribuisca
alla funzione ¢(a, ,a, ,...,a,_,), le a,, ay ..., a,_, siano funzioni finite e continue

insieme alle loro derivate (aa,

or,
of |, of da,
30, 3050 =0, pers=1,2,...,n-1, oalleequaﬂom( f) (3’Ir

3-)=
i ( o )=0 dove s'intende i il si of i
\da ? in generale che il simbolo (é'a_,) rappresenti
Sf of 2a,

+ da, da,
rivata col tener conto della circostanza che a, oltre a comparire esplicita-
mente in f pud anche comparirvi coll’essere contenuta in a,,.

) o soddisfino alle » — 1 equazioni della forma

la derivata completa di f rispetto ad @,, presa ciod questa de-

In altri termini dunque noi possiamo dire che se si avra la equazione
(12) f[zlsxss'--xn|x}al1“?)---39'%11@):0v

dove ¢ & una funzione qualsiasi di @, ,a,,...,a,_, finita e continua insieme
alle sue derivate parziali rispetto a queste quantita, formando il sistema delle
n equazioni

Wm0 (=0, F=o. (X0,

SI potrda assicurare che, per ogni forma speciale che si attribuisea alla fan-
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zione (arbitraria) 7, e per la quale queste equazioni, almeno finché , , 3 ..., 7,
restano in un certo campo a » dimensioni (che potra anche dipendere dalla forma
della funzione %), definiscano un sistema di funzioni %, @, @y, .., @y finite,
continue e a un sol valore insieme alle loro derivate parziali del prim’ordine,
la funzione z cosi definita risultera tale che per essa si avranno quelle stesse
equazioni a derivate parziali
of (o _o ¥ HxE_, H HER_,

o ?:c—.+ oxr oxr, ' omy ' 3y Oy ? ' oz,

che si hanno per la funzione x che & definita dalla equazione stessa (8) nella
ipotesi che @, @y, ..., @, € P siano quantita costanti e arbitrarie; talchd, noi
possiamo esser certi che per ognuna di tali forme speciali della funzione ¢ e per

ogni punto (a,x¢,..., 7) nel quale le funzioni x , a, , @, ...a,_, definite dal
sistema di equazioni (18) e la funzione v vengano ad avere i rispettivi va-

Bf ;
lori 2o, a0 ... 8% %oy © a—f sia differente da zero, tanto la funzione x cosi de-

finita per mezzo delle equazioni (13), quanto I’altra funzione z definita dalla
equazione (12) nell’ ipotesi che a,,...,a,_, % abbiano i valori costanti
@ ,....ah_, %, e colla condizione che nel punto (2} , a1 ,..., ) essa venga ad
s L. 0% o% oz
essere eguale a %,, avranno le stesse derivate parziali 3, i I,
punto (2%, ..., zy).
Se dunque nella primitiva ipotesi di a,, a5, ... , @01, ¥ quantitd costanti
sard stata trovata con un processo qualsiasi una equazione a derivate parziali

nel

del prim’ordine

2 & ox —0
(15) ‘P("’“"""”’"‘“’s_x.'a-—x.""‘a?,._

che @ indipendente da @, ,ay, ., @,y %, € 2 CUi la funzione x deve socldit
sfare identicamente qualunque siano i valori speciali af, a;, ..., @, che si
attribuiscono a queste costanti nella equazione (12) che la definisce e qua-
lunque sia il punto (x,,y,...,,) che si considera, resta ora evidente v.hl,t
anche la funzione z definita dal sistema di equazioni (13) sotto le ipotesi
sopra indicate, qualunque sia la funzione 7, verra a soddisfare alla equazione
stessa (15) per ognuno dei punti (x,, &, .., %,) che si considerano, almeno
finche il valore di :—{ si mantiene differente d; zero; talchd la equazione
stessa (15) potra riguardarsi come una equazione a derivate parziali del primo
ordine tanto per la funzione x che si ha nel primo concetto, quanto per
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quella che si ha nel secondo; e, come nel primo caso la stessa equazione (15)
non contiene traccia delle costanti arbitrarie a,, ay, ... @, , %, nel secondo
non contiene traccia delle funzioni a,,a,,...,a,_,, e della funzione arbi-
traria ¢ che comparisce nelle equazioni (13) che definiscono la funzione; e
se questa equazione (15) sara stata ottenuta con un particolare processo di
eliminazione fra le (12) e (14) delle quantita a,,ay, ..., a, ;7 quando esse
si consideravano come costanti, essa evidentemente potra riguardarsi anche
come risultante dall’eliminare collo stesso processo e fra le medesime equa-
zioni (12) e (14) le quantita a,, ..., a,_, , % riguardate ora come funzioni.

E cosi, riassumendo, noi possiamo ora affermare che quando una funzione z
¢ definita nel modo indicato sopra insieme ad altre n — 1 funzioni a,, as,..., a,_,
per mezzo di un sistema di equazioni della forma

f(mlsx!!'“ !znaxaalv-“aan—l1?(“11“!1-"1'1'*-1)):01

(16)
-0 (=0 ()=

nelle quali figura una funzione arbitraria ¢ (a, , a, , ..., a,_,) delle n -1 quan-
tith a, , @, , ..., a,_, rispetto alle quali essa & finita e continua insieme alle sue
derivate parziali del prim’ordine, allora la funzione % cosi definita, per qual-
siasi forma della funzione arbitraria ¢ per la quale le equazioni precedenti (16)
siano possibili, dard ordinariamente luogo a una equazione a derivate parziali
% BaTz, ; g—; o i %):0 priva della fun-

zione arbitraria, e che si otterrd eliminando la funzione arbitraria ¢ insieme

del prim’ordine "'a(.‘.l"l o e—

alle altre funzioni @, , ay , ... , a,_, fra la equazione f= 0 e le equazioni a de-
rivate parziali del prim’ordine che da essa risultano colla derivazione parziale

rispetto a @, ,2y,..., z,. E, almeno finchd gégf & differente da zero, la equa-
zione stessa sard precisamente quella che si avrebbe in modo simile per la
funzione z definita dalla equazione f= 0 nella ipotesi di a, , @y, ... , @,_, , ¢ CO-
stanti arbitrarie; come in generale qualunque equazione a derivate parziali
del prim’ordine relativa a quest’ultima funzione x e priva delle costanti
@y, Qg ...,Q,_,, ¢, apparterri sempre anche alla funzione 2 definita dal sistema
di equazioni (16), qualunque sia il processo col quale essa sard stata otte-
nuta e qualunque sia la forma che si attribuisce alla funzione arbitraria ¢
che comparisce nelle equazioni stesse.

E s’intende che la funzione x definita nel modo indicato sopra dal si-
stema di equazioni (16) per ogni forma speciale che si attribuisca alla fun-
zione arbitraria », potra anche riguardarsi come definita da una equazione
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che risulti dalla eliminazione delle quantitd a,,a, ..., a,, fra le stesse equa-

zioni (16), ecc. ™.

{# Tl processo che abbiamo seguito per giungere alla conclusione ottenuta sopra
& basato sul fatto che quando nella equazione (8) per a, si pone una funzione arbi-
traria ¢ delle altre quantith @, , @y ..., @u—1,© per ogni forma che si sceglie per questa
funzione ¢ le @, ,a,,..., a1 sono prese in modo da soddisfare alle equazioni

ARNCERED
hod ) T Hl=0,..,|s——]=0, le n espressloni
(o) = 0. () =0+ s esp
o (3o | ¥ (P A
@ 3a; (3.7: + 3, \52,) T T Faa %=,
che formano 1'insieme dei termini dopo il secondo nelle n equazioni che si hanno
dalle (11) per #=1,2, ..., n sono tutte nulle identicamente.

Non & perd soltanto in questo modo che si giunge a un tale risultato.
Immaginando infatti di avere scritte tutte le dette n espressioni (z) corrispon-

. 4 o da,
denti a r==1,2,...,n, e facendo astrazione dal easo in eni siano zero tutte le (E;,')

che ci riporterebbe a quello delle @, , a , ..., an tutte quantitd costanti qualsiansi,
si vede subito ad esempio che le stesse espressioni saranno tutte identicamente nulle
anche quando le a,,a,, ..., as sieno scelte in modo da soddisfare alle equazioni
o o ¥
da, '2a,
incompatibili e siano distinte fra loro, determineranno uno o pin sistemi di valori
speciali per tutte le quantiti a, , @, ..., a. in funzione di @ @y yeery Ty 2, € COD-
durranno quindi ad un'altra funzione z definita dalla solita equazione (8) e per la
quale si avranno ancora le (2) e quindi le (3).

Fuori poi di guesto caso, & chiaro che onde le n espressioni che si hanno dalla
(«) col farvi r=1,2,...,n risultino tutte nulle, bisognerd che il determinante fun-

zionale delle @, , @y, ... , an, ciod
| {@a, 2a, 2a,\ |
) G- @)

SRR

n (91) (3&]
[ (a_xl EE B
risulti identicamente nullo; e questo, come si riscontra subito, avverrh sempre

quando fra le a, , ag , .. y Guoy , @n SiADO stabilite una o pin relazioni, per es. n—h
relazioni con A<n—1, per modo da dedurne ad esempio

cam ‘%-0; le quali, essendo appunto in numero di n, quando non siano

®

(1) Ohbr = Fagt Gy y ooy @A) o Ghge = G (@) 3 Tgyece s 0R) 4 oo y = G (@3 gy oee 1 @1

CON Pptl  Bhdt o oor y Bn funzioni arbitrarie; come inversamente, con rugionamcnt}
simili a quelli che facemmo nel § 168 [pag. 230 e seg.] per studiare i determinanti
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/

\-190. — Venendo poi al caso che pilt comunemente si presenta delle fun-
zioni x di due variabili indipendenti # e ¥, noi possiamo dunque affermare in
particolare che, se per una funzione x definita da una equazione f(x,y,2,a,b)-0,
dove a e b sono costanti arbitrarie, sard stata trovata una equazione a derivate
parziali del prim’ordine 4 (x,%,2,p,q)=0 priva delle costanti a e b, questa
equazione oltre a riferirsi alla indicata funzione z, si riferira anche all’altra
che viene definita insieme con @, e per ogni forma speciale che possa at-
tribuirsi alla funzione arbitraria ¢, dal sistema delle due equazioni

fey.mas@ =0y, ()= +Ts@=o:

ciod alla funzione z che per ogni forma di ¢ risulta dalla eliminazione di a

fra queste equazioni; e cid tutte le volte che g—i non & Zero, ece....

E cosi, per esempio:

1.2 Se si ha x=ax+ by, con a e b costanti arbitrarie, osservando che
allora sard p=a ,q=454, e che colla eliminazione di @ e b si giunge alla
equazione a derivate parziali del prim’ordine x =pzr 4 gy, si concluderi su-
bito che questa equazione x = pr+qy, oltre a riferirsi alla funzione x = az+by,
dove a e b sono costanti arbitrarie, si riferisce anche alla funzione # che per
ogni forma che sia al solito ammissibile della funzione » risulta dalla elimi-
nazione di a fra le due equazioni x=ar+¢(a)y , 0=z + ¢ (a)y; ciod
precisamente per quelle funzioni ¢ e per quei punti (x,y) pei quali la elimina-
zione di @ sia possibile, e al tempo stesso questa quantitd a, quando si venga

allora indieati con D, , Dy, ..., D, si potrebbe dimostrare che necessariamente una
o0 pit relazioni fra le @, ,a,, ..., @ devono sempre sussistere perché il nostro de-
terminante funzionale () sia identicamente nullo, quando non risultino nulli anche
tutti quelli corrispondenti ora ai detti determinanti D, ,D,,...; e con ¢id la possibi-
litd di altri casi da considerare resta del tutto esclusa.

Ora, quando siano poste le relazioni (7), bastera poi determinare le a, , a, ,..., ax
in funzione di «, , @y, ..., &s ,z colle formole

()~ Ly I By o Wy,

a_a: é-ﬂ-: aﬂ n-|-—l da r dn 2 da "

per r=1,2, ..., h, per far si che si annullino tutte le espressioni (z); quindi il
taso che ora consideriamo delle relazioni (1) puo effettivamente aversi, e, quando
non siano zero anche tutti i determinanti corrispondenti ai detti D, , Dy, ..., & il
taso pilt gencrale che conduca alla equazione a derivate parziali (15) considerata
sopra.

Per h=n —1 si ha appunto il caso trattato sopra nel testo; ¢ quando sia n=2
non si ha che questo caso. )



— 266 —

offettivamente a determinarla, risulti una funzione di x e y finita e continua
insieme alle sue prime derivate: e poich® quando 7' (@) non & costante (cio
che ora deve escludersi) la seconda di queste equazioni ci mostra che a &

. i/
sempre una funzione del rapporto i finchd = e y non sono ambedue zero,

e questo, per essere = (a-|- ):c porta che 2 sia della forma zF (s:)

con F simbolo di una funzione arbitraria finita, continua, ecc., si conclude
subito (come del resto potrebbe facilmente verificarsi direttamente) che la
equazione a derivate parziali z =pr—+-qy si riferisce anche alle funzioni z

che sono della forma z=xF (: )‘ qualunque sia la funzione F' purche finita,

continua ecc.
Geometricamente cio¢ la indicata equazione a derivate parziali x = pr +qy
oltre a riferirsi a tutti gli infiniti piani x =ax+ by passanti per I'origine delle

coordinate si riferisce anche a tutti i coni x=xF (i J che hanno il vertice al-

I’ origine e hanno per direttrice una curva qualunque nello spazio.

2.0 Se & data la equazione (z—a)*+ (y —b)* 4" — R*=0, cona e b
costanti arbitrarie, siccome se ne deducono subito le due r—a-t+ap=0,
R‘
“1+p'+¢
che & a derivate parziali del prim’ordine; si conclude subito che questa
equazione, oltre a riferirsi alla funzione z definita dalla equazione data con
a e b costanti arbitrarie, si riferisce anche alla funzione z definita insieme

ad a dalle due equazioni

@—aj 4 y—bt+x#—R =0 , z—at+[y—r(@]7 (@) =0,

y—b—+2ag=0, ecolla eliminazione di @ e b si ottiene l'altra x

qualunque sia la forma della funzione arbitraria ¢ purchg finita, continua, ecc.

+191. — Da quanto abbiamo dimostrato risulta gid chiaramente come pos-
sano aversi equazioni a derivate parziali del prim’ordine per le funzioni x
di piti variabili indipendenti col fare sparire una funzione arbitraria che com-
parisce nella funzione stessa x, o almeno nelle equazioni che servono a
definirla.

Aggiungerd ora un altro caso molto importante di eliminazione di una
funzione arbitraria per mezzo di equazioni a derivate parziali del prim’ ordine,
dimostrando che, se una funzione x di n variabili indipendenti x, , % , ..., ¥u
& definita da una equazione della forma v (u,, %, ... ,u,) =0 dove ciascuna
delle » quantita ,, ..., u, & una funzione di tutte o alcune delle quan-
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tith #;, ¥, ... , &, , %, ed & finita e continua insieme alle sue derivate parziali
rispetto a queste quantita, e 7 & il simbolo di una funzione arbitraria di
Uy y Uy y ey U, che dev’esser sempre finita e continua insieme alle sue derivate
o ap ;

r B P allora, qualunque sia questa funzione z, la
funzione x soddlsfa sempre a una equazione a derivate parziali del primo
ordine che non contiene traccia della funzione =z, ed & lineare rispetto alle
derivate parziali di z, essendo ciod della forma

parzm]l

o 3x x
17 — pala —
(17) PlazﬂL P'a::,+ ..... +P"E_:1::_R'

dove P,,P,,..., P, R sono funzioni soltanto di z,,2,;,..,7, e 2.
Se indichiamo infatti in generale con @7
Xz,

spetto a x, col t.ener conto della circostanza che u, pud anche contenere z,

si avri ut i
3%, 3.1' —|- 3* 3.7; , e la equazione ¢ (%, ,t,,...%,)=0 che de-

) la derivata di #, presa ri-

finisce la funzwne %, che noi supponiamo finita e continua insieme alle sue
derivate parziali, dara luogo alle seguenti

oo )+ a%(%)-i- ----- +8E(g%)_°

g;:i (lh x) s \2 (3 2) ----- =0,

BB (*)
¥ ¥

; oz : ;
le quali, quando B B non siano tutte zero (cid che da noi

pud essere escluso) conducono subito alla seguente

0 o )

(18) ;(2'_;:) (itj """ (?«{-_) =0,
E
(&) G )

che si riduce subito alla forma (17).
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. . % t du, dx
Se si osserva infatti che, a causa della.formola (?;r) -|- % 3z, , gli

elementi del determinante (18) vengono ad esser tutti la somma di due quan-
titd, ricordando un noto teorema sui determinanti si vedri subito che il primo
membro della (18) si scompone nella somma di 2" determinanti, dei quali

aleuni, avendo almeno due colonne proporzionali, sono uguali a zero, e gli
altri non contengono che in una colonna le varie derivate ?_x 3 g;: v %
e quindi sono lineari rispetto a queste derivate; talché il teorema. enunciato
sopra pud dirsi ora evidentemente dimostrato.
. 192. —Fard notare che il metodo di dimostrazione precedente somministra
anche il modo di costruire la equazione a derivate parziali (17), poich® que-
sta equazione pud riguardarsi come risultante dalla equazione (18) dopo di
avere soppresso nello sviluppo del determinante i vari termini che si di-
struggono; e fard notare inoltre che, nel caso delle equazioni della forma
U =1 (U U ..., Uy_y), dOve ¢ & ancora il simbolo di una funzione arbi-
traria, e #, ,%y,...,#, hanno i significati precedenti, si ottengono ancora
gli stessi resultati che precedentemente, perch® queste equazioni possono ri-
dursi alla forma % (x, , s, ..., u,_,) —u,=0 che rientra nell’altra considerata
SOpTa (i) Mgy e Uy g U ]—0

Gli stessi risultati poi si hanno anche nel caso delle equazioni della forma
D(Ey By ey Ty &y (U Uy g yU,y) ) = 0, dove ¢ & ancora il simbolo di una
funzione arbitraria e ¢ & il simbolo di una funzione di forma determi-
nata, giacché allora, almeno in generale, questa equazione ci dara 1’altra
by Uy ey Upy) =1t (@, Tg ..., @, ,2) dove §; & ancora una funzione di
forma determinata di x,, 2,,...,, ,2; e questa, ponendo wu,, = ¢, (x,,2¢, ... ,T,,)
si ridurrd precisamente alla precedente w, =1 (1, Uy, .0y 2, _3).

93. — In particolare poi, nel caso delle funzmm x di due variabili indi-
pendenti z e ¥, si pud dire che quando esse sono definite da equazioni della
forma

‘P(uﬂ-’)=0a 0o u=g), o ‘I’(z‘}y!x!?['m}:{}
dove ¢ & sempre il simbolo di una funzione arbitraria, e %, v, ¢ sono fun-
zioni di forma determinata finite e continue insieme alle loro derivate del
prim’ ordine rispetto alle quantita che in esse figurano, allora, qualunque sia
la funzione arbitraria ¢, avremo sempre per z la equazione a derivate par-
ziali lineare e del prim’ordine

’p+Qg=R

dove P, e R sono funzioni soltanto di x, y,x, e p e g sono le solite derivate

S T

parziali g i gg; e si pud notare che nel caso per es. di %= (v), cui si ridu-

cono sempre anche gli altri casi, questa equazione si ottiene subito dividendo
membro a membro le due

2v

du | ou ,
BE+§EP:?{‘]?31+375 By+8x +qui

e poi riducendo a forma intera la equazione ottenuta

v A
+ Bx ﬁ:_é}_f
v
+ ax & + % q
salvo a considerare a parte il caso in cui i due denominatori siano ambe- )
due uguali a zero.

E cosl per esempio:

1.° Sesi ha #* 4 y*+2*= ¢ (x+y) con « funzione arbitraria, si trovera
subito la equazione a derivate parziali del prim’ordine x2p-2g+z-y=0
cui soddisfa 2 qualunque sia la funzione arbitraria ¢, purch# finita e con-
tinua, al solito, insieme alle sue derivate, ecc.

2,2 Se si ha y=1¢(axr+ by +cx) con a,b,c costanti e v funzione ar-
bitraria, si avri subito bp—ag=0 per la equazione a derivate parziali del
prim’ordine cui soddisfa x qualunque sia la funzione 7.

3.2 Se si ha senx - cos(x*+ y*) = = (x +¢7), si avrd subito la equazione
e*sen (x4 ) yp — ( cosx - e° sen[x‘-]—f}x)q— —sen (#*+y*) y qualunque
sia
194, —Un caso importantissimo di equazioni a derivate parziali del primo
ordine che sono anch’esse lineari rapporto a queste derivate, e possono ri-
ruardarsi esse pure come risultanti dalla eliminazione di una funzione arbi-
traria fra la funzione x e le equazioni che si ottengono colla solita deriva-
zione parziale immediata, & quello cui si & condotti dalla considerazione delle
funzioni omogenee.

E noto che una funzione 2 di pitt quantita @, , @, , ..., x, dicesi funsione
omaogenea di queste quantita, quando moltiplicandole tutte per una stessa in-
determinata ¢, la funzione viene moltiplicata per una potenza di ¢; e 'espo-
nente di questa potenza, che pud anch’essere lo zero, si dice grado di omo-
geneita della funzione.

Ora, se x=F(2,,2,,...,2,) & una funzione omogenea di grado m di



— 2710 —

1 ; i i :
= L © SCri-
&y Tgy...,T,, prendendo i= =% s’'intende subito che si potrid sempre scri

£ _p,B B —orel® 2 ) o v
vere :t:_',":F(l’:c_, e 2'_1)’ 0vvero :r.—z'l"cp(xl g g

. £ z, ¢
ceversa ogni funzione x della forma ] ,;(é-: it ;:)' sard evidentemente
una funzione omogenea del grado m di @, ,...,,, poichd cambiando
Ty, Ly s wery T A0 L2y, L2y, ..., L7, respettivamente, essa verri tutta moltiplicata
per #"; talche per scrivere la forma generale delle funzioni 2 omogenee di

z.
e R . ——"), con ¢

T, Ty ..., @, © del grado m, basta scrivere x =z t;(;l B

funzions arbitraria, la quale evidentemente sard una funzione omogenea qual-

siasi di grado zero.

Iy x, "

i - — = -= U
Cosi essendo, quando si ponga = u, P Yy " Upyy € o

per quanto si disse negli ultimi paragrafi s’intende subito che qualunf;ufe sia
la funzione , purchd finita e continua insieme alle sue derivate parziali del
prim’ordine, la funzione z dovra soddisfare a una equazione a ‘deriva.to par-
ziali lineari e del prim’ordine della forma (17), e questa equazione potrebbe
trovarsi coi metodi che gid conosciamo. ‘
Perd, anche senza ricorrere ai metodi generali, se si osserva che si pud

% - ono
scrivere x = (U , Uy y ooy Upy), COL u1=a g ooy Uy =g si otteng

subito le equazioni seguenti

o y dz du, i_z ?_!_&_g 3_.':_ Bu,._,)=
3, = ma} ‘,+x1"(a—u: 3—;14-3“‘ i, +"'+Bu,,_, 31,
oz o dp
= ma:',""tp—a:';"‘"'(ai:cﬁa’—:zxs +ioi+ aTHz..),
oz d ox _ 3_;9 Ex__ ljtp_
a—x"‘=ﬂ"1371 ] E—x’fﬁ]au’v-uaz“—ff_ auhl ]

oz X x ,
e queste ci danno subito altra B+ 37, + ot Bz = maxy' g, OVVere
1 "

d I
(19) 31:_::’+:5z'3%‘+....—+-z“37”=mx‘

la quale & appunto la equazione richiesta; e questo mentre ci mosfra‘ che
tutte le funzioni x omogenee del grado m, purché finite e continue msl{?me
alle loro derivate parziali del prim’ordine, soddisfano alla equazione del primo
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ordine (19), ci permette anche di enunciare il teorema che dice che: per le
funxiond omogenee la somma dei prodotti delle derivate parxiali della fun-
aione moltiplicate per la variabile rapporto a eud le derivale stesse sono prese,
¢ sempre uguale alla funxione moltiplicata pel suo grado ¥,
#-195. — Questo teorema, che @ di una importanza grandissima, ¢ dovuto
a Flulero. Per esso si possono scrivere immediatamente le equazioni a deri-
vate parziali di un numero grandissimo di funzioni, poiché basta sapere che
esse sono omogenee, e conoscere il loro grado di omogeneita per potere seri-
vere subito la equazione a derivate parziali corrispondente.

Cosl per esempio:

1.* Quando si abbia x:;(ﬁ i ‘?"), siccome allora z &

Ty Ty T T

omogenea, ¢ il suo grado di omogeneita & zero, si potra dire immediatamente
che qualunque sia la funzione ¢ purché finita e continua insieme alle sue
derivate parziali, la funzione x soddisfa sempre alla equazione lineare e del

prim’ ordine x1§}+x,%+ +a~“;§=o_
. 3, X -

™ La formola dimostrata (19) e altre simili possono anche ottenersi nel modo
seguente.

8i osservi che, per la definizione delle funzioni omogenee z—TF (2, , &, ..., )
di grado m, si ha qualunque sia ¢

Flte, , txy, ..., ta) = t"F(x, , 2, ..., 20);

e considerando in questa il ¢ come variabile indipendente, e x, ,a, , ... , 2, come
quantiti costanti, bastera fare i differenziali successivi dei varii ordini colle note
regole, e poi passare dai differenziali alle derivate e fare f=1 per ottenere subito
le formole seguenti

2 9z 2z
x1£]+z,§'+...+:c..—; =mz,

oz oz 3z \2
[’3-3?I+I:§x'; +---+xn§-x—“)=ﬂ‘£(m—1)z'

2z 2z 2 \2 )
(2!1 é::?] +$,ém—:—|— ”'+z"§5,.) =m(m —1)(m—2)z,

nelle quali i primi membri della seconda, terza, ... sono le solite forme omogenee,

potenze simboliche di a, ;% - x!% + @ :%; ¢ la prima di queste formole &
1 "

appunto la (19) del testo.



Vz+ Vy
omogenea e di terzo grado, qualunque sia la solita funzione arbitraria ¢, la 2
soddisfara alla equazione a derivate parziali del prim’ordine px+qy =3z,
oz

&
3.° E similmente se si ha, per es., x= ;(35 j cosg) Pk si avri pr+qy =0,

2.° E se si ha per es. x:q:( —————— ) (a* 4% siccome allora z @

196. — Troviamo ora opportuno di presentare anche la osservazione se-
guente.

Da guanto abbiamo dimostrato risulta alla evidenza come possano aversi
equazioni a derivate parziali del prim’ordine che provengono dalla elimina-
zione di una funzione arbitraria fra una funzione z di pilt variabili indipen-
denti, o almeno fra le equazioni che la definiscono, e le equazioni a derivate
parziali del prim’ordine che si ottengono colla derivazione immediata.

Nel calcolo integrale poi, sotto certe comdizioni che si verificano sempre
nelle applicazioni, si dimostra inversamente che per le funzioni x di piu va-
riabili indipendenti, ad ogni equazione a derivate parziali del prim’ordine cor-
risponde sempre una funzione x delle stesse variabili che contiene una fun-
zione arbitraria, o almeno che & definita insieme ad altre quantita da un
sistema di equazioni che contengono una funzione arbitraria; talcha allora
resta evidente che ogni equazione a derivate parziali del prim’ordine, anzichd
esprimere una speciale proprietd di una funzione particolare, o di un par-
ticolare elemento geometrico, meccanico, ecc. esprime invece una proprietd
comune a una classe estesissima di quelle funzioni o di quegli elementi. E
quindi in particolare, se in un problema cui si riferisca una equazione in
termini finiti fra le variabili indipendenti e una funzione z, si passerd da
questa equazione a una delle sue equazioni a derivate parziali del primo
ordine, questa equazione invece di esprimere una speciale proprieta della sola
funzione x che & propria del problema che si studia, esprimeri una proprieta
comune a una classe estesissima di quelle funzioni; e trattando la stessa
equazione a derivate parziali, si verra a trattare un problema immensamente
pilt vasto di quello che si studiava o si voleva studiare dapprima.

197. — Volendo ora accennare anche alla eliminazione di funzioni arbi-
trarie che si fa mediante le equazioni a derivate parziali di second’ordine,
dard alcuni casi di equazioni a derivate parziali di second’ordine che pos-
sono ottenersi coll’eliminare due funzioni arbitrarie dal valore della funzione
a pit variabili che si considera, o almeno dalle equazioni che servono a
definire questa funzione.
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Supponiamo percid in primo luogo che per definire una funzione z di »
variabili 2, ,2,, ..., z, finita e continua insieme alle sue derivate parziali di
primo e secondo ordine, si abbia una equazione della forma

[20] f(&:, 3Ty qene |mn1x|${utsu!|”> L] un—l}:'{'“'l 3 Vs y "'!tln—-lj )=0:

dove Uy yeeey Uy, V)4 Vg, ¥, SOMO funzioni conosciute di x,, ay,...,x,,;
e si esse che la funzione f e le due funzioni arbitrarie ¢ e ¢ siano finite e
continue insieme alle loro derivate parziali di primo e second’ordine rispetto
alle quantiti che contengono.

Allora le solite » equazioni a derivate parziali del prim’ordine che risul-
tano dalla equazione (20) con una prima derivazione parziale, oltre alle fun-
zioni ¢ e ¢, conterranno in generale anche le 2(n—1) derivate parziali
B % % oY

"'y B0y " By’ B0
binazione si faccia di queste » equazioni colla primitiva (20), 'equazione che
ne risultera, conterra ancora alcune di queste 2% funzioni indeterminate,
e soltanto in casi speciali potra avvenire che di queste funzioni non ve ne
resti che una, in modo ciod da avere allora una equazione del primo ordine
che sia per es. della forma

; talchd in generale, qualunque com-

x 3
[21} fl(xllfrla‘--!xn :xs'a?l 1 'azy"'la?zl(f’(uhuiv"'}uu—l))=0!

o dell’altra

i  x 2 2
[22) f‘(xj,w’“”'x‘”x’ax;'E,-'.'g‘a_z;i):t]

con s eguale a uno dei numeri 1,2,...,n-1.

Ora quando si presenti uno di questi casi speciali, e si abbia per es.
la (21), si formeranno le solite n equazioni u derivate parziali del primo
ordine

O G O Y

o, 3z, o,
&)+ auf")+§-’§'§3,(3%')+"-+3—?a% (&)=,

(%&)Jrgﬂ :zfl (g: +gf1 % B.z:)+ 7 af aj.ﬁ. (a;‘;:')=0,

18




— 24 —

dove in generale con (_Eﬁ i (3141) R (aﬁ), ... g'indicano le derivate com-
or, or ox,.

-

plete di £, , %, , ts ..., prese queste derivate rispetto alla variabile indipendente
z, e coll'osservare che questa variabile, oltre a trovarsi in f, e in wy, gyt
esplicitamente, vi si trovord anche implicitamente in z e nelle derivate

2 o 3__ : e ora da queste equazioni si elimineranno subito le derivate

a_x_] ] E gy a.r‘
di % formando la equazione

) G G- 05)]
o) G G (55 o,

&) -

la quale non conterri che Gty Uy yeney Up) © unita alla (21), con una
opportuna eliminazione ci condurra, almeno in generale, a una equazione della

forma seguente

9 oz dx % o'
D - NN |
(23] F(IHI:,,...,IN,Z, axl' 31:!!' ,81:“13.5:! ‘ax,.a'lf,’ !)

che conterra le derivate parziali di second’ordine di z, senz’alcuna traceia
delle funzioni arbitrarie, le quali saranno cosi rimaste eliminate tutte o due
nel passare a questa equazione a derivate parziali del second’ordine.

Al modo stesso si tratterebbe il caso della equazione (22), bastando al-

lora per questo di porre la a;—a{f al posto di % nelle formole del caso pre-

cedente.
Similmente, se supponiamo in secondo luogo che la nostra funzione

delle n variabili , , %y, ..., %, per ogni forma speciale delle funzioni
Py Gayeee s Qut) (01, Gg yeeey Bpy) SB definita insieme & @, , @y .-y @t

dal sistema di equazioni

( f(zl 3 Ly geeey Ty y &y gy g gy gy 4 % (ay, g yeey [, ) 'I‘ (@, g yeeey an—-l] ) =0,

Pl-o - @ =0
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°of of L of 3 | f &
): 3 + 3 55: +a—£ &Ti’ allora, osservando

dove in generale si h (
g si ha 3a.

che si hanno ancora le solite equazioni

of | of ¢ of | of ex 2

o gofoe o O How f , of ax
T it am =0 g tam =0

si vede subito che almeno in generale con queste » equazioni e colla prima
delle precedenti (24) potremo determinare le » 41 quantiti a, , a, ey @

N g ; P 9 oz ox
o e in funzione di =, 2, .., 2, 2, 5 Ve ey 3. DT modo da poterle

n—l 1

riguardare tutte come quantita conosciute; e anche potremo fra le stesse n+1
equazioni eliminare le @, ,ay, ... ,a,_, e una delle due funzioni w(y gy y @0
e (@, a,..,a,,), giungendo cosl a una equazione della forma

1)

o o dx

Ty Lo geen y T y Xy o y = g ere g
fl('l. L] ) L] al'»] 1 az', ,a-r“

1 ’.:'{(!,l,ﬂ.;.,..‘ 3 Hn_I)).:O,

o a una dell'altra

9z & 2e
ﬁ(mlyrﬂs---sxnyxy 3_3:1 3 §:E—! ,---335.; 3 llf(ﬂl,ﬂg‘..,‘a"_])):{),

nelle quali ora le a,,ay,...,a,_, potranno intendersi determinate nel modo
detto poc’anzi, e riguardarsi quindi come quantiti perfettamente conosciute,
come lo erano le u,,% ....,%, , del caso precedente, salvo che ora le
@, 0y,..., @, conterranno anche le derivate parziali = o i

o, ' a0,

. Cosl si viene dunque a ricadere nel caso gia considerato, e con nuove de-
rivazioni parziali applicate all'ultima equazione ottenuta potremo eliminare la
funzione ¢ o ¢ e le derivate di ¢ o ¢ che compariranno nelle equazioni che si
ottengono colla derivazione, precisamente come nel caso della equazione (21);
talchd anche in questo caso si giungera a una equazione a derivate parzial;
del second’ordine di 2 che sard dclla forma (23), e non conterra pit traccia
alcuna delle funzioni ¢ e ¢ e delle quantiti a,,ay,..,a, , che compari-
vano nelle equazioni che servivano a determinure x insieme alle quantita
By g Uy ooy Bgis

198, — Giova poi notare esplicitamente che nel caso delle funzioni x di
due variabili indipendenti 2 e y, le quantita u, %, .., %, che figurano
nella (20) si riducono a una sola che possiamo indicare con u, e cosi le
?1 »Vay ey ¥,y 8iriducono a una sola che possiamo indicare con v; e quindi
In questo caso si puo dire che, avendo la equazione f(x,y,%, 7(u), $(v)) =0,
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sard possibile, almeno in generale, di eliminare da essa le funzioni arbitrarie
«(u) e ¢(v) dando luogo a una equazione del second’ ordine

{25} F($|?,Z,P,q,?",3,”=0,

dove p,q,r,s,t sono le solite caratteristiche di Monge, tutte le volte che
si riescira a formare una equazione del prim’ordine, come per es. la seguente

f:(f'syux»fh?: ?{R]):O, o laltra fs(-‘f’;y‘xd’ah?’(“))=°;

che contenga una sola delle funzioni arbitrarie ¢ () e ¢(v), o una derivata
¢ (u) o ¢ (v).

E similmente, nel caso sempre di due sole variabili indipendenti = e y le
quantita a, , @ , ... , @, che figurano nel sistema di equazioni (24) si riducono
a una sola che allora possiamo indicare con «; e percid in questo caso si
pud dire che per la funzione x definita insieme ad « da un sistema di equa-

zioni della forma

f(x,y,7,a, 9@, 4()=0. G_i)=0,

dove G-£)= %::L - % ' (=) —|—§£-}f(u), & sempre possibile, almeno in gene-

rale, di eliminare le due funzioni arbitrarie 7 () e ¢(«) passando ad una equa-
zione del second’ordine della forma (25) alla quale z viene a soddisfare qua-
lunque sia la forma delle funzioni g (=) e ¢(a).

199, — Aggiungiamo che altri casi speciali e speciali artifizii conducono
spesso a resultati consimili intorno alla eliminazione che pud farsi di due
funzioni arbitrarie col passare a equazioni a derivate parziali del secondo
ordine; e anche nei casi particolari che rientrano in quelli considerati nei
due paragrafi precedenti, il pili spesso non fa bisogno di applicare i metodi
generali che qui abbiamo indicati, ma basta seguire processi speciali pii
semplici.

Cio del resto risulteri chiaramente dai seguenti esempi:

1.0 Se si ha x =z (x+ay) + §(z—ay), con @ quantita costante e ¢ e
funzioni arbitrarie purch? finite e continue insieme alle loro derivate prime
e seconde, si osservera che allora si ha

p=v(z+ay) + V(x-ay) , q=af (@tay) —ay(x-ay),

@) 1 pwray) + Yia-ay) , t=a¥aray) + Y @-ay),

@ si otterra subito ¢—a%r=0 per la equazione a derivate parziali del second’ordine
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cui soddisfano le funzioni 2 della forma precedente x = v(z + ay) + ¢ (x — ay)
qualunque siano le funzioni ¢ e ¢ purché finite, continue, ecc. 1

Alla stessa equazione poi saremmo giunti anche coll’applicare i metodi dati
nei paragrafi precedenti, osservando cio¢ che le (26) ci danno subito la equa-
zione ap+q = 2a%'(zx+ay) che contiene la sola funzione indeterminata ¢’ e che
colla derivazione parziale ci da le due ar+s = 2a7"(z+ay), as+t = 2a%"(x+ay)
dalle quali si ha subito Ialtra ¢—a*r=0 che gia abbiamo trovato.

o 3 y l/
2°Sesihaz=xzgp (E) - z{a(%) , con rp(%) e -}(%) funzioni arbitrarie, si osser-

vera che colle solite derivazioni parziali si trova p :s(g)— Yo (Y)Y g(®
) 27 \z 2¥\g)
q=¢'(¥)+lnp' Y). e poichd di qui si deduce I’equazi Y g=o(2
SjEgl=)] o'p qui si deduce 1’equazione p+a—$g-_-;p(5),
che non contiene che una funzione arbitraria, secondo quanto abbiamo detto
in generale, potremo eliminare anche questa funzione passando alle derivate
parziali del second’ordine.
Di qui infatti con nuove derivazioni avremo le equazioni

Yy Yy 1y, 1.0y
r T2t :‘1——1—;r(;) ; 3+;?"}+;‘=;'?(;),
e queste ci daranno subito 'altra del second’ordine #*r + 2xys+ y*t =0 che
non contiene pia le due funzioni arbitrarie.
' #@)+ 4y
3 P ol G I -1 o
3.0 Sesihaz= sy ovvero x(r+y)=%(x)+4(y), con una sem-
plice derivazione rispetto ad « si giunge subito alla equazione x2+ (24y)p = z'(x)
che non contiene piui altro che una funzione indeterminata ¢'(r); e questa
con una derivazione rispetto ad y conduce subito all’altra del second’ordine
/]
ptg+s(@+y)=0, ovvero s= —‘1—_!-—? che non ha piu traccia di funzioni
. . Ty )
arbitrarie. ’

4.0 Se z © definita insieme ad « dal sistema delle due equazioni

(27) F-a)f +ly @ +lr-d(){'-a*=0,
z-0 +ly-s@{7@) +je-¢@)|y(@)=0,

la seconda delle quali, all'infuori del fattore costante —é,éla derivata ri-

spetto ad o della prima, allora, secondo quanto abbiamo detto nei due paragrafi
[l.rec‘edenti e col processo che ivi abbiamo indicato, potremo eliminare le fun-
BYUD.I #(7) e ¢ (o) insieme ad = passando a una equazione a derivate par-
ziali del second’ordine cui z dovra sempre soddisfare.
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E difatti derivando parzialmente la prima equazione, col tener conto della
seconda, si otterranno le due

(28) GF-a)p+le-d@}=0 , r-2g+ly-¢@){=0,

o ricavando da queste r—¢(x) e y—rz(a) e sostituendole nella prima
a

delle equazioni date (27) si troverd subito Ialtra 3 —a=+ —————
VIi+p'+d

— = ___,e cosi sard intanto conosciuta la forma di x,
Vi+p+q
dopo di che la prima e la seconda delle precedenti (28) ci daranno respet-
tivamente ¢ (x) e ¢ (a).

Infatti valendosi della seconda delle (28) si trova subito

ovvero a=2F

aq aq .
—g(@)=F —————, ovvero @)=yt ——;
o Vitp'+¢ Vitg'+pt

e ora, con questo valore di #(x), derivandolo una volta rispetto ad = e una
rispetto ad y, si passa immediatamente alla equazione

da 3( aq ) Baa( - aq )=0
=yt —— ) — 3 ¥ F —— )
e\ Vigre, 2V VTipee

che a causa del valore trovato per z si trasforma nell’altra

- ] a 2/, a 3 aq___):
(==F ——i—‘-)a}(?’ iT—g?'-_-.)"E(JT]—'—- ;:-,)ay T
Vip+g/o"Y Vi4pt+g Vitp'tq P

e questa a calcoli eseguiti viene a contenere evidentemente anche le derivate
parziali di second’ordine 7,s,¢ di x senza presentare traccia alcuna delle
funzioni arbitrarie che comparivano nelle equazioni (27) che definiscono
insieme ad =.

5o Sesihax=2{¢(@) + 4| — @+y) ¢ (@) + Y (y)], conged fun-
zioni arbitrarie, non si rientra in nessuno dei casi contemplati nei due para?
yrafi precedenti, perd si possono ancora con tutta faciliti eliminare le f}lnmum
¢ e ¢ passando a una equazione a derivate parziali del second’ordine.

Se si osserva infatti che dalla equazione data si hanno subito le altre

p=7(x) - ¥(y) - @+ ¢'@) , g =¥y - ¢ @) - @+ @), s= @) - 4" (),
P*q he & del second’ordine,

si giunge immediatamente alla equazione ety

e non contiene traccia delle funzioni arbitrarie ¢(x) e $(y)-.

0;

— 2719 —

200. — Porrd fine a questo studio sulle equazioni differenziali dando un
brevissimo cenno anche delle equazioni ai differenxiali totali.

Ricordiamo percio che quando una equazione f(z,,z, ...,a,,2) =0,
dove f & finita e continua insieme alle sue derivate parziali del prim’ordine,
definisce una funzione x delle » variabili indipendenti «, , ..., z, per la quale
esistono pure e sono finite le varie sue derivate parziali del prim’ordine, si
ha sempre la equazione differenziale

3
20 dr=3Lan+ZLan+ .+ Lan+ Larmo;

e questa, come qualunque altra equazione della forma
(30) X,do, + Xodoy + ... + X, do, + Zdx=0,

che risulti da una combinazione della (29) colla primitiva, come ad es.
colla eliminazione di una costante, e nella quale X, , X, , ..., X, , Z dipendano
soltanto da x, 7y, ..., m, , %, si dice una equaxione ai differenziali totali del
prim’ ordine per la funzione z.

Similmente quando esistono e sono finite e continue anche le derivate
seconde di f e esistono pure e sono finite anche quelle di 2, si hanno equa-
zioni ai differenziali totali del second’ordine, come ad es. la seguente

(3 o o of Af Xt B e
d‘{—(a—mdr,-i--—-dx.—}—...-i-a?“d'u,,—{— @) + L =0,

o, kX x

o anche qualunque altra equazione che risulti da una combinazione di questa
con quelle del prim’ordine e colla primitiva: e cosi pure si hanno equazioni
ai differenziali totali degli ordini superiori, limitandosi perd ordinariamente
a equazioni che possano dirsi omogenee rispetto ai differenziali dr, ,dux,,...,dx,
quando si tenga conto della circostanza che dy ,d%x , d® ... sono anch’esse
funzioni omogenee delle stesse quantiti e dei gradi primo, secondo, terzo, ...
respettivamente; e cid per la ragione che quando una equazione razionale
intera (come sono sempre quelle che si considerano) fra i differenziali
dr, ,dzy ,...,dr, non & omogenea, essa, per un noto teorema sugl'infinitesimi,
si scinde sempre in pill equazioni omogenee.

Ora, nel caso delle equazioni (30) ai differenziali totali del prim’ordine,
quando provengono effettivamente da wuna equazione in termini finiti
flx),24,...,2,,2)=0, (per modo ciod che esista una funzione z che le
Edr.. e

Szd "
Ty o ."+3SC.,

soddisfa ), si puo osservare che, avendosi dx = aa—;- dr, + 3
“1
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essendo dx, ,dx, , ... , dz, differenziali di variabili indipendenti (e quindi tutti
arbitrarii), la equazione stessa (30) equivarra sempre alle n equazioni a de-
rivate parziali del prim’ordine

o oz x
xl+za?l=o ) xl+za?’=0 y seer g xu+za'_x_‘=0|

talchg, volendolo, potremo sempre considerare queste ultime invece della equa-
zione data ai differenziali totali.
Similmente una equazione ai differenziali totali del second’ordine per n

variabili indipendenti corrispondera a 3‘.{_’3;—” equazioni a derivate parziali

del second’ ordine, ecc.
E cosi in particolare, nel caso delle funzioni 2 di due variabili indipen-
denti x,y, una equazione ai differenziali totali del prim’ordine

Xde+Ydy | Zdz=0,

dove X ,Y ,Z sono funzioni di z,¥,x, equivarrd alle due a derivate par-
ziali del prim’ordine X+Zp=0 , Y+ Z¢g=0: una equazione ai differen-
ziali totali del second’ordine equivarrd a tre equazioni u derivate parziali
del second’ordine, ecc....

201. — Merita ora di esser notato che mentre nel calcolo integrale si
dimostra, come gia dicemmo, che, sotto certe condizioni che ordinariamente
si verificano, a una equazione a derivate parziali del prim’ordine corrisponde
sempre una equazione in termini finiti, 0 almeno un sistema di equazioni che
definiscono una funzione che la soddisfa, e nelle quali figura una funzione arbi-
traria, non avviene perd sempre lo stesso per le equazioni ai differenziali totali del
prim’ordine; e onde a una tale equazioune (30) corrisponda una relazione della
solita forma f(z,,®s,...,%,,%)=0 , & necessario che i coefficienti X,,X,,...,X,,%
soddisfino a certe condizioni particolari grandemente restrittive.

Maggiori restrizioni poi si hanno nel caso delle equazioni ai differenziali
totali degli ordini superiori, e cid s'intende bens pensando che una equa-
zione ai differenziali totali equivale sempre a piti di una equazione a derivate

parziali.

U P

XV.

Cangiamento delle variabili indipendenti

Caso delle funzioni di una sola variabile indipendente.

*.202. — Bene spesso accade che, dopo aver determinato aleune derivate,
o alcuni differenziali di funzioni di una o piit variabili, o avere trovato alcune
equazioni differenziali considerando come variabili indipendenti date quantita,
occorre fare uso di altre variabili indipendenti.

Si dice allora che si fa un cangiamento di variabili indipendenti; o noi
ci proponiamo ora di mostrare come questo cangiamento possa farsi valendosi
ancora delle formole trovate quando si avevano le primitive variabili, senza
che vi sia bisogno di rifare i caleoli dal principio.

Incominciamo percid dal considerare il caso in cui non si ha che una
sola variabile indipendente, ed ammettendo che = sia 1'antica variabile e y
la funzione, indichiamo con ¢ la nuova variabile, e supponiamo che z = x(t)
sia la relazione che lega questa nuova variabile alla prima. Si trattera di

; . o Ay &y @y
esprimere le derivate antiche dr ' de dj‘: ji
dy ,d% , d% ..., che erano stati calcolati nella ipotesi di dz= cost., 0 @x=0,
per le derivate e pei differenziali nuovi di z e y.

e gli antichi differenziali

Incominciamo percid dal ricordare che la derivata prima % o ¥y (x) pud

essere considerata come il quoziente dei differenziali dy e dx (§ 105 [pag.141])
qualunque sia la variabile che si considera come indipendente nel calcolare
questi differenziali, con eccezione soltanto pel caso che pel valore della
nuova variabile che si considera sia dz=0; talch® astrazione fatta dai valori
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particolari della nuova variabile che corrispondono a questo caso, noi pos-
siamo dire intanto che qualunque sia la nuova variabile indipendente, la
derivata prima si trasformerd colla formola

d,
M v =5

quando si consideri in questa il secondo membro come il quoziente dy :dx
dei differenziali di = e di y presi rispetto alla variabile che sard scelta come
variabile indipendente; per modo che quando questa nuova variabile sia fis-
sata e sia ¢, se sard z=u(f) la relazione che la lega all’antica variabile,
e y(¢) la funzione trasformata, si potria anche serivere

_dy_yQ
per tutti i valori di ¢ pei quali 2’(#) non & zero.
In altri termini alla notazione di Lagrange y" o all’altra %, considerata

come un simbolo, che si usano per indicare la derivata prima, bastera sosti-
tuire sempre quest’ultima notazione SE considerandola come il quoziente dei
differenziali di % e di z presi rispetto alla nuova variabile.

Lo stesso non pud farsi per le derivate seconde, terze ecc. Y ey

.S dy dy

perche i simboli Rl = L che pure servono a rappresentarle non pos-
sono considerarsi come quozienti altro che quando x sia la variabile indi-
pendente (§107 [pag. 143]), cid che ora appunto non si vuole. Perd se osser-
viamo che una derivata di ordine qualunque & sempre la derivata prima di
quella di ordine immediatamente inferiore, s'intende che ogni derivata pud
ancora riguardarsi come quoziente di differenziali primi nel caleolo dei quali
la variabile che si considera come indipendente puo essere qualunque; e
quindi scrivendo y” (x) =dy’ (x) : dz y" (r)=dy"(x) :dr ..., dal valore gid
caleolato di #’(¢) in funzione di ¢ potremo successivamente dedurre tutte
le altre derivate che occorre di determinare tenendo conto sempre della rela-
zione z=x(f) che lega = a L
¥-203. — Ma fondandosi sempre su questo principio, e conservando sempre
in calcolo i differenziali che via via s’introducono senza particolarizzare la
variabile indipendente, possono anche trovarsi successivamente alcune formole
generali nelle quali neppure sia traccia della relazione che lega la nuova

variabile all’antica.
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(d?f

R g

Scriviamo infatti ' (z) = 3 ° consideriamo in questa formola il
di d(@J

% e il come quozienti di differenziali pei quali allora la variabile in-

dx dy

dipendente pud esser qualunque, salvo ad escluder sempre quei valori di que-
sta variabile che rendessero zero il dz.

Osservando che per le regole note si ha d(d—y) = dady—dydw si vedra
dx da* !
subito che
(3) Yy () = w .

e questa ci dard il valore di %" (x) gualunque sia la variabile indipendente;

e con questo valore di y”(x), osservando che ¥ (x) =‘§%@ , §i trovera anche
d (d:c &y —dy d’s-:)

o) = dr® __de’ d(dedy - dy d*r) — (dx Py — dy d°x) d (d2°)
J {x) dx e dIT )

ovvero

@) A2 dy — dxdy dz — 3 dr &z d*y + 3 dy (d*x)*
v'(@) = L ,

e calcolata cosi y"(x), potremo calcolare successivamente anche y"(z),y"(z),...
Da queste formole poi, quando si stabilisca che la variabile indipendente
debba esser ¢, indicando allora per semplicita di serittura con =", 2" ..., 9", y",

... le derivate &' (¢) , 2" (f), ..., () ,4/"(f),..., e osservando che

%) ;d::::r.'dt , fxe=x"'df , dz=2"dPf,...

dy=y'dt , dy=y'dt , &y=y"ar,...

si troveranno subito anche le formole

, oy Y x':u_ o
o \y(x)=i—.‘y{rl=%,
s e i L4 R T
o T

che dal%no.i valori di %'(z),y"(x), y"(«).... espressi per le nuove derivate invece
che pei differenziali, e mostrano, come del resto si comprendeva subito anche
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dalle formole precedenti che a caleoli fatti tutti i differenziali che in esse
figurano vengono a sparire.

¥204. — Moltiplicando poi per dr , dz*, dz®,... i valori trovati per
¥ (@), y"(x),.. si ottengono subito anche gli antichi differenziali di y, che
ora indicheremo con d.y ,d y, diy ,... espressi pei differenziali nuovi di
x e y o per le derivate nuove; e cosl in particolare valendoci delle for-
mole (1), (2),(3),... si avranno le altre

dxdy — dy 'z
d,,y:dy 3 diy..—-h—d’y;dx—y——‘

(1) da?'d"‘y-dxdyd’a:—3dzd’yd‘x+3dy[d’:c]’
d:y= dr® 1

dove dv,dz ,...,dy ,dy ... sono differenziali presi rispetto alla nuova va-
riabile indipendente #, la quale perd in queste formole non & minimamente
fissata e pud esser presa a piacere: € colla intelligenza che quando nei secondi
membri di queste formole a dx ,dy , &'z, d*y ... si sostituiscono le espressioni
(5) ciod z'dt , y'dt , 2'df* y'df , ..., i fattori d¢ che rimarranno a calcoli ese-
guiti non debbano essere costanti, ma debbano invece essere tali che risulti
costante il prodotto '(f)di che corrisponde a dwr.

B ora trovate tutte queste formole, s’intende subito che quando si abbia
una equazione differenziale o una espressione che contenga le derivate o i dif-
ferenziali antichi di # e ¥, noi la ridurremo subito relativa a qualsiasi varia-
bile indipendente ponendovi per le derivate e pei differenziali i loro valori
dati come quozienti di espressioni differenziali dalle formole (1), (2), (3)---

Fissando poi una variabile indipendente ¢, le equazioni o espressioni me-
desime si ridurranno subito a contenere le derivate o i differenziali di = e
y rispetto alla nuova variabile, servendosi a tal uopo delle formole (5).

E del resto, volendo, potremo anche far subito uso delle formole (6) che danno
le antiche derivate espresse per le nuove, o potremo far uso di quelle particolari
che determinano successivamente y' (), %" () ... in funzione di {, e che si
ottengono tenendo conto della relazione particolare che lega = a f. Perd
vi sara ordinariamente vantaggio a servirsi delle formole generali (1),(2) ys
e segnatamente delle (2), (3), (4), (7) che danno i valori di ¥ (x),¥" (@)
o dei differenziali d.y ,d%y ,... espressi per quozienti di ‘espressioni  diffe-
renziali; e cid specialmente per la ragione che esse non contengono traccia
della nuova variabile indipendente e sono relative a qualsiasi variabile, la
quale potra esser fissata dopo a piacere in quel modo che tornera pil van-
taggioso per la semplicita delle formole o per un altro scopo qualsiasi.

— s —

-, .
§’intende poi che se nelle nostre formole, invece della sola funzione Y

ve ne ﬁgura‘ranno anche altre, allora per ciascuna di queste funzioni si dc-i

vranno applicare le formole precedenti.

b\'-".205. — Merita ora di esser notato che in sostanza il processo che noi ab-

iamo dato pel calcolo delle devivate y'(x) , y"(x), ¥/ (),... si riduce a sostituire

dy
o 42)

alle derivate medesime le respettive espressioni dy ' Na) " Nk i

| du e 1 dx—s - 10
clast‘-u{la delle quali i simboli che vi figurano devono esser considerati
respettivamente come i quozienti successivi delle espressioni differenziali
dy:dr,d(dy:dr):de,d(d(dy:dr):dxr):dx, ecc...; come si pud notare
altresi che il confronto delle formole (2), (3), (4) colle corrispondenti (6), porta
a dire che dalle formole che danno i valori di %/ (2),y” (). ... come quazil&:l:ti di
espf:ussiuni differenziali, si passa a quelle che 1i danno espressi per le nuove
ﬂBrlY&FB sostituendo respettivamente ai differenziali primi, secondi, ... di = e
!e derivate prime, seconde,... delle stesse quantiti, cid che cofﬁsponde z
intendere che in quelle espressiond le lettere d stiano a indicare le derivate ;
e si ha anche evidentemente o

l 206. — Aggiungiamo inoltre che le formole (6), e cosi pure queste ultime
possono ottenersi anche colla teoria delle funzioni di funzioni osservando chf;
se =z (f) & la formola che lega x alla nuova variabile indipendente £, con che
verrd ad essere y = y(f), potremo dire che si abbia y = y(x) con z = x[i),‘e quindi

rla indi ia i avri subito % = (1) = v/(x) & . 4
per la indicata teoria si avri subito 5= O =y@)2(t), e y()= vy _y

. ’ - m - z’

come si trovd gid; e similmente, dall’essere %=y'(z) con z=zx(t), si de-
s d y' " ot d ’

durra = (;) = y(x) #'(?), e percid si avra ' (x) = fb’_;ay'ﬂ e e

si:n?jle potremmo avere ¥ (z),¥y" (z), ...
bi_.;@ﬂ?.-— Infine _aggiungiamo che uno dei pitt notevoli cambiamenti di varia-
: 18 quello che si fa quando dopo aver preso per variabile indipendente la
:I "l.iole invece prendere per variabile indipendente la y: e le formole prece:
Pzﬂnt; E.»ervono a fare questo cangiamento speciale di variabile, poichd basta
messe dy=dy=...=0, oy ()=1, ¥ ()=y"()=...=0, per modo
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che allora si hanno immediatamente le formole seguenti

. 1. 2 (y) 2" (y) - 32"
) Y@ =g+ 10 ==y V@ = W2l

le quali oltre a servire per I'indicato cangiamento di variabile, possono servire
anche pel calcolo delle derivate dei varii ordini delle funzioni inverse.

E non si deve dimenticare che come in generale si escludono i va-
lori di ¢ pei qualidz=0, o 2/(f)=0, cosi qui si escludono i valori di y pei
quali «'(y)=0.

"% 208. — Finora abbiamo supposto che non si dovesse cangiare altro che
la variabile indipendente.

Talvolta perd (come avviene per es. nei problemi geometrici quando si
cangiano le coordinate) occorre di cangiare anche le funzioni, sostituendo
ciod non solo per la variabile indipendente ma anche per le funzioni una
nuova variabile indipendente e nuove funzioni; e anche allora la questione
si risolve colle formole generali che noi abbiamo dato poc’anzi.

Si supponga infatti che, avendosi per es. una funzione V di z,y,%,

s Y ey 2,327 doVe Y, % o SODO funzioni di , e ¥',y",
"y e 2,27, %", .., sono le loro derivate prese rispetto ad z, si debbano
cangiare la variabile e le funzioni ponendo (come si fa in geometria nei casi
di trasformazioni di coordinate)

(“}) x=$(“’1!“’2|”3|"') ) y=y{“’l|“!1u3!"-] ) x:z(u,,ug,us,...)...;

e proponiamoci di determinare la forma che prendera V in conseguenza di
questo cangiamento, lasciando dapprima indeterminata quale delle quantitd
u,, Us, Uy, ..., debba esser presa come variabile indipendente nuova, e anche pill
in generale ammettendo come possibile che questa variabile indipendente abbia
ad essere una quantita di cui 2, , % ,%g,... SONO anch’esse funzioni, e che noi
lascieremo del tutto indeterminata per fissarla poi nei singoli casi come pitl
sard creduto- opportuno.

Per questo, valendoci delle formole date sopra, noi incomincieremo dal
ridurre V una funzione di #,%,%,... e dei varii differenziali di queste quan-
tita in modo che la variabile indipendente resti del tutto indeterminata; dopo,
venendo allora V & contenere i differenziali dv,d*z,...,dy,d%y,...,d%, % gy
determineremo questi differenziali colle formole generali

o O87 s

| dx 3z oz
dx = —di — -
3, u, +au2du, +auadzt-,+. 43
o 2x or o
o — [ 3 v .z or dx
T (auldi‘.{]-i'au*duf+auﬂdllq+.u)+32—‘ld2“1+ﬂd!’ug+s—d2%+.“‘
— % g % 3y
dy _Bu.dul + = du, + "—Edu“-l-' & i
(11) / (By 3y 3 ?
2o — (%Y g s 3y 3y 3y
Y % u,+au’du.:+s dug-l-...)+§:‘—1d"'u,+ﬁd‘uﬁ+——§yd‘ux+...,
oz x x
dx = —du, +— ~—di
Eul 1 +au2dug+auadu3+ v owowy
ox ox dx \2 x :
d‘x=( d o ax ox
e u, + S, dzcg+d—_a3duj+...) —|--a;1d2u1 - a—y;d’u,-q-,c’-“—ad"uﬁ Sy

nelle quali la variabile indipendente resta ancora arbitraria; e allora sosti-
tuendo nella espressione gia trovata di V i valori (10) e (il} di z,y,z
«..dr,dr ... otterremo un'altra espressione di V in funzione di wu,, u ‘ ,
che sard relativa a qualunque variabile indipendente. ]

Se poi la espressione data di V, invece di contenere le derivate di y,x ,...
contenesse i loro differenziali d.y ,d%y ..., d.x ,dix,..., il processo sa.rcl;be
evidentemente lo stesso; soltanto, invece di sostituire nella prima operazione
u%le derivate di ¥,z ,... le loro espressioni dedotte dalle (2), (3), (4), }
bisognerebbe sostituire ai differenziali le espressioni eorrispundentil dedotte
dalle formole (7).

Agg.iungiamo poi che quando la nuova variabile indipendente venga fissata,
ullora risulteranno determinati i differenziali du, , d*u, , ..., du, , @, , ... che
‘conTparisconu nella espressione trasformata di V; e se quesﬁt nuova vé.riabile
lgdlpendente sard per es. %, allora bastera porre per tutto d*u, = d*u, = ... = 0.
?‘. 209. — Per dare un esempio del processo che ora abbiamo indicato, suppo-
niamo che, essendo y una funzione di z, si sia trovato che una certa quantita V
((fhe come vedremo figura nelle applicazioni geometriche del calcolo differen-
ziale) viene data dalla formola

(12) v+t
yﬂ 1
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e ora invece delle variabili « e si abbia bisogno d'introdurne due altre pew

legate a « e a y dalle equazioni

(13) T=pCo8Sw , &r=psenw

|

che ora corrispondono alle formole (10), precisamente come occorre di fare
quando dalle formole in coordinate cartesiane z e y si vuol passare alle corri-

spondenti in coordinate polari p e w. .
Per fare questa trasformazione si osserverd che, rendendo qualunque in V

la variabile indipendente col fare uso delle (2) e (3), si troveri dapprima

(da® + dy* }%_

= i, si le (13) ci danno
v_da:d‘y — dy e poi, siccome le (13)
dr = coswdy — psenwdo , dy = senwds + pcoswdow
@'z = cosod’p — 2senwdpdo — peoswde® — psenodio,

dy = senwd’y + 2coswdpdo — psene do® + peoswdio
e quindi
det+dyt = dii+ptde? | dedty-dy &z = p(dp d'o—do dY)+2dp* do +p*dw®
sostituendo si trovera la formola seguente

3
- (d2* + ¢t do’)? _
14 = 1 (o do— dud) - 2dg do + ('’

Volendo poi che la variabile indipendente sia per es. o, bisognera fare
d'w =0, e allora si avra

15 V= _:i+(‘%) ‘T_
. e

mentre, volendo invece che p sia la variabile indipendente, bisognera fare dp=0,

e si avra quindi
el

Nei casi speciali poi particolari artifizii possono condurre piit semplice-
cemente ai risultati finali.
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/. 210, — Osserviamo anche che non sempre la variabile indipendente nuova

@ subito conosciuta per mezzo di una equazione che dia esplicitamente Pantica
variabile in funzione della nuova, come abbiamo supposto sempre nei paragrafi
precedenti; ma talvolta la nuova variabile indipendente & legata colle quantita
che gia figuravano nei calcoli per mezzo di_equazioni che definiscono 'antica
variabile come funzione implicita della nuova, o per mezzo di una equazione
differenziale.

Nel primo di questi casi converra valersi della teoria delle funzioni impli-
cite per esprimere i differenziali dell’antica variabile indipendente per quelli
della nuova, o almeno per avere alcune relazioni fra questi differenziali e quelli
delle funzioni, avendo cura di fare sempre eguali a zero i differenziali della
nuova variabile indipendente che sono di ordine superiore al primo; nel secondo
caso poi partendo dalla equazione differenziale che lega la nuova variabile
indipendente all’antica e alle funzioni, si cerchera di esprimere che i differen-
ziali di ordine superiore al primo della nuova variabile indipendente sono
tutti uguali a zero, e cosl si troveranno altre relazioni che insieme a quella
data serviranno ad esprimere i differenziali dell’antica variabile indipendente
e delle funzioni per i differenziali relativi alla nuova variabile.

/~211. — Cosi per es. nella espressione che si aveva precedentemente

3
1 ®
V= {__t_fyf.]_, o nell'altra che le corrisponde relativa a qualsiasi variabile in-
3
. (@ dyyr —— ]
dipendente V= B — P si voglia che la variabile indipendente nuova

sia una quantitd s per la quale si abbia da® -+ dy* — ds*.
Per questo basterd osservare che dalla espressione data per V si ha subito
I'altra

(17) S TElY _tyen

giacchd cosi la espressione di V viene ad essere gia trasformata nel modo

: de d'r dy d :
voluto; i i ! J . :
uto; e in essa i rapporti -~ , = , ==, ¢ Fossono considerarsi come de-

rivate rispetto ad s.

Perd possono trovarsi anche espressioni pitt semplici di V osservando che
col differenziare la equazione da® + dy*=ds* che definisce la nuova variabile s
si ha la formola dzd*z + dyd*y = dsd®, che quando s & presa come variabile
indipendente, per essere allora d% =0, ci da subito laltra ded®z + dydiy = 0;

19
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e questa ci permette di trasformare ancora la espressione di dandoci

de dz  dy dx d'x (dz’ dy’)

1 dedsds asds_ &t \as A ),
Voddy Ly dy
ds ds ds
d'z
de* | dy . . 1 ds*
perloche, osservando che a5 + i = 1, si trova subito anche R @
ds
per una nuova espressione assai semplice di ‘lr
. o . % |
Osserviamo poi che, con calcoli simili applicati alla espressione (17) di v

i 1
o anche dalla stessa espressione che ora abbiamo trovato di v ber mezzo

della relazione drd*z 4+ dyd®y =0, si trova subito 'altra formola analoga

GG Gy
1—ES e dedurri ch I_E.é";)___dsi)_ds’_)__ﬁd_sf_ e quindi
¥ =7z Sen rraceﬁ-——d-&,—ﬁ— d_zl+gig! q

ds dstdst ds* ' ds*
si avra anche

1 d'r\t | [(dy\*
9 v =(a) * @)
per una espressione molto semplice e notevole di %

Caso delle funzioni di pid variabili indipendenti.

212. — Passiamo ora a trattare dei cangiamenti delle variabili indipendenti
nel caso che queste variabili siano pit di una.

Osserviamo percid dapprima che quando, cangiando soltanto le variabili
indipendenti, saremo giunti ad esprimere le antiche derivate parziali delle
funzioni date per le nuove variabili e per le derivate delle funzioni stesse
prese rispetto a queste variabili, allora gli antichi differenziali o le antiche
espressioni o equazioni fra le derivate parziali si trasformeranno subito con
semplici sostituzioni; talchd basta evidentemente occuparci soltanto del calcolo
delle antiche derivate parziali in funzione delle nuove derivate e delle nuove
variabili.

-

Per questo si hanno due metodi che si applicano indifferentemente or I'uno
or D'altro; e io li esporrd brevemente, limitandomi perd al caso di una sola
funzione x. »¢

Rispetto a questa funzione x ammettiamo che essa sia data esplicitamente
espressa per le n variabili indipendenti x,,2,,...,x, in un dato campo
e, o che risulti come funzione implicita definita da una equazione della forma
f(@, @y ,m,,2) =0, 0 sia definita da una equazione a derivate parziali,
in modo sempre perd che si sappia che nel campo ¢ entro cui si considerano
le variabili @, , @y, ..., x, essa & finita, continua e a un sol valore, e ammette
le derivate parziali fino a quell’ordine al quale occorre di considerarle.

E con queste ipotesi, supponiamo che alle variabili indipendenti primitive
Ty, Ty y ey T, S8 e vogliano sostituire altre w,,u,, ..., u, legate a x,, x5, ..., 7,
da n equazioni della forma

{1} =T {ul ylgy s vun) y Ty = -T![H'l y Uy youn sun:l yoo g iy =Ty [“I L TR |un)v

senza escludere che delle nuove variabili alcune possano essere ancora le
antiche, cioé si abbia per es, @) (u, , e y ooy U,) = Uy, To (Mg, Uy 5 e Uy) = Uy ey
cid che porterebbe il cangiamento delle variabili soltanto sulle rimanenti.

E rispetto alle formole (1) che stabiliscono il cangiamento di variabili
ammettiamo che i secondi membri siano funzioni finite e continue e a un sol
valore di u,, %, ... ,%, insieme alle loro derivate in un campo ¢, relativo a
queste quantitd u, , 2, ... ,, considerate come indipendenti; e quando le stesse
equazioni si considerino inversamente come atte a definire u, ,u,,... %, in
funzione di x, , @y , ... , &, nel campo ¢ (come se fossero equazioni della forma
[i=0,fi=0,0,fo=0,0, fu=0,c0n fi=fr (B T, T Uy, Ugy ey ) )
ammettiamo che esse definiscano un sistema di funzioni u,(r, , 7y, ..., ),
Ug(Ty y gy eoe s Tp) g ooy ULy 3 Tyy ooy x,) che in tutti i punti di ¢ sono finite,
continue e a un sol valore insieme a quelle fra le loro derivate che noi avremo
bisogno di considerare: e i valori di queste funzioni vengano tutti a cadere
nel campo ¢,, in modo da poter dire che a ogni punto di ¢ corrisponde un
punto solo di e, e viceversa ad ogni punto di ¢, corrisponde un punto solo di e.

Cid posto, osserviamo che quando s’intendono prese z,,, ..., x, come
variabili indipendenti, e x s'intende ancora espresso per @, &y , ... , L., i diffe-
renziali (antichi) di x vengono dati dalle formole

o o ax oz
o,

ox ax 2
@) da=gr dot godnt .ty de. | d’x:(é—ndzﬁﬁdmﬁ..&azdx,),...

"

mentre quando x s’intende espresso per u,,uy,..., &, , allora, potendo s, t,,
riguardarsi come funzioni di z,,2,,...,, nel modo ora indicato, gli stessi
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differenziali (antichi) potranno considerarsi come dati anche dalle formole

/ o oz o
| dx = a dul+au g+ +a du,, - 3
3) ax 3 x o 2
dx = ( ld'ul-l- fh'{,-l- +au“dﬂ,‘ a —d u|+a uz aund Uy, 5

talch® s’intende bene che se noi potremo in qualche modo ricavare dalle (1) i
valori dei differenziali di w, , %, ..., %, che qui compariscono presi nell’ipotesi di
Ty, Ty,..., T, variabili indipendenti, sostituendoli nelle ultime formole si avranno
subito le derivate parziali antiche di x espresse per le nuove, giacchd a causa
delle (2) i coefficienti delle potenze o prodotti di potenze di dx,, dr,, ..., dx,
saranno i valori delle antiche derivate all’infuori di certi coefficienti numerici.

Ora, gl'indicati valori di duw,, du,, ..., du, si potranno subito ottenere
quando si conoscano le funzioni #,,u,,...,u, definite dalle (1) in modo
ciod da avere

(4)  wy=u,(2),s,...,2,) .|ﬂgzi‘tg[x|,i",m127,,),---,u,‘=ﬂ.,{.’$|,$g,-u,x..]1
perché allora si avranno le formole
duy, = a"’ld l+g"‘dz,+ +3“' dz,

3u1 du,

rﬂul:(ax g dnt +3"= dx)

© a1 Sty
m=“h+ﬁ@+uu+?hu

]
dtuy = f“’ .-|- d.r,+ S, u'd::,‘),
I|
talché quando le (4) siano trovate il problema potra dirsi risoluto, inquantoch@,
come abbiamo gia detto, sostituendo nelle (3) e giungendo in tal guisa a equa-
zioni della forma

dx:AI dx1+A:d$|+---+An dznj ;
d'x=A,,d0} + Agodiy + ... + A, odic}, + 2 A, pdrydag + .. + 24, do d2, + -y

® & a2 s s .. . - P P - e e P P ..

otterremo subito

Jil ) 'Aﬁ y£ah o -An E]
wﬂ? o o 2 .
X 4 x
( M Al]ral_; ﬁ&n ,3.‘52 Annsaxax -&1,!1---1&5—3;‘3-“.”----1
o Ex
pei valori cercati di 3, 3% yin funzione delle nuove denmte B, au, 35

delle nuove variabili #, %, ..., %, ; potendo sempre alle quantita =,, z, , ..., =,
dove compariscono intendere sostituiti i loro valori (1).

E cosi in particolare sostituendo nella prima delle formole (3) i valori pre-
cedenti di dw, ,du,, ..., du, , e poi uguagliando a 3 33:; S ,;' i coeffi-

cienti di dz,,dry, ..., dz,, si trovano le formole

B oo g 3 2u,
Friat i i R T
3i_ oy 3!11 ox 3!£t+ _ai%
A, duy 2z, | duy 2, T Qu, By !

(M

& ox S 9x du,
|3z, = Bwaz, T wnde, T T au
o & ox
che danno subito le derivate — %m0
213. — Con questo processo perd, ove effettivamente fosse indispensabile di
conoscere le u, %, ..., %, in funzione di ,, a,, ..., 2, per mezzo delle (4),
noi saremmo il pit spesso arrestati dalle difficoltd grandissime che ordinaria-
mente s’incontrano per passare dalle formole (1) alle (4), per le quali &
necessario potere determinare un sistema di soluzioni dells (1) stesse.
Pero, poiché evidentemente, a causa delle (5), non importa propriamente
di conoscere le u, , #,, ... ,u,, ma basta conoscere le loro derivate rispetto a
Ty y Ly g oeey T, BSPTESSE DT U, 4 Uy ..., U,,, S'Intende subito che per giungere col
oz

metodo precedente ai valori cercati di - P : 1+, bastera determinare i valori

ST TRV DR

izt O Yo, ! O Y 3T
che si stabilirono trattando delle funzioni implicite, e pel caso sempre che il
determinante funzionale delle funzioni @, ,a, ..., z, che compariscono nelle
(1) sia differente da zero; e anzi con questo processo avremo anche il van-

, servendosi delle formole(1) colle regole
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taggio che queste derivate verranno senz’altro espresse per le nuove varia-
bili w, , % , ... , #, senza bisogno di ulteriori sostituzioni per mezzo delle (1).
Ora con queste regole si formano subito gli » sistemi di equazioni seguenti

| om dw  dm dw 3z, du,
II | 1-— a_btl é-:r'l' + a?! 3'_1', —l— ...... + 327” BE' 5
| o | A o A
1.0 sistema du, ox, + du; o, & wus st Qu,, Bz, '
_ om, du, 2x, Juy 3z, du,
= & T o a, T + . o,

_omy or, oJuy or, %
=% m Tomam T * 5un 2, °

LT S R i " O
2.° sistema du, ox, g Quy 3ry + du, ory’

(8) ’ S o g 3
_Om, du, ox, ous 3:5,3 31“
V= = 5 gy T + 5 5,

_om 3wy | On B oz, du,
o=z 3 T T + 5, 3,

\o_n 2 2ndw oz, 2u,
n.° sistema | L 3u, oz, + duy 3x, ' T * . %,

’ 3z, S, ox, duy ox, ou,

-1_3‘_“] a?n-'_a_-u;a_x_t;_*- lllll +auuaxn,
ognuno dei quali si compone delle derivate di tutte le equazioni (1) prese
rispetto ad una stessa variabile x, colla regola delle funzioni composte; e
ora da questi sistemi di equazioni, che sono di primo grado fra gli n sistemi

g (B B ) (o e O e
Incognile \z, * o, ""‘3.‘-:1) "\az, 3z, ' 0my) T o2, ? B, 02

respettivamente e hanno tutte gli stessi coefficienti per le incognite, si rica-
veranno i valori cercati delle derivate di , , % ,..., %, TiSpetto & &y, Tg yery Tu
espresse per le u, ¢ , ... , 4, stesse, tutte le volte che il determinante funzio-
nale delle funzioni z,,%; ..., z, che compariscono nelle (1) sia differente
da zero.

9
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3w, ' om0, Oy ' 0wy’
mando colle (8) nuovi sistemi di equazioni di primo grado col derivarle par-
zialmente, come si disse trattando delle funzioni implicite, verremo a determi-
nare i valori anche delle derivate seconde di u, %, ..., u, rispetto alle va-
riabili @, , s, ... ,&,,  poi, ove occorra, si troveranno anche le loro derivate
terze ecc....; dopo di che, sostituendo nelle formole (5) o nelle (6) rimar-

ranno determinati completamente i valori dei differenziali di w,, %, ..., %,

; : ... 0% o x P M =
e quelli delle derivate parziali T 30 VR IR Cr e

Da questi valori poi di .., 0 anche for-

S'intende poi che se le equazioni che definiscono la trasformazione, in-
vece di esser date sotto la forma esplicita (1), fossero date sotto la forma

f,[x.,:cg,...,a,',,,ﬂ.,‘ag,...,!t,,]-ﬂ ] fg[x,,x,,...,J:“,?;,.u,‘...,u,.}-ﬂ' gy fnlzlaxh-"gxmuhu!"'sﬂn)-o}

e colle condizioni stesse che abbiamo posto sopra rispetto alla unicita dei
valori da esse definite di #, , @y , ... z,, 0 di %, , %s, ..., %,, il metodo precedente
sarebbe ancora applicabile, sostituendo perd allora naturalmente ai sistemi
di equazioni (8) quelli analoghi che si dedurrebbero dalle (9) colle solite de-
rivazioni parziali: e salvo a dover fare allora in alcuni casi qualche elimina-
zione relativa a tutte o ad alcune delle quantita , , , , ... , z,, che potrebbero
continuare a comparire nei valori finali di i i L. L % &

. ar, '3z, oz, ' ol ' A}’
/‘--214. — 11 metodo che abbiamo dato pel calcolo dei valori richiesti di
n oz % M M
oz, ' 3,3z, e’ Oy
differenti i differenziali dei vari ordini di % rispetto alle antiche variabili indi-
pendenti @, , @y ,..., 7,., e poi nelle due espressioni ottenute per dx, per d'z ...
uguagliare i coefficienti delle stesse potenze e degli stessi prodotti di potenze
dei differenziali dzx, , dx, , ..., dx,.

L’altro metodo poi, cui alludevamo in principio del § 212 [pag. 290 e seg.]
@ tutto fondato sulla formola di derivazione delle funzioni composte.

Si osservi percid che quando nella funzione x, che dapprima viene data
o almeno si considera come una funzione #(zy , s , ..., @,) di &, @ oo, Ty, S
PONgONO per @ , Ty, ..., &, i valori (1) o quelli definiti dalle formole (9) in
funzione di 2, % , ... ,u,, la funzione stessa x si trasformera in un’altra
%ty , Uy ..., t¢,) delle nuove variabili w, , # yu 2,3 talché, tenendo conto di
questo, e osservando anche che u, , %, ... , %, POSSONO alla lor volta (secondo
le nostre ipotesi) considerarsi come funzioni di x, s, ..., T, definite dalle
(1) o dalle (9), s'intende subito che I'antica funzione % pud anche conside-
rarsi come una funzione di %, ... ,, composta per mezzo delle funzioni

Uy Uy y ey U, definite dalle (1) o dalle (9).

.. consiste in sostanza nel trovare con due vie
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In ordine dunque alla regola di derivazione delle funzieni composte,
avremo le formole

& & X duy x Ju,
E‘£E+Mk+ Tt 5 3,
e _ o ou o o,
(10) 3, — w3 +mm+ n g
oz ox ou, x dus x du,

.~ ow m, T agan, T T B, B,

che concordano con le (7) trovate col primo metodo; e in queste, come nelle

du, Bu, du, Oduy o, 5 i
(7), le derivate ol PR el et devono intendersi tratte
dalle formole che determinano le funzioni #, ., ..., u, definite dalle for-

mole di trasformazione (1) o (9), e meglio anche dai sistemi di equazioni
(8) o dai sistemi analoghi che si avranno dalle (9); talch@ cosi noi abbiamo
oz oz

*a"-‘; ¥ 9:5, y eeey a? v

9 oz ox
o AR vy
le derivate di #,,us,..., %, che vi compariscono siano gid state espresse per
Uy 4 Uy y ...y %, quanto nel caso che esse restino funzioni di «,,a,,...%,,
— come avviene quando sono dedotte dalle (4) — o nel caso che non siano
state anche effettivamente caleolate, ma siano soltanto indicate) & evidente che

gia le equazioni che determinano

Trovati poi questi valori di ¥ allora (tanto nel caso che

considerando i valori trovati —a% 2 %% R i come nuove funzioni composte
ox, ' dx, or,
di @, , @ ..., x, e valendosi ancora dei valori gia trovati per oy ] i o ElL
8:51 3.'52
% % o

giungerd a determinare i valori delle derivate seconde L &"m you

colla ripetizione del processo precedente: e quando in questi valori vi vengano a
figurare le derivate seconde di w,, u, ,..., u, rispetto alle variabili z,,x, ,..., Z,,
si potranno anch’esse ottenere dai valori dlg IR gu‘ .. considerandoli come
Ty

funzioni composte, o anche servendosi dei sistemi di equazioni che si avranno
dalle (8) con nuove derivazioni parziali, ecc....

v 215. — Per fare qualche applicazione, daremo le formole mediante le
quali, trattandosi di una funzione % delle coordinate cartesiane x e , si espri-
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mono le derivate di z prese rispetto ad = e y per le derivate della stessa
funzione x prese rispetto alle variabili ; e w delle coordinate polari.

Osserviamo percid che in questo caso le formole di trasformazione (1)
o (9) vengono ad essere le seguenti

(11) r=pcosw , Y=psenw;
e quindi per le (7) o (10) avremo

9 &3 | % dw Bx o , & dw
&) & por  dwr ' %y 5% 3w dy

talchd, quando si determinino 5~ % Bp du 3—‘", saranno subito trovati i va-
33y & ay

lori di & o espressi per p, o B

dr Y% dw
Secondo quanto abbiamo detto questi valori di % % 9 aﬁ’ pos-
3y & 3_:;

sono ottenersi, sia valendosi delle formole

(13) p=VZ+y m=arctgz—

che vengono dalla risoluzione delle (11), sia colla regola di derivazione delle
funzioni composte formando i sistemi di equazioni (8); talch® in due modi
% 9% Odw duw

possiamo ora determinare questi valori i a_g ' 32 © 5
Ora valendosi delle (13) si trova
gg—--f:—-cosw, g£= Y —senw ,
(14) i i
dw y senw  dw x cosw

I r AR T L

e formando invece i sistemi di equazioni (14), si hanno le formole

1=cosmap—osenmam 5 0=cosw§£—psenm—m,
(15) \ dr ox dy dy
dw ap dw
rﬂ—senw—+r,cosma i I—senwa;-[-pcoswa?,
% & 3_m do
e queste conducono agli stessi valori di 5 '3y’ A % ; dungue avremo
subito
o dx senwdx ox 9z |, cosw ox
16 e b i R P Rl R,
(16) 5p = Cos® 57 " B senr.uap-|— .
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9 oz ;
pei valori di g—z_ g:espmsm per = TR P e quando p & diverso da zero.
Seguendo ora il processo dato nel paragrafo precedente, e considerando

questi valori di g_x e ;3;_: come nuove funzioni composte di « e ¥y per mezzo
x oY

di o e w, si trova

P 2w 3 x 3 ¥ dw\ coswdo dx aenmar Bx_senm( *x Iy 3*,. 3(_0)

A T Tl 5‘“@:%;-; e Bx) . %o xde ¢ \3pdwdz datdx)

&z dw 3z x & ¥z Ow| coswiw &x seno 3 __Bﬁhscnm( *r a’x aw)

ey % a,”‘““’@; D 53)‘ . dydw’ ¢ dyde p \dpdwdy dutdy)’

Fx dw 3x o ar &% 2w\ senwdw x cosw 3p _E_z-+cuam( Fx & 3’3 Em)

™ a,”e“"’(a 3y ow BJ) . 3yde ¢ dydw o \dpdw dy dutdy
dove % % e % devono avere i valori (14); talch® sostituendo si

'3y '
ottiene subito

| % : 2senw cosw o +san ) E’z+ sen*o dx  2senwcosw 3y
| o 'co“’a_p*’ ) dde  F T g o [ o’

(7)) apay o080 st — 53w & da* p 7 o'

\ 2z #x cos'w-sen'n 3% senwcosw X senwCOS® 3x  costw— sen w 0%
{

’ % ¥x 2senwcosw Mz costw 3% _cos’w 3x 2senwcosw or

7 e ¥ LI 7 TARP A A A
x M 9%
pei valori di 57 ' 3% o .
ap eawmeperpe w; e ora con queste e con le (16), quando si abbia una

. i x x ¥ M M
fmzlone1—,ay,ar, 33y a!p

e o e per le derivate di x rapporto a p ¢ a .
Cosi per esempm se la espressione da trasformarsi in coordinate polari
a!
sard la somma 323+3y’
chiama parametro differenxiale di second’ordine di x, si avra la formola se-
guente che & di continua applicazione nell’ Analisi

espressi per le derivate di x prese rapporto

otremo facilmente esprimerla per ¢

, che si rappresenta ordinariamente con A% esi

M M 1% 18

M=t~ af.*"' ot

— 299 —

2 2
al modo stesso che per la quantita (z—;] + @Tj) , che si chiama parametro

differenxiale del prim’ordz‘m di z, e s'indica con Ax, si ha invece la for-

ox
mola Az _G ) Br.u)

E quasi superﬂuu I"osservare che se invece di applicare, come noi ab-
biamo fatto, il secondo metodo pel calcolo delle derivate (antiche) di z, col
valerci ciod della regola di derivazione delle funzioni composte, noi avessimo
fatto uso del primo, confrontando ciod due espressioni diverse dei vari dif-
ferenziali, di z ecc...., saremmo giunti naturalmente agli stessi resultati.

Del resto poi, tralasciando di parlare delle derivate prime di x, poiché
per esse abbiamo gid trovato le stesse formole generali (7) e (10) coi due
metodi,+si pud osservare che volendo calcolare le derivate seconde di z col
primo metodo si prendera la formola

B*x "
- +2aa ddw-}—a,dm +a d",—}— S o,

dove i differenziali di p e di w s’intendono dedotti dalle formole (13) consi-
derandovi o e y come variabili indipendenti; e poi, calcolando effettivamente
questi differenziali dp ,dw,d*; e d*w e sostituendoli nel valore ora scritto di d*x, si
ritroveranno subito i valori (17) di ?2?' ﬂ
or® 7 dxady ’
ficienti di da®, 2drdy e dy* nella espressione che risultera per d*x.

216. — Fard notare esplicitamente, a scanso di equivoci, che quando i
caﬁgia.menti di variabile non avvengono per tutte le variabili indipendenti,
ma soltanto per alcune di esse, non si pud dire che le derivate della funzione
rispetto alle variabili che non mutano siano le stesse prima e dopo di aver fatto
i cangiamenti delle altre variabili.

Cosl, per es. se, avendosi dapprima x=z (z,¥), la x deve restare sempre
variabile indipendente, mentre la ¥ invece si cangia, e la formola colla quale
si fa questo cangiamento & la seguente

g% prendendo per essi i coef-

(18) y=y(x,u),

g ox\  [ex ; s AR
allora, indicando con Si:) e (Q_u) le derivate parziali rispetto alle variabili
e w dopo di aver fatto 1'indicato cangiamento, @ con g; e a.Tj le antiche de-

rivate, avremo le formole

A ox\ du
+ Gu ! (au) 3y’
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du du ; g g | 3y dydu . 3dydu,
dove e © 5 devono essere tratti dalle equazioni 0 = + e =umy
e quindi se la formola trasformatrice (18) contiene z non si avrd mai

g—:= G—;) altro che per valori particolari delle variabili.

217. — Trovo poi utile il fare osservare fin d'ora che il cangiamento di
variabili indipendenti serve spessissimo a trasformare date equazioni a deri-
vate parziali in altre pin semplici, o che meglio si prestano per esser studiate,
o per mettere in evidenza qualche particolarita della funzione cui si rife-
riscono.

Cosi, per es. quando rispetto ad una funzione z di z e y finita e con-
tinua insieme alle sue derivate prime e seconde in un dato campo, si sapesse

; : i 0%
soltanto che essa soddisfa alla equazione ar—t=0, o a* v
dove @ & una costante, bastera fare un adattato cangiamento di variabili per
passare ad un'alira equazione a derivate parziali che metta subito in evi-

denza la natura speciale della funzione z.
SR u+v u-v
E difatti ponendo z+ay=u , z—ay=v, ovvero r=—5—, 55 ¢

prendendo « e » come nuove variabili indipendenti, si trova subito che si ha

=

x Bu+2}hx§3_3_x+3_x

r dudr  wdr du v’

ox _3':.33 x v Qangz_z

3y _éuay - Y%

?x Fadu =z 3_5‘+ *x 3_u+3_’_7{§51__3’_x+2 *x _}Bir,
2=tz Tousvar  susvdr Tt o T dudw | a0t

& &z du &x v *x u M % * Rk

et e i it iy = it it -2 2__ 3
o wwy  Cmay ey Cwrwytwe  audw "5

e con queste la equazione data si trasforma nell’altra 3?:—3 =0, la quale,
¥ . ; 2

potendo scriversi sotto la forma ? |-— =0, ci mostra subito che * non
ov \Ju, du

contiene v, e quindi si ha g—; =1, (u); talchd ammettendo che la funzione

%, (u) si possa considerare come la derivata ¢'(u) di una funzione ¢ (u) di %
(della quale possibilita ci occuperemo in calcolo integrale) si potrd scrivere
o — »/(u); dopo di che, osservando che le due funzioni z e @ (u) vengono

ou
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ad avere la stessa derivata, e quindi non possono differire che per una quan-
titd che sia costante rispetto alla variabile w, ciod per una funzione ¢ () di »,
si concluderd che x=1 (u) <44 (»), e quindi, riponendo ora per uw e v i loro
valori z4ay e z—ay, si potrd asserire che le funzioni 2 di x e y che in
un dato campo soddisfano alla equazione data a*r —t{=0 e sono finite e
continue insieme alle loro derivate prime e seconde almeno, vengono ad es-
sere tutte comprese nella formola x =« (z -+ ay) +4 (x—ay), per la quale
si verifica ora anche inversamente che la funzione cosi trovata z soddisfa alla
equazione data qualunque siano le funzioni arbitrarie p e ¢, purché siano
finite e continue insieme alle loro derivate di primo e secondo ordine.

11 ealeolo integrale poi pone anche maggiormente in evidenza 1'importanza
dei cangiamenti di variabili; poiche in quello si vede come lasciando dapprima
indeterminate le formole di trasformazione (quelle cioé che legano le antiche
variabili alle nuove) si pud poi in molti casi determinarle in modo che una
data equazione a derivate parziali si trasformi in un’altra che possa pil1 facil-
mente studiarsi, ecec....

218. — Aggiungiamo che anche nel caso di pit variabili indipendenti
spesso avviene che oltre a queste variabili si cangia anche la funzione; ma
noi, per la ristrettezza dei limiti che qui dobbiamo imporei, non possiamo trat-
tenerci a parlare di questi cangiamenti nel caso generale; e ci limiteremo
ad accennare brevemente, pel caso delle funzioni a due variabili indipendenti
x e 7, da trasformazione conosciuta col nome di trasformaxione di Legendre.

Osserviamo percid che quando sia x=x (z ,y), essendo x(z,y) una fun-
zione di # e y conosciuta o no, ma per la quale si sappia che & finita, con-
tinua e a un sol valore per tutti i punti (z,y) di un dato campo C insieme
alle sue derivate parziali di primo e second’ordine almeno, le derivate par-
ziali g—: e g-; o p eq di questa funzione (nota o ignota) saranno anch’esse
funzioni di « e ¥ in tutti i punti dello stesso campo C, e saranno finite e
continue insieme alle loro derivate di prim’ordine almeno; per modo che si
potra scrivere

{19) P=P[T‘§) 1 9*_—?(5’5‘?)‘],

essendo p(z,y) e q(x,y) funzioni, conosciute esse pure o no, di z e y, ma
finite continue e a un sol valore insieme alle loro derivate di prim’ordine
almeno; le quali derivate evidentemente non saranno altro che le solite quan-

tith s t(cloé g:; 3?:;_2; z;x,) e soddisfaranno alla condizione . aq

&
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Conseguentemente se il determinante funzionale rt—* delle funzioni
plx,y), q(z,y) non sard sempre nullo entro C, le formole precedenti (19)
mentre definiscono p e ¢ in funzione di e y pei punti di C, definiranno
anche = e y come funzioni finite, continue e a un sol valore delle quantita
p e g considerate come variabili indipendenti in un certo campo ¢,, per modo
che, come ad ogni sistema di valori di # e y entro un campo ¢, che sia tutto
o porzione di C, corrisponde un sistema unico di valori di p e di g che cadono
entro ¢;, cosi viceversa a ogni sistema di valori di p e g entro ¢, corrisponderd
un sistema unico di valori di e ¥ entro ¢; e nelle formole note o ignote

(20) z=x(p.q) , y=¥%(p,q)

che determineranno i valori di z e  per mezzo di p e ¢, le funzioni z(p,q),
y(p,q) saranno finite, continue e a un sol valore insieme alle loro derivate
prime per tutti i punti p e ¢ del campo ¢.

Di qui apparisce chiaro che, conoscendo o no la funzione z(z,y), se si
sapra che essa & finita continua e a un sol valore insieme alle sue derivate
parziali di primo e secondo ordine almeno in un certo campo C, e si sapri
altresi che in tutto o porzione dello stesso campo il binomio ri—s* o diffe-
rente da zero, allora, almeno finché ci terremo in una porzione ¢ assai ri-
stretta di C, invece di x e y potremo prendere per variabili indipendenti p e g;
ed & questo appunto che ha fatto Legendre, prendendo al tempo stesso per
funzione invece di x la quantiti w definita dalla equazione
(21) u=pr+qy—=x.

Volendo ora dare le formole che servono per questo cangiamento di varia-
bili e di funzione, indipendentemente dalla conoscenza delle funzioni z,p e ¢
di e y, salvo perd a sapere che esse soddisfano alle condizioni di conti-
nuita ecc. ... di cui abbiamo parlato sopra, procederemo nel modo seguente.

Osserviamo che, qualunque siano le variabili indipendenti, prendendo il
differenziale totale di u si ha du= pdx + qdy -+ xdp +ydg—dx , e siccome
dx = pdx -+ qdy si vede subito che

(22) du=zdp+ydy ,
e quindi, quando p e g siano prese per variabili indipendenti, avremo intanto
le formole

du du

(23) T=g 0 Y3

le quali, quando si conosca % in funzione di p e di ¢, serviranno & darci

2 Fu_ Pu FPu s 2u r Pudu [ Fu\? 1
("‘ ] ap!— ( )
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con semplici derivazioni parziali i valori delle antiche variabili = e y in
funzione delle nuove variabili p e ¢, e condurranno cosi alle formole cor-
rispondenti alle (20); come inversamente, quando non sia zero il determinante
funzionale A ?-zf —( Cad 2{'11 che vedre i i
3 of » aq) 3 mo essere escluso dalla ipotesi che
abbiamo fatta che »,s,{ siano finite) serviranno a darci anche i valori (19)
di p e ¢ in funzione di = e y.
Osserviamo poi che, qualunque siano le variabili indipendenti, insieme
alle formole precedenti si hanno, com’® noto, le altre

(24) dp =rdx+-sdy , dg=sdx+tdy;

e siccome almeno nel campo ¢ nel quale si considerano « e ¥, o nel campo ¢,,
nel quale si considerano p e g, il binomio »t—s* & differente da zero, queste
equazioni (24) possono risolversi rispetto a dr e dy, e allora ci danno

t -8 =
dr=—— _|_— s T
A-e P tag U WmHE P T

e cid, com’ abbiamo detto, qualunque siano le variabili indipendenti; talcha
si pud ora concludere subito che, quando queste variabili indipendenti sono
peq,siavra:

x i dx 3y s 3y r

25) o b e ., & ;
op ri-8' 3 op rt-s" 3 rt-s*’

e quindi a causa delle formole (23) avremo ora le altre

ri—s ' 3pdg dqdp~ ri-5 3¢ ri-s ' Pp'o¢ \pdq

le quali, oltre a mostrarci, come dicevamo sopra, che, sotto le nostre ipotesi,

g e . dudu Fu\r, ..
il binomio A (31-—-—};{?] ¢ differente da zero, ci danno subito anche
Fu u du
3g* 3 p*
B e g W = P
) @ﬁc_(a’u )" y Fudu_ (Fu "t_a"’ua’u Fu \*’
3p* 39" \dpdq op* 3 (3P 3?) P3¢ (310 3?)

pei valori cercati di »,s,? in funzione delle derivate parziali di secondo
ordine della nuova funzione .

s



f

( Fu .8 Pu )
\ou du u B 3* 33 7 -
a3 P g T T (&"i‘z@_(zﬁ)"@aﬁﬂ(ﬁ)w
{ P o 3939) o \epdq) '3 \pd/
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Pu Fu

. . ; ; u du Su e e
Se poi per analogia poniamo a;-p,,-a-q—q,,épi—r,,ﬁ l’aq‘- i

possiamo dire che si avra

t 8 ) 1
= = =— B —— =— t—xtz——‘
@) z=p,y=a,7 fltl'sf‘s ”'1‘:-3?,( it — s ! rid =St
come inversamente si ha

= r 1
(29) ey A% g b= nh-si=——3;

e ora quando si abbia una espressione della forma [(z,y %,P,q,7 8,1
'intende subito che essa verra trasformata, e si ridurrda quindi a dipendere
dalle nuove variabili p e ¢, dalla nuova funzione » e dalle sue derivate, so-
stituendovi per z,y ,7,s,t i valori (23) e (27) o i valori (28), e per % la
espressione uﬂpg-:—q% 0 u—pp,—qq che viene dalle (21) e (23).

S’intende poi che la trasformazione inversa riconduce sempre alle formole
primitive.

219. — E s'intende pure che quando ci venga dato o sia trovato il valore
di % in funzione di pe ¢, e sia u=u(p,q), [come avviene, per es. quando
partendo da una equazione a derivate parziali di primo o second’ordine in
% f@,y,%,p,9=0, 0 f@,y,%,P,4,7,8,)=0, si giunga a una
equazione trasformata

u u ou
f% 1 §§ 1 u_pa_P—an }?9Q)=0)

0

che, a causa di qualche particolarita che presenti, ci dia facilmente il valore
u(p,q) che la soddisfa identicamente], allora il valore della funzione primitivax
potra riguardarsi come definito dal sistema delle tre equazioni x=u(p, ¢)—p*—44»
x =%: s Y= %, le due ultime delle quali definiscono p e g per mezzo di

« e y e servono quindi a ridurre anche z a dipendere da x e ¥. ‘
920, — La trasformazione di Legendre d specialmente utile quando si

hanno equazioni & derivate parziali del second’ordine in z della forma

Rr+Ss+Tt+U(ri-s)=0
dove R,8,T, U dipendono soltanto da z,¥,%,p,9-

]
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Colla indicata trasformazione infatti le stesse equazioni si trasformano

nell altra

RN e+ Do+ U0,
dove R,.S,.T,.U, sono cid che divengono R,8.T.U ponendovi per =,y,z
e du n u .

AR TR w—p » q E; e questa equazione trasformata, men-
tre ha il vantaggio di esser lineare rispetto alle nuove derivate parziali del
Fu Pu Fu
2 2,
%i %: — (3?);:?)’ corrispondente all’antico binomio 7f—s*.

221. — Notiamo anche esplicitamente che il caso in cui p e ¢ non potes-
sero esser prese come nuove variabili indipendenti. perche fra esse sussistesse
una relazione della forma F(p,q) =0, & escluso dalla condizione stessa che
abbiamo posto sopra che il binomio 7 —s* sia differente da zero nel campo
che si considera; gincch®, se si avesse F(p,q)=0, ne verrebbero le due
ar . :—is - %E;t =0, le quali darebbero sempre rt—s*=0.

E si pud anche aggiungere che, siccome si vedra in calcolo integrale che
quando non siano contemporaneamente zero s e una delle altre due derivate
ret, essere #f—s*=0 porta sempre la relazione F(p,q)=0(*), cosi tanto
& dire che si esclude il caso di 7t —s*=0, quanto & dire che si esclude quello
in cui fra p e ¢ sussiste una relazione della forma F(p,q)=0.

i valori

second*ordine . ha anche 1'altro di non contenere il binomio

aF
f+ a—q"5=0

#) Siccome ri—s® & il determinante funzionale di p e ¢ rispetto ad &« e y, si pud
osservare che la particolaritd qui indicata risulta subito anche da quanto dicemmo
sui determinanti funzionali in fine della nota delle pag. 264 e 265, senza bisogno
di ricorrere al caleolo integrale.
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