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Doveva col quarto Volume terminare 1l Cor-

so di Matematiche ad uso degli Aspiranti alla
Scuola d> Artiglieria, e Genio in Modena , se
nel Tomo terzo avessero potuto aver luogo le
prime applicazioni dell’ Algebra alla Geome-
tria , le serie Algebriche , e le nozioni pri-
me de’ Logaritmi . Pero, siccome la mole di

quello sarebbe rivscita sproporzionata al suo

sesto , ed incomoda all’> uso , cosi si rese ne-

cessario questo quinto Volume che in gran
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parte comprende I’Appendice all’Algebra pro=
messa nel terzo, e (questa parte dev’ esscre
considerata prima del quarto .

Ma giacché si ¢ dovuto estendere a cina
que tomi il Corso indicato, si penso di non
lasciar nulla indietro di quanto appartenenao
tuttavia agli Elementi di Matematica mostras-
se almenc in distauza il vasto campo ch’ ella
presenta ai curiosi di pin sublimi cognizioni.
Pertanto all” Appendice del’Algebra , che gia
tende all’oggetto qul rimarcato, si sono faiti
succedere due Opuscoli, 'uno del Profe-sore
Giuseppe Tramoutini contenente le Nozioni
preliminari sul metodo delle tre coordinate -
I"altro del Professore Ca:lo Beufi reri, che com-
prende 1 Canoni, Puso, e I’ oggrtto princi-
pele della Trigonometria Sferica. E siccome
questo Profissore fu s mpre solito di fur ser-
vire questa parte di M:tematica elementare
ailz leziom ¢1 Geogrufia Sferica, le quali po-

ne alla testa del Corso di Fisica che insegua
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nella Scuola, cosi per abbreviare notabilmen-
te la stessa Trigonometiia Sferica astratta , e
per renderne pin ameno lo studio, ha credu-
to meglio di mostrarla immediatamente appli-
cata a'la Geografia Sferica, di cul per conse-
guenza da le nozioni piu necessarie , ed espo-
ne € spiega i fenomeni piu interessanti .

Ne per questo solo titolo s1 € superato
I’ ohjetto, che potrebbe venir fatto, di non
avere contenuta I'opera nei confini della pu-
ra Matematica ; ma si ebbe di mira partico-
l.rmente il vantsggio chie gh Aspiranti alla
Scuola possono ricavare dallo studio di que-
sto quinto Volume . Quantunque negli esami
non si esigeranno di esso che le cognizioni
comprese nell’” Appendice all” Algebra ; pure
sard per loro di sommo giovamento |’ acqui-
stare un’ idea delle altre cose ancora ; poiché
il fine di detta Appendice, ed 1 due succes-
sivi Opuscoli danno loro a conoscere la natu-

ra de’ principali Studj, che appena ricevuti
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APPENDICE

ALL ALGEBRA

PARTE PRIMA

DELLE PRIME APPLICAZIONI DELL’ ALGEBRA
ALLA GEOMETRIA

CII.PO Io

Dei luoghi geometrici delerminati di primo gredo ,

¢ della costruzione delle Equazioni di 1.° erado .
£

1. Scol. 1. L. Snpponghiamo piu rette AB, CD,EF,

GH ec. MN, tali che CD=2AB, EF =3AB, GH Fig. s

= 4AB, ec. se chiameremo 1 la prima AB, e chia-
ro che sari CD=-2, El =3, GH=4, ec., d’onde
apparisce clie , posta come unita una retta AB di
una data lunghezza, per esempio d’un metro, il
suo doppio CD si esprimera col numero 2, il tri-
plo EF col 3, il quadruplo GH c¢ol 4, ¢ in gene-
rale una retta qualanque MN uguale alla AB repli-
cata le volte a verra espressa da questa lettera a.
Duanque i numeri ci potranno esprimere le quanti-
ta lineari, riferendo queste ad una data retta pre-
sa come unita ( 1.° 4. Algebra).

II. Cio essendo potremo applicare il calcolo al-
le quantitd geometriche, e di questo per conseguens

Algebra X
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2 APPENDICE ALL’ ALGERRA

za ci potremo servire nella soluzione dei Problemi
ch diconsi gecmetrici, cloé di gue’ probicmi, che
riguardano le quantita estese., Vogliasi difatti a ca-
gion d’esempio allungare nna data retta AB gia pri-
ma divisa in un dato punto O sino ad un punto D
tzle, che il rettangolo di tutta la AD in DB ugua-
gli il quadrato della CD.

Poiche la AB e data, suppongasi che sia d’una
lunghezza a, ossia si povga AB=a; ed essendo da-
to 1l punto C avremo cognita ancora la retia CB,
oude la porro =120 { prec. 1 ); il prolungamento poi
BD formando la quantita incognita, o chiamero x.

Per la condizione del Problema dev? cssere 1l
rettangolo della AD nella DB uguale al quadrato

della CD, ossia dev’essere ADXDB=CD?*: dnnque .

avendosi AD=AB+BD=u~+ ., BD=x, CD=CB
+ LD =206~ x, sostituendo sara (a+x)ox=(b+ x)?,
ossia ax +x* =0’ + 2bx+a*, e quindi (q—2b) zr=
{* . Abbiamo ora un’ Equazione, da cui si ricava
b . . :
x = —— dunque esprimendesi da questo risnl-
tato 11 valore del prolnngamento da aggiungersi al-
bl

1x AB, col fare BD:T?J)’ avremo la soluzione

del proposto Problema .
III. Ma come potremo ottenere la retta BD u-

2 C e
P Quivi & do-

a - 2}
ve differiscono fra loro i Problemi algebraici ed i
geometricl: ottenute negli uni, e negli altri egnal-
mente le Equazioni dipendenti dalle condizion: da-
te , ner primi non abbisogna, che di sciogliere que.
ste, aflin d’avere la soluzion del Problema, ma nej
secondi, oltre la soluzione delle Equazioni, con-
vicne determinare le quantita geowmetriche, che cor
rispondono ai valori algebraict delle incognite, e
seonire questa operazione cin ¢, che rapparto alle

guale all’ espressione algebraica

Sue
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Equazioni dicesi costruire le Equasioni, e rapporto
alle semplicl espressioni algebraiche , dicesi, ritro-
are i luoght geometrice, che a queste corrispomlo-
no . Nel capo preseute si espongono 1 metodi e e
leggi di tale operazione per le espressioni algebrai-
che razionali determinate, e quindi per le Equa-
zioni determinate di 1.° grado.

2. Prob. 1. Avendosi la retta AB=a, e I"altra
CD =14, si cerca il luogo geometrico della somma
a—+b.

Sol. Supposto, che il valore, che si domanda,
dehba cominciare dal punto E, ed estendersi oriz-
zontalmente ed alla destra dcllo stesso E; si con-
duca 1n tale direzione una retta EF=AB=a, s1
prolunghi questa nella direzione medesima fino ad
vn punto G tale, che FG=CD=4; e risultando
Ja EG una sola retta, e perd un solo Tutto, di cui
EF=a, FG =/ sono le parti, che lo compongono,
sari cssa EG il domandato luogo geometrico della
somma a-b (n.°18 Alg.) .

3. Scol. 2. 1. Se le rette date siano pin di due,
per esempio le tre AB=a, CD=0, HI == ¢; allo-
ra, supposto che il valore richiesto debba nel mo-
do del (n.prec.) cominciare dal punto K, ed esten-
dersl alla sua destra, trovo come nel citato (7. prec.)
la KM=« + 46, prolungo nuovamente questa KM
alla destra di M sino che si ottenga MN =HI=¢,
e sarh KN = a +d+c. Lo stesso si pratica, qualun-
que altro sia il numero delle rette proposte.

II. Che se si avesse voluto, che 1 luoghi geo-
metrici delle somme a2 (1n.°2), a+ba4c(prec.T)
cominciando rispettivamente dagli stessi punti b5, k,
s1 estendessero alla loro sinistra ; allora, operando
da questa parte sinistra nel modo stesso, come si
e ne’ citatl (n. 2, prec. 1) opcrato alla destra, si
sarebbero deterininate , pe” domandati lnozhi geo-
metrici , le rette EG', KIN', risultindo EG' =a <0,
KN =a+0b+c.

Fi
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HI. Condotta, come nel (1. »), una retta PQ=q,
dall’ estremo Q si tiri un’altra retta QR=7, la qua-
le faccia eon la PQ un angolo qualunque si vo-
rlia . Cio fatto, siccome si ha la fizura PQR for-
mata delle due rette PQ, QR, e siccome per co-
struzione si ha PQ=« QR=4, non potrebbe tal
figura POR costituire essa il Inogo geoinetrico del-
Ia somma @+ 07 Rispondo ehe no. Difattt mentre
si cerca di effettuare una somma, cercas propria-
meunte di formare un selo Tutte omogeneo alle par-
ti che lo compongono ; ma le parti, le quali nel
caso nostro deggiono costituire questo sole Tutto ,
sono linee rette. ciot le due AB, CD: dunque
eziandio la loro somma dovra essere una linea ret-
ta. Ora la fizura PQR non ¢ che 1” accozzamento
di due rette fra loro diverse, ciot delle dne PO,
QR porzioni delle rette tra loro differenti LI, RV,
¢ pero non essendo una retta sola, non e una fi-
gura omogenea alle date AB, CD'. Dunque ec. Ve-
10 ¢ bensi, che avendosi PQ=g,, OR=10, si pno
dire che la lunghezza PQR ugnaglia la somma ¢+b
ma nel dire iz tal modo non dicesi ria che essa
POR costituisca simile somma ,» dicesi solamente |
che la lunghezza delle PQ, QR, uguaglia uua ret-
ta, la eni lunghezza & g +5 .

4. Probl. =, Date le due rette AB=4, €D =
vogliasi il valore geometrico dela differenza (; — b.

Sol. Stabilito, che il chiesto valore debla co-
minciare dal punto E , ed estendersi alla sua dow
stra s1 conduca in questa direzione la EF —=AB=q,
quindi dall’ estremo F venendo verso F , 81 appli~
chi sopra della FL una retta FG=CD=%, ¢ risul-
tando EG=EF —FGC=u—10, sari questa EG il
valor domandato. Se un tale valore si fosse richic-
sto zlla sinistra del punto E, condotta a questa di-
rezione sinisira la EF, avrel proseguito ad operare
come precedentemente

0. Scel. 8.° 1. Se il punto da cui si vuole ,

[ I
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che imcomincino 1 valori delle a b, a—b{n.2, 4} Fir. 3, 4

fosve state il punto A, ¢ sc nella direzione mede-
<ima della AB avessero essi dovato estendersi; al-
lora invece delle rette EF — AB, devevamo pro-
lungare nel Problema del ( n.° 2} la stessa AB, ed
alla AB sovrapporre ncl Problema del (n.° 4) la

supposta GD, e si marebbero ottennt: egualmente e

pin brevemente i valori geometrici delle date es-
pressioni a +=b, a—0.

II. Supposta una retta indefinita XY, e suppo-
sto che da un sue punto K comincino a computar-
si le sue porzioni; io dico, che, se le porzioni
per esempto KL , KM , ec. di lei, che si prendo-
no alla destra di K, si assumono positive , le por-
zioni , che si prendono nclla direzione contravia,
cioé alla sinistra di K, come per esempio le KL,
KM', ec. si dovranno considerare negative.

Difatti nello stabilire il punto K., si ¢ fissato
un termine nella nostra indefinita XY , il quale
costitnisce due parti della retta data, cioe le due
XK, YK . Ora mentre si dice siano le KL, KM,
ec. quantita positive , altro mon s1 dice, se non se
si rconsiderino le KL, KM ec., come aggiunte (n. 25
Alz.) , ed aggiante ad un’ altra retta, da cul tac-
ciamo astrazione { n.264lg.): ma esse KL, KM,
ec., mentre si considerano in questo stato, mnon si
possono considerare aggiunte ossia sommate. se non
che con la XK (.2 2, IlI. n.° 3, n° 4). Dunque,
mentre si dice siano le KL, KM, e cosi le altre
porzioni , che si estendono alla destra di K, posi-
tive , tacitamente si dice ancora , sia la XK quella
retta, da cui si fa astrazione , € con la quale le
citate KL, KM, ec. voglionsi considerare come som-
mate . Ora mentre si cerca , quali dchbansi consi-
derare le KL', KM', ec. rapporto alle KL, KM,
ec. gid poste positive; altro infine non si fa, che
cercare qual maniera di combinazione debba consi-
derarsi , che albbiano le KL', KM’ cc. con queiia
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retta, con cui Je “L, KM, ce. st considerano uni-
te postilvamente . Duangne I’ eseguirve I’ indicata ri-
chiesta riguardante le KL', KM’ altro von sara che
cercare 1n qual modo queste rette si debbono con-
siderare unite alla XK; ma a questa XK le pin
volte mentovate KL’ , KM’, ec. non possono consi-
derarsi unite che nef" tivamente (n.° 30 Aly. ), poi-
che la loro p031zwne medesima fa s1 che da essa
XK non possano, che rimanere sottratte (n.2,4).
Dunque lo stabilire le KL , KM, ec. alla destra di
k positive, portando necessariamente , che la Im«x-
zione della retta, da cui si fa astrazione ( u. ° 20
Alg.) , s1a la XX, fa in modo ancora, che le Ki',
KM’ , ec. alla sinistra di K debbansi prendere ue-
gative ; dunque ec.

III. Se si avessero volute positive le porzioni
KL', KM', ec. che si estendono alla sinistra del
punto K ; allora la retta, con cul queste KL' KM/,
ec. s1 considerano sommate, e dalla quale st {a a-
strazione , sarebbe stata la YK, e col discorso del
( prec. 11 ) sarebbesy dimostrato doversi allora coua-
siderar negative le porzioni KL, KM, ec. che scor-
rono alla destra di & .

IV. Poiche stabilite le KL, KM, ec. positive,
e quindi le KL, KM', ec. negative ( prec.1l), si fa
pol (n.°26 4/p.) astrazione da quelia retta XK, a
cui le prime debbonsi counsiderare sommate, e le
scconde sottratte ; ne segue , che eseguita attual-
mente una simiie astrazione, non piu rimangono a
considerarsi nella figura , che le rette KL, KM,
ec., e le altre KL’ KM', ec., ma nella nostra 1po-
test quelle sono positive e queste negative. Dun-
que , posto un punto K, se le rette KL KM, ec.
fe quall prendensi alla sua destra , Sl considerano
positive , le rette KL', KM', ec., le quali scorro-
no alla sna sinistra, 51 dovranno considerare nega-
tive; e per consegnenza, volendosi accennare (ue-
sto loro stato , mentre le pnme s1 scrivono + KL,

N
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+ KM, ec., le seconde dovranno scriversi = KL/ —
KM’ , ec. Se si fossero poste positive le KL, KM',
ec. alla sinistra di K, pel {prec. I1I) sarcehbero ri-
sultate negative le rette a destra KL, KM , ec. Che
se la posizione delle rette finora considerate ( prec.
Il. 111, IV ) in vece di essere orizzontale , fosse
stata verticale, od nn’altra qualunque, € chiaro,
che avrebbero avuto sempre luogo egualmente 1 di-
scorsi e le conseguenze d¢’citati (prec. IL I, IV.).
Siccome poi , generalmente parlando , e arbitrario
il porre positive quelle rette , le quali si esten-
dovo in una direzione determinata, piuttosto che
quelle, le quali scorrono nella direzione opposta ;
ne segue, che per semplicita maggiore porremo, e
riterremo, quando non si avverta il contrario, nel-
le rette orizzontali, positive quelle, che scorrono
alla destra , negative quelle, che si estendono alla
sinistra di un puanto dato; e nelle rette verticali
porremo positive quelle , clhie partendo da un dato
luogo scorrono all’ insii, negative quelle, che ne
discendono .

V. Rignardo alle rette AB=¢, CD =) date nel
Problema del ( ».° 4 ), se sia GD = AB, ne verra
FG=EF, e perd cadendo per la fatta sovrapposi-
zione (7.°4) il pnnto G sopra E, il valore EG di-
verra zero ; come difatti deve essere, perche aven-
dost a=4h, risulta a— b= o .

VI. Ma nel caso, nel quale la quantita da sot-
trarsi CD =4 sia pin grande dell” altra AD=a;
eseonita al solito sopra della EF == AB la posizions
detla FG=CD, P’altro estremo G ~adra alia sini-
stra de! punto E, e la porzione EG ugaagliera in
Innghezza la differenza che passa tra 2 EF FG,
ossia le AB, CD: ma scorrendo questa EG alla si-
nictra del punto E deve pel ( prec. IV ) avere il
valore 1‘]@gf1tivo ) perché la EF, clie scorre alla de-
stra 1 F, si & presa positiva, ed essendo o < 4
per la lpotesi, abbiamo a — b (uantita neTativ .
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Dungue sard esattamente — EG = ¢ =25 . Pertante
in tutti 1 casi (71."4 prec. V, V1) 1" esposta ope-
razione del (n.°4) somministra il valore geometri=
co corrispondwte alla differenza a— 5.

VII. Se venga data I’ espressione a + b=—c+d—~e
poiche si riduce alla (¢ +b+d)—(c+e), potre-
mo averne il valore geometrico, determinando pri-
ma 1 valori delle a+b+d, c+e (n°2,In°3);
e chiamati questi m, 7, determinando in seguito il
valore della m —n (n.°4). Lo stesso si dica di tut-

ti gli altr1 casi simili.

6. Probl. 3. Trovare il valore geometrico, che
corrisponde al prodotto ab, avendosi a=AB, /==CD .

Sol. Si faccia con 1 lati MN=AB, MP=CD
il rettangolo NP . Il valore della sua area sapPIA o,
che si determina, moltiplicando fra loro i vatori dei
dne lati . Dunque essendo esso valore = ub ; la (quan-
tita geometrica , che corrisponde al prodotto ab
sara l’indicato rettangolo NP .
=. Scol. 4. 1. Le relte date se siano le tre AB
= CD.__.[) EF_..c, il loro prodotto abc e chia-
ro che Coruspondcri ad un parallelepipedo rettan-
golo avente 1 tre lati AB, GD, EF.

II. Ma se le rette date $14N0 plu di tre, yoi-
ché le quantita estes¢ non possono giammail SOi[i &
gare le tre dimensiceni, ne viene, che sari 1M os-
sihile trovare alcun valore gcometrico . che corrs-
ponda al loro prolotto algebraico ; cos1 se le rette
stano le quattro AB=ua, CD_b EF._(,, CH=
impossibile sara il ritrovare alenna quantita geome-
trica che sia uguale al prodotto algebraico abed .

I'l. Se sta «=1l=c¢, e pero AB = CD = EF;
avremo ABXCD=a*, ABXCDXEF=u3, e per
censeguenza la scconda, e la terza potenza algebrica
corrisnondono al quadrato ed al cubo nelle quan-
tita frm;nmr'u] e ed alle espressioni a4, a® ec. pel
(;.»rp(, Ii ) non corrispondera alcun valore geome-
trico.

O R i i
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. Scol. 5. 1. Supposte le due rette indefinite
GTF , CB perpendicolarl ad una stessa AD data di Fig. 7
posizione, € sapposta questa AD verticale , s1 con-
siderino positive le aree ADFB, che fra le rette
DF , AB scerrono alla destra della AD: in conse-
guenza di cio _con unl discorso affatto simile a quel-
lo dei (II, IV. 2.0 5 ) troveremo doversi conside-
rar negative le aree, che tra le DG , AC scorrono
alla sinistra della stessa AD. Si prolunghi indefi-
nitamente questa AD, e condotta ad ura data di-
stanza AB un’altra indefinita FH a lei parallela, st
rendane positive le aree, le gnali poste fra le AD,
EF estendonsi al disopra della AB; dovranno pren-
dersi negative quelle, che al di sotto scorrono ira
le AE, BH (IV.n.°5)-

II. Intersecandosi le due rette AD, BF con le
due AB DF si forma un rettangolo AF , il guale
estendesi alla destra della AD, e al disopra della
AB . Dungue questo rettangelo sard tante rapporto
2] limite AD , come al limite AB di valor positi-
vo . Ora presa alla sinistra del punto A la porzione
AC=AB, e al disotto la porzione A R =AD, e con=
dotte pel punti C, E le indefinite GL, HL paral-
lele rispettivamente alle DE , CB, si hanno 1 due
rettangoli AG, AH , 1l prime de’ quali si estende
alla sinistra del limaite AD, il secondo sotto del l1-
wite AB: dunque si questo, che quelle dovranno
rapperto ad AF prendersi ncgativamente, € SCr1ver-
si quindi— AG, — AH {IV n°5).

11l. Le GL, HL intersecandosi in L. formano
un quarto rettangolo AL, il quale si estende alla
sinistra della saupposta retta AD prolungata al d1
sotto , mentre alla destra della stessa retta s1 esteén-
de il rettangolo — AH. Dunque, avuto riguardo
al1” accennato limite DAE, I’area AL si dovra pren-
dere in un senso opposto a quello, in cui prende-
si I’arca — AH; ma questa— AH nel nostrc caso st
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pren:le negativa (prec.11) . Dunque 1’ altra, cios Iz
L, dovra prenilersi positiva,

IV. Sia AB=4, AD=10: cominciando queste
rette a computarsi dal punto A, ne verrh — AC —
~d, = AE == (prec. 11,1V n.o 5 ); e per conue-
gnenza avremo 1l rettangolo AF=AB % AD —, X b
= b, I’ altro -—AC.‘:-—-ACXADx-—-—aX/):"‘..—(1-/),
il terzo — AH = AB X — AE =aX~=b=—ab, ed il
quitto AL== — ACX — AE —— X—5b=ab. Duu-
que ai due prodotti algebraici ab, — ab, corrispon-
dono quattro rettangolr | e corrispondono in modo,
che poste a principio le AB >, AD positive , se il
prodotio positivo ab dipenda dai due fattor a, b,
ess0 indichera il rettangolo AF; che se lo stesso ab
venga formato dai fattori —a, —=b, 1l rettangolo
corrispondente sara AL: il prodotto poi negativo — ./,
sc sia tale a cagione del fattore — a, 1l rettangolo
corrispondente deve prendersi alla sinistrg della AD
in — AG; e se il medesimo — gb sia neganvo i-
pendentemente dal fattore — 7 ,» 1l rettangolo , che
£li corrisponde, si deve prendere sotto della AB in
—AH.

V. E bensi vero, che AL diventa dj sesno
contrario al segno di — AH non per la stessa ro-
zione, per cui — AH & dj segno contrario con AF;
gincche AF, — AH sono fra loro tal] per la dire
zione opposta delle verticali AD, — AL, e gli al-
tri — AH, AL lo sono per I’ opposta direzione del-
le orizzontali AB, — AC. Cio non ostante siccome
lo stato opposto del negativo non & che il positi-
VO, € viceversa; ne segue , che , qualunmque siasi
la ragione per cui ha luogo nei nostri rettangoli
Pindicata contrarieta di stato » sempre potra dirsi,
che , posto il rettangolo AF positivo , e quindi
I"altro — AH nezativo, si deve il terzo AL pren-
deve nuovamente positivo , perche avente uno sta-
to, ossia una direzione opposta alla direzione |
negativo—AH. Vedesi che esso AL risulta positivo
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anche mentre si considerl rapporto al rettangolo
— AG . La verita di «ueste conclusionl apparisce
eziandio da quanto si ¢ detto nel (prec. IV).

VI. Sopra dtl rettangolo AF suppounghiamo for-
mato un parallelepipedo ohe abbia una data al-
tezza ¢, e prendasi questa ¢ positiva: il valore di
tale parallelepipedo sarh aXbXc=abc (L. n° 7).
Sj costruisca ora un simile para]lelepipedo sopra
ciascuno degli altri tre rettangoli — AG, — AH,
AL ; il primo di questi sara evidentemente = — &
xbxc:-—abC, il secondo = a X — b Xc==—abc,
ed il terzo =m—a ¥ —bXc= abe . Condotta final-
mente al di sotto dei sohiti rettangoli AF , — AG,
— AH, AL D’accennata altezza, che , a cagione del-
la direzione opposta alla precedente , sara = = C,
si formino i1 corrispondent1 gquattro parallelepipedi:
il primo di essi sath = a X b X=—c=— abe , 11 se-
condo = =—a XbX—c=uabc, il terzo = aX—20b
Y — c=abc , ed 11 quarto ==—a X — b X = ¢ =
— abc .

Da tutto cid apparisce, I1.° che, otto essendo
le combinazioni algebriche, dalle quali possono ve-
nire formati 1 prodotti abc , — abc, otto sono pa=-
rimenti i parallelepipedi, che a’ tali prodotti cor-
rispondono ; 2.°, che quatiro di questi parallelepi-
pedi sono corrispondenti ad abc e quattro a — abc;
3 ¢ finalmente che le diverse direzioni delle rette
espresse con le a, b, ¢, indicanti la lunghezza, la
Jarghezza e la profondita del solido, quelle sono,
da cui dipende I’esposta variazione de’ Parallelepi-
pedi .

9. Probl. 4. Date le rette AB =a, CD =15,
EF = ¢, vogliasi il valore geometrico, che corri-

ab

sponde al quoto — .

< 2 T
Sol. Supposto -{—i—)- = x , poiche risuita ad =cx;

Fig. §
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Bara ¢ @ b :x; dunque il valore della 2 altro
non essendo che una quarta proporzionale geome=
trica dopo le tre rette ¢, @, &, avro la chiesta so-
luzione del Problema , trovando cen uno dei notj
metodi geometrici questa quarta . Disposte percio
le due rette indefinite AX, AZ ad un angolo quas
lunque in A, prendanpsi su di esse le porzioni AG-
=CF=¢, AH=AB =4, Al =€D — b, ¢ condot-
ta la GH, si tiri dall’estremo I la retta IK paral-
lela alla GH, ¢ la AK sard il valore geometrico
ab

domandato , onde AK =—.

< 2 ;

10, Seol- 6.° 1. Se —’2— s1a la espressione data ;
trovata dopo le due rette ¢, « una terza propor-
zionale geometrica , questa sard il valore della z .

. Oltre le rette a, &, ¢ del (n.° prec.) sia-
no proposte le altre LM =« , NO=e, ¢ vogliasi il

. : abd .
valore geometrico della espressione —, - Riduco

T abd ab d
percio questa — alla forma — X — ! trovo col

P 1 lrrn ab
mezzo del (n. prec.) il valore della —, € suppe-
sto tale essere la retta AK, denomino f il suo va-

abd  fd

lore ; ne verra —
ce

» €& quindi trovata una
quarta proporzionale dopo le NO = ¢, LM = 4,
AK = f, sara essa 1l valore geometrico domandato.
abdg

— riducen-

Iil. Se la quantiti data sia la

. ab d g . .
dosi questa al]a-—z-)(—é—x_-;: , determino prima f

ah . . o ;
= —- poscia cerco 1l valore di = , e chiamato

€550 /i , ritrovo un’altra quarta proporzionale dopo
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le b, k, g, € supposta questa m, avremo m =

lg f,] :Zg . .
__;:..’ ma k __.._é..,' durl{Il]_e Y F A— ek ? e’ a Caglone

di f'— il ﬁnalmente avremo m =

bdg
ceh

; onde de-

terminando tre quarte proporzionali otterremo il

. abdg T :
valore di —=1 € COsl di segnito.
_ ... abd abde

IV. Proposte siano le quantita —, ——
alideg . : ah CZ ab
—= , €C. Riducendosi esse alle ———X X de,
iy, 4 essendo pel (2. prec.) 2. =
-;-—.:cg ec., €d essendo pe (n prec.) = _...f, avremo

abd abde abdeg
sostituendo — = fd , — = fde , === fdeg
1 abid S ad

¢ perdo la prima espressione —— equivalera ad ua

hde .
rettangolo ; la scconda fw)—c:- ad un parallelepipedo

abgf’ \
(2. 6, 1. n 7); mala terza -——c—*g , e cosi le altre

albdegh
successive — — , €¢. non potranno avere alcun

valore geometrico corrispondente (I ». 7).

. ab abd abdg {
. Cor. Poiché i terminig,—, — , —~, €€
c ce cel

sono giusta il ( II. n.° 176 4lg. ) di una sola di-

abd abdg

mensione , gli altri ab — —o s €. contenso=

: o ; : albde abdeg
no due dimensioni, e i terzi abd, ——, ——

A Ce

ne contengono tre; ne servue, che quelle tra le ac-
gennate espressioni , le quali hanno algebraicainen~
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te (1. 162. A/g.) ana dimensione sola , rappresen-
tando solamente delle linee (nd 1, ¢; 1L 1L 1.0 10),
rappresentano quantita aventi anche geometricamen-
te una soia dimensione; alle altre espressioni, che
hanno algebraicamente due o tre dimensioni corri-
spondendo delle superficie, o dei solidi (nt 6, I.
n. 7, 1V. n° 10), corrispondono eziandio geome-
tricamente quantita di due, o tre dimensioni. Lo
stesso non puo dirsi in seguito , perche quelle tra
le esposte espressioni, le quali sono dorate alge-
braicamente di piu di tre dimensioni non rappre.
sentano quantita alcuna geometrica (II. n. », IV,
n. 10). Da questo frattanto apparisce che i termi-
ni algebraici di una, o due, o tre dimensioni ,
cosi appunto si chiamano, perché possono esprime-
re quantita geometriche aventi un numero di di-
mensioni corrispondente . Rapporto poi ai termi-
ni, 1 quali si dicono algebraicamente avere un nu-
mero di dimensioni maggiore di tre, si appellano
cosi semplicemente per analogia .

12. Probl. 5.° Trovare il lunogo geometrico di
una frazione razionale , nella quale il denominato-
re sia composto i piu termini, che abbiano lo
steseo numero di dimensioni, e nella quale questo
numero di dimensziont nel denominatore sia pid
piccolo del numero di dimensioni nel numeratore .

abed

Sol. Sia per esempio —— — la frazione
& ef S~ lihwmmlmin

data: ¢ chiaro, che avrd sciolto il Problema, oZni-
gralvolta avro ridotto il denominatore ad nn ter-
niine solo, poiche dopo simile riduzione questo ca-
so riducesi ad uro di quelli dei (n.i ¢, 10). Ora
per eseguire tale riduzione , prendo uno qualsivo-
ghic det termini del divisore, nel nostro caso per
esempio il termine ofz , e tolta da esso una delle
fettere , per esenpio la g, colioco in sua veece la
&, € suppongo questa x tale, che risulti ofw =ecfy
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= L) ]31:;{: ]ﬂ}n
w- hik —Imn . Avendosi da cio z=g T

determino col mezzo del citatl (??.‘ 0, I()), nel cae
§0 presente col mezzo del (1. 7.° 10) il valore
lii b

geomgtrico della of e quello della l—g—?, 11 de-

nemine p , g ; trovo pel (VIL. n.° 5) 1l va}t)f.'e della
espressiobe g4+ p—q, che chiamo r, ¢ risultan-
do -quindi x=r, € pero efg 4+ luk —Imn = efr , la
abed
rjr
tro siasi i1l numero delle lettere, clie formano cla-
scun termine del denominatore, 17 operazione da
escpuirsi & sempre la medesima.
13. Scol. -.° I. Se nel rotto dato sia composto
nella: stessa guisa ancora il numeratore , come per
QZIC—-'(ZPf .
gi4 kl+mn’
me nel (12.° prec.) un numero che diro r taile, che
-hir = gi =+ kl 4+ mn , e ridotta cosi la frazione data
abe—def
ar
quanti sono 1 tcrmini del numeratore, nel nostro

: 7
caso ne'le due fﬁ-—--‘&ff , ed opero su clascnna di
& g
esss giusta i (nd g, 1¢): ovvero operando anche
sopra 1l dividendo, come nel (n.° prec.); determino
un numero , che chiamero ¢, tale che abg=abc—

. oy Gbcedef ahqg *
ef o € 'ENUGS 10 . : — —, 1€ O -
def ; e avendosi da ¢ SR e tter

ro tostamente pel (II. n.°10) il lucgo domandato.
4

frazione data verra ridotta alia . Qualunque al-

allora trovato , co-

esempio nel rotto

, 0 spezzo questa in tante fraziomi,

alla

abed — cf 2l

II. Se le espressioni date siano le -
g/a -+ ik

Imn alcde - ﬁ;S}L B YA ; "
+ —— : W o - < ;

i(nd 12,15, 0. 10)a forma inticra , e quindi
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ad espressioni della forma ap — eq = Ir, abs + fat
—a*u—b2v , suppongo la prima di queste quantita
=wry la sucow]a = aby , e trovato quindi, come
nel (#.° 12) il valore della z , e quello della y,
1l rettangolo espresso dal prodotto ax (n.° 6), e il
parallelepipedo espresso dal prodetto aby (1. n.* 7)
saranno rispeftivamente i luoghi geometrici delle
espressiomt supposie . Il metodo stesso & chiaro,
che ha sempre luogo in tutti 1 casi simili ai pre-
cedentt,

LL Ancora nei casi ora considerati (n® 123 I,
II. n.° 13) st vede, che 1l numero delle dimen-
sioni uel numeratore non deve superare oltre il 3,
il numero delle dimensioni nel denominatore ; 2l2
trimenti la data espressione nen rappresenta alcu-
na quantita geometrica (IV. n.° 1o},

1. Tegr, Espresse al solito con le lettere «, 2,
¢, d, ec. tante linee , e formati con esse lettere
tanti terminl razionali, non possono questi termi-

' qnalmn[!w sia il loro numero , ngnaghliarsi geo-
lm,trl('amente fra di loro ; se non se mentre con-
tengano uno stesso numero di dimensioni (r.° 162,
Ii. n.® 176 Alz.), o, come suol dirsi, mentre sia-
no fra loro omogenei .

Dim. Che siano geometricamente impossibili
le equaziont a« =be, a=bed , ab=cde, a=bcde,
ec. cio ¢ evidente , poiche per la prima di esse
una retta dovrebbe ugunagliarsi ad un rettangolo
(r.° 6), per la equazione “seconda una retta ugua-
zliercbbe un solido (I. #.° 7), per la terza un ret-
tangolo ugnaglierebbe un parallelepipedo, € per la
quarta una quantita geometrica, nel nostro caso
una retta , sarebbe ugnale ad un’e s[-)ressione, a cul
non corrisponde aleun valore geometrico (LI 7.° 7).
Suppongasi ora che si abbiano delle equazlom pin
composte che pel (#.° 99. A4lz.) supporro prive di
routl , e tali siano per esempio le

abced
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 abed — aefgh = iklmn =+ cfzh — abmnp,
abcd + e*fghil = bcde + efSymn — fohi,

abcde — folvilmn = mnp2q3r -+ fohil .

“Trasporto nel primo membro di ciascuna di queste
tatti i termini, i quali contengone il minino nu-
mero di dimensioni, nel membro secondo gli aliri
termini tuntti, e riduco cosi tali egnazioni alle
arcd — efgh = iklmn + aefgl — armnp ,

whed — bede 4= fghi = efSg*mn — ¢ fghul,

whode — fehil = fehilmn 4~ mup*q3r.

Dividansi esse cosi ridotte per un prodotto di tan-
te dimensioni, quanto ¢ il numero delle dimensio-
ni diminuite di uno nei termini del primo mem- .
hro; dividansi quindi, nel nostre caso la prima e
la seconda per bed , la terza per bcede, € sl otterra

’ efeh __ iklmn aefgh abmnp
“ ved. — bed T bed “ked
fghi _ e__{i'v_gszz _ f_'zfafziz
& ¢+ bcd bed bed
fehil  _ felulmn mnptydr
C=Gde —  bede bede

Ora2 in queste ultime equazieni, pel modo, con
cui si sono formate, tutti i termini del primo mem-
bro sono necessariamente di una sola dimensione,
¢ «quelli del membro secondo sono di un numero
di dimensioni necessariamente > 1. Dunque pel
(1.° 11) mentre ciascuno dei primi membri espri-
me una linea {(né 2, 3, 4; H, IV. n.°5), in cla-
scuno dei membri secondi i termini non rappresen-
tano che delle superficie, o dei solidi, o delle
quantita non geometriche (n# 6, 7), e per con-
sccuenza essendo queste ultime Edquazioni, come
le altre piu semplici sapposte a principio, geounic-
tricamente assurde ; tali saranno ancora quelle, da
cui esse derivano : ma I’ esposto discorso puo sem-
pre evidentomente efiettuarsi , qualunque sia I E-
Algehra 2
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quazione supposta, i cul termini hon siano Omo-
genel . Dunque ec.

15. Scol. 8.° 1. Potrebbe accadere , che nelle
Equazioni sovraccennate i termini, i quali hanno
lo stesso numero di dimensioni, st uguagliussero
fra di loro separatamente dagli altri, come se nel-
la prima delle tre Equazioni poc’ anzi supposte sl
avesse separatamente abcd = efgh ,— aefgh = ikimn
— abmnp . In questo caso le Equazioni medesime
saranno vere ; ma tale aceidente & chiaro, ehe nul-
la si oppone al precedente Teorema .

II. Non potra esistere alecun valore geometrico
corrispondentemente a quelle frazioni , nelle quali
il numero delle dimensioni nel denominatore € u-
guale , o minore del numero delle dimensioni nel

dividendo . Imperciocché se fosse dato per esempio

% ab ’ . ;
1] rotto — chiamato 1l suo valore geometrico x,

oppure xy , avvero xysz, secondoché si volesse , che
da lui fosse rappresentata una linea, od una su-
perficie , oppure un solido; ne verrebbe in corri-
spondenza ab =cdx , ovvero ab=cdxy , od ab =
cdryz ; ma ciascuna di queste Equazioni pel (#.° 14)
¢ geometricaments impossibile . Dunque sara anco-
ra impossibile , che esista alcun valore geometrico

. ab :
espresso dalla frazione —. . Lo stesso discorso ve-
C

desi, che ha sempre luogo in tutti i rotti, che so-
nosi accennati nel presente paragrafo. Dunque ec.
III. Se venga proposta una {razione , la quale
abbia il numeratore formato di uno, o di piu ter-
mini fra loro omogenei, ed :1 denominatore cempo-
sto di piu termini non fra loro cmogenei , come ,
. abede = fehi®

per esemplq’r{a T

tra rappresentare alcun vaiore geometrico, e clo sl
dimostra come nel (prec. Il} « Ilmperocche , posta es-

; neppur questa po-
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S :.x?'ovvero = Zzy , OVVElo — xryZ,; ne vengono
in corrispondenza le equazionl
abcde 4+ fghi* = klmx -+ npx 4+ qx ,
abcde + fzhi® = klmry + npxry -~ qTy,
abcde +~ fghi®* = Fklmxys + npxys = qTrYz,
Euazionl tutte € Lre geometricamente impossibili
(1. 14) . -

IV. Suppongasi , che nella frazione data non
siano fra loro omogenei né i termini del namerato-
re, ne quelli del divisore. In questa ipotesi s1 ve-
rifichera hensi in generale quanto si € asserito rap-
porto alle frazionmi supposte nei ( prec.® 11, 1) ;
ma perd possono accadere dei casi particolart, net
quali la frazione puo in realta rappresentare un va-

7
lore geometrico . Abbiansi le {raziom f._’f_i(-z-f-
fg= = =
vl e / i vy @ b .
wlaia §- g + kzm; poiché 1l rotto 2 non & che
ipy s+t /8
di una dimensione, e I’ altro %—? ¢ di done; ne

sezue , che , se le due frazionl saupposte esprimono
quantith geometriche , la prima non puo esprime-
ye , che una linea, la seconda, che una superiicie.
Posta pertanto quella =« , e questa = zy , n¢ ver-
ranno le due equazioni

ahc +de=foxr-+hx,

abode 4= fphe -+ kim = npqxy 4= rsxy = {xy;

ora tali Equazioni pel dimostrato nel (2.° 14) sono n
generale geometricamente impossibili: dangue 1m-
possibile e ancora in generale, che le frazioni ora
proposte esprimano valori geometrici: ma se a cagio-
ne del valore particolare delle a, 0, ¢, €ec. sn di simll
Equazioni ha luogo 1’ accidente considerato nel
( prec. 1); allora esse pel citato (prec. 1) si veri-
fichcranno , e in corrispondenza la prima delle fra-
zioni supposte rappreseuteri rcalmente una lineca ,
la seconda una saperficie . Ponghiamo difattr rap-
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porto alla prima , che sia ahc=fsr, de = hx; ve-

abe de .. abe de ‘
nendone x =——=--, le due frazioni T 7 - tra

fs A
loro ugunali esprimeranno una stessa retta, e (ue-
sia —.; ma x rappresenta il valore del dato rotto

‘;i"" "“/de-: dunque tal rotto esprimera realmente una
5+

linea, ed essa sara la stessa, che quella delle fra-

. _.abc de :
ziont — , 7~ tra loro uguali. In questo caso aven-

/8

. Yo fur . . bhe = de defr ~ hie
dosi abe = %8 , 8 T e T o

abe risulteri AR T g

de fg-{-fz_dc'-

h fg—‘f:__/;_-;;— '

Rapporto slla precedente Equazione seconda
siano le a, b, ¢, d, ec. tali, che abedte = npgzy
Jelii = rsxy , kim = tzy . Avendosi quindi xy=

alc de - .r]z,i K’Zm . .
L2 = —— 1l rettangolo espresso da ciascu-

BT
P

npi 1)
na di queste ultime tre frazioni fra loro ugnali sa-

. abcde 4 fght 4+ kim
ra il valore della data ——Z— =" ed essen-

klmnp(; ] Klmirs
" 3 fé}’]f;ﬂ e "'"""';‘""'—

do in questa ipotesi abcde =

avremo
abcde 4 fghi 4 Elm klmnpg < kimrs — Elmi
npy = rs - t — Hpgl < 15t = 13
/‘_Z__":'_Z npg 4 rs - ¢ . klm
¢ mpgA4rs+1t ¢

abede < 3ol ~+ ik{?
m? -+ 1 -

come prccedentemente st vedra, che essa esprime

. . abcde = f3zh i1% ; |
un solido , mentre sia — = riducen-

Se la frazione proposta sia la ’
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ikhmz + zézﬁn

. ‘n 1 so alla —.
dosi essa stessa in tal easo & =

.
et

Tk m2~n __ ikl?
w “miatn n
ne non corrisponde alcun valore geometrico .
Per riconoscere , (IL!ZII'I(.]O nei rottl1 ora il’ldi(}&ti,
e negli altri a lero simili ha loogo I’ esposte acci-
deate , bisogra in primo luoge osservare, se 1 ter-
mini del dividendo hanno un numero 1, oppur 2,
oppur 3 di dimensioeni, oltre quelle , che esistono
in tanti termini corrispondenti del divisore ; e in
caso che s1, bisogna in secondo luogo spezzare la
frazione proposta in tante frazioni dello stesso nu-
mero di dimensioni, e ci6 fatto -osservare se in
esse il numeratore della frazione avente 1 termini
pitt picceli contiensi in ciascuno degli altri nnme-
ratori tante volte, quante il suo donominatore si
contiene nel denomivatore corrispondente . Se que-
stc cose succedano : da quanto abbiam detto appa-
risce , che il rotto proposto ha in realta un valore
geometrico, ed apparisce , che la diversita delle
dimensioni, tanto nei termini del numeratore , co-
me in quelli del denominatore non da altro in que-
sto caso dipende , se non se da un moltiplicatore
comune a1 dame termini della frazione ed estraneo
al valor vere della frazione medesima. Cos1 diro
y *7.7a
che la precedente abede +2f ..S_gk+ AL esprime real-
m?* 4= n
mente un solido , perché veggo che tanto le dimen-
sioni de’due termini abcde-+f3gh nel dividendo su-
perano le dimensioni del termine m? nel divisore
di 3, come superano di 3 le dimeunsioni del ter-
mine terzo :k/* la dimensione dell’ altro n , e veg-
go insieme per la ipotesi fatta , che ik/® si contie-
ne in abcde + f3gh tante volte , quante n in m?,
: . . ikl* . 4.
Essa frazione poi altro non é che la =y moltipli-

. In caso diverso a simile frazig-
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cati 1 suoi termini pel fattor comune m?*<+n .
V. Cle se finalmente siano nella frazione pro-
posta omogenei fra loro i termini del denominato-
re, e non tali gqnelli del numeratore come per esem-

pto nella ghgas +fg7za+ “m: allora , spezzata essa
py =+ 18 y,
frazione in tante frazioni , quanti sonoi termini del
dividendo , se queste ultime esprimono quantita geo-
metriche , i1l loro aggregato costituira il valore geo-
metrico della frazione data. Nel posto esempio, spez-

abede feht bl

zandosi 1l dato rotto negli Frme et

esso rappresentera il cumulo di un solido, d’ una
supetficie , e di una linea.

10. Scol. 9.° Finora abbiamo tacitamente suppo-
sto, che nel calecolo non si sia giammai introdotta
quella retta, che nel {#.° 1) fu denominata 1, ne
le altre di valore determinato, ed espresse con 1
numeri 2, ', 4, ec. Ora se gli accennati numeri,
o I’ unitd si siano introdotti , alterandosi quindi
apparentemente le dimensioni, potrebbero le espres-
siont algebriche , e le Equazioui, che ne risultano,
per guanto si ¢ detto di sopra , apparire assurde,
e realmente non essere tali. Supposto per esempio,
clhe la retta o sia una quarta proporzionale dopo le
tre 1, b, ¢, avremo aX 1=bc, e pcro a=bc. In
quest’ ultima Equazione il termine @ apparisce di
una dimensione , mentre 1’altro ¢ € di due, ed
essa per conseguenza comparisce assurda (7.° 14},
ma vedesi agevolmente non essere questa che una
semplice apparenza , poiche in realta essendo 1l pri-
mo termine «X I, esso non € di nuna , ma di due

¥ - . \ . a
dimensioni. Cosi la frazione ~- » mentre provenga

dalla precedente « = bc, esprimera un vero valore
geometrico, cioe la retta ¢, quantunque apparente-
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mente s1 presenti di nessuna dimensione : ho dette
apparentemente , perché avendosi propriamente ¢ =
a

2X1 ove 1 esprime una retta, la espressione 7

i

[} -
a I a LY \ LY - L]
XTI <0 realth ¢ 4’ una dimensione.,

17. Cor.1. Da quanto si & detto fin qui deduce-
s agevolmente , che, se siamo certi di non avere
introdotta nel calcolo alcuna delle rette 1, 2, 3,
ec. (#.° 1), ma diavervi introdotte soltanto le
espresse con le lettere, e se frattanto veggiamo Ti-
sultare un’ Equnazione con termini di dimensioni di-
suguali, nella quale non ha luogo I’accidente con-
siderato nel (1. n.° 15); dovremo concludere di a-
vere errato nel calcolo, quando mai il Problema stes-
so non chiedesse gia cose assurde , e converra fi-
farlo .

II. Che se , eseguito un giusto caleolo, ed es-
scndo geometricamente possibile il richiesto dal Pro-
blema, risulta un’ Equazione non soggetta all’acci-
dente del (1. n.° 15 ), nella quale, tolti 1 rotti,
i termini risultano non omogenei fra di loro; dire-
mo allora essersi introdotta nel calcolo la retta 1,

o qualcuna delle altre 2, 3, ec. e questa I deve
nei termini aventi ‘minor numero di dimensioni com-
pire le dimensioni medesime . Cosi se sia risultata
I’ equazione gbx =cd +e, nella quale lea, b, cc. x
siano tante rette, essa deve considerarsi, siccome la
abr = cd X1+ e X1X1, cioe si deve considerare, che
peressa il parallelepipedo abz deve uguagliare Pal-
tro, che ha per base cd, e per altezza la retta i1,
piu un altro parallelepipedo, la cui base sia il qua-
drato della retta 1, e I’ altezza la retta e.

I1I. Avendosi 1 X1=1, 1 X1 X1=1, ne se-
gue, che la stessa cifra 1 esprime tanto la retta
presa per unitd (2.°r), come il sno quadrato, ed
il suo cubo . Per distinguere questi tre casi, cioé
per riconoscere a qual genere di unita, se lineare.
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sc quadrata, o cubica debba riferirsi net diversi ter~
mint di un’ Equazione la cifra 1, si osservia qual
grado debba essa 1 innalzarsi, onde rendere 1n tut-
11 i termini della Equazione data le dimensioni n-
gueli , e questo grado determinera il genere di uni-
ta domandato . Per tal modo nella Equazione pre-
cedente abr=cd -+ e la unith , che moltiplica lc ¢
lineare , ed € quadrata quella che moltiplica e; nel-
la Equazione 1 +43=abc, la cifra 1 esprime I’ u-
nita cubica . | .

18. Probl. 6. Proposta un’ Equazione algebrai-
ca determinata di 1.° grado, trovare il valore geo-
metrico , che corrisponde al valore dell’ incognita,
ossia costruirla .

Sol. Per iscioglier questo Problema e chiaro,
che non dovremo se non che risolvere giusta 1 me-
todi algebraici I’ equazione supposta , e determina-
ta cosl I’ espressione algebraica razionale, a cui
)’ incognita si uguaglia , non dovremo che applica-
re all’ espressione medesima le regole esposic ner
prec%e;rlenti (7.2, ec. ). Sia per esempio abzx — ¢’

a'l

+ —7 = cdz + bc* I equazione data. Trovato da
5 ag]’z
; . e34b0? = —
questa con i metodi dell” Algebra = - dc >
ab — ¢

determino prima pel ( III. #.° 10 ) la retta dell®
a3

espressione 5 onde , chiamata essa m si albia
03i2 . 9. c3dlcd—Frm

—5 =063m, e quindl xr = —— : riduco giu-
c? ? 1 ab—cd &

sta i (#.°12, 1.22.°13) 1l denominatore ad — cd all’
espressione ¢n, ¢ i1l numeratore ¢ + bc* — 6*m alla

cpg . Avendosi da cio a::]%]-', la quarta proporzio-

nale dopo le n, p, ¢ sard il valore declla z doman-
dato .
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Della soluzione dei Problem: geomelricy

deternvinate di 1.° gm;do

1gs Seol. 1.0 L Prendend'o ora 3 considerarc il
problema del ( IL.7.°1.); poiche abbiaino ritrovato
6* . : . iy
r = - cerchiamo coi metodi stabiliti la retra

bt

-
b

che corrisponde all’ espressione - 7 equesta scio-

gliera il Problema. Avendosi percio nella (Fig. 2 )
per la supposizione AB=ae, CB=0, ripetuta nel-
la {Fig.g) questa retta AB=ua, conduco 'altra MN=

B=ua, e tolgo da questa ginsta 11 (n.° 4. la
porzione PN = 22 ; sathk MP=MN—PN=¢ —2);
poste ora ad un angolo qualunque le due rette in-
definite QR, QS , prendo su di loro QF =MP =@
— 20, QG=CB=/, QH = CB = b, e condotta la
FG, tiro da H la HL parallela alla FG : poiche

QF :QG::QH: QL, avremo QL =-——-, onde QL

a— 2
=z . Aggiungo pertanto alla data AB la porzione BD
= QL, e questo pel (Il.n.°1 ) sara il prolungamen-
to richiesto dal Problema, onde sara CD* = AD X
BD .

II. Abbiamo bensi per tal modo ottenuta la co-
Z/Z

struzione della Equazione z = , € gquindi la

{ w2

sqluzione dell’ Procblema dato, ma questa non ¢ la
via propriamente usata dai Matematici ¢+ essi con
metodo piu semplice, e piu elegante vogliono piut-

Fig. q
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tosto , che su la Figura proposta, cioe sulla datd
vetta si costruisca 1’ Equazione risultata . Tirata pere
Fig. 10 ¢id nuovamente la AB=a nella (Fig.10), e taghata
]a BC=b, prolungo indefimtamente questa retta ver-
so E, e cercando di tagliare da essa una porzio-

Z}Z.

ne BD =-—7, che sciolga per conseguenza il :

Problema , prendo verso A la CP = b, onde a ca-
gione di BP =24 ottengasi APz=q==2b. Innalzo ora
dai due punti G, B, le CQ, BR perpendicolar:,
e tali, che C@= AP=a—2b, BR=BC =15, e ti-
rata la BQ dal punto R conduco la parallela LD,
questa tagliera la indefinita BE nel punte riehie-
sto , ossia per modo che la porzione tagliata BD =

2 R 2 S
5* . Difatti essendo per la somiglianza de’trian-

a— 2b
goli CQB, BRD; CQ:CB::BR:BD, sara a = ob :
b::5:BD, e pero BD= u-?;; come st richiedeva . i

. Proponiamoci altri Problemi , od esempj .
Fig.11 20. Esem. 2.° Dato un triangolo ABG , inseri-
vere al medesimo un quadrato, 11 quale poggi sul-

la sua base AG.

Sol. Si supponga il Problema gia sciolto, ed
MQRN rappresenti il gnadrato richiesto ; abbasso
da B la perpendicolare BD, e poiche il triangolo &
cognito , suppongo la sna base AG=ua, ¢ I’ altezza
BD= 4. Restando la BD taghata dal lato MN del
quadrato, & chiaro che avro sciolto il Problema, ognie
qualvolta avro determinata la lunghezza della DP:
poiché inallora pel punto P conducendo la MN pa-
rallela alla AC, potro formare il quadrato, da due
punti d’incontro M, N abbassando le perpendico-
lari MQ, NR. Chiamo pertanto z la retta da de-
terminarsi DP , e avendosi qnindi BP=BD —DP=
b —z, e per la somiglianza dei triangoli BAC,BMN
essendo BD : AC : :BP: MN, ne verra, sostituendo
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brat:b=—x:2, giacché per essere MNRQ un qua-
drato, abbiamo MN=MQ=DP=wx. ¢ quinidt avre-

al
a4 b’
Giacche da questa Equazione s1 cttiene a < b:
a::b:x; affine di costruirla sulla figura medesima,
che ¢ stata supposta (IL.7n.° prec.), supposto che es-
sa sia il triangolo ABG della (Fig. 12 dal punto D Fig .12
conducasi con un angolo, qualunque la DG; s1 ta-
gli in essa la DF=BD =24, la FC=AC=a, on-
de sia DG=a =0, ¢ si prolunghi la DC in H per
modo che DH=AC=ua.-Gio fatto, e congiunti con
la. GH i punti G, H, tirisi da F la FE parallela
alla GH, e fatto centro in D col raggio = DE s
deseriva un archetto in P, e questy, determinando
il valore DP=z , sciogliera il Problema . Difatu per
la comiglianza de’ triangoli DEF, DHG , essendo
DG:DH::DF:DE::DF:DP, poiche DE = DP

. DFxDH .
per la costruzione , avremo DP = —p=—» € sosli-

mo bx =ab— ax, 4’ onde si ricava x

. ; . s Z
tuendo i valori corrispondenti DP = Iz'%-i”b . Dun-

Tue , ec.

: 21.Scol. 2.° 1. Rappresenti nuovamente la ( Fig.r3) Fig. 13
il dato triangolo ABG (n.° prec.), in cul AC=u«u,
BD =4, e si prolunghi indefinitamente la base AC;
prendasi su di questa DE= AC=a, EF=BD =54,
e condotta la FB dal punto E si tiri la EP paral-
lela alla FB. Cio fatto per la somiglianza dei due
triangoli BDF, PDE, abbiamo DF :DB:: DE:DP;
ma DF=a+06, DB=0 DE=a; dunque sostituen-
do sard a+0:b:a:DP , e quindi DP:;——:% : Oraﬁb—b
non & che il valore della z nella Equazione del
(7.° prec.) . Dunque abbiamo cest nuovamente la
determinazione del punto P, di quello cioe , che
somministra la seluzione del Problema precedente.
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Da questo apparisce che una medesima Eqna-
zione puo venire cosiruita in maniere diverse. Ora
paragonando fra loro nel caso presente le due co-
struzioni ottenute , vedesi, che la seconda € pin
semplice , e piun elegante della prima : questa sc-
conda adungue dovrebbe all’ altra anteporsi, giac=
cheé, quando si possa, vogliono 1 Matematicl , che
si operi con la maggiore semplicita , ed eleganza
ma dobbiame confessare non esssere scmpre cosi fa
cile il soddisfarvi.

II. Neclla soluzione di un Problema Geometri-
©o0 non una sola, ma diverse rette vengono di so=
vente a ‘ictermirarsi @ cest nell” Esempio precedcus
te trovato il valore deila DP, e formato il quadra-
to MR richiestc, si vengono a determinare le BP ,
BM ., BN, ec.: ora tutte queste lince hanno per ia
natura delle figure geometriche ecerti rapporti fia
loro ., in conseguenza de’ yuali, counoscintane uusx,
si puo determinare il valore di ciascnna dellec al-
tre . Dunque il valore della stessa DP, e quindi la
soluzione del Problema proposto si sarebbe ottenu-
ta eziandio, se invece di essa DP, si {osse presa per
incognita un’ altra qualsivoglia delle rette accenna-
te , per esempio la GR. Posta difatti questa GI =
5, € posta la CD=¢, poiche essendo cognito il
triangolo ABC, anche essa CD deve essere cognita,

by . . |
avremo c¢:b::y:RN= 2, ed a cagione di MN =
¢

" b 1 . .
PD=RN, essendo ¥ a——;}:-» E -%- :tb:a, si otterra
¥ = Z_fé_l}' Dunque nello scioglimento de’ Probie-

mi geometrici accadera 1l pin delle volte, che si
possa prendere per incognita tanto una certa refta,
come un’ altra : giova pero il riflettere, che non
tntie queste rette conuucono sempre ad Equazion,
ed a costruzioni egualmente semplici. Dipende da

L

e T Ty ST LS AR
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un’ esatta eognizione dclle proprietd geemetriche ,
da un escreizio continuato , e dallingegno dell” A-
ualista 1l saperc fra tutte seeghiere per incognita
auella linea, per mezzo della «quale ottienesi la so-
luzione meno complicata, e piu elegante .

22. Esem. 5.° Dato il semicircolo AMB deter- Fig. 14

minare sopra il sno diametro AB prolungato un
panta T tale, che condotta da esso la tangente
T3, e abbassata dal punro di contatto M la per-
pendicolare MP, risola PT:PB::PA:PG.
Sol. Costruita la Figura come nell’ enunciato
del Problema , si condnca al punto di contatto M
it raggio CM, ¢ si ponga esso raggio =u, ¢ la CT
= r . Per essere il triangolo CHT rettangolo in I,
¢ la MP perpendicolare alla CT, si ha GT:ChM ::
p A

CM :CP; dungue CP::.—;—; ma per la condizione

del Quesito abbiamo PT:PB::PA:PC, e pero a

14 (12

2
cagione di PT=a2 ——, PB=g—~—, PA=a «+
I X

a’ v a* a?* a’ >

— abbiamo r—— g ——::q + 2. . & Dunque

xX X & B2 £ e

’Equnazione, da cui dipende il valore della %, e
{4

. 5 . " 2\ g2
quindi la soluzione del Problema, sara la (;r-- - ) —
X A

3 2
« G . a4 a4
=f{a——) (a+—)})ossialaa®—-5=42>--, . Ora
T v ) 2 oL

questa risnltataci ¢ un Equazione identica , e pe-
ro vera per se medesima indipendentemente Jdal va-
lore della x: che cosa adongne ricaviamo da cio
per la soluzione del Problema preposto ¥ Per de-
terminarlo , si osservi, che verificandosi 1’ Equa-
zione ottenuta indipendentemente dalla x, e pero
qualunque valore si attribuisca alla z medesima, il
Problema rimarri sempre sciolto , di qualungue
luughezza si prenda la CT, ossia in qualungue
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lnogo del diametro prolungato prendasi il punto T .
Tutti pertanto i punti del prolungamento indicato
scioglieranno il Problema, ed esso per couseguenza
dovra piuttosto dirsi un Teorema: condotta cioé da
un punto qualsivoglia del prolungamento alla cir-
conferenza ALIB la tangente MT, e I’ ordinata MP,
dovra essere sempre PT :PB ::PA:PC.

Ogniqualvolta dato un Problema , e fatte sulle
Equazioni corrispondenti le riduzioni dovute, si
giunge infine ad una , o a piu Eqnazioni tutte 1-
dentiche ; dobbiamo, come nel caso precedente ,
concladere, che il proposto non € gia un Problema,
ma bensi un Teorema, poiché tutti 1 punti, che
si hanno in considerazione vi soddisfanno.

23. Esemn. 4.° Dato nella (Fig. 15) il Circolo ABD,
formare entro del medesimo altri due Cireoli, 1
quali si tocehino scambicvolmente , e tocchino il
Circolo grande , e siano tali che, uneundo con tre
rette i tre centri, si formi un triangolo simile ad
un dato MON .

Sol. Posto MN=a , MO=10, NO=¢, e il rag-
gio del Circolo dato=d , rappresentino ARS, BRT
i due Circoli richiesti, de’ quali P, Q siano 1 cen=-
tri, e sapponiamo , che formisi il triangolo GPQ -
simiile al dato MNQ; c¢id posto affine di determi-
nare il punto P centro del circolo ARS , condu-
ciamo da C pel centro P il raggio CA, e facciamo
CP=z. Poich¢, se dal punto di contatto A s’ in-
nalza una retta perpendicolare alla AT tangente evi-
dentemente comune ad amendue i circoli ADB, ARS,
questa perpendicolare, pei principj di Geometria, de-
ve passare per amendue i centri P, G, ne viene che
dessa si comhacera con il supposto raggio CA, e quin-
di tal rageio portera il suo estremo al punto di
contatto A . Essendo adunque CA=d, CP==x,
avremo PA=d — 2= al raggio del Circolo ARS.
Ora per la supposta somiglianza si ha MO:MN:GP:

‘ . % ax
PQ, ossia b:a::2:PQ; dunque sara PQ=--, €
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giacche PR=PA=d—u, e QR= QP —CR, pas-
enndo lu PY nel punto di contatto R per la ragio-
ne istessa , che abbiamo ora accennata ; sara QR =

2 —d+zr= aribad CQ=CB—-0QB=CB

ot SRR

v b ?

— QR , essendo QR=0QB, dunque sostituendo avre-
i i

mo CQ = --ff+'};‘ W 2 ‘va b . Ora per

la semiglianza supposta abbiamo nuovamente MN :

NO;:PQ : QC, e pero MN %X QC =NO X PQ; dun-

. \ obd—axr—bx ar -
que sostituendo sara a X 7 =cX—y, 1=

ducendo questa Equazione col moltiplicarla tutta

per b e dividerla per a, otterremo 206d — ax — bz

= ¢»r . da cui ricavasi x = .....f".;'_‘{_ e cuindi a=+b
3 a—btc 2 i

~+~ c:2b::d: x, Ritrovando pertanto una quarta

proporzionale dopo a=- & +c, 20, d questa esprimera

1l valore della = .

Affine di cio fare, e quindi di costrnire I’ Equa- Fig. 16

zione ; condotto nel dato circolo ABD un ragg:
CA, su del quale si voglia che esista il centro di
uno dei circoli richiesti, tiro ad un angolo qualuu-
gue la retta CE tale che sia =MN 4+ MO + NC =
@-+b-c, prolungo quindi CA fivo in F, cosicche
CF=254, e congiunti con la EF 1 punti E, F, da D
tiro una DP parallela alla EF, e questa tagliera la
CA nel punto richiesto. Difatti avendosi CF : CI"::
CD:CP, sarda a+b4c:2b::d:CP, e quindi CP
. akhd .
~ atige T F

Determinato cosi il punto P, faccio centroin P,
e col raggio CA deserivo il cireolo ARS: yuindi so-
pra CP tormo il triangolo PCQ simile al triangolo
MON , ponendo PC corrispondente ad MO, e ritro-
vato in tal guisa 1! punte Q, facendo centro su

1‘*"‘"
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d’ esso, col ragrio QR descrivo I’altro circolo BRT,
ed avro cosi sciolto il Problema .

Potea nel Problema richiedersi che 1 due circo-
li da descriversi ARS, BRT fossero fuori del dato
ABD , la soluzioue in questo caso sarebbe stata so-
migliante alla precedente , risultando pevo pel va-

2bd

lore della incognita = = arp—— /

<)

24, Esem. 5.° Dati i due circoli CEG , RFL,
condurre una retta DE tangente comune ad ambe-
due .

Sol. 1. Conginnti i loro centri A, B con la AB
prolungo indefinitamente questa retta, poiche i due
cireoli sono dati im tuito, sarapno cogniti i loro
ragei, € sard cognity lu distanza fra i loro centri:
pougo pertanto AE=«, BF =4, AB=c¢. Rappre-
senti EF l tangente richiesta, e si prolanghi que-
sta fino ad incontrare la AB, il che sncecedera 1n
D: la determinazione di questo punto D, ossu del-
la lunghezza BD & chiaro che sciogliera 1l Proble-
ma, poiche se da esso pnnto di gia ritrovato con-
durrd al civcolof#LF, col metolo gia cognito dalla
Ceometria elementare , la tangente DF , qiesta pro-
lungata , & evidente che sari tangente anche all” al-
tro CGE . Si ponga adzmquefAD::x, e tirinst st
punti di contatto E, F 1 raggi AE, BF. Poiche
questi sono perpendicolart alla ED e quindi sowo
fra loro simili 1 due triangoli AED , BFD , avremo
AE:BF::AD:DB, ¢ perdo AE . BD = BF XAD.
Ora gid abbiamo AB=¢, AR =a, BF=4, BD==x,
e si ha BD=AD —=AB=x—¢. Dunque , sostituen-
do, otterremo ax — ac = bz, da cul ricavasit z =
1 . .

——, e quindi a=b:c:ia:x.

T

Cerrando ora la costruziene, siano nella (Fig.18)
i due Cireoli dati, e prolungata la AB, o condu-
eano ad wia angolo qualungue con la AD 1 duc rag-

4
<
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gi AG,BH, purche fra loro paralleli, e pei due estre-
_ mi &G , H di questi tirata la GHD essa ci deter-
minera 1n D il punto cercato , ossia taglierd la
| BD =z . Condotta difatti da H la HI parallela alla
AB, avremo i due triangoli IGH , GAD simili fra
loro, onde IG:IH:: AG: AD; ma IG = AG — HB
—=a =0, IH=AB=c; dunque sara a=b:c::a: BD,
e quindi BD =«

II. Ma non una sola tangente puo condursi ai
suppostl due cirecoli; ¢ chiaro che oltre la DE tan-
gente 1 medesimi nella parte loro superiore, pud
un’ altra condursene che '1i tocchi nella parte loro
inferiore, e se ne possono condurre altre due, una
detle quali tocchi il primo circolo al disopra, e il
secondo al disotto, e I’ altra tocchi il secondo al
disopra, ed al disotto il primo. Poiché queste quat-
tro tangenti sono fra loro a dae a due eguali, e si-
milmente poste ; Dbasterd per la loro determinazione
ritrovare sulla AD due soli puntr, D, d, e condu-
cendo da ciasenno di questi ad uno dei circoli una
tangente di sopra, ed una al disotto , avremo cosi
tutte e quattro le tangenti, che si ricercano. Ab-
biamo di gid ritrovato il punto D; affine di otte-
nere I altro d, fatto Ad=x, si conduca nella (Fig. 17)) Fig. 1-

4
la tangente ef, e tirati i raggi Ae , Bf , avremo

Ac:Bf :: Ad : dB, e perd a:b::z:c—z, onde
Z = ——, e quindi a+b:a::¢:2. Per determi-

nare questo valore della =, prolungato nella (Fig.18) Fig. 18
1l raggio BH fino in L, uniscansi i punti G, L con
la GL, e il punto 4, ove questa retta tagha A,
sara il cercato; poiché avendosi AG:BL: :Ad:dB,
sommando sara AG «+ BL : AG :: AB: A/J , 083ia

a+bra::c:Ad, ¢ per conseguenza Ad=r.

25. Esem. 6.° Da un punto preso sopra un la-
to di un rettangolo condurre una retta, la quale
divida 1 area del rettangolo medesimo in media

Algebra 3
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ed estrema ragione aritmetica, ¢ioe per modo che
una delle parti del rettangolo diviso, per esemplo
12 destra differisca dalla sinistra di fanto, d1 quanto
Ja sinistra differisce dall’ area del rettangolo 1n-
tero.

Sol. 1. Sia BD il rettancolo dato, e sopra del
lato AD sia E il dato punto. Supposto, che Ta EN
¢ia la retta che seioglie 11 Quesita, dovranno le
ire Aree EDM , EMCBA , BD , per la condizio-
ne del Probleina essere in continna proporzione arit-
metica , e pero avremo EDM + BD = 2 EMCDA

(1. n. 127 4lg.) . G0 essendo, st ponga AN=BEC=a,

AR=DC=b, ED=}C=r, DM =, couducasi la BF
parallela alla AB, e risaltando il rettangolo BD = «l,

— _____...,..’

;1 triangolo EDM = 7, ¢ la figura EMCBA=LEMCF +

2
abh—x)r o ((fmmmt T cr
EFBA = ( + (a—c)b = ——— avremo -~ +
2 2
| | . oal
ab = 2ab — cx, € pero x = - -

Per costruire 1" Equazione oftennta, s1 replichi
nella (Fig. 20) il dato rettangolo BD , prolungato
quindi in esso i1 lato AD alla sinistra , finche ri-
sulti EF = 2DE=2c , si seghi su di quosto proiun-
gamento la porzione AG — AD =a; e condotta la
FC si tirt dal punto G la GM a Jei parallela: 1l
vunto M cosi determinato quello sara che scioglie
'] Problema. Difatti avendosi EF =26 ed AG=ua,
carh DF=3c, DG =24, e per conseguenza 3¢ b ::

__oab
20 . % —--3—6' .

I1. Finora ho tacitamente supposto, che il pnn-
to M, in cai la retta EM 1ncontra i1 lato QO , esi-
«ta non al disotto dei punto C; e pero ho tavita-
mente supposta la retta DE —¢ tale, che il valore

. N 9..(!]7 . . . .
della », clo¢ = s non >0, e quindi che s1a ¢



e B e T e g e L A

ity SRR T

R R TN e T R Lk

D L T s

Panrntr I 25

24 . . 24
non < . Abbiasi ora ¢ < > € cada per conss-

gnenza 1l punto d’ incontro della retta, che violy
condarre dal punto E, con la DG al disotto del
puato G, per esempio in M'. In questo caso il pre-
cedente valore della 2 non potra somministrare }a
soiuzione del Problema : imperciocche , mentre ah-
bhiamo DM'=x, le tre aree, che dovrebbero essere
11 continua proporzione aritmetica, sarebbero le
DUNE, ENBA, BD, e ne la prima, ne la seconda di
quaste uguagliano le espressioni algehraiche , che
lianno somministrata la soluzione del Problema nel

2

2

o . . CT 2.b) emen
caso precedente , cio¢ le espressioni <& | ¢

+ (a—c)D, poiche si ha Q}- = EM'D, ¢ Ef:_“flf + (a—r)b
":_I"(:?,--c)b-f- be _ _Q:Ii)_f — AEFB + ECD — ECD
2 2

( presa essendosi la DG = GM', ed essendosi con-
dotte le rette EC, EG) = AEFB + GEC . valori
geometricr amendue ben  diversi dagli accennati
DCNE , ENBA . Per isciogliere adanque il quesito
in questo secondo ecaso, prendo per 1incognita la
BN, e la denomino y . Avendosi CN=g— ), on-

de Iarea DONE = 4= © 0 1 ooy ENBA =

— e+ 7)b o \
e ,1") > per la condizione del Problema sari
c4a=—v)b
( T rab=(a—c+y)d, e per conseguenza

a

¥ = 3 + c¢. Per determinare il valore della y

prendo, giusta i Prineip] Geometrici Ia porzione

BH terza parte della BC, aggiango ad essa la por- Tig.

zione HN = ED, ¢ risultando BN:—% +~ BI= ¥

21
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conduco la retta EN, ed avrd cosi risolte il Pro-

blema.

~1 . s . 2a
I chiare , dover quivi essere ¢ nen > = . Im-

perciocche se lo fosse ; allora la retta =ED=c, che

s1 agciunge alla BH = —;-z-'— , oltrepassarebbe il pun-
to G, e supposto che riangesse in N', ende BN'=y,
la retta EN' taglierebbe in nn punto M il lato DC,
per cni EDM EMCBA sarebbero le due parti del
yettangolo , che sono chieste dal Problema , e frat-
(c4-a—y)b

tanto ne la prima di esse ¢ = — , ne la se-

El

(qmmc4=1Y0

conda =—
D

Se 51 avesse voluto auche iIn questo seeondo
caso ritenere per iucognita la DM'=xr poiche da taw
. .. (r=—b)c a—o\r-+lc
Ie ipotest si ha CN = By BN = ¢ p 5

2cr—bhe)

sarel-Lest ottenunta I’Equazione (

)b-i-a,&:

X

. Ma essen-

(Q(fr—c].r+-bc : o1 3Lc
couslimrsns e O w + 2 :

do questo valore della x piu complicate del pre-
cedente della y, ed esigendo quindi per la sua de-
terminazione geometrica una €ostruzione mMeNo sem-
plice , giovera per la piun elegante soluziene del
Problema nel secondo caso anteporre alla 1ncognita
DM’ P altra BN,

Vedesi essere questo nn Quesito, la cui solu-
zione completa viene determinata dai duc valori

aab )

r = 5 ( prec. 1), y = %— ~+ ¢ (prec. 11}, 1l pri-

mo de’ quali deve prenderst ogniqualvolta st abbia
24a . 24
e> 3, il secondo mentre ¢ <-—5-, € quando ¢ =
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%‘f— , tanto I’ uno, come 1’ altro di qresti valori ci

dara la soluzione del Problema , caderdo allora il

unto M della EM, (Fig. 20), e il punto N della

EN (Fig. 21) in G, onde queste rette EM, EN
Ra

vanno , nella supposizione di ¢ =+, a coincidere

nella stessa EC .

06. Esem. 7.° Snpposto , che in un Bigliardo
HIKL siano le palle A, B perfettamente clastiche,
che st prescinda da qualanque atirito, e da qua-
lunque mezzo resistente , ¢ supposto che tali palle
st trovino in due determinati luoghi A, B del Bi-
gliarde medesimo , dimandasi a qual punto M dcl-
la sponda HI debba dirigersi la palla A, 1.° accioc-
che , percossa quella, si porti quindi ad urtare,
come nella (Fig. 22), la palla B; 2.° oppure ac-
ciocche dalla HI vada ad urtare, come nella (Fig. 23),
la sporda IK, e poscia la palla B; 3.° ovvero af-
finche incontri questa palla B dopo avere urtate suc-
cessivamente , come nella (Fig. 24), le tre sponde
HI, IK, KL; 4.° oppure dopo avere urtate le quat-
tro HI, IK, KL, LK (Fig. 25); ovvere dopo le
cinque HI, 1M, KL, LH, HI (Fig. 26), ec.

Sol. Condotta dal pnnto A, ove esiste la pri-
ma palla, alla sponda HI la perpendicolare AC, e
condotta dal punto B, ove esiste la palla seconda,
la perpendicolare B4 alla sponda HI (Fig. 22}, alla
IK (Fig. 23), alla KL (Fig.24), alla LH (Fig. 25),
alla HI (Fig. 26), ec., suppongasi AC=a¢, Bi=/,
IK=HL=rm , HI=LK=n, Cl=c, Cb (Fig. 22 )=d', 15
(Fig. 23)=d" , Kb (Fig. 24) = d'", Lb (Fig. 25)
= d'", Hb (Fig. 26) =d", ec.; inoltre, considera-
to come sciolto il Problema , si tirino le rette AM,
MN , NP, ec. denotanti il viaggio della palla A,
e st ponga CM=x. Finalmente si osservi cheperle
supposizioni fatte, dovendo sempre 1’angnlo di ri-
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flossione essere ugaale all’angolo d’1ncidenra, 1 suc-
Cessivl trlangoh, che vengono formati dalle indica-
te rette AM, MN, NP, ec. con le sponde, e le
pcrpemhcolarl, nsult(,rdnno tatti simili fra di lo-

o. Cio fatto.
I. Vocliasi il primo caso . La somiglianza

Fig. 22 ora accennata de’ tuanﬂ*oh ACM , BM{ sommi-

Fig. 23

Fig. 24

ad®

nistrandoci ¢ :x::b:d — x , ¢l dara z = b

II. Nel caso secondo avendosi per la stessa
somiglianza de’ triangoli z :a::¢ — & - IN =

a{c—x) ay  a‘c—x) _ |agrdyr—ac

. e pero Ni=d'— — sard
x 2 P x x ?
(at-d"\r—ac
a:x:: : b, e per conseguenza z =
L
all =+ C)
a+d*

[II. Trovato nel caso terzo , come nel

' O ot T e
precedente , IN = —(-}-—--2, avremo NK=m —

a_,_________(r::x) — _(_a-]-m,).‘r-—ac quindi a:x: : (atmr—ac
z z
! — d‘ It {
— (atm Jr=ac  ondePh = afo+ 9'(7+m)x; ed a ca-

a

- KP

;. aletd ) —lam)z

ione di a:x: , avremo final-
&

Q
ta o s DOt

mente x = o |
IV. Nel quarto caso (Fig. 25 ) , poiche si tro-
. - a oy )
va , siccome nel terzo , KP = ( +m’3: =  percui

\‘— y —
PL — alcdn— (u-l-m)x; I Cmatid (atm)z .

i a

LQ __A(C=1 e 1 f=TNT e perb Qb ___(a+d o4 mir—alc+n),
x

x

e A S S .- N Y -
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= 70 )7l _
onde risultando z:2 :: % : (a4 mxf alc4n)

, Ot-

a(b4c4-n)
Ir — —_
terremo x ad

V. Nel caso quinto ritrovato successivamen- Fig

: . alc4n)—(a
te, come nel precedenti , LQ = F+nlx L 3

(a-2m)x — alc~n)
a 3

QH = (a+2m)x*“*afn+n), HR =

X

AB = Zetdi4m—(atomm per la proporzione
a

alet A"t my—(atmz g avrh infine z =
¢

a:x:.:5b:

a(c$dv+-n)
atbpom
VI. Volendosi un sesto urto contro la spon-

. 26

da IK si determinerebbesw nello stesso modo in Fig. 26

alb—+ c4-2n)
at+d¥ +2m
inoltre una settima percossa contro la sponda KL,
alc4d? 42n)
a-+b4+3m )
Chiedendosi un urto ottave contro la LI, si rica-

)/ . &% ; .
verebbe © = “()'*'C:"'sn) , € cosl di seguito. Onde 1n
aded? " 4+3m

generale dopo un numero qualunque di urti con-
tro le sponde successive, avremo, se il numero de-
9 pP—1
a(c-J—d( 14 )+(p--szm) , e se
a—=b==( p==1)m

) , chiamato avendosi tal
numero nel primo di questi ﬁe casi a2p—1, € nel
secondo 2p .

: se s1 volesse

corrispondenza z =

81 otterrebbe corrispondentemente x =

gli urti ¢ dispari, x =

albh 4 c4=(p—111)

e parl x =
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Determinato algebraicamente il valove della 2
1 tutt1 1 casi, converra ora cercarlo -geometrica=
nmcnte , e costruite quindi le Figure, ottenere co=-
s1 la soluzione del Problema. Per cio fare, si pro-
lunghi in tutte le (Fig. 2zec., 26¢ec.) la perpendi-
colare AC sino ad un punto m tale che Crm=AC:
poscia nelle (Fig. 23, ec. 206, ec.) prolungata all’ insu
la sponda Kl indefinitamente, si conduca parallela-
mente alla sponda HI dal punto m la retta mn per
modo , che risulti divisa per meti in D dalla KD,
onde Dm =Dnr: in segunito dal punto n si tiri nel-
le (Fig. 24,25 ,26e€c. ) una retta np parallela aila
sponda 1K, e tale che rimanga segata per mezzo i
E dalla sponda LK prolungata indefinitamente atla
destra, onde nE=Ep: quindi dal punto p nelle
(Fig. 25, 26, ec. ) conducasi la pg parallela alia
sponda KL, ed in modo che venga in F divisa per
mezzo dalla sponda HL allungata all’ ingin, e sia
percio pF =Fg¢, dal punto ¢ s’ innalzi poscia nelle
( Fig. 26, ec. ) la ¢r parallela alla LH in modo ,
che venendo divisa per mezzo dalla sponda IH pro-
langata indefinitamente alla sinistra, si abbia 4G
= Gr: e cost in progresso. Cio fatto .

¢.° Conducasi nel primo caso dal punto m
al punto B la retta mB, e la porzione CM de-
tevminata dalla intersecazione di questa mB con
la HI costitnird il valore della z, onde tirata la
AM , le AM, MB formeranno la strada, che nel
primo caso terra la palla A, onde urtare la palla
B. Difatti per la somiglianza de’ triangoli mCM,
¢NB, abbiamo Cmz :CM:: B&: Mo, e pero Cm+DBb:
Cl::Cm :CM, ossia in termini analitici a<+d:ic:a:

CM, e quindi CM :fff"—-— = (p}’ec. I.}. Dun-

que ec,
2. Conducasi mc} caso secondo dal punto =
al "punto B la »B'F¥ poscia dal punto N , ove

la B taglia la KI si tiri al punto m la Nm,
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e dall’altro M, ove la Nm sega la HI condotta Ia
MA, la retta CM sara il valore della = nel secon-
do caso, e le AM, MN, NB segneranno la strada,
che seguira la palla A. Imperciocche per la somi-
glianza de’ triangoli BN, »ND, e per I’ uguaglian-

za perfetta degli altri mND, nND si ha DN :Dm::

Nz :Bb, e pero DN4-N :Dm+Bb:: DN :Dm, ma

essendo fra loro simili anche i triangoli mND, mMC,

abbiamo DN :Dm :: mC: CM; dunque risultando
DN + Nb: Dmme-Bo::mC:CM , sara @ < d ":b+c::a:CM

= ——— =z (prec. 11}, Poiché¢ adunque CM e il

valore della = ; la AM sara la prima retta, che nel
suo movimento descrive la palla A ; ma per la to-
tale ugnaglianza de’ triangoli ACM, mCM s1 ha
I’ angolo AMC = all’angolo mMGC. onde per I’ ugua-
glianza degli angoli mMC , IMN , risultano fra lo-
ro uguali i due AMC, IMN. Duanque per la per-
fetta elasticita della palla, dovendo essere 1’ ango-
lo d’ incidenza uguale a quello di riflessione, la
MN sara la seconda retta, che percorre la palla A,
Finalmente avendosi tanto 1’ angelo mND , come
BNJ4 uguale al terzo DN#n , saranno uguali fra lo-
ro. Dunque , dovendo anche qui I’ angolo d’ inci-
denza uguagliare quello di riflessionec, la NB sara
Ia terza, ed ultima rettda , che nel caso presente
la palla A descrive. Duanque ec.

3.° Nel caso terzo Fig. 24 conduco tra 1 punti p, B
la pB, quindi dal punto d’ intersecazione P al punto
n la Pn, poscia dal punte d’intersecazione N ad
la Nm, infine dal punto d’ intersecazione M ad A
la MA; e cid fatto io dico, che CM=«, e che le
rette AM, MN , NP, PB costituiscono la strada,
che deve tenere la palla A. Difatti per la somi-
glianza de¢” triangoli 4FB, EPp, e la perfetta ugua-
glianza dei due EPp, EPn, avendosi 4B : 0P :: En:
EP, sara {B+-En:0P+PE ::En:EP. Ora il trian-
golo EPn ¢ simile all’ altro DuN , = DmN .
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anaqne essendo ancora 1l triangolo DmN simile
all’altro CMm , avremo En:EP::Gmn:CM, e rper
conseguenza (Ba~-En : 0P «+PE : : Cm .‘“M 03514
UB4+ X1 4-Cn:JK e CL::Cwr: CM, poiche En —XI

ID=K!'4+-Cm, e P +«PE=)E=0K + KE = /K
= Dn = F/HK +171D“"[)K+CI e in termini analitict
avremo b+mea:d’ + c: : CM, onde CM =

Lfdd

‘a(c—i—d )
Qeg=lp=pmn °
AM , MN, NP, PB segnano la via, che deve se-
gmre la p‘l”'l A in quebto terzo caso si dimostra ,
come nel (prec. 2.°) con osservare, che i tre trian-
golt AMC, NI, PnE sono in cmuspondenza per-
tcttament lwuall ai tre mMGC, NnD, PpE, e clie
le rette mN, uP B mtelsecando le HI IK K? for-
mano gli angoli opposti al vertice nguah fra loro.
Fig, 25 = 4.° Tirata nel caso quarto la 4B, dal punto
d’ intersezione QQ conduco la Qp, po1 dal punto i
sezione P la Pn, inseguito dal punto di sezione N
la Nin, e finalmente dal punto d’ intersecazione
M Ia MA; e cio fatto avremo CM = z, ¢ le AM,
MN, NP, PQ, QB costitniranno la via, che deve
segnire in questo quarto caso la palla A. In real
th essendo simili tra loro i triangoli 2QB , QFp ,
sara LQ+QF:0B+Fp::QF :Fp; ma per la somi-
glianza dei triangoli QF), E;P EnP, per quella
degii altri EnP, D\n_—:Dl\w, e per quella de’ter-
71 DNm , CmM, abbiamo QF :Fp::Cm : CM. Dun-
qne risultando bQ + QF: 5B-+—F : Cm : CM, ossia
bL 4+ KI+Cm: 5B+ LK +CI: Cm:CM, otterremo

__ albtc+n)

CM = ad'" =m

5.° 8i costruira I’ Equazione del caso quinto

in una maniera pienamente simile alla esposta nei

( prec. 1.9, 2.°, 3.°, 4.°), conducendo cioe succes-

Fig. 26 sivamente nella (Fig.2t) le rette Br, Rg, Qp, Pn,
N, MA , e per dimostrare, che la retta (..M per

Dunque ec. ( prec. I ) . Che poi le rette

=z (prec. IV.).
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tal modo determinata ¢ il valore della 2 nel { prec.
V), e che AM, MN, ec., RB formano la via del-
la palla A, non avremo che a fare un discorso af-
fatto simile ai precedenti.

6.° Per quanto si voglia aamentare, come nel
(prec. VL) il numero delle percosse contro le spon-
de successive , vedesi che sempre avra luogo lo
stesso metodo di costruzione .

E facile a vedersi, che le rette AM, NP, OR,
ec. risultano tutte parallele fra loro, come lo ri-
suitano fra loro le altre MN, PQ, cc.; onde se
mal nei casi secondo, terzo; ec. divenisse CM ==
= CI, allora divenuta la MN zero, la NB nel caso
secondo , e la NP negli altri saccessivi coincide-
rebbe con la AM. Cosi se si ottenesse nei casi ter-
zo , quarto, ec. IN==1K; svanita allora la NP, nel
caso terzo la PB, e negli altri la PQ coincidereb-
be con la MN, e cosi in progresso .

E chiaro , che nel primo degli esposti casi il
Problema ¢ sempre solubile ; ma negli altri pud
non essere tale. Prendasi per esempio 1l caso quar-
to { prec. IV): il Problema in esso si vede, che
non ammette soluziene , ogniqualvolta risulti CM
> Cl, oppure IN>1K, oppure KP>KL , oppure
LQ>Lb6. Ora per determinare, quando abbia luo-
go uno di tali accidenti, si pongano ne’ rapporti
ora accennati in vece delle rette i Joro valori alge-
braicr (prec. 1, ec. IV); avendosi da cio 2>c, ov-
vero f-(f—é—-”—r—)-> m , ovvero ‘T

&[c4n)—(a+m)x

> 72, OVVEro
a

>d'", ne verra corrispondentemente

oz
> oppur s o e > 2T Guvero
LGy OPPULE o< a+m’ ppur arm
a(c—4=-n) . i
2 — ue i1l Prob isol-~
gy el dungq oblema non potra r

versi, se non se allorquando il valore della x sia

Fig, 25
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- . _ac > alc<n)
non >»c, on<_a+~n;,non e ° € 1on <
alc4=n) __ alb4-cden) |
aFdT > M3 2= ( prec. IV. ). Dunque

acciocche 1’ accennato Problema sia solubile , 1 va-
lort ¢, 4, ¢, ec. dovranno essere tali, che si ab-
bia, 1.° a{b+n) non > c{d'*+m), 2.° a{b+nu)(asm)
non < acd'’, 3.° bla+m) non > d'*(c+n), I’ ultima
alc¥rn)
dod
stesso della z evidentemente sempre vera. Nel
modo stesso s1 determineranno le condizioni necces-
sarie a verificarsi , acciocche il Problema sia capa-
ce di soluzione negli altri casi.

Avvertasi finalmente, che , siccome non pos=
sono in Natura formarsi delle palle perfettamente
elastiche , ne possiamo prescindere dall’ attrito , ¢
da gualunque mezzo resistente, qnindi ne segue,
che I’ esperienza non potra corrispondere a quanto
31 € quivi determinato.

condiziene di x non < - sara , pel valore
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CAPO I

Dei luoghi geometrici determinati di 2.° gradoc,
e della Costruzione

delle Equnasioni determinate di 2.° grado .

27. Probl. 7.° Trovare il lnogo geometrico
dell” espressione }/(«b ), rappresentandosi dalle a,
b i valori delle due rette AB, CD .

Sol. Posto |/ ab=x, poiché ne viene ab=x*, Fig. 27
satd @ :x::x:b. Dunque altro non essendo la %
che una media proporzionale geometrica tra le due
a, b; la determinazionc di tal media costitnira la
soluzione del Problema proposto. Descritto pertan-
to sopra la retta EG=EF +FG, in cni EF = AB
=a, ed FG=CD=24, 1l semicircolo EHG , ¢ dal
punto d’ unione F innalzata la perpendicolare FH,
sard questa FH =} (ad) , € pero il luogo geometri~
co domandato .

28. Scol. 1.° Sia |“a P’ espressione data . Posta
essa ==z , avendosi a==z*; dal ( ».° 14 ) apparisce,
che, se la @ non esprime che una linea, la e
non potra rappresentare alcun valore geometrico :
che se introdottasi nel calcolo la retta 1, sia come

nel (n.216) a=aX1 i allora la | a = «X 3
csprimera pel (n.° prec.) la media proporzionale
geometrica fra le due linee a, 1.
2g. Probl. 8.° Supposto AB=a, CD =4, cer-
casi 1l valore gcometrico della espressione | /(a*+£2) .
Sol. Dall’estremo E di una retta EF=AB=a in- £ ..%L

O

nalzo perpendicolarmente la retta EG=UD=’, ¢ com-

1

piute il triangolo rettangolo GLIY', polcie risulta
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FG*=LF® + LG, sara FG =1 (a®>+4*). Formato
pertanto un triangolo rettangolo, ove 1 cateti siano
le @, 7, I”ipotenusa sarh il valore geometrico della
|/ (a®+L2) .

30. Scol. 2.° 1. Che se I’ espressione data sia
la |/(«*—22); conviene primamente osservare se sia
a <b, oppure a=10, ovvero a>5b. Se ha Inoga
il primo di questi casi, la |/ («*—=£4) esprimendo
un valore assurdo immaginario, non potra rappre~
sentare alcuna quantita geometrica, poiche qualun-
que quantitd geometrica, esistendo attualmente , e
necessariamente reale . Che se ¢ = 4 ; allora la
 (a*—04*) diventando = o, esprimera una linca lunga
zero , e quindi rappresentera un punto . Nel caso
{inalmente , in cui «> 5, supposto , che sia nella
(Fig. 20) AB=«, CD=4, descrivo sopra di una
retta EF = AB un semicircolo, applico a questo dal
punto A una corda EG=CD, il che, a cagione
di b<a, e pero di EG < EF, pro sempre farsi,
e condoita dal punto G all’ altro F la GF, sarh
questa evidenternente il valore geometrico della
Var— 12 ).

II. Date siano le espressioni 1 (a?4+L2 42 4-d3)
L (0% = 0% ~ ¢* 4 d?+ %) . Per ottenere il luogo geo-
metrico della prima; dalla estremiti E della EF=a
s” innalzi perpendicolarmente la EG = 5 , € sl tirl
la FG: quindi dal punto G conducasi perpendico-
lare aulla GF la GH=¢, uniscansi i punti H, F
con la HF , si conduca a questa perpendicolare la
HI=d, e tirata finalmente la IF, sarh essa IF il
lnogo geometrico ricliiesto . Difatti per la costrn-
zione fatta avendosi FG*=a2+ 5% FH*=FG? + & 5
NF = 'H +d2, con la sutceesiva sostituzione otterremo
FIPZ 2 4l2 42402, e pero Tl =/ (a®+0%+ 3+d?).
Ridotto nel caso secondo il radicale dato alla for-
ma /7 ({a* 4 d* 4+ ¢*) — (L2 + (?) ), determino, come
preccdentemente due rette, la prima =)/ a2+ 2+?)

-
ot
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e che denomino f, la seconda = (b2 +c?), e
che chiamo g . Avendosi quindi /((a* +d* +¢?))
— (L* + G = =) determino , come
nel { prec. I') il valore geometrico della Vo=,
e tal valore sara evidentemente il lunogo gromivia

co della data espressione |/ (a?—=72— 243+ *).
HI. Poiche |/ w*—0% = |/ (u+v)le—21,
vedesi che potrewo ottenere il valore geomelrico
della /(4= 4*) ancora col metodo del (n.°27),
trovando cio¢ una twedia proporzionale tra a=+b ,
¢d @ —b. Cosi se nella |/ (a®+12) (n.°20) si de-
termini upa terza properzionale dopo le a, b, onde
chiamata questa f , si abbia af = /*, e pero
L (a2+b?) =/ (a*+af) =/ a{a+f), si otterra il
valore geometrico della |/ («2+4?) anche col ritro-
vare una media proporzionale tra le @, ed a~+ f.
In egnal modo supposto di aver ritrovato con la

determinazione delle terze proporzionali corrispon-

. bz cz dz . . .
denti la —=f, la—=g, € la _E""'k’ poiche risul-

ta |/(a"+ b3 4-d*) (prec.u ) = |/( a? +a{'+ag+a}£)
=1 (a+f+g+h)a si avra il luogo recmeirico
di tal radicale anche col trovar una media pro-
porzionale tre a , ed a+f+g+%.

IV. Se nelle espressioni date esistono sotto del
vincolo radicale delle quantitd non quadrate , co-

me per esempio nella 1/(5:%1 de — fg);al]ora,

o riduco tvtti i termini posti sotto del vincolo a
tanti quadrati, trovando tra i fattori di cluzcun
termine una media proporzionale , e quiudi faccio
uso del metodo esposto nel (1.°21), e nei (prec. 1,11),
oppure riduco tutti i termini esistenti sotto de’ ra-
dicati ad avere un medesimo fattor comune; opero
gnindi come nel (n.22-}. e nel ( pree. 1), ed 1n
amendue le maniere otterrd 1 lJuoghi geometric
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. ; i . abc
corrispondenti. Rapporto difatti alla p” ( e +de= fg )

; : b
trovato dapprima il valore della % (n.29), che

diro %, o determino tre medie proporzionali la pri-
ma fra le ¢, £, la seconda fra le d, e, la terza
tra le f, g, ¢ denominate queste m, n, p applico

alla espressione |/ (m?+n2=p?) = V(igi +de — fz )

il metodo del citato { prec. II ): ovvero ritrove
due quarte proporzionali, la prima dopo le ¢, &,
e, la seconda dopo la ¢, f, g, e chiamate esse g,

r, onde V(%ﬂ +de—fg) =1 (c({hr+g=+r)),

trovo, giusta il ( ».° 27 ), una media proporzio-
nale tra le quantita ¢, Aagr.

V. Se i termini posti sotto del vincolo radica~
le rimanendo sempre, come si & supposto finora ,
omogenei, contengono poi invece di due, quattro,
oppure sei dimensioni; allora il valore geometrico
corrispondente sara una superficie, ovvero un so-
lido. Siano difatti {abcdawefzh), |/ (abcdef—zhikmd
~afk/*i*) 1 due radicali. Riguardo al primo di es-
s1, determino in prime luoge il valore geometrico

¢ h . . = : :
delle Z, gb ( #.° 9 ), chiamati "questi m, n, ri-

duco la |/(abcd + efgh) alla | (abed + abmn ) =
V (ab) X |/ (cd + mn), e truovati i valori delle |/{ad),
/ (cd—+ mn}) che divo p, ¢, avremo /' ( abcd+efgh )
= al rettangolo pg . Riguardo poi all’ altro radica-

; kl )
le , supposto pel ( 2.° 9 ) %i::p, =9 E-Z—Qz—: T,

;2’___ ndi 27 = :ohié :
7_.5,eqmn 1“;2--—- ,"d"— — U, POIC]e eSSO. S1

riduce alla espressione

l/((éb(}d(f
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V (abcdef — abedrt + abedsu) = /(abt X1/ (cd) %
| ef—rt—+su); determinate le rette corrispondenti a
questi tre radicali, il parallelepippedo, che da esse
s1 forma, sara il valore geometrico del radicale
proposto .

VI. Se il numero delle dimensionl nei termi-
n1 esistenti sotto del vincolo radicale sia diverso
dal 2, dal 4, e dal 6, oppure se i termini mede-
simi non sono fra loro omogenei; allora il radica-
le supposto, non potra, generalmente parlando,
rappresentare alcun valore geometrico, quando mai
nou supplisse opportunamente la retta 1. Cio si
dimostra agevolmente in un modo simile a quello
del ( n.° 28 ). Ho detto, generalmente parlando,
perche avvi qualche caso particolare, nel quale,
quantunque nel radicale dato manchi I omoge-

neita, pure possono da esso rappresentarsi delle

quantita gegmetriche . Sia per esempio il radicale
V/ (abcdefi+hi) . Posto esso =xy-+z, se ne faccia il
quadrato; risultando abcd + efg + hi=z2y*+ oryz
<+ 2*, osservo se si abbia , o no abed = 2%, ,
efe==2xyz, hi=132; se s1, allora esprimendosi dalla
zy una superficie, e dalla z una linea, la |“(abcd
~+ efg-+~hi) rappresentera il cumulo di queste due
(quantita geometriche. In tal caso pero avendosi
abed Xhi=az*y?:2, ed e*f?g® =4x%y?z*, e quindi
e*f*s® =4abed X hi, la |/ (abcd +efg4=hi) si ridur-
ra=|/ (abcd)+}/(hi), unione evidentemente di una
quantita superficiale con una lineare .

31. Probl. 9.° Gostruire un Equazione pura de-
terminata di 2.° grado .

Sol. Sia z*=A I’ Equazione data, avendosi A
= ab , oppure =a*+-5*, oppure =a*—b*, ovvero
=a*+0*+c>+d*, ec., € sia XY la retta su cui
deve prendersi il valore delia =, F il suo princi-
pio. Presa nel primo di questi casi di qua, e di I
dal panto F le porzioni FE, FG, determino , co-
me nel ((2.° 27 ), la FH= (ad); tagliata nei ca-

Algebra 4

Fig. 27,
28,209,390
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si secondo , terzo, e quarto la porzione FE = a4,
truovo come nei {n. 29, 30) la FG=(a*+1?} (Fig. 238),
la FG =/ (a*—1?) (Fig. 20}, la Fl= (@®4b* + ¢c* =+ d?)
(Fig.30) ; e quindi col raggio FH nel caso primo, con
Valtro FG ne’ casi secondo, e terzo, col raggio Fi nel
caso quarto, e sempre col centro F descrivo i due
archetti P, Q, e questi nelle porzioni FP, — FQ,
che vengono tagliate cominciando dal punte F, e
delle quali prendesi la seconda negativa, perche
in direzione opposta della positiva FP (IV.n.°3),
questi , dissi, determineranno i domandati valori
cometrici della z nella z* = A. Cio & evidente
dall’ essere + A, — /A le radici della proposta
x?=A. Qualunque altro valore si rappresenti dal-
Ja A, otterremo sempre il cercato luogo geometri-
co , determinando prima pe’ ( n. 27, 29, 3o } una
retta ugnale alla A , e quindi con questa come
raggio, e dal punto, ove comincian le& come cen-
tro, descrivendo due archetti, i quali taghino sul-
la retta data di posizione due porzioni aventi dire-
zione opposta , ed uguale ciascheduna alla /A

Esprimendosi dalla z una retta, e chiaro che
1a A deve rappresentare una quantitad di due di-
mensioni, ed & chiara che deve questa A essere
positiva, acciocche esistano realmente 1 corrispon-
denti valori geometrici della .

32. Probl. 10.° Costruire un’ Equazione com-
posta determinata di 2.° grado .

Sol. Qualunque sia I’ Eqnazione composta de-
terminata di 2.° grado, rifletto in primo luego po-
tersi essa sempre ridurre alla forma 2?4+ ax = L3 .
Imperciocché supposta nell” Equazion data la debi-
ta uguaglianza delle dimensioni (n.° 14}, € divisa
essa pel coefficiente della z*, il coefliciente della
~ dovra risultare di una dimensione sola, e se tal
coefficiente risnlta formato Ji piu termini, que-
sti sommati insieme potranno considerarsi ridottl
ad un termine selo, che dico a, riducendosi pel
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(n.49,10,2,3) ad una sola le rette da loro rappre-
sentate . Cos1 dovranno pel cit.® (2.° 14 ) risultare
di due dimensioni tutti 1 termini affatto cogniti ,
ed essi sommati insieme potranno sempre ridussi
mediante le operazioni esposte nei (7.4 27, 29, 30)
ad un termine solo esprimente un quadrato , il
quale per conseguenza chiamo 22 .

Eseguita pertanto I accennata riduzione, os-
s:rvo in secondo luogo , che nella Equazione
x* 4+ ax = b* risultataci, ciascuno de’ coefficienti
@, b* puo essere positivo e negativo. In conse-
guenza di cio

I. Supponghiamoli amendue positivi. In que-
sto caso essendo |

x* 4+ axr=b>
I’ Eqnazione da costruirsi, preso su d’una retta in-

definita DE un punto A, supponghiamo che da Fig, 3;

questo. debbano incominciare i valori della = . In-
nalzata da A perpendicolarmente la AB=5, e pre-

. a . .
sa la porzione AC = —- st conduca la CB, e quin-

di, fatto centro in C, col ragrio CB st descrivano
due archetti in G, ed in F. Cid eseguito, facendo
per ora astrazione dalle direzioni, avremo CG = CF

:CB; ora CB:]/(AC“-»AB”)::[/( -‘%— +5’) 5

danque GG =CF = |/ (‘i‘:—. -+ b2 ) s maAF = CF —
CA,ed AG=AC~+CG, dunque sostituendo sara AF

2 2 Q
=1/ (- 22 \tlFA= [ & 2 —ii AG=—
-+ |/(ff4_i “+ b3 ) . Introducendo presentemente la

considerazione delie direzioni , e ponendo quinii

che 1 valori, 1 quali da A si estendeno vevso V',
s1ano positivi, e negativi quetr che da A scorrono

L

A
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verso D, il valere di AG dovra esser negativo, &
quindi , tenendo eonto della direzione , avreme

2
-—AG:—-S—;/(%—a—L*), mentre gia resta

» a* a a . @ "a? =\
AF= 1/( 4 =D ) — —, Ossia AF=—— +~1/ (T +D )
Ora dalla soluzione della z® +dé=0?, ricaviamo =
_.-—g-zl/ (‘% +5’), dunque le due rette AF, — AG

esprimono 1 doe valori deila incognita nell’ Equa-
zione proposta .

1I. Rimanendo J? positivo sia il termine ax
cosicche I Equazione divenga

o — ar = b*,

In questo caso I’ Equazione sl costruisce egualmen-
te ehe quella del ( precd.l), con questa sola ditle=-
venza, che inveco di prendere come nella (Fig.31)

negativo 3

- a W .
la AC= - verso D, cio¢ verso il valare della =

negativo , deve al contrario prendersi da A verso
E , cioé dalla parte del valor positivo, come vede-
si pratieato nella (Fig. 32.); ed operato in seguito
come precedentemente, ritroveremo nella cit.® (Fig.32)

somtey (o). w2 ()

onde AG, — AF rappresenteranno le due radict

della z*— ar = 1*.
III. Suppoughiamo finalmente il termine ¢

to b* negativo, le due Equazioni dei due (prec.LI)

diverranno percio
i ar==—b?, z?=—ar=-—Db"

Affine d;i eostruirle su della data retta DE, preso
I'ig. 33, 34 1l punto A, come principio dei valori della a2, st

5 . a .
tagli una porzione AC = — verso il valor dclla =

orNl-
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negativo; ossia verse D, come nella {Fig. 33), se
vogliasi costruire la prima delle due poste Equa-

ziomi, e taglisi questa perzione AC = -—-E-(Fig. 34)

verso E, cioé verso il valore della x positivo, se
proposta venga la seeonda Equazione. Descritto in
seguito nell’un caso, e nell’ altro il semicircolo
AHBL, s’ innalzi perpendicolarmente il raggio CB,
prendasi in questo la porzione CK=4, e condotta
per K la LH parallela alla DE, si abbassino sopra
la DE le due perpendicolari LG, HF . Cid esegui-
to, e tirate le rette CH, CL, avremo , fatta astru-

zione dei segni , CF=CG =~ (f‘-;. —Z)"), e perd
nel primo caso AF=AC~ CF= -Z— —1/(%;—— b*),
~AG:::AC+CC‘::-'—E-+ l/(f__::. — b’) , e nel secondo
AF = AC+CF = £ 41/ (2 ~* ), AG = AC—

2
CG = —% -7 (‘%‘ —4* ) . Considerando ora le di-

rezioni; poiché i valori AF, AG della (Fig. 33) scor-
rono verso D, dovranno essere presi negativamen-
te , € per conseguenza i due primi precedenti va-

lori della = saranno — AF :i—_g--o-[/(%z-— Z/“) 5
a a2 s' _
-—AG:——;—-—V(T-—Z/ ), onde — AF, — AG

esprimeranno nella (Fig.cit.4) le radici della Equa-
zione 2* «+ ax = — l* , come si esprimono dalle

AF , AG nella ( Fig. 34) le radici dell’ altra Equa-

2100€ 2 = gr — — b2,

IV. se fosse b > f—- , divenendo in allora CK> CD
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il punto K cadrebbe fuori del circolo ; e mon
potrebbe per conseguenza condursi piu la corda
. . _ a

LH, e farsi il discorso del ( prec. III) Ma se 6>~

2

. . a’ . at ;
abblamo ancora 4* > 7o ossia < b*, e pero
a? a* C X
S b* <o, onde ;/(‘“’_i" —b* ) quantita 1mmagina-

ria. Dunque in questa supposizione essendo i due
valori della x immaginarii, saranno pure immagi-
narie , assurde le rette, che a questi cosrispomlo-
no, e quindi il precedente metodo mostrerd ezian-
dio quando le radici della data non sono reali.

33. Scol. 3.° 1. Considerando le radieci dell’
Eqnazione precedente, vedremo facilmente che le
radici della z* 4+~ az = {* altro non sono che quelle
della z*—axr =42, ma prese in senso contrario, e
cosi le radici della 2* +ar=-5*, cangiatone il
segno , ugunagliano quelle delia x® —ax =— 52,

II. Vogliasi la costruzione dclla Equazione
2% — ax = c¢d senza ridurre, come nel (n.°32), il
termine cognito ¢/ a quadrato . Supposto perciod
clie dal punto A debbano cominciare 1 valori della
x, ¢ che debbansi questi prendere sulla indefinita
DE , conduco pel supposto punto A sotto un ango-
lo qualunqgre un’altra indefinita MN , quindi po-
sto che sta ¢ >d , taglio sopra della MN una por-
zione AH=1¢, e cominciando dal punto H, ne ta-
glio retrocedendo un’altra HI =4, in segunito pre-
sa sopra della DE , e alla destra di A una porzio-
ne AB=a, determino il centro C di un circolo,
il quale passi pei tre punti A, B, I, e finalmente
con ques:o centro, e col raggio GH descritto un
circolo HFC , 10 dico chie le AF , — AG saranno 1
due valori vichiesti della « . Difatti descritto 1’ in-
dicato circoio, che passi pei tre punti A, B, I,

poiche abliame LA=IH, sarda LAXAH=cd, ma es-
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sendo ancora GA=BF, si ha GB=AF, e perd GA=

AF—a. onde GAXAF = AF? — ¢XAF. Dunque a ca-

gione di GAXAF=LAXAH , avremo Al*—aXA¥=cd.
Ora quest’ ultima Equazione altro non ¢ che la
proposta, cangiata semplicemente la « nella AF .,
Dunque dovra essere la retta AF un valore della =
medesima , ossia una radice della Eqihazione data :
ma dalla precedente Equazione GA=AF—a ricavasl
AF-~AG=a . Dunque essendo — a il coefficiente del
secondo termine nella z?—ar =cd, ed AF una
delle sue radici, sara pel (2.° 228. dlg. ) — AG
I’ altra radice. Dunque ec. Vedesi che dovra essere

AF = -§-+|/(%z—+cd),—AG=-g——|/(€-+cd).

III. Sia richiesto di costrnire in modo simile
a quello del (prec. IT) I’ Equazione 2 —ax = —cd.
Condotta qui pure una indefinita MN, la quale
passi per A principio gia stabilito delle x, e fac-
cia un angolo qualunque con la indefinita DE, su
della quale le x stesse si devono prendere , si ta-
gli nella DE medesima, e alla diritta di A la por-
zione AB=ua, quindi supposto ¢>d, si tagli sopra
Ia MN la porzione AH=c, poscia, proseguendo in-
nanzi, 1"altra HI=d4d , e trovato il centro G del
cerchio, che passa pei tre punti A, B, I, si de-
scriva con questo centro e col raggio CH la cir-
conferenza HLGF ; cio fatto io dico, che mentre
le doe radici della data z* —ax = —cd siano reali,
e disuguali fra loro, tale circonferenza deve taglia-
re la AB in due punti G, F, e che quindi AF,
AG saranno i due valori geometrici della . Ab-
bassate difatti dal centro C sulle AB, Al le per-
pendicolari CK, CO, e condotti i raggt GA, CH,

Fig. 36
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poiche risulta GO = CH - O , 8ara CTA =
EG“+C‘"G’ — A0" — OR" + CH = (AO + OH)
(AO — OH) + CH" = AH X AL+ CH = cd +
CH*; ma CK* = CA —AK = EKZ — f;: dunque

CiHe —CK* :!—f-;f cd . Orasele radici della z*~azr==cd

sono reali e disugali fra loro , deve essere‘%:»cd g
dunque risultando in questa ipotesi CK<CH, si veri-
fichera in primo luogo, che I’indicata circonicrenza
HLGF sega la AB, nei punti G, F. In conseguenza di
simile segamento avremo AGXAF=ALXAH=cd ; ma
AG=FB=AB—~AF =a — AF ; dunque risultando

2 R | :
aX AF — AF = cd, e pero AF — aXKF==—cd,
dovra essere AF uno dei valori della z ; ma

AG+ AF=AB=a; dunque AG sari 1’ altro valore.
Avremo evidentemente AF ::—g—-q- v (‘% -cd) ,

a a?
AG:—;—-—l/(-—[*-—-—-cd).

IV. Se la Equazione data sia Ia 2% + axr=c¢d,
oppur I’altra z* + ax ==cd , poiché pel ( prec.1)
le radici della prima non. sono che quelle della
a?~ ax =rcd, cambiatine 1 segni, e le radici della
seconda non sono che quelle della 2® — gz ==—cd,
fatto il cambiamento dei segni , ne segue che il
metodo esposto ne’ (prect 11 IIl) servira egnalmen-
te alla costrvzione delle Equaziout a® war = ¢d ,
7%= qx=-cd, avuta soltanto I’avvertenza di pren-

dcve suila retta data la porzione AB alla sinistradel
punto A.




CAPO 1V.

Pella soluzione dei Problemi Geometrice
determinati di 2.° grado

34, Esem. 8.° Dato 1l semicircolo AEB s’ innal-
2i da un panto dato D del diametro AB la perpen-
dicolare DE , e nella porzione DB come su diame=
tro, descritto il semicircolo DIB, sia richiesto di for=
mare un circole NIL tale, che tocchi la perpendi-
colare DE, la semicirconferenza AEB, e D aitra
DIB. |

Sol. Cogniti essendo il raggio AC, la perpen-
dicolare DE, e la retta DB, e quindi la sna meta
DO, ponghiamo AC=e, DO=%, DE=c, e CD=
a—2b=d. Cio fatto affine di descrivere il circolo
domandato, & ¢hiaro, che non dovremo, se non che
determinarne il centro P, poiche da questo abbas-
sata sulla DE la perpendicolare PN, essa come rag-
gio formera il cerchio richiesto . Ma quale retta
prenderemo noi per incognita, onde determinare
questo punto ; giacché esso non ritrovasi su di al-
wcuna delle rette date di posizione ? In questo caso
ti serviremo di due incognite nella seguente ma-
niera. Dal punto P che si cerca, come se gia fos-
se determinato , abbassiamo sulla CD la perpen-
dicolare PM, e chiamiamo xz la DM, y la MP,
dalla determinazione di queste e chiaro che avre-
mo la soluzione del Problema. Supponghiamo con
la perpendicolare PN descritto il circolo NLI, e pei
ceutrt G, P, O conduciamo le rette CPL, OP , e
facile il vedere che CPL=CA porta il suo estremo
al punto di contatto L, e che PO passa per I’ altro

Fig. 34
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punto di contatto I, e per consegnenza che abbia-
mo CL=a,PL=PN=DM=2zx,0l=D0O=J. Ora
CP’=CM’ + MP*, PO*=M0*+ PM*, e CP= CL
—PL=a—z, CM =CD + DM =d~z, PO=I10+IP =
br , MO=DO—=DM=Z—r, dunque avremo (a—zx)* =
(d+7)? 4+ y?, [b+1)? = (h—x)? )2, € pero a* — 2ax
=d*+odx-+v*, 20rz=—2br+y?. Dalla seconda di que-
ste Equazioni ricavo y*=jibx , sostitnisco nella pri-
ma, ed ottengo @*— 2qx =d* - 2dx + 4hxr , 0ssia
x 2
(49 2d+2a) x=a>—~d?, € perdo zr = 43212‘;1_% .

Ora a* — d*={a+d) (a—d) = ADXDB = DE*=¢2, ¢
2d==2CD=24—4b , onde 4{bh+2d+2a=4b42a—4l+2a
= 4a . Dunque dalla sostituzione venendo x:fg 5

affine di1 avere il valore della z prolungo le ED, DB
sino 1n S, T per modo che D8=4a , DT=q, tiro la
ST, e dal punto R tale che DR=¢ conduco la RM
parallela zila ST, e otterremo cosi evidentemente
DM=z . Cercando presentemente il valore della y,
poiché abbiamo ¢*>=4bx, prendo MV =MD==z,
MZ = 4b, sulla ZV come su diametro descrivo il
semicerchiv ZPV, da M innalzo fino alla circonfe-
renza descritta, la perpendicolare MP, e questa es-
sendo pel (n.° 27) il valore della y*=40z, ci de-
terminera il punto P domandato, e pero ci scio-
gliera il Problema.

35, Scol. 1.° Sciogliendo 1’ Equazione y2?= 45z
abbiame due valori della y, cioe y == (447),
==—1"(4bx) ; col primo di questi sciogliamo il Pro-
blema precedente : a che serve ora il secondo?
Compiasi, come nella (Fig. 38), il Circolo ZPV, e st
prolunghi la PM sino in Q, risultando MQ=MP e in
direzione opposta, giacche MP =4/ (4bx), ne ver-
ra — MQ =—/(40z) . Determinato cosi il punto Q
corrispondente al secondo valore della y, per ve-
dere a qual cosa esso serva, si compiano pur an-
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che i due circoli AEB, DIB, e si prolunghi la ED
sino- in F; lo stesso problema che € stato proposto
al disopra tra i due semicircoli AEB, DIB, e Ia
retta DE , poteva proporsi egualmente tra la retta
DF, e i due semicircoli AFB, DGB compimenti
dei primi, e il punto Q vedesi essere guello che
determina il centro del cerchio GHK tangente quest’
nltime qgnantita, e quello per conseguenza, che
scioglie 1’ istesso Problema al disotto . |

- Ma noi avevamo proposto il Problema soltanto
al ‘disopra, come dunque abbiamo ottenuto anche il
valore — MQ, che scioglie il Problema di sotto. Le
stesse proprietd, che competono ai semicircoli AED,
DIB, ed alla DE, spettano egualmente ai semi-

circoli AFB, DGB, ed alla DF, onde cercando

il panto Q non possiamo che cadere in queste

stesse Eqnazioni, che abbiamo ottenute pel punto
P . Dovendo dunque le Equazioni medesime servi-
re per la determinazione di amendne i puunti P,Q,
non potranno a meno di non esibirceli entrambi
nel tempo stesso.

36. Esem. 9.° Dato I’angolo QAN, e dal pun-
to B dato su della AQ innalzata la perpendicolare
BD sino ad incontrare in D I’ altro lato AN, vo-
gliasi sul lato AQ determinare un altro punto P,

da cui innalzata la perpendicolare PM , ne venga
PM=MD.

Sol. Cognito essendo il punto B, note saranno
le tre rette AB, BD, AD; ponghiamo pertanto
AB=a, BD=4, AD= (¢®>+b%)=c, & supposta
coinlotta la PM, che si cerca facciamo AP=,

PM =y ; avendosi AB: BD:: AP : PM, sarh a:b:x:y

b . e
= —Z— > ¢ quindi per la condizione del Problema
DM = MP = *

“

s

. ma abbiamo anche PB:MD::AP:AM>

Fig- 39
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i i AM = o ; dunque a ca=

| r¢ - .
é pero a p a{ g

1one di AM = AP2+PM*ne verra —_ 2 =2 2 o
& ada—a)* + ¢t

e riducendo &*x* = (a*+5?) (a=x)* ; ma e?4li=?
dunque; fatto il quadrato, e fatte le dovute elimi-

2
Ot a _ L, - . . 20 ;
nazioni, e sostituzioni, otterremo x’—-—; r4-c?=o*

Sciolgo presentemente questa Equazione e risultando
i--'—"z-;--l/(eq"‘ ne cerco l truzi 11
2= —k 5 —c* ) 0 la costruzione nella

seguente maniera. S’ innalzi da D la perpendicolare
DC; e si prolunghi sino ad incontrarein G la AQ:
fatto in seguito eentro in C col raggio CD descri-
vasi il cerchio PDQ, e AP, AQ saranno i due va-
lori di z ora ottenuti; e difattia cagione del trian-

golo ACD rettangolo avendosi AB:AD ::AD:AC,
sary @ :ciic:AC=¢ , € CP:CQ:CD:V(XCﬂ_

a

AD* )=/ ‘ g;— —_c? ) , € per conseguenza AP= AC

a3

— PG = f;——l/(ii- c“), AQ=AC+CQ= f;—- ot

v/ (2——2—- - ‘!) . Innalzo pertanto dai punti P, Q le
perpendicolari PM , QN ; e ne verra , come richie-
devasi PM=MD , NQz=ND.

37. Scol. 2.° Il nostro Problema ha dunq;ue dae
soluzioni, e quindi e che siamo giunti ad un’ Equa-
zione di 2.° grado. Non ogni volta peré che giun~-
giamo ad un’ Equazione del grado secondo, dobbia-
mo noi dire viceversa che il Problema proposto ab-
bia due soluzioni: vedremo cogli esempi seguenti,’
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che aleune volte le due radici delI’Equazione, quantun-
que diverse fra loro, pure puo quasi dirsi, che non
‘danno amendue, che una soluzione di uno stesso
Problema, ed altre volte una delle radici scioglie
benissimo il Problema propostoci, ma la seconda ne
viene, per dir cosi, tacitamente a scioglierne un
altro, per lo meno in aspetto, ben diverso -dal pri-

mno. _
38. Esem. 10.° Dato un circole BNDG , il cui Fig. 4e

rageio CB=a , e dato un punto A fuori del mede-
simo, tirare da questo punto una secante AMN ta-
le che la porziene MN compresa entro del circolo
risulti uguale al raggio a.

Sol. Tirata pei punti A, G la AD, sia AB=4,
e AD=b+20=c, e supposta condotta la AN, ba-
stando per la soluzione del Problema di determi-
narc il solo punto M, potrei abbassare da M la per-
pendicolare MP, e porre AP ==, PM =y, siccome
nel (72.°34): ma in questo caso riescendo la solu-
zione piu semplice col prendere per incognita la
AM , faccio AM =z, e verranne AN=z~+a: ora

AB:AM::AN:AD; dunque b:z::z-+aic, e pero
2
z“q—az:bc,z:—%il/(%* bc) . Per costraire

questa Equazione potrei servirmi del metodo indi-
cato nei (1I, IV. 2.°33); giovera perd ’esporre il se-
ruente, il quale in casi di simile natura € genscra-
le egualmente che I’ aliro; tirisi percio da A la
tangente AG, il raggio GG, e da A al punto H
preso alla meta di CG la retta AH, quindi fatto

. . a .
centro in H , e con un raggio = HG = rE descrit-

ti due archetti in E, F, le due rette AE, AF,
futta astrazione della direzione , corrisponderanno
ai due valori dalla z, ed in realta avendosi AB:
AG::AG:AD, ossia 5:AG:: AG:c, ne verra AG*=4¢,

e pero AH =7 ( 3%—-4—50 ), onde
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2 ; 2 .

AE = -2 +1/(%—+bc), AF‘_:-E—+L/(%+170)§
ora tra questi due valori della z uno ve n’ ha positi-
vo, cioe il pin breve AE, e uno negativo, cicé il COIr1S=
pondente ad AT, e frattanto nel calcolo abbiame sem-
pre considerata la z positiva; dunque tra i dune valori
ritrovati, quello che propriamente scioglie ora il Pro-
blema, sara il positiva AE . Pertanto col raggio AE, e
centro A descrivo un arco, che tagli la circonferenza in
M, e per questo punto M, ¢ per A tirata la AMN,
avrd sciolto cosi 1l Problema, risnitando MN=a .

3g. Scol. 3.° In vece di prendere per incognita
la AM , supponghiamo di prendere la AN, e fac-
ciamo AN=z, vependone AM =z—a , € quindl
bigea:iz:c, z2=—az=Ahc sarh I’ Equazione , da
cui ricaveremo il valore di AN, Ora ie radici di
questa Equazione altro non sono che le radici del-
la 22 + 4z =bc prese in senso contrario (I.7n.*33).
Dunqae la radice positiva della z*— as = bc espri-
mendo per la supposizione il valore di AN, ed n-
guagliando essa, cangiato il segno, la radice nega-
tiva della 2% +az=0c, non sara che la AF = AN,
Dunque i due valori AE, AF ritrovati nel (n.° prec.)
non facendo che determinare i due punti M, N
pon servono amendue che a eondurre la sola AMN,
e non danno percio che la stessa soluzione del no-
stro Problema . Tenendo conto perd com’ ¢ pur di do-
vere, del segno nell’altra radice della z? +az=/bc,
vedesi che 1l valore geometrico di questa altro non
& che un prolungamento della MA a sinistra del
punto A, ed ugnale ad AN; e vedesi quindi che
questo prolungamenta scioglie bensi 1l Problema
stesso, che sciogliesi dalla AN, ma lo scioglie 1n
an altro circolo descritto alla sinistra del punto A,
e sotto la retta BA, uguale, e similmente posto che

il dato BGDNB.

40. Esem. 11.° Dato nn triangolo ABG InsCri-
vere ad esso un altro MNP tale, che 1 lati MN,
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NP risultino rispettivamente paralleli ai lati BC,
AC, e la sna area stia all”’ area del dato in una
data ragione di m:in.

Sol. Pel parallelismo de’ lati MN, MP con gli
altri BC, AC abbiamo I’angolo NMP =0 ; duanque
MN x MP:AC X BC::m:n. Ora posto AB=a ,
BC =4, AC=¢, AM==z, pel parallelismo istesso

; o
si haa:b::x:l‘v’IN:—g, a:c::a-—x;MP:f_(“a x)‘

. cla—xbx <
Dunque ottenendosi ————:bc::m:nsara a°—ax

ma¥® s a (az ma? .
= - — € PCro r—-—zt — . Per costrui-
n P 2 l/ 4 »n ) t

%
re I’ ottenuta Equazione , replicato nella (Fig.42) il Fig. 42
triangolo dato ABC, prolungo alla sinistra il lato

BA sino ad un punto D tale che AD :—?225 deserit-

te quindi sopra i due diametri DB, AB le due se-’
micirconferenze DEB, AFGB , innalzo dall’ estre-
mo A la perpendicolare AE; dal panto E, ove
questa taglia la semiperiferia DEB, conluco una
retta EG parallela alla AB, dai panti F, G, ove
essa sega la semicirconferenza AFGB, conduco le
FM , GM' perpendicolari alla AB, ed i panti M,
M’ determineranno i due valori della x , cosicche
condotte le MN, M'N’ parallele a BC, e le MP,
M'P’ parallele ad.- AC, tanto il triangolo MNP,
come 1’ altro M'N'P' stara al grande ABC nella
chiesta ragione di n:m . La ragione della esposta
costruzione deducesi agevolmente dal metodo ge-
nerale accennato mnel (Ill.7n.°32).

Acciocché questo Problema sia possibile , deve
% 2

. a ma
essere come nel (1V.#n.°32), ~ non < — , € pe-
7
b YA T ;;Z .
TO 77 non < 4m : se n > 4m, Ia "AL "'.._:E = e

. . AR . .
sultando maggiote di— =a, la EG non incontre-

il
-
M
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ra il semicerchio AFB ; che se n=4m; allora la
EG divenendo tangente allo stesso AFB, il Proble-
ma avra una soluzione sola, ed un solo sara il

triangolo domandato .
41. Esemp. 12.° Data la retta AB, formare su

d’essa un triangolo ADB isoscele, e tale che I’ an-
golo al vertice D sia metd di ciascuno degli ango-

11 alla base A, ABD.
Sol. Supposto gia formato il triangolo ADB ri-

chiesto dal Problema , conducasi dal punto B 1la
retta BE per modo , che divida I’ angolo ABD per
meta; verremo cosi a formare il triangolo ABE, il

quale a cagioneedi ABE :ﬁ?: D,e di A=a se

medesimo , sara simile al triangolo ADB, e si avra
per conseguenza BE=AB . Chiamiamo ora « la AB,
e il lato AD =LY incognite z; a cagione dell’ an-
golo EBD =D sara ED=BE, e percio avremo ED
=BE=AB=g4, AE=z—a, ma per la somiglian-

za dei triangoli AEB, ABD abbiamo AE:AB::AB:AD,

~ . . a
dunque sara z*-»az=a®. §ciolgo ed in z =— =

"4 (?—;—* +a°) avremo il valore di AD = BD. Pro-

lunghisi alla destra AB indefinitamente, s’ innalzi
da B la perpendicolare BM —=a, e presa alla destra

di B la BG:-—Z——, col raggio CM si descriva il se-

micerchio QMP ; pel (II. n.° 82 ) otterremo BP

z 2 :
= -—z -+ (-‘% +¢z’), —BQ= f; -1/ (%— -+ a* ), e questl
saranno i valori della 2, dei quali per la ragione
istessa accennata nel {n.° 38) il positivo BP quel-
lIo sard propriamente, che scioglie il Problema pro-
posto. Facendo adunque centro in A, B, descrivo

due archetti circolari, che si taglino in D, con il

rageio medesimo BP, e condotic le rette AD, BD,
: aAvIemo
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avremo in tal modo formato il triangelo ABD, che
richiedevasi.

42. Scol. 4.° 1.° Cerchiamo presentemente di
determinare a che serva I'altra radice BQ ., e come
essa nasca. Per formar I’ Equazione, che ha servi-
to alla soluzion precedente, noi non abbiamo che
determinata una preparzionc AE : AB:: AB:AD, de-
dncendola da un triangolo ABLE formato simile al
richiesto ABD, col tirare da B sino al lato AD una
retta BE , e risultando intanto ED=EB =AB. Ora
non potrebbe egli tirarsi da B un’altra retta BE, che
dotata fosse delle stesse proprieta della BE preceden-
te, e che producendo la proporzione istessa ¢i con-
ducesse ad una simile Equazione ? Nel triangolo
ABD richiesto nel (7.° prec.) cid non puo farsi
glammai, poiché dovendo essere I’angolo ABD=a2D,
non v’ e che la retta precedente BE, che taglian-
do per mezzo I’angola ABD, possa produrre il trian-
golo ABE simile all’altro ABD, ma potrebbe ben-
s1 esistere un’ altro triangolo, in cui tirando que-
sta BE, essa soddisfaccia alle stesse condizioni del-

la precedente. Rappresenti pertanto ABD questo Fig. 4%

nuovo triangolo, e conducasi in esso la nostra BE ;
questa o cade entro del triangalo medesimo, o ca-
de [uori: suppenghiamae primieramente , che cada
dentro come nella (Fig.44), dovendo essere AB—=BE
=ED, e il triangolo ABL simile ad ABD, ne ver-
ra anche AD=DB, e I’angolo AEB=2D; dunque
anche I’ angolo A=ABD=AEB=:D, e pero la sup-
posta BE cadendo entro del triangolo , che ci sia-
mo formati , questo non potra ohe avere I’ angola
al vertice D meta di ciascuno degli angoli alla ha-
se, ed altro non sari per conseguenza che il trian-
golo precedente (Fig.43). Cada dunque la BE fuori
del triangolo ABD, come nella (Fig.45); essa incon-
trera il lato AD prolungato in E , e potranno be-

aussimo il triangolo ARD | e la retta BE essere ta-
Algebra 2

Fig. 45
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li, che ne venga AB=BE=ED, il triangolo ABE
simile all’altro ABD, e quindi ne nasca la propor-
zione AE:AB::AB:AD, vale a dir quella stessa, che ci
La condotti alla soluzione del Problema precedente.

Chiamiamo z il lato AD di questo nuovo trian-
golo ABD ; dovendo essere AB=BE=ED=c, ed
AE :AB::AB:AD, otterremo z-a:a::a:z, C pero
23+ az=a?. Dunque la radice positiva di questa
uguagliando la radice negativa della z? —az=a?,
cangiatone il segno , ossia uguagliando la BQ (F1£.43) 5
ne viene , che questa BQ uguagliera il lato BD del
nuovo triangole ABD (Fig.45), e per conseguenza
le rette BP, BQ non sono che 1 lati di due tran-
goli isosceli poggiant sulla stessa base AB=a, ma
diversi fra laro; il primo di questi nel lo conoscia-
mo , quale sara il seconde®

Poiché nella (Fig.45) abbiamo AB=BE=ED;
e AD=DB, pne verra I’ angolo ADB — DBE ++ E =
BDE+E; ma BDE=2A, ed E=A, dunque sara
ADB = 2A + A =3A, e quindi a cagione di A=ABD,
avremo nel nostro triangole I’ angola al vertice
ADB triplo di ciascuno degli angeli alla base.

iI. L’ Equaziane dunque 2*— az = a° viene a
sciogliere due Problemi in aspetto ben diversi fra
loro, quali sono , data una retta, 1.° determinare
su di essa un triangolo isoscele, che abbia 1* ango-
lo al vertice meta di ciascuno degli angoli alla ba-
ses 2.2 formare sulla retta data un triangolo 1so-
scele , che abbia I’ angolo al vertice triplo di
ciascuno di quelli alla base. Ma pure questi Pro-
blemi, posta AD =z hanno tali legami fra loro,
che non pud sciogliersi I’ uno senza cadere a scio-
rliere 1’ altro ; si nell” un triangolo, che nell> altro
la BE produce la stessa ugunaglianza AB=BE = ED,
ed insieme produce la stessa proporzione AR: AB :
AB:AD, da cui propriamente deduciamo la solu-
zioue richiesta , e quindi ¢ che tali due Preblemi
possono ridursi ad un solo; dicendo: formare sopra
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della data AB un tria ngolo isoscele ADBtale che, tirata
dal punto B al lato AD, prolungato se occorre , 14
BE, risulti AB=BE=FED, ed insieme AE:AB::AB: AD .

HI. Supponghiamo , che sj richieda di divide-
re due angoli retti in cinque parti uguali, e po-
scia di combinare queste parti, senza piu spezzarle,
nella formazione di un triangolo per modo chic q tic-
s$to risulti un triangolo isoscele . |

Essendo 180.° 1] valore di dye retti, cliiamia-
mo ¢ il valore della loro quinta parte, cosiccheé ; =
{%2:: 34°. Per determinare il triangolo domandato,
supponghiamo di formarle per mado, che il suo
angolo al vertice, cioe I’angolo campreso fia 1 luti
uguali s1a ¢; restando 4> da distribuirsi a; due an-
goli alla base; ciascuno di sssi non potra essere
che 20, e avremo cosi un triangolo isascele , che
ha Iangolo al vertice mety dj ciascuno degli an-
goli alla base . Suppenghiamo in secondo laozo i
formare un triangolo isoscele, il cui angolo al vertica
sia 3p; restano 20 da distribuirsi agli angoli ally
base , ciascuno di quest: adunque non poira esserg
che ¢, e avremo per tal mada un triangelo equi-
crure , 1 cui 1’ angolo al vertice o triplo di cias-
cun della base . Non supponso di formare triango-
li 1sosceli, ne’ quali 1’ angolo al vertice sia e, a
4¢ , peiche restando nell’un caso 39, e nell’ altro
9, ¢ 1mpossibile distribnire questi avanzi per gli
angoli alla base senza produrre dei rott; > 11 che ¢
contra la supposizione. Duangue due sono le solu-
ziont del nostro Problema, e i due triangoli prc-
cedenti quelli sono, che le somministrang .

43. Esem. 13.° Condurre da un dato punto ad na
triangolo dato una retta, la quale divida 1’ area del
triangolo medesimo in una determinata raglone geo-
matirica

Sol. Sia m: n questa ragione , ABC il triaheo.
lo, e D il puunto dato. Poteuda JUesto puiife gsi-

¥

4 4 c
Fi.{:‘. SL% .
L } .
ra

/i
- L]
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stere , o fuori del triangolo medesimo (Fig. 46), ®
dentro ( Fig. 47), o sopra uno de’ suoi lati, per
esempio sul lato AB (Fig. 48) .
I. Comincio dal supporre , che esista fuori
(Fig. 46) e in tale ipotesi supposto , che la retta
DE sia quella che scioglie il Problema , poiche ne
viene AME : MECB: : m: n, sara ancora AME : ABG
et ATIIM P (fatto per brevith m+n=7)
e quindi AEXAM : ACXAB::m 1 p. Facciasi AC=«,
AB—=b , AE=u, AM=:; dal punto D conduco la DF
parallela al lato BA fino ad imcontrare in F la GA
rolungata; e poiche il punto D e dato , e le rette
DF, FA sono percido cognite, supponghiamo DF=c,
AF—=d . GCio posto, essendo DF : FE :: AM: AE,
ed ACXAB : AEXAM: L BDE , B sostituiti 1 dovutl
valori , risultando c:d—+w:tzit, abuzipiit,

ne verrd cu==dz 4~uz, puz=ubm, ed eliminata la
abm ahcm
. Per

A T e

» , otterremo 1’ Equazione z* -+ & == dp

costruirla , ritrovata una quarta proporzionale
po le tre quantita p, m, b, prendasi sul lato AB

do-

b .
la porzione AI::-—T-—, pel punta F,1 canducasi la FIL

fno ad incontrare in L la retta CL condotta da G
parallcla al lato AB, e da I si tiri la IK parallela
ad AC; cio fatto avendosi AF:Al:: IK : KL, ossia

mb abm

d:>=::a:KL, ne verra KL= - chiamiame f
questo valore , e poniamolo in vece di @™ nella
alivi abcm v 19 dp
22 D R g otterremo e¢ost I’ Equaziene

dp
. » LY . 2
z3 - fz=cf, € quindi sara z:_——;.f-i;/(:%- +(;f) :
2 C 7

Si prolunghi ora la DF al disotte, e preso FN=f=KL,
¢’ innalzi da F la perpendicolare FR fino ad incon-
trare in R la circonferenza DRN descritta sul dia-
metro DN, dalla meta O detlla FN si conduca ad
A la retta OR, e finalmente facendo centro in O
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col mi;;gio OR s1 deserivano i due archetti circola-
vi in P, ed in Q; escguite tutte queste operazio-
ni, FP, = FQ saranno 1 due valori della = : condu-
co pertanto da P una retta PM parallela ad FA, ¢
3] punto M, ove questa taglia il fato AB sara il ii-
chiesto , cosicche, conducendo petr punti D, M la
reita DME, essa fard s1, che il triangelo ABC :
AME::p:m, e quindi, che AME: BMEC ::m:u,
siccome era stato richiesto.

II. Sia il punto D entro il triangolo ABC; in
questo caso condotta la DF parallela ad AB, rite-
nute le stesse deneminaziont: , € replicato lo stesso
raziocinio del (prec. I) troveremo le proporzion:
ciu—=—d:zu, abtuz::p:m, e pero I’Equazione

abm abem . : 5
2% - —— z Zm— | ypssia z=fz2=—cf, determi-

dp dp
natos: in maniera consimile alla precedente il va-

L] - . azm - 3 - -
lore di f = d’ . Scinizgo ora I’ Equazione ottenu-
v c -

s Y 2
ta, e risultando x =L *y (%*-f‘f) , affine di

2
costruirla , prolungo il lato AB iadelinitamente |,
prendo su di questa retta le porzioni AH, HK ecia-

scuna = L, taglio AL = sFD = o¢, su di LK de-

scrivo 1l semicerchio LPK, dal punto H innalzo la
perpendicolarc HP, e con questa come racuio, la-
cf:‘mlo centro in H, deserivo due archetti in M, m;
10 eseguito avremo le due rette AM, Am, e (ue=
ste formeranne i due valori della =, come si puo
veder facilmente. Conduco pertanto pel punto M
e per P altro D la retta MDE, ¢ questa sciogliera il
Quesito, risultando da essa AME : ABC: :m P s
e pero AME :BMEC ::m :n .

III. Esista il punto D sopra di uno dei lati
per csempio sopra del lato AB. In questo caso ri-
sultera v=o0, e diventando z=AD=¢ I’ incognita da

determinarsi sari AE=y, e quindi per la solita pro-

5

(3

I

th.lf'].

it e
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porzione AEXAD : AUX AB::m :p , avremo

abm

= Trovata , come si ¢ detto nei{prec.1,1I)
- bm - axAl . .
la AI:—F , onde u = —— » 8l uniscano con la

DC i punti D, C, dal punto I si conduca alla DC
la parallela IE, e questa determinera evidentemen-
te in E il punto richiesto, onde ec.
- IV. Finora si & supposto tacitamente che ri-
sulti la retta AE non > AC; ma se mai ne dive-
nisse, siccome nelle (Fiz. 49, 50, 51 ), maggiore, allora
; dalle operazioni dei (prec. I, II, 1IT) si avrebbe bensi
ABG : AME :: p:m, ma non essendo AME una por-
zione del solo triangolo dato ABC , ne essendo
ABC—AME uguale all’ altra porzione del triangolo
medesimo , ne viene , che noun si avrebbe punto la
soluzione del Problema proposto . In questo caso in-
vece della AM prendasi per z la BM, e per u la
BE’, si conduca dal punto D la DF’ parallela al
lato AB sino ad incontrare non 1l lato CA , come
nei (precs T, 11), ma PPaltro CB, e posto qui pa-
re DF'=¢, BF'=4, ¢ posto BC=e¢ , poiche si vuole
AME'C:MBE' : : m : n, col discorsn medesimo dei
citati { prec.s 1, II) otterremo la Equazione per la

g, 46,
47 » 49
Plt&. 44,

50, 5

- ben been .
Fig. z3 e BT e . > al-
(Fig. 49) z* + 7 * dp,per la (Fig.50) Val
B ben been ‘
tra ..-..’—E}-. 5= — ==, € per la (Fig.51) la ter-
be . .
Za u = —55—- . Siccome le tre Equazioni ora ottenu-

te sono perfettamente simili alle tre de’ (prec. 1,
II,11I); quindi ¢ che ne avremo ancora in nn modo
affatto simile le costruzioni rispettive, dicendosi pe-
ro quivi del punto B, e del lato BC quello che la
si ¢ detto del punto A, e del lato AC. Per deter-
minare poi, quando abbiano luogo le presenti, e

quande le soluzioni de’ ( prec. I, II, III )}, si
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cerchino in questi ultimi paragrafi i valori del-
) . abm d
la », e ottenutosi nel primo u = = 2 =
PZ 4

9 d ( f o
~g= (5o (F=v(5+4))

d
(VIn.° 193 Alg.), nel secondo u= 2

Lav (5-o)

abm

(L (£). ot o

osservo, quando simili valori siano >a, e quando
non siano tali. Nel primo di questi casi si avra
evidentemente la soluzione del Problema co’ meto-
di del paragrafo presente, nel secondo con i me-
todi degli altei (preci I, IT, III) .

44. Scol. 5.° I. Vogliasi ora determinare a che
serva la seconda radice — FQ (Fig. 46) , Am (Fig. 47) .
Prolungata percio nella (Fig. 46) la BA al disotto,
s1 tiri, fino ad incontrarla, da Q la Qm parallela
alla AF, e si uniscano i punti D, m con la Dm;
nella (Fig. 47) poi si conduca pei punti D, m, la
em . Da cio avremo si nell’ un caso che nell’ altro
il triangolo Ame tale che Ame:ABC::m: p;e frat-
tanto la Am uguaglia la lunghezza dell’ altra radi-
ce nelle Equazioni del (I, I 7.43). Dunque I’in-
dicata seconda radice serve a formare 1’accennato
triangolo Ame, triangolo , il gnale in area ¢ ugua-
le evidentemente al triangolo AME, ed il quale e
nella (Fig. 46) affatto esterno al triangolo dato ABC,
non affatto nella (Fig. 4-).

II. Avvertasi, che come si pone positivo il trian-
golo ABC, cosi risulta positivo sempre non solo 1l
triangolo AME, ma ancora I’ altro Ame. Il triango-
lo AME risulta sempre tale, perche, siccome si con-
siderano positive le rette AG, AB, percio deggion-

-
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1 prendere positive eziandio le AE, AM; 1l triade
colo poi Ame nella ( Fig. 47) € positivo per la stes-
sa ragione, e nella (Fig. 40) € tale, perche tanto la
Ae, come la Az souo rapporto alle AC, AB di va-
lor negativo . onde degpionsi scrivere — Ae , == Am
lo stato di questo triangolo Ame & simile a quglio
dell’ area accenrpata nel (IIL. 2.° 8). -

I11. Supposto nel (1V. n. 43) %:‘g, onde si

abbia rapporto alla (Fig. 50 ) I’ Equazione z*=—gz=cz,

vedremo agevolmente , che se nel caso del (IL.7.°43)

f‘

Z G 2 .
s1 abbia tanio ;4— , Come "Zf «< ¢, o0ssla tanto am,

cd ; . ,
come en < -4——53’2; allora la soluzione di questo Pro-

\

hlema ¢ impossibile. -
Fig. Sa. 45. Esem. 14.° Dato un triangoio{ABE ridurlo
ad un’altro AMN tale , che AM=ADB, MN=BG,

¢ 1’ area AMN == ABC . ,
Sol. Sia AC=u . AB=h, BC=r, AN=z, e ab:
hassate le perpendicolaer BD, MP, sin BD=d , AD=e,
MP=4- . Cio poste, poiche siha b*=i*+e*, DCZ=a—e,
SATd C3m=(lPae P2 04022 4mqd— 20+l —[? , € PEro
bt 1?1—1-5‘2'*—'03)1

] - 2] 8 2 2_5
e = —~ , onde d*=(>*—c*=)) 4 )

e

gquindi o = -L|/(9.(5’-4—0’):ﬁ-—-—(b"—-c’}’—’-a“"’) e final-

24
mente fg = __j;. L (2(0® + c*)ad = (1 = ¢*)3—=at). Ora

quello , che si & detto presentemente del triangolo

ABC , s1 dice in egual modo dell’altro AMN : dun-

(ue sara ancora ?’:: ;r L (2(D2c?) 22— (b2 =)=z ?) ;

S . | ad =«
ma per le condizioni del Quesito deve essere —= :ﬁ .

Dunque avendosi — /" {2(b*+c?)ad—(b*=c?)%=a4) =

4
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;}_l/( 2(?}’4—(;’)::" '-—(5’—‘-6‘ )’—:L‘A), otterremo

o (PPa-c¥) 2=t o (B24-c?a? , € sciogliendo questa
Equazione 5i avrd z == == | /((b*+c?) = | ({5> 4+ ¥ —=
2(H e Na2aad)) {no 280, 4dlg.) == £/ ({(I*+ ¢?) =
{b*+c*—a)} . Quattro quindi si vede essere 1 valori
della &, cioe a, —a,}/ (3(62+1%)=a®),—)/ (2(b*+c?p—a?).
Ora i primi dne non ci danno che lo stesso triam-
golo dato -ABC posto o a destra del punto A, e al
J disotto della retta AC, mentre si faccia z=a, ed

y = 5; L (2(L24¢%) 2> (b2 —c?)*—x?) , OVvers pe=
sto a Uestra di A, e sotto 'della AC, quando ritenu-
t0 xx=a, facciasi y == — ;}; L (2(b24c?) 2~ (B ?) b —2);

oppnre il triangolo medesimo collocato alla sinistra
di A, e sopra AC, mentre si ponga z==--a, ed

¥ :—%{/ (2(b24-c?) 22 —(b>=c?)*=~z4) , o collocato al-
ia sinistra di A, e sotto AC , quando conservato
r =—g pongasi y=-— ;E; 1V (2(B% 4~c®) = (b2==c?)*—=24).

Duanque dagli indicati valori ¢, =4 non venendo
determinato triangolo di forma diversa dalla forina
del dato, il Problema verra sciolto dagli altri dne
1 (2(b*+c?)=a*) , = (1 (2(0*+c?)—a®) . Per determi-
nare i1 lueghi geometrici ; applico al punto B per-
pendicolare alla BA la BE=BC=¢, condotta 1" ipo-
tenusa AE—=)/(6*+c?), tiro a questa perpendicolare
dal punto E la EF=AE , conduco la AF=}"(2(h*+¢")),
descrivo su di essa AF il semicerchio AGF , € con
centro F, raggio = AC=a segnato I’ archetto G, col
rageio AG, e centro A taglio sulla AC la retta AN;
sara questa evidentemente =}/ (2 ()*«4-c*)—a?) ; facen~
do la stessa sezione nel prolungamento a sinistradi
A della stessaCA , si avré?a retta ==—i " (2(b%+c?)—a°) .

/oéd,nz
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Siccome poi i lati AM, NM del triangole , che si
cerca, sono noti, formo con le regole conosciute nn
tale triangolo, ed avro cosi risolto 1] Problema. Ve-
desi qui pure, che anche il triangolo AMN puo ris
cevere (uattro posizioni diverse, secondo la diver-
sa combinazione de’ segni ne’valor: delle z, .

Quantunque nella |/ (2(/?+c3)—a?), 1] termine
— a* sia negativo; pure il valore del radicale sara
sempre reale, e pero il Problema sempre solubile.
Imperciocche per la natura de’triangoli si ha bac>a,e
pero b3a-c®>a*—2bc; ma b +-c*>2bc (VIIn.°219 4lg.).
Dunque dovra essere 2(b%--c?) > a*, € pero ec.

46. Esempio 15.° Tra i due lati AB, AC del
triangolo ABC isoscele, condurre una retta MN ta-
le, che uniti i due punti di mezzo D, E delle
rette BC, MN con la DE, risulti questa DE per-
pendicolare alla MN, e tale inoltre che il nuovo
triangolo MAN stia al primo BAC in una data ra-
gione di m:n.

Sol. Supposta gia tirata la retta MN, che st
domanda, dal punto D si conducano ai lati AB,AG
le perpendicolari DH, DL, ed ai punti M, N le
DM, DN; e si ponga AB=AC=a, AH=AL=q,
DH=DL=d, AM =z, AN =y. In conseguenza di
ci0 avendosi MH=az—¢, NL =c—y , sard
DM? =d?+ (z—c)*, DN* = 4% +(c—y)*; ma per
essere K. punto di mezzo della MN, e per essere
la DE a lei perpendicolare si ha DM = DN ; dun-
que risultando d* + (z —c)*=d*+(c—y)*, avre-
mo z* — acx =y — acy. Ora la seconda condizion

PN \ mat®,
del Problema ci da zy:a®::m:n, e perd y=—
Dunque sostituendo questo valore nella z®— 2cx =
ama*c m2a4

x [
71 nd

— 0.

o* — 2cy, otterremo 4 = 2cx3 4+

Quest® ultima Equazione risaltataci si riduce alla
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P
{ 5, Mma? 5 ma* \ __ .
ormayf ¥ — —-— L° == 2CX = = — 0, € pero

n

7

r A

» - 1) ) - m -

si verifica tanto se sia z? — -2 — o, come se si
n

. ma? . .
abbia z* — 2tz +- — =o. Dunque ridottasi la pre-

cedente Equazione di 4.° grado alle due ora accen-
nate di 2.°, ne avremo la costruzione, ed avremo
perd la richiesta soluzione del Problema, costruen-
do con i noti metodi ( Dap. prec. ) le altre due
Equazioni ottenute di ».* grado . Avendosi por da

ma? riat i
sse x==x} — —_—c _ P risinle
€ — , T=¢ 1/(0 - ),
2
LY Y - - - L] _mﬂ .
tera corrispondentemente ai primi valori y = — =
ma? ma®
ma® n n ma?®
= - ' e 3 T2 - s ©
| 2
n na n
+= n e -
V' =
o . . - _ maz
in corrispondenza ai secondi y = 5
n(ft\/(o"'—— LB J)
i

2

=l/(c_;_-‘/(cz__”f_%_) )a Da questi valori fi-

nalmente apparisce, che il proposto Problema am-
mette quattro soluzioni, due corrispondenti ai va-

i ma? , ma® .
lori z =%/ — , y==x/ — , € due corrispon-

3
denti agli altn x = cil/(c’-.’."_f_ , Y=CF
n

v’ ( ¢ — T8 ) Rapporto ai primi due la MN ri-
Ii
sultera evidentemente parallela alla base BG, e
p 4

- ma d \
dipendentemente dal valore + 7 —— cssa an era
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al disotto del vertice A del triangole, e dipenden-

. ; ma* d A\ ders ¢ I
temente dal valore~ | — ; dovra essa cadere 4
£

disopra di A fra i due proionsamenti de’ lati BA,
CA , divenendo a questa MN senipre perpendicola-
1¢ la retta coandotta dal panro D al =no punto di
mezzo . Rapporto poi agli altri due valovi delle r,
%5 il Problema non ammetieri solnzione, se non
S Tn cie 3 . mn®* SRR R R

se gnahdo sia ¢* non <—-—; che se si abbia ¢*>

mﬂ: X . . ' : \ , _ » B s E
——, allora la MN risultera sempre inclinata ver-
g0 la basey e conservando un egual lunshezza ; ed
inclinazione , piegherd verso B, quando si pren-

p !

da » = ¢ & V(c’—rff_ ), verso G, qnando

n

F{/

L - . i A
st faceia xzc-—}/( €? o ——"—zf"> » Che se sia ¢* =

3 - | |
ma 6 N . »
——, allora 1 secondi due valori della z diven-
0 n sole uguale al primo - 4 il

gono u g P — .

47. Esem. 16.° Prolungati indefinitamente i due
lati BG, DC di un quadrato ABCD, i! cui lato
sia =a , condurre dal punto A una retta AN tale,
che la sua porzione MN compresa fra i supposti
due lati prolungati sia di una data luiighezza % .

Sol. Posta la retta DN=z, per la somiglianza
de’triangoli ADN, MCN avremo z 1)/ (r*+a?)::za:b,
e pero br=(x~+a))” (2*+a?), € tolti 1 radicali,
xd+2ax3+(2a%—b3)x 203 x+a*=0. Ascendendo que-
sta l.quazione al quarto grado, avrd quattro radici, e
quattro linee difatti si possono condurre dal punto A,
le quali soddisfanno al Quesito; tali essendo ap-
punto le rette MN, M’'N', M"N", M''N'’. In con-
seguenza di1 cio DN, DN, DN”, DN saranno i
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gquattro valovi della 2 ; denominatl essi pertanto

2z x, xT, cosicehe DIN=z',DN=z", DN"=z",
. a‘
DN = «'*, osservo che si ha z':1a::a: BM = —»

ma a cagione di ABCD quadrato, € della MN=M'N'
risulta AM=AN’, ¢ pero BM =DN'=2z" : danque

. aa N\ F'§ N’_
sostituendo otterremo g =—, € ‘pero z'x =a*;

nella medesima maniera si truova g’z "=¢*. Siano
ora le ', z'" radici della Equazione 234 r+n' =0,
e le z'"',2’" radicl dell’altra z2 4 m''z=+n'"=—o: a
cagione di »'=z'2", e di ' =z 2", avendosi,
n' —=a*=n'", tali Equazioni diverrano 24 TA=t350,
234’ p4ad=0 . € dalla moltiplicazione de’loro pri-
mi membri il prodotto A AN DA E S A E
A o (i =+ ")z - a4, che risulta, dovendo essere
identico col primo membro dell’ Equazione prece=-
dentemente ottenuta , avremo m' -+ m' % 24
o ' = 2a® =02, a® (n' +m'} = 2g3. Da que-
ste Equazioni ricavasi m'—4+m'' = 2a, m'm'' = — b*%;
dunque le m', ', dovranno essere radici della E-
quazione m® — 2am—L*=o0, € quindi ottencndosi
m' = w4 (@0, m =a —17 («?+1%), T Equa-
sione risultataci dalle condizioni del Problema rimar-
ra cosi spezzata nelle due z3+(a+) (b)) z=br =0,
x4+ (a—}/ (a*+0*) )z —b* = o Determino ora
coi noti metodi le rette che nguagliano le due es-
pressioni a-+/ (a*+b?) , a—|/ (a*+1*) ritenute per
esse le denominazioni stabilite, costruisco le Equa-
zioni z% +~m'z—b*=o0, x*+m''z—~L*=0 {Cap.

rec. ), e venendo cosi evidentemente costruita
1> altra @tk 2023 + (2a® = 1*) 2* + 204’z +a =0,
avrema cosi risolto il propesto Problema,

45. Scol. 6.° Nel terminar questo Capo riove-
ri I’ aggiungere rapporto ai Problemi Geometrici
le segueuti riflession

{. Ozniqualvolia le condizioni di un Problema
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slan tali, che per esse I’ 1ncognita , che si cerca,

puo ricevere pin valori tra loro diversi ; ed ogni-
qualvolta I’ E-juazione esprimente il rapporto, che

ha uno di questi diversi valori con le quantita

date del Problema , uguaglia nella forma perfctra-
mente Paltra, o le altre Equazioni, che esprimo-
no 1 rapporti con le stesse quantith date degli al-
tri valori; in tal caso io dico, che I’ Equazione
la quale ottienesi nel cercare uno de’ valori accen.
nati, dovra essere, generalmente parlando, di se-
condo grado, se essi siano due ; di terzo, se siano
tre; di quattro, se quattro ec. Chiamato difatti »
il valore, che si domanda, poiche la forma dell” E-
quazione, che esprime il rapporto del suppaosto va-
lore 2 con le quantita dare, & per la ipotesi iden-
tica con la forma di ciascuna delle altre Equazio-
ni, che esprimono i rapporti degli altri valoci con
le gqunanrita medesime, e poiche la lettera z & affyr.
to indifferente a rappresentare unao dezli accenna-
ti valori, piuttosto che un altro, ne segue eviden-
temente, che dovra rappresentare ciascuno i ess;:
e ciascuno di essi per conseguenza dovra risultar-
1., mentre I’ Equazione ottenuta si risolva . Ora
I’ Equazione , che sciolta somministra per z due
valori, ¢ I’ Equaziane di 2.0 grado ( n.° 223, Alg. ),

‘quella, che nc, somministra tre & I’ Equazione d; 2 ©

grado (II. 2.° 297. dlg.), I’ Equazione di 4.° quel-
la, che ne da quattro (n.°303, Adls.7), ee. Dunque
poste le precedenti condizion] » I’ Equazione otte-
nuta sara, came abbiamo enunciato, di 2.°, di 3.9,
di 4.° grado ec., secondo che due, tre, quattro ,
€c. sono i valori, che puo acquistare 1’ incognita .

IL. Esem. 17.° Tagliata per esempio sopra la
retta indefinita ZV la parte AB, se me voglia se-
gare , cominciando dal punte ‘A un® altrg parte
AM tale, che questa AM stia geometricamente al-
la differenza BM, che esiste tra ler, ¢ la porzion
prima AB, come essa BM sty alla AB. Posta la
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parte AB=a, osservo poter essere I’ altra porzione
AM , che si cerca, minore in AM’', € maggiore in
AM' della AB, esistendo sempre la proporzione
AM :BM :: BM : AB. Dunque nel presente esempio
I’ incognita puo per le condizioni del Problema
acquistar due valeri: chiamato pertantoe z’ 1l pri-
mo di essi, ossia la retta AM', e chiamato z" il
<econdo , cioe AM' , avremo rapporto a quello
Lia—z' ia—x'"'a, e perd (a—z')*=az', e rapporto a
questo x'":x"'—aix''—a:a, e pero (¢''—a)* = az" . Ora
essendo la gnantitd (a=—2x')* della stessa forma dell’
altra (z''—a)?, la forma dell” Equnazione (a=—z')*=ax’
ezprimente la relazione della 2'=AM’ con la a=AB
¢ ugunale perfettamente alla forma della Equazione
(z''—a)*=az'’ esprimente il rapporto della £”"=AM"
con la a=AB. Dunque, posto invece della z'la z,
poiché questa lettera z € per se stessa affatto 1n-
differente a rappresentare la 2'=AM’, ovvero la
z'= AM" , ne segue che sciogliendo I’ Equazione
(e=—x)®* =ax 1dentica all’altra (z—a)* =axz, dovremo
per x otienere due valori, cioe i1 due z', 2", e
rer conseguenza dovra essa Equaziene , come ab-
Liamo precedentemente osservato, ascendere al se-
condo grado .

III. Vogliasi ora sciorre I’ esposto Problema
( prec. 11) ponendo che la proporzione debba esse-
re aritmetica, cioé che debha essere AM.MB:MB.AB.
Ancora in questa ipotesi la AM potendo essere
maggiore , e minore della AB, potra acquistar due
valori, cipe 1 due AM', AM", e ritenuto chiamarsi
x2' 1l primo, z" i1l secondo, avremo 1n corrispon-
denza ' a¢=2':a~x' a, z". 5" =—a:x"—a.a . Ora
queste due proporzioni ci danne 2(e—2')=a-+x,
2(x’=a)=a-+2z", ed a cagione della quantita
2(u—2z') d1 forma diversa dalla forma della 2(z"—a)
= — 2{a—z"), talt due Equazioni esprimenti rispet-
tivimmente il rapporto delle 2', 2”7 con la a sono
anch’esse d1 o tra fero diversa. Dunque essen-



/A

8o ArPENDICE ALL’ ALCEBRA .

do la z' dipendente dalla @ in un modo diverso da
quello, con cui ne dipende la 2", ne segue , che si
potra dalla « determinare il valore di ciascuna di
queste quantita ', z” indipendentemente dall®> al-
tra, e per couseguenza 1> Equazione, da cui di-
pende il valore 2', non dovendo somministrare
che questo solo, sara di primo grado, e cosi sa-
ra di primo Paltra da cui dipende il valore z”,

IV, Hl precedente Problema, tanto nella ipotesi
del (prec.1l), come in quella del { prec. Il }, puod
dividersi in due, I’ uno che rignarda la ricerca
della retta AM, e si annuncia dicendo: dividere
una retta data AD in media, ed estrema ragione
geometrica ( prec. II), aritmetica (prec. 111}, ossia
per modo che nel primo caso st abbia —~AM:M'B:AB,
e nel secondo = AM.MB AB. L'altro Problema ri-
guarda la ricerca della AM” sotto 1’ enunciato: ag-
giungere alla data AB una retta BM" tale, che tut-
ta la risultante AM" stia geometricamente ( prec.1l),
aritmeticaracnte (prec. Il }alla parte aggiunta BM",
eome questa sta alla data AB. Ora la determina-
zione della AM' nel {prec.11) porta necessariamen-
te seco la determinazione ancora della AM”, e vi-
ccversa, non accadendo cio punto nel ( prec. 111, }.
Dunque, mentre venga proposto uno de’Problemi
era accennati, devrema, nello scioglierlo, cadere,
nel caso del {prec.Il), a risolvere anche I’ alwe,
e quindi ottenere per esso un’ Equazione di 2.°
grado; ma nel caso del ( prec. Il1) la soluziene dell’
uno andera separata dalla soluzione dell’ altro, e
non si otterra quindi in corrispondenza , che un
Equazione di 1.° grado.

V. Quanto si ¢ detto nei ( prec. I, II ) ci di-
mostra il perché nel risolvere i Problemi de’ ( x.
54, ec. 43. ) sonosi ottenute delle Equazioni di
grado 2.2, e sono queste risultate di 4.° grado ne’
Problemi de’ ( n.245 , 46, 47 ). Inoltre dai ( prec. 1,
1L, IV} st vede il perche aleune volte scioglicndo

uu
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un Problema dato, cadiamo a risolverne contempo-
raneamente un’ altro, o pin altri diversi dal pri-
mo; accadendo 1) ognigaalvolta le Equazioni es-
primenti 1 rapporti delle rispettive incognite con
le quantita date sono ne’ varii eirati Problem: i
forma egnale. Cost & avvenutn pel Quesito detl
(72.° 41), ove perd giova il rifleitere ,» che ehiama-
to 2" 1l lato del triangolo ehe si domanda {n. °4y);
¢ =" 1l lato delPaltro triangalo { 1.n.%42 ), la for-
ma dell” Equazione esprinente il rapporto del va-
iore z' con la quantita data « non uguaglia gia Ia
i

1ostessa « del valore 2", escendo quella z'(5'—a)

-

=%~ X 2=, ¢ questa z''(z"4) =<' s =, 3 ,

-

ma ugnaghia la forma delly Equazione , che espri=

me la refazione con la o del valore stesco 2z pre.
s negativamente , essendo essa -:”(--—:;“—-a,) =
=P X —2""=,42. ) onde apparisce , che le
due radici della s* —gz=4? sono g0, = 5.

Dai { prec. 1, T'T, 1V, | hinalmente apparisce il
perche inaleuni Problemi 1 divers) valori, ehe pud
ricevere |’ licognita, Vengono sommintstrati in F-
Gnazioni sepavate di primo grado, avendo ¢id lio-
g0 seispre, quande le Fquarzioni, che esprimono il
ravoovie desh acceennati valori con le quantita da-
toseas il ferma tea foro diversa It Problema del
| 7.%24}, presa per mcognita aquella porzione della
ABD , che dal punto B va al puanto d’ intersery-
zionc deélla stessa ABD con fa tangente richie-
sta , tal Problema, diss] ,» ammerie dye solnzioni,
I ana nella determinazione della BD . Paltra nel-
2 determinazione della Bd , gqueste solnzioni pe-
ro abbtamo mei { I, IL 5.0 , } veduto ottenersi
separate ira loro per mezzo di due Eqnazioni cia-
scana di 1.° grado : e Ia ragiope d; €10 8i &, pera
cile , posto BD =4’ Bi=zx", le Equazioni , che
ciorimaono il rapporto  della o » €, quello della
' eon le retts date essendo tn corrigpondenza

[ —

« 7 i
T ORI AT L

[

torma dell’ Equazione esprunente il rapporto con
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«'(a=b)=be, " (a+b)=bc , hanno una forma tra loro
diversa . Che se si voglia tener conto della direzio-
ne , e porre quindi negativa la Bd, perche in di-
rezione opposta alla direzione della BD gia posta
positiva ; allora si dovra porre negativa anche la
BL , perché in direzione contraria alla +direzione
della AG positiva, e fatto quindi ={BD=—2",
— BL=-—15, poiche si ha Ad =AB —B« =c—1",
ed AG:—BL ::Ad: —Bd,neverria:=—b:c—a i—z",
e perdo x'' (a+b)=hc Equazione uguale alla pre-
cedente nel caso , in cul si prescindeva dalle di-
rezioni { II. 7.° 24 ), e perd di forma sempre di-
versa da quella della 2" (a—h)=bc.

V1. Mentre si ¢ nel ( prec.l.) asserito, che,
poste le condizioni ivi aceennate, I’ Eqaazione ,
che si ricerca, deve risnltare di 2.°, di 3.7, ec.
grado; abbiamo aggiunto, dover cio accadere gene-
ra/meonte parlando ; umpercionche souovl de” cast
particolari, e questi allorche 1 valori della 1nco-
gnita sono razionali, ne’ quali quantunque I’ inco-
gnita medesima abbia due, o pia valari, che si
dovrebbero insieme unire in una so'a [i-jnazione, pu-
rc si possono otienere separati {ra loro, e quindL ot-
t(:’ﬂ{_’;OﬁSi in corrispondenza tante K. jnaziout, q;nzmti
sono i valori medesimi, tutte di 1.° srado . Con-
duca difatti un Problema ad urn’ Equazione per
esempio di 2.° grado, che 1n generale SUPPOTTO €s-
sere 2= Az ==*=DB*; sclolta questa ne vengono i

. ' A A? A
done valor: x:—“$“+|/(-—;—i132), "
A “+ 2

A . A2

4 4
% [ ‘1&' ' i\. s
ottiene x =< $";— -+ C) 7 it -; —_ C , € pcro

A i A
= =)=C,—{ 2 = ——-\ = C, ma eazendo la
2 . ) :

quantita z'=A di forma diversa dalla forma del-
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la = (2"%A), sono tra loro di forma diverss an-
cora le due ottenute E.juazioni esprimenti i rap-
portt delle &', =" con le A, C. Danque ognignal-
volta si cerchi la relazione di uno de’valori, 2/, '
con le A, C, potra questa pet ( prec. I, IV ) ot-
tenerst espressa da un’ Eqaazione non contenente
I altro valore, e pero di ;.0 grado. Ora se le z', 2"
sono raziouali, allora € razionale eziandio il valo-

re G=/ (%— xB*) » ed essendo questo G razio-

nale pud agevolmente venire considerato tra le
jaaatita date per la solazion del Quesito, poiche
s0ne appunto le quantita, e i risultati commensu-
rabili , che si prendono principalmente in conside-
razidne . Dunque allor quando i valori z'y '’ sono
commensarabili , potra facilmente succedere , che 1
due | o pin valory dell” incognita risultino fra loro
disgiunti in altrettante Equazioni di grado 1.°. Pren-
dasi per esempio il Problema del (7.°36), per la

2
. e 2c
soluzione del quale si & avuto z* — —z+c"=o,

. c? c4 . :
6 pero z = — ’_':1/(5;- — c“).Acagione di c*e=d=b

.4 ‘
avendosl 1vi l/([%--—c’- )::—Z—- [/(c'-—a’-) — Eé.. ’

a
. &2 ch . g 3 ch
risulta z = — = — e quindi 2’ = & - < ,
& a a Q
2 p 2
g'=-—+ "~ ondesiha —( "= Y= (L
a a Q a &

ch ‘ T
= ~— + Dunque essendo queste due Equazioni di

forma diversa, se nel cit.® Problema si cerca il

rapporte del valore per esempio z' con le quanti=

. c? ch : s A

ta —, — corrispondenti alle —  C del preceden-
(L a 2

tc caso generale, potremo ottenere in corrispon-
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denza un’Eguazione non conienente I'altro valore
2", e perd di 1.° grado; lo stesso si dice del va-
lore «'" . Condotta difatti nelia (Fig. 39 ) dal pan-
to D cognito la perpendicolare DG, posto AP=w,

e ritenute le altre denominazioni del {#.°30), a-
c? be .
vremo a:c:;c:AC:;—., a:c :;b:DC:—;—; ma ti-

rata In MC, i due triangoli MDCGC, MPC essenido
rettangoli in D, P, ed avendo i cateti MD, MP
fra loro uguali’, e 1’ ipotennsa MG comune, fan si

che CD=CP . Duangune avendosi AP=AC = (CP,

1 g ct be : |
sard &' = ——— Equazione la quale non som-
a

ministra che il valore z', ed & quindi di 1.° gra-
do. Posto AQ =z, se si fosse cercato nella stes-
sa guisa questo valore, sarcbbesi 1n egual modo
. . c? be
ottenuta I’ Equazione di 1.° grado " =— +—.
¢

Si moltiplichi numeratore , e denominatore del

&* be _ c(e—b)

per c+b, € numeratore, e
a @

¢t be __cleh)

snominatore dell’altro z''=— 4 — = ——per Comeb
a a 3
C(Cz’—'bz) "o 0(02 ~4?)

ne verra = z'' = e pero acagions
Aok " alc+b) ? ac—b) P 5

ac A ac Iﬂ.

g ————

[ . x — L}
di ¢ =a*, avremo ' = -, —

conseguenza di queste riduzioni essendasi pel valo-
ri «', «'' ottenute delle altre espressioni fra loro
diverse , ne segue, che se fra le rette della (I'15. 59)
si eseguiranno dei raziecinii, e dei rapporti, 1 qua-
1i conducano alle espressioni accennate ; anche 1n
allora si otterranno i valori z', z'' disgiunti fra loro
per due Equazioni di crado 1.° Riguardo difatti al

b
valore 2, osserviamo aversi a:lua"PM=MD ="

e o -
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r ae

ma ¢ ¢~z :MD; dunque sara z' = —— :
c-+ &

nel modo stesso si trova & = ——. Dalla osser-

vazione fatta nel presente caso particolare appa-
risce , che anche in generale , ogmiqualvolta le

espressiont z' = :.::—11 + G, 2" = _—b.—‘é-- C pos-
9, 2

sono ricevere ,siccome le precedenti,altre forme di-

verse, sempre 1 raziocinit , e lerelazioni, che con-

ducono a simili forme potranno somministrare 1 va-

lori dell’ incognita separati fra loro.

A

Ottennto il valore @' == = — 4 C, mentre si
)

- 2 L) LY
sappia essere C =/ (—-c— :B’) , rimarra tosto de-

terminato anche il valore ", bastando percido cam-

. ) ; : A
biarcil segno alla C, ed avendost cosl 2’'=5— — Q.

&
Nel supposto caso particolare ritrovato il valore
c* be . . be
L ‘) : * s ———
2’ = — — — , poiche si vede essere —=DC, ed

C_'.'

Py
; —-c’\ , onde
“ /

insieme DC:L/(A_G’-J)G) :1/(

be c4

";:|/ praks c*“) diremo esistere realmente un
1tr lor i r1 e be
altro valore delia z , ed essere questo z =i s

Che se s: fosse determinato uno i tali valori espres-
5o con Paltra forma sovraindicata , per esempio il

a'c - ke - -
valore x’::;_-;_-z-; allora mon sari cosi facile il de=-

durre da questo, e determinare I’ altro  valore
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a&

z'' =——» ;5 converrebbe percio ridurre prima I'e-

g = ac c? bc
ITES ~—— g]]’ e — —— =
spression +b all’ altra ——— dicendo c+b
2

a’c el _cle—b) _ c*  be A
aic+b) — a (c+b) a a a p =

I

seguire la precedente osservazione , che =20

ac
4 (..---- c“) . In fine osservo, che dal valore ' = P
C

o e

ottienesi I’altro " = ——- cambiando il segno al-

In b, oppure alla ¢, e non si ottiene cangiandolc al-
la n: ¢ peune cio P Per rispoidere a qnesta do-
manda, s1 rifletta, che essendo 1 due valori z', 2

i 2 za(.

contenuti nella espressione -+, dall” uno si ri-
L4 L
cava I’altro, mentre nel tempo stesso st cambi 1l
he
segno del termine — , e rimanga lo stesso quello

2
- C + L
del termine — 5 ora questo cambiamento riguardo

. he ;
al termine — , e questa simultanea permanenza

a

2z
riguardo all” altro _ ha Dbensi luogo mentre si mu-
a

ti il seguo della b, ovvero della ¢, ma non gla
mentre st cangi il seanoe della w0 Danque ec.

Vil Nel Pichloma del (n.0 20) possono aver
sacccssivamente tucpo infiniti cast diversi; per la
loro determiuazione PEro non sioottengono i eor-
rispondenza che tante Eqnazioni tutte Ji 1.° gra-
do , c cro ner la solita ragione det (prec.d I IV, V).

L andiiento poi esstante , che hanno smuh ana-
21011, per cil Dossono venlre assoggettate ad una
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determinata legge, {a si che possone esse tutte ve-
nire espresse dalie formole generali del (VL. n.°26),

VII. Osservando i Problemi de’ (n.® 25, 43},
vedesi che la soluzione loro completa non viene
gia compresa , siccome guella degli altri SOvVraespo-
sti Problemi, in una sola Equazione, ma bhensi in
due aventi per incognite due rette tra loro divera
se; e la ragione di questo vedesi dipendere da cid,
che il valore dsll” area ivi proposta a dividersi &
determinato non da una sola , ma da piu rette fra
loro diverse , ciascuna delle quali essendo, per la
limitazione della figura , supposta di una lunghezza
limitata, non puo somministrare il valore della in-
cognita, che sotto un determinato valore della ra-

gione m:n.

C A P O V.

Delle Fquasioni indeterminate a due variabils
applicate «lla Gevmelria, e delle linece
del 1.° Ordine.

4q. Esem. 18.° Data la retta AB=2s formare
su d’¢ssa un triangolo rettangolo, di cui la AB sia
I’ ipotenusa.

Sol. Sia AMB 1l triangolo che si domanda ret-
tangolo im M; dal wvertice si abbassi sulla AB la
perpendicolare MP, e facciamo AP=x , PM=y; ne
verra AP:PM::PM:PB, ossia z:y:i:y:20~uzx,
e pero y* = 272z — x* ., Ora dalle condizioni del
Problema non possiamo ricavare altra Equazione,
e frattanto I’ ottenuta ha due incognite « , ¥ ;
dunque ripetendo quanto si disse mel ( 7.° 147.
Alz. ) 1l Problema proposto si troveri essere in-
dcterminato , ed avra percido un’ infinita di solu=
zionl . Supponghiamo pertanto che la # divenga suc-

F

g

. 96
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cossivamente = AL, Aec, AP, A/, Ae, ec.. sostis
taendo questi valori nella y=)/(2gr—2x?), oticrremo
a =y (20X A= AL?), y = 2y X Ac—=Al?)
_'}”:l//( g AP—AP?) . y=p (22X Ad—Ad?),
Y=, (29 XAe—2A:2) , co.,
¢ doterminate coi metoli accennati le rette corri-
spondenti a (uesti valori deila y, s 1nnalzino csse
perpendicolarmente dalie estremitn b, c, P,d,e,ec.
delie =, e tali siano le b4, ¢k, PM; dmn, er, ec.
Cid fatto, dagh estrent £, &, M, m., n, ec. cou-
ducansi le veste 27, 4B: A A, AB; MA, MB; mA, mn3;
ec. ; si verranuo cosl a formare tanti triangoil
ALB, ALB, AMIB, AmB, ce. rettangoliinZ . b, M,mn, ec.
e avremo per conseguenza tante soluzioni del Pro-
hlema proposto. |
Ora quesie non sono che alcune delle soluzioc-
ni; affine di averle tutte . si supponga che la z
vada continusmente acouistiondo tatty o valort pos-
sibili cominciando dallo zero ali? infinito, e che
quresti si vadano sneccegsivamente sostituendo nella
y= | (a2gz—2*, finche la 2 ¢ positiva, ed e non
> 20, la y essendo reale , andery acquistando suc-
cessivamente altrettanti valori, e le rotte a questi
corrispoudenti applicate perpendicolarniente all’” e-
stremita di eiasenna 7, el daranno co’ loro estremi
tuite le soluzieni richicste . Ma variando continuas
mente il valore della 2, e pero quello della 2g—x
varia econiinnasmente anche 1l valore dell’ area
a(2pg=2)==3*: e variando continuamente il valor del
quadrato ¥*, varia continuatamente eziandio 1l va-
lore del suo lato y . Danque ai valori continuati
della x corrispondendo valori della ¥ continunaty,
verranno questi gia descritti a costituire una linca
continnata, la descrizion della quale ei dara per
consecuernza la soluzione completa del nostro Pro-
Tiz. 57 blema. Decerivasi pertanio enila AB, come su dia-
metro la circonferenze AMBN . Da gualunque pun-
to M di questa si ablassi la perpendicolare MP, e
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i conducano Ie rette MA, MB, noi ahhiamo sem-
pre per le propricta del circolo AP:PM:PM:PB,
e I"angolo AMB retto. Dunque la circonferenza de-
scritta soddisfard compiutameute a guanto e stato
richiesto .

50. Scol. 1.° Ogniqualvolta giungiamo ad una
sola Euazione cou dune incognite, il Problema ,
siccome uel caso precedente, riescendo indetermina-
to, ammettera generalmente infinite soluzioni, e
quella linea, la quule, come il circolo preceden-
te, passa per tutti gii estremi delle y, essa scio-
gliera pienamente il Problewna. Ora la forma, e la
natura di qnesta linea ¢ chiaro che dipende total-
mente dalla varia langhezza , e posizion delle v ;
ma questa varia langhezza , e posizion delle y non
puo che dipandere dulla Equazione indeterminata,
a cui conduce il Problemaf Dungue anche la no-
stra linca dipendera totalinentegdalla Equazione
suddetta , e potrem dire per conseguenza, ¢he vie-
ne rapprescntata , ed espressa da una tale Equa-
Z10one .

51. Cor. Poiché alungue un’ Equazione irde-
terminata fra dne incogn:.te ci di non sclo la selu-
zione del Problema corrizspondente, ma e¢i sommi-
nistra i pitt la forma, e la natara di una linea ;
quindi e che 1 Matema'ici spingendo ulteriormen-
te le loro considerazioni fanno uso di simili Eqna-
zioni mon tanto per la suluzione degli accennati
Problemi , ma molto pin jper determinare 1’ indole,
e le propriety delle linee diverse ; e affine di cio
eseguice han convenuto di assegnare dapprima le
scguenti denominazioni .

52. Def. 1. Sia pereid un’ Equazione indeter-
minata fra le zy v, ¢ la (Fig. 58) rappresenti la
linea , che le corrizponde; sulla retta data ZV pren-
danst comineciando da A 1 successivi valori della =
(n.° 40), e da questl si condncano perpendicolar-
mente le rette che uguagliano 1 diversi valeri del-

/ o .dl/é mx:‘z‘:
)ZZ‘: ﬂl‘/ix\daﬁ

A /ﬂp&, éw'

N s
y &[j'}(/}?*

Fig. 54
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Ia y. Giacche questi valori x, 3 sono nella Equa-
gione 1mdeterminati, e vanno nella figura determi-
nandosl successivamenie , coniintamenie variando
esse x, ¥, pinttosto che incognite, soglionsi chiamas
Ye indeterminate, o variabili. Le rette por AP, Ap,
ec. , che principiando da A prendonsi salla 2V [ ¢
che esprimono 1 valori della x, cliamansi dseisse,
dicendost Linea , o Asse delle Ascisse la ZV 5 e le
rette PM . pm , ec., che ~sprimendo 1 valori del-
Ia y si conducono parallele fra loro dall’ estremita
di ciascun Ascissa fino ad incontrare la suppos(a
mMANz , si chiamano ordinate , nominandosi Linca,
od dsse delle ordinate la retta XY tirata pel punte
A a queste parallela .

Poste pel (IV.n.°5) positive le ascisse che scor-
rono alla destra del punto A , e positive le ordina-
te che si estendono al disopra della ZV, saranno
negative tauto le ascisse , come le ordinate , men-
tre s1 estendano quelle alla sinistra del punto A,
e queste al disotto della ZV.

II. Col nome di coordinate intendiamo un ascis-
sa qualanque per esempio la AP congiunta alla sua
ordinata corrispondente PM .

IIL. Affine di prendere la cosa o pilt vantagsio-
samente alle circostanze , o pint generalmeute pon-
gono 1 Geometri I’ angolo, che fanno tra lovo le
coordinate , non gii sempre retto, come nelle Nre=
cedenti osservazioni , ma lo pongono ancora obbii-
quo , e di una determinata graundezza , oppure lo
constderano qualunque, sia esso retto, od obbli-
quo, parcheé rimanga costante rapporto a tutte le
coordinate, onde le ordinate risanltino tutte fra lo-
vo parallele (prec. I). Se poil’indicato angolo si face
cia retto, allora le coordinate diconsi rettangole,
od ortogonali , e si dicono esse obblique ; mentre si
poaga obbliquo Panegolo medesimo .

53. Probl. 11° Determinare la linea, che di=-

pende dall’ Equazione ay = b5 .
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&o!. Presa la ZV per linca di ascisse, e supposto Fig. 59

she esse incomincino dal puuto A, poitei come nel
(n.° 4¢) attribuire alla = dm snccessivl valors, sustitui-
re questi nella ay=bz, condurre sotto I’ angolo dato
delle coordinate, che per ora supporro retio ed all’
estremita di clascun velore della z i valori cor
rispondenti della v, e cio fatto, le estremlta del-
le ordinate ci darebhero la linea, che si domanda.
Ma in pratica essendo imypossibile di tutti determi-
nare 1 valori continvat: della o, e di condurre tut-
te le ordinate COIIjbp(in"Itntl , quindi e che il me-
todo accennato non puo giammal esibirel con esat-
tezza la linea richiesta , ed e percio necessario il
ricorrere ad altro mezzo. L’ Eguazione medesima
ay =bx facilmente ce lo somministra; 1imperciocchie
avendost da essa a:4::2 : 9, osservo che la linca,
che s1 cerca, dev’esse tale, che qualunque ascissa «
abbia alla sua ordinata y I ragione cosiante di a: 7.
Ora se sulla ZV prendiamo Ia porzione AD=a, dal
punto D innalziamo la perpendicolare DE=/ , e pei
puntt A , E conduciamo la retta indefinita MAN ,

questa ¢ appunto tale, che presa un’ ascissa q.:a-
Innque AP=x , e tirata la corrispondente Oldmata

PM, cida AD:DE:: AP:PM, ossta e:d:: 2 :PM.
Dunque questa ordinata PM uon potendo che €556
re la ¥ della proporziou precedente a:b::zx:y.

e pero della El’lld?lOUC data ay=fx, ne Vlc,ne , che
la deseritta MAN sard appunto la linea espressa
defla Equazione ay=bs 0ssia quella linea, che
passa per tutte le estremita delle y .

Non essendo la AMN che una retta, ne viene,
che nna retta sara la linea, che dlpende dalla sup-
posta ay=lxr,

54. Scol. 2.° Supponghiamo che nella ay=b-r,

bx o
0ssia y = = — facciasi z=o0, ne verrd y=o, dunque

nel panto A ove incominciano le ascisse, ed ove
per couscguenza la lunghezza della ascissa ¢ zeovo
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anche I’ ordinata sarh zere , e perd il panto cors
rispoundente della MAN essendo zero distante dalla
Iinca ZV, dovra cadere su di essa in A, come di-
fatti sncecede , intersecandosi in tal punto le due
rette ZV, MAN: vada ora la x aumentandosi, ©

: , bx . :
chiaro che anche la » = — andera corrisponden-

temente crescendo, e aumentandost quella all”infi-
nito, si aumentera all’infinito anche questa. Dan-
qae quanto pin et allontaniamo dal punto A verso
V , tanto piu si discostano fra di loro le MAN,
ZV . Per determinare, che cosa succeda dalla parte
delle ascisse negative, ponghiamo —z in luogo del
: bx . :
la z; tisultando  y=——, vedesi che le ordina-
te, le quali estendonsi da A verso Z divengono ne-
ative , ed uguali in lnnghezza corrispondentemen-
te alle ordinate che esistono da A verso V; duun-
que quella porzione della MAN, che corrisponde
alle ascisse negative, ciov la porzione AN, scorre-
ra al disotto della AZ, e sura uguale alla porzione
AM corrispondente alle ascisge positive. Tutto que-
sto vedesi essere consentaneo alle propricta clie si
conoscono della linea retta.

55. Scol. 3.° Da questo caso particolare passia-
mo a considerare I’ Equazione generale indeteirmi-
nata di 1.° grado, cioe la ay=iu=+:, in cnt i coel-
ficienti a, &, ¢ possono esscre (ualsivogliono , e
positivet, 0o negativi, 0 zero.

Pel (II. n.° 17) si consideri Ia ¢ moltiplicata
per quella retta, che si pone =1 (n#. 1), € sup-
porremo, che in avvenire abhia sempre Inozo una
tale considerazione , ogniqualvolta vengano propo-
ste delle Equazion: fra quantitd geometriche , in
cai siano isngualy le dimensioni dei termini, ve-
nendo queste in tal modo uguagliate dally retta

ULty .
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I. Cominciamo dal porre 1 corfiicients a. 4, ¢
positivi , e riduciamo la ay =iz +c¢ alta  forma
ay =1t ( T -+ -?7) Cio fatto, suppongo a:-+--%- =73 ;
sostituisco , e otterremo ay=»"z, Ora ponenlo z le
ascisse,, y le ordinate, la linea della ay== 93 altro
non ¢ che la MAN del (#.°50) (Fig. 39); qual
differenza adunque passerd fra questa MAN, e la
linea corrispondente alla ay=)x--c? Prendasi sulla

ZV 1la porzione AB = —2— , ne verra BP=AP—AB
c

c ' .
mz— -, ma dalla T4+ =3 abbiamo anche z=

g - —-g—; dunque sarhi BP=z; ora la z altro necn
esprime che le ascisse della data ay =bz+c¢; dun-
que tale Equazioue et dara una linea, di ou1 ie
aseisse sono le BP, Bp, ec., e le ovdinate le stes-
s¢c PM, Pm, cc. della ay="z: ma gli estrem M . ec.,
qnelli sono che propriamente determinano 1 tinea,
chie st cerca (n.® 39), e questi fratrauto sono per-
fettamente nella stessa posizione , stomentre le or-
dinate dipendono dalla ay==lz, che mentre nasesio
dalla ay=br+c; dangque amendae queste Ejaaziont
c¢i esprimeranuo la medesima MAN con la sofa dii=
ferenza, c¢he la ay=%z ha il sno prineipio d’ascisse
in A, ove la MAN tagiia la ZV, e le ascisee della
ay=bx=c principlano dal punto B collorato alla de-
stra , e lontano dal punte d’ intersecazione A della
c

distanza AB =— - - Nulla dunque intlnendo una

simile differenza nella natura della MAN, qguindi
ne viene, che anche la ay=har+c esprime la stessa
linea retta della Equazione prec. (#.° 53).

II. Prendasi alla sinistra di A la porzione

AC:AB'; poiclie AB = -

L, ne verra P=CA=-ADP

Fz_'g.,:-‘y-
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a £

===~ + 2z ; ma se gy=bz—c sia I’ Equazione pro-

¢ * e
& o . b b

c
ne viene ay=bz, ed r =3z =+ T dunque risultan

do CP=zx, ripetuto il discorso precedente, s1 ri-
trova che la &y =bhr=—c c1 somministra la medesima
MAN aveunte pero 1l principlo deile ascisse in C
alla sinistra, e alla distanza da A della porzione
'»

CA =~

HI. Oltre la ¢, sia negativa anche la 5, onde

abbiasi ay=—Dba—c. Risultando ay:-—-?)( r + --§— )

ne verri ay=—biz, fatto xr + -g——:z. Giacché in que-
sto caso il coefficiente — /4 & negativo, presa sull’
asse ZV , come nel (n.° 53 ) la porzione AD=a,
si cotiduca al disotto del punto D la perpendicola-
re DE=), e pel punti A, E si tiri la MAN; que-
sta retta MAN , e faeile il vedere, ripetuti i pre-
cedenti discorsi , che sara la linea della suppo-
sta Kuazione ay = — lr — ¢, col prendersi pe-
ro il principlo delle ascisse « in D, e fatto AB
— -fé_ . Tutta la differenza adunque delle linee di-
pendenti dalle due Equazioni ay=bx+c, ay=—br—c
covsiste in cio . che mentre la prima NAM (Fig. 59)
taglia la ZV obbliquamente dal basso all’ alto, I’al-
tra NAM (Fig. 60) viceversa la taglia in modo si-
wile dall” alto al basso.

56. Scol. 4.° 1. Counsideriamo presentemente i
valori dei coeflicienti @, &, ¢c: e 1n primo luogo
vapnorto alla ¢, vedesi chiaramente , che il sup-
porre questa o maggiore, o ininore 1R altro non
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influisee , se mon nel portare pin vicine, o pit
lontano dal panto di intersceazione A il principio
delle ascisse B, cosiccheé se sia e=o, allora dive-
nende AB=o, le ascisse inrominciano dallo stesso
punto Aj frattanto poi la MAN rcsca sempre la me-
desima, ¢ nella medesima posizione, _

II. Vada cangiandosi la b; al erescere, o al di-
minuirsi di questa andera anmentandosi , o sceman-
dosi in lunghezza la DE; e per consegnenza anle-
ry scemando, o crescen:lo [ inclinazione della NAM
sulla ZV, c¢he se si tacein h=o, lu Equaziene

CXX~-c

Tvre — . » ¥ o r +
ay=bx~+c divenendo y = —-—; qaalunque valore

. L L] * L] C
si attribuisea alla @, si avra costantemente y =—,

poiche sempre ne visne oXu=o. S’ innalzino pertan- Fig, o4
to sulla ZV le ordinaic PM , pm, ec. ciascuna
m

= — ; € evidente clic la NAM dovra risoltare pa-

rallela alla ZV; e per consegnenza P Einazione
Ay=mCXr4-c , 08S1a @y=¢ esprimera iha retia pariiic-
la alla linea delle ascisse, che POIreIng anevoiiieli-
te determinare innalzanda dal principio delle ascis-

B una perpendicolare BA ::‘—f: . Suppongast ora
che la ¢ vada scemando; diminuealosi corrispon-
dentemente la BA, e clascuna y = —g— , la paral-
lela NAM st accostery sempre plu ailla ZV , cosie-
che se diventi =0, talr divenendo nare lc, By,
PM, ce, la NABL si contondera con la 7v , € I‘U"
" Equazione wy=o, ovvero Vo c1 rappreseinlera la
Hnea medesima delle ascisse ZV .

IT{. Frnalmente :,npponrv‘uamo che gli aumenti,
o le diminnziont si facciano snila a; :mderfx pereid Fig. 59, 6e
croscendo , o ealando la AD (Fig.59.00), e quin-

wi e NASJ s1oaudera semmpre pra, o mene iuclinan-
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do alla ZV . Supponghiamo che si faccia a=o, il
puato D anders in «uesto caso a cadere su di A
ma if punto I ¢ comuae ad amendue le AE, DE
dnuque queste AF., DE aoderanno a coincidere in-
sicine , € poiche per la tpotesi (2.° 52) la DE e
prrpendicolare alla ZV, tale sara pur anche la AE,
e:sia la NAM, ceme nella (Fig. 02}, ove per con-
segpuenza la linea NAM verra espressa dalla Equnas
zione oXy=bx=-c, ovvero o=hx=+c, ¢l ove non si

x a - . C . E
avira che 1’ unica ascissa B;\:x:-——z-. Se poi sia

avche c=o, 1l ponto B cadera sopra A, e la linea
NAXM non sara che 17 asse delle ordinate, il quauale
pereio verra espresso sl Dgaazions a=o .

57. Scol. 5.° 1.¢ Vozliast orai’anzalo detle coor-
drnate non verio (ili.n.® T2}, ¢ poslo ess0 in gones
rale di & ogradi, i voslin determinare quale in
questa ipoiesi sia la linea dzila Equuzione ay =
br 4.

Presa percio snlla linea d’ ascisse ZV la por-
zione AD = a, condncasi dal punto D la DE =
per modo , che risnlti di A4 gradi I’angolo ADE: e
poscia per punti A, E i tiri Ja NAM ; condottu
un ordinata qualunque PM parallela a DE, poiche
risulta AD :DE :: AP:PM ., si dimostira come nii
(7. prec) , che la retta NAM ¢ la livea richiesta .

I'. Dungre qualungue siansi 1 cocthcienti del-
Ia ay =tz + ¢, e qualunque §° angolo fra le ordi-
nate , ¢ le ascisse, la linea, che da essy risalta, &
sempre una reita o parsllela, o perpendicolare, od
obibliqna alia linca delle ascisse . Dunque chiaman-
dosi linea di 1.° ordine , o grado gnella che dipen-
de da un’ Equazione indeierminata del grado 10,
linea del 2.° ordine , o grado quella , che na-
sce da wu’ Fquazione indeterminata di 2.° grado,
€ Cost 1(‘li seguito , ve segue che le lince del pri-

G ordine non sono mal che tante liuee retie.
28,
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58. Probl. 120 1a precedente retta MN della Fig. 63

Equazione ay = br + ¢ gia riterita alla linea di
ascisse ZY, el in cui le coordinite BP=p, PM=y,
fanuo tra loro I’ angolo 7 (L. n.° prec.), si voglia
ora riforire ad una nuova linea d” asecisse XY data
essa pure di poasizione, ¢ stabilito in C il princi-
pto delle nnove aseisse, st vozlia , clie le naove
coordinate CQ , QM facciano tra di loro un de-
terminato ancolo £ .

Sol. Coudotti dai punti G, Q, le CI, QL, CF,

OK parvallcle rispettivamente alle ZV , MP, osser-
vo, che essendo cogniti gli angeli %, £, cogniti 1
punti B, G, e cognita la posizione , e pero la
mutua inclinazione tra loro delle ZV , XY, deg-
giono essere note le rette BF, FC, e neti gli an-
golt di amendue 1 triangoli QCH, MQL, onde co-
goitt risultano i rapporti de’ loro lati. Posto dun-
que Bl =4, F'O=e, CQ:CH::1:f, CQ:QI:: 1z,
OM:QL:ov:s, OM:ML::1:7, ¢ posto CO=z,
UM =u, poiche si ricava CH=FK=fz, QH = LI=
g3, QL=KP=iv, ML = ju, ed abiamo z = BP =
BF +-FK + KPP, y=PM =PI +IL +~LM, ne verra

rT=d 4 fz+1iu, Yy=c=+gzeju,
e per consegnenza la Equazione della data linea
tta alle nuove eoordinate sarh la

alegodju) = b(d+fs4+in) + c.

- 59. Scol. 7* 1. 1’ esposta trasformazione delle
coordinate e affatto generale, e da essa si possono
agevoimente dedurre tutte le particolari. Difatti se
st voglia che il punto C coincida eol punto B, al-
ora risultande d=o0, e=o0, si avrd « = fz+iu,
y =gz-+ju, e qundi a(gz+ju)=b( frain)+c
sara I’ Equazione richiesta. Se si ponga la XY pa-
rallela alla ZV; poiché allora si ha QH = o indi-
pendentemente dalla z, e si ha CH=CQ, dovra
pssere o= o, f=1, onde *=da4z+/u, y=e+ju,

€ pero a(e-ju)mi (d4z+iu)+c; e nel cuso
Adlzelira

p;
L]
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della XY parallela alla MP avendos: CH = o,

CQ=QH, sard f=o, g=1, € quindl = d+iu,

L

y=c4s+ju, ed alc+z+ju)=b (d+in) + c.
Che se si voglia, che cadendo il punto G in B,
la XY combaci con la prima linea di ascisse, cioe
con la ZV, o con 1l primo asse delle ordinate
(72.°52); nel primo di questi due cast avremo evi-
dentemente ==+, y=ju, el aju=»0 (s4iu) +r,
e nel secondo x=iu, y=z+ju, onde a(z-=+ju)=
biu—+c ; e se in questo case secondo si chieggano
inoltre le nuove ordinate parallele alle prime ascis-
se , risultando in corrispondenza ancora i=7, j=I,
i avrh x=u, y=5 ., e quindi as="du+c. Se fi-
nalmente si voglia, che la nuova linea di ascisse
XY invece di scorrere come nella ( Fig. 63 ) dal
basso all’alto, scorra dali’ alto al basso, oppure se
si voglia che il punto B, o le nuove ordinate MO
invece di esistere alla sinistra, quello di G, e
queste delle MP ne esistano al contrario alla destra;
& facile a vedersi, che anche in queste ipotesi si
otterra il chiesto cangiamento di coordinate , men-
tre nei valori delle o, ¥ precedentemente traovati
si cambiino opportunamente i segni ai divers: ter-
il .

1I. Poicke 1’ esposta trasformazione delle coor-
dinate ¢ affatto indipendente dalla linea MIN; ne
segue che essa avra sempre luogo qualunque altra
siasi la linea, o retta, o curva, che viene propo-

sia .
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Della risolusione dei Problen:: Geometrici
indeterminaty dipendenti sollianto dalla lLinea

retta , e dal circolo .

bo. Lsem. 1q.°Dato un ana:o]o GAF, ritrovare
an punto M, da cui conducendo sul lato AF la
retta MP porallela all’ altro lato AG , risulti
AP 4-PM = ad una retta data BC.

Sol. Supposto BC=a, AP =2, PM =y, le
condiziou: d«| Problema ci daranno soltanto wr—+y=a :
Dunque 1nfiniti sono 1 punti M, che vi soddisfan-
no, ¢ avendosli y=ma—~x , essi tuttl si ritroveran-
no st di una retta (n.° 56). Affine di ottene-
re qnesto lnogo geometrico , prendo sui lati
AF, AG, le due porzioni AD, AE, ciascuna =a,
(fsmiu o pel punti D, E, ]md(;lmta RS, e questa
suru la retta cereata , Tirate difatti sulla AF preza
ccine linea d’ ascisse , le ordinate MP ara]lelc ad

G, avremo DP:PM:: AD:AE | e pero a cagione
di AD=AE =g, AP......,,,, PI"J._y, avremo y = a —x,
Dunque, ec.

01, Escm, 20.° Supposta un triangolo ABC tro-
vare un punto M, da cw abbassando sui tre latli
le tre perpendieolari MP, MQ , MR, risulti la loro
somma uguale all’altezza CD.

Sol. Ponghiamo CD=a, CB=/, AB=¢, AC =4,
AD=¢, DB=/, e supposto dal unto M, che si
corea, abbassate le p(»rpemli(‘olari i3] MQ MR,
poighiamo CP=z, I'M=y. Avendosi LD CB.CP.CF

Fig. 65

Fig. 65
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__CBXCP _l2 A tvm. . (D, DBXCP _ fr
= D “a’CD*DB"CP°PF“‘“‘(§1‘;" =
€ pero MF.....MP PF=y ~ fx :__f_l’ y € COne
dotta da M la ME parallela alla AB risultando ~
CB:BD::MF:FE = BDXME — afr=fx o o
CB ab
MQ=ED= CD — CF — FE= a — = -.af*’-;fx)
a

. @b (fP — Ve —afv __db—atr—afy b ar—fr,

ab - ab — b

MR=CD—MQ—PM=a—y—( Atrfy Y azd (=,

Ora, condotte dal punto Maitre angoli A, B, G le

MA, MB, MC, ne vengono 1 tre tlllfl“‘()il AM

AMC BML la somnma de¢” quali :ACB Dunuuc
essendo ABXMQ+ACXMR+BCXMP = ABXCD, ot-
a?z—-ir—ﬂf‘r + dX a.?'+;f—-i/)v

+by = ac,

terremo ¢ X

e riducendo

a(d—c)x——(?/(cl—b)-!-f(c—(f))y:o :

Non potendosi dai dati ricavare altra Equazione ,
1l Problema sari indeterminato, e per averne il
corrispondente luogo geometrico divisa I’ Egnazio-
ne ottenuta per a, ricerco il valore dei coctlicien-

$ L(d=—b)+ flc—d)
a

n il secondo, onde risulti I’ Baquazione muwr—ny=n,
Fig. 66 sul lato CB del dato triangolo prendo ia por-

zione CG = n, innalzo da G la perpendicolare

GH=m, e pel punti C, H tiro I’ indefinita ST .

Essendo questa retta 1l lm)“o della mz —wv =0,

da qualunque suo punto M si abbassino le tre per-

e chiamato il primo m,
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pendicolari MP, MO, MR, ne verra sempre la loro
somma == CD . |

(2. Scol. 1.° 1. Ndl’ﬂsempio del (2.°60) po-
tendesi la RS prolungare all’ infinito da una par-
te, e dall’altra, vedesi che la z, e la ¥ sl aumen-
teranno esse pure all” infinito; cio non pertanto
avremo sempre la sommna delle coordinate = a
(7.* prec. ). lmperciocche se prendasi sulla RS al
disopra d1 AG ad una distanza qualunque un pun-
to R, condotta I’ ordinata RQ , risultando I’ ascis-
s1 AQ=—r, avremo y—z=a; e se si prenda al
disotto 1 AF sullan RS un qualsiveglia punto H,
tirata "ordinata HF , questa divien negativa, ¢ a-
Vremo per conseguenza x-—y=a . Svanisce adun-
que si nell’ un caso, che nell” altre I’ apparente
difficolta .

II. Col prolungarsi nell’ Esempio del { 7. 61 )
della ST mdehmtamentoj anche i suoi punti fuori
del triangolo dovranno scicgliere il Problema ; ma
per riconoscere come c¢io possa snccedere , prolun-
gate da tutte le parti i tre lati AB, AG, BG, s1 os-
servi, come facemmo nel (prec. 1}, che essendesi
considerate positive le tre perpendicolari MP , MO,
MR , mentre cadono entro dei tre lati si dovranno
pren‘ere negative , allorche cadono nella parte lo-
ro opposta . '

. Se il tnangolo dato {n°.61) sta equilatere, aven-
dosi b= ¢ = la Equazmne ottenuta diverrad
o=c¢; dunque replicato quanto si disse nel Proble-
ma del (7.°22), vedesi che tutti 1 punti del pia-
no, su cul e descritto il triangolo, sciorranno il
nostro Problema . Che se il 111(mff0]0 sia 1soscele ,
coll’ essere il lato AB= AC; allora I’ Equazione Ii-
sultataci divenendo y=o; ])d (II. 2.° 56) col terzo
lato disugnale si combacera il Inogo geometrico che
risolve il Prol}lema

63. Esemp. 21.° Supposte due rette DB, ON
fra loro perpendicolari, determinare un punto M,

Figo 6?
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da cui conducendo una retta MN, la quale passi
per un dato punto A della DB, vada essa ad incontrare

la ON, e producasi quindi AMXAN = AD*. .
Sol. Poichic il punto A e dato , pon‘ghlamo
DA =a, e dal punto M, che si cerca, tirate la
MN , che passi pel punto A, e la perpendicolare
BP, ponghiamo AP=«, PM=y. Essendo AM =
. ATXAM _oy/ (z245?)
L (e2+y?), ed AP:AAMuADAN =———= =
per la condizion del Problema, otterremo

LIS ¥
v (x® +yt) x?—\/(x::-ﬁ l=a%, ¢ pero a{u?+y*) = a’x ,

¢ finalmente 3* =qx —z*. Ora I’ Equazione avuta

. . i a
presentemente esprime un circolo del raggio —

s

sv]a

(12.°49 ). Dunque, presa la AC=— , e descritto

.col centro G, e raggio GA il circolo corrisponden-
te , tutti i punti della sua circonferenza AMBE
sciorranno 1l Problema .

64. Esern. 22.° Dat1 1 due punti A, B, ritrovar
tuttl 1 punti M, a cui conducendo le rette AM, BM,
sia sempre AM:BM nella razion costantedim :n.

Sol. Congilanti 1 punti dati con la AB, sia
AB=a, e da M_abbassata la perpendicolare MP, sia
AP=z, PM=y. Risultando PB=¢—x , AM=) " (x*+y*},
BM = {(e—x)*+y?) , avremo pel richiesto dal Pro-
blema /(z*+y?) ) (e —x)*+y*)::m:n, e percid

a 2.8 - _ 5
n*x* 4+ n*y* = m?® (¢ — z2)* + m*y*, ¢ finalmente

a*m? oam?

Bm T — i3 2
N = f12e—m?2 né—n

xr — X .

Ritrovo ora il valore di questi coefficienti, e sup-

I atm* 2am? ] 8
ponghiamo —;—3 = ¢*, ——— = d; sostituendeo
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ne verrd y* = ¢* — dr — x*; per costruire questa

1€

Eqnazione la riduco alla forma »* --(:c “+ x4 7

- f’:_ " Cz_._._____( - -._.) ( ),esupposto

4
(
E 4 =z, Br—--+c =g*, otterremo y*=g*—2?,
- - - .. - d
Prendasi alla sinistra di A la porzione AC = —,

poscia col centro C, e ragrio CM=z s1 descriva il
Circolo MDN ; e finalmente abbassata da un punto
qualunque M della sua periferia la perpendicolare
MP , s1 conduca il raggio CM = g, e 81 ponga
CP=:. Cio fatto , si osservi, vhe qualanque siasi
Ia lunghezza di qnesta z, per la natara del Girco-
lo si ha sempre PM* = o®—2z2. Dunque avendost
PM=y, e pero le estremita delle y quelle essen-
do, che sctolzono 1" esposto Problema, ne segue
che rimarra esso risolto dalla circonferenza ora de-
scritta .,

65. Scol. 2.* 1. Sia m==n . In questa ipotest la
precedente Enquazione n*z? 4+ n®y*= m?{a—x)* 4 m*y*

divenendo o0 = m®*s* — 2m®*axr, e pero « == il

lnogo geometrico, che scioglie il Problema non sa-
ra pia la circonferenza di un cireolo, ma una ret-
ta condotta perpendicolarmente dal punto di mez-
zo della data AP=ua.

II. Tanto I” Equazione y*=2gx—z* trovata nel
(7.°49), come la y*=¢>—z del (n.° prec.) vedest
che ci eqprlmono un circolo aveute 1l raggio g,
quella pero col principio delle ascisse x al prinei-
pio del diametro, e questa col principio delle ascis-
se z nel centro. Vogliasi ora determinare per qua-
le Equazione venga ad esprimersi il circolo MANB
del raggio g, mentre si riferisce ad una qualunqoe
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data linea di ascisse 7V, posto il prineipio delle
ascisse in un qualunque punto di essa E. Per sl
disfare a questa richiesta potremmo pel {1IL.7.°509)
servirei delle formole trovate nel (72.° 58): la na-
tura perd del eircolo fa s1, che vi potremo soddisfa-
re assai semplicemente nella seguente mamera, S1
ponga in primo luogo I"angolo delle coordinate ret-
to, e in questa ipotesi condotti dal centro G il
diametro HD parallelo , e la vetta GF perpendico-
Jare alla data ZV, e da un qualsivoglia punto M
della circonferenza, condotta 1" ordinata MQ per-
pendicolare alla ZV . ritengasi, come nel (7.°04),
1] raggio CD=g , la CP=z, la PM=), e si ponza la
EF=m,la CT=n, I”ascissa EQ=¢, e I’ ordinara QM=
Avremo evidentemente =i Q=7/=—m , y=u—1,
ma qualunque sia fa posizione del diametro HIY,
escendo le coordinate =, 4 ortogonali; deve sempre
per la natura del circolo essere y*=o*—z7 la sua
Equazione. Dunque con la sostitnzione risultando
(2 =—n)?= g% — (t —m)*, sara questa nel caso dell”
angolo fra le 7, u retto, I Equazione domandata .

Se il principio delle # si fosse preso alla de-
stra del punto F per esempio in I, ritenuta la
retta E'F=m , sarebbesi trovato (v—u)*=g>*—(f-+m)*,
e se la linea delle ascisse invece ’ esistere al di-
sotto, esistessc sopra del centro G nejla Z'\V', ri-
tenuta la CF'=n , sarehbe risanltata I’ Equazione
(w71)" = g2 = (t—m)?, oppure la (u-n)*=p>—(t+m)*,
secondoche 11 principio delle ascisse s1 prende 1n
E", ovvero in L'’ . Da questo si vede, che qua-
lunque siasi la posizione della linea delle ascisse,
I’ Equazione generale del circolo , quando 1" angolo
delle coordinate & retto, si e la (uztn)*=g*—(1=%m)*,
ove g esprime il raggio, e le m, n determinano il
rapporto di posizione del centro G col principio del-
le ascisse £, e con la linea ZV .,

111. Data viceversa I’Equazione (¢=—n)>=g? —
(t=—m)*, se venga richiesto di trovare il luogo geo-
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metrico , cioe descrivere il circolo, che eorrispon-
dentemente alle coordinate £, #, ne viene rappre-
sentato:; si prenda sopra la linea delle ascisse ZV,
cominciando dal lore principio E, e scorrerndo ver.
so le ascisse positive, la porzione EF=m ; dal pun-
to F' perpendicolarmente alla ZV, ¢ dalla parte
delle ordinate positive st conduca la CF=n; e fat-
to centro in C col raggio CM=gz si descriva il cir-
colo MDN , e questo pel ( prec. 11} sara evidente-
mente i1 chiesto . Se nella Equazione data il ter=-
mine m , o I’altro 1z , od amendue fossero stati do-
tati di segno contrario al considerato; allora la EF,
ovvero la FC, od amerdne queste rette si avreb-
bero dovute in corrispendenza assumere nella dire-
zione opposta all’accennata.

IV. Vogliasi il Tuoge geemetrico dell’ Equazio-
ne 13+ qu = c* —~ >+ bt, ove le ¢, u lanno tra lo-
vo angolo retto; compiendo i quadrati, che corri-
spondeno alle espressioul u* ~+ au , 1° — Lt , riduco

a* 5

I’ Equazione data alla forma u? <+ aw = = e

a'l B: bz . V73 3
— 4 **—*—(t’—'-bt+—-,—~) , Ossla { u + —--) = Y
4 4 4 2

2 b | b s . .
Ee 5hs o — (f — -;) , e irovato coi metodi so-

4 4
e . . ] a? 72
vraesposti il valore della espressione ¢* 4 Z-+ T

che dird g*, descrivo giusta il {prec. 1II) 1l circo-

T 3
lo dell’ Equazione (u +d—3-)=g°—- (t — —f—) , €

questo sara il luogo geometrico domandato .

V. Si cerca in secondo luogo I’ Equazione ge-
nerale al circolo, facendo le coordinate un angolo f{ra
di loro non rerto. Ritenuta percio nel solito cireo-

lo NDNH la ZV linea di ascisse siano ER=r, RM=s
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le nuove coordinate tra loro obblique. Condotte
dai pantt M, G le MP, CF perpendicolari alla ZV,
ritenute le denominazioni del ( prec. 1), onde
(7 En)*=g*— (f = m)* sia I’ Equazione tra le coor-
dinate EQ=7¢, QM=u, e supoosto che nel trian-
golo RMOQ, di cut sono noti tutti gli angoli, si ab-
bia, come nel (%, 58), RM:RQ ::1:/, RM:NMQ::1:/,
otterremo, come nel (L2.° 5q) f=pas, u=js, e quindi
(/s En)* = o = (1= is = m)? .
sara I’Equazione richiesta tra le coordinate r, s non
ortogonali .

00. Esem. 23.° Determinare 1" Equazione i quel-
la retta , la quale riferita ad una data linea, e a
un dato principio di ascisse deve passare per due
punti determinati .

Sol. Siano nella (Fig. 5¢) E, m 1 due punti
dati, pe’guali deve pussave la retta, che si domaui-
da, stano ZV la data linea, ¢ G il dato prioeipio
delie aseisse, e abbassate dai punti , K, m le ordi-

nate ED, mp, pongasi CD =g, DE=1, Cp=1:,

pr=rk. Chiamate x le ascisse , ed v le ordinate

della cercata retta, sara in generale ay=ly+r (12.° 58)
la sua Equazione, ossia, diviso tutto per @, ¢ fat-

b c \ .
to — = p, —-=¢,sara sua Equazione la y=pa+s.

Cio posto, poiché, quando x=y, deve evidentea
mente risultare y =74, ¢ quando 2=/, dev’ essere

=k, avremo le daue Equazioni r=ps+7y K=pi+q,
| : : h—F ghe1ii :
e da queste ritraesi P=mpe 4 = Sosti-
tuisco tali valori mells y =pr+ 4, e la y =
- k—hi X . 5 @
(_f___i)'_""-u- -51-—-—2-- sara |’ Equazione richiesta .
E—1 —

67. Scol. 3.° 1. La costituzione di due punti
E, m, pe’quali deve passare la retta , che si cer=-
ca, determina adunque il valore delle due quanti-
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tz p, 73 ma la determinazione di gneste determi-
na I’ Equazione y =pzx-+q, ¢ da tale Equazione di-
pende la natura , e la posizione della retta corri-
spondente . Dunque la determinazion di due punti
determina , come pia sapevamo dalla Geometria ele-
mentare , la posizion di una retta.

II. Se {osse stato domandato che la retta da
descriversi passasse per un solo punto, per esem-
pio pel solo E: allera avendosi la sola Equazione
h=pr+q, il Prohlema sarebbe indeterminato , e
infinite rette potendosi per conseguenza condurre
pel dato punto E, ne segue, che un solo punto
non basta a determinarc la posizione di una reita.

5. Esem. 24.° Data una retta BG riferita alla
linea delle ascisse ZV . di cut u=mt=+n sia I’ E-
quazione , avendosi A=/, PM=u, vogliasi con-
durre un’altra retta GD, la quale tagli la prima
BC in un punto G tale, che abbassata da esso la
ordinata GH, venga a segarsi sulla ZV una porzio-
ne AH di una data lunghezza, che diro a.

Sol. Denominata y = px + ¢ |’ Equazione del-
la retta DG, e supposto che anche di questa sia
7V la linea delle ascisse, A il lero principio, e che
le sne ordinate NQ =y stano parallele alle ordina-
te MP della retta data, osservo che la GH e ordi-
nata tanto della prima , come della seconda retta,
¢ che posto per conseguenza tanto ¢, come z = AH
— @ , avremo in corrispettivith GH = ma -+, GH
= pa+q, € quindi pa+g=ma~+n. Avendosi co-
si un’ Equazione con le due incognite p, g, si
vede , che una di esse rimane in generale di va-
lore arbitrario, e che quindi infinite sono le ret-
te, le quali sciolgono 11 Problema . Ritraendo il

. . \ . ?1’-""""(,
valore del coefficient = e
coefficiente p, poiché si ha p=m+— »

5 ?I..__q
tali rette verranno espresse dalla y ={ m+ — )} 2+,
¢

Fig. 6e
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e ricavando il valore della ¢ , c¢sse si rappresente-
ranne con la y=pr—+{(m —p)e-+n. Perche pol
rimane nella prima delle truovate Ejquaziont inde-
terminata la ¢, nella seconda la p ; ne scgue, che
col far variare la ¢ in quella, e la p 1n questa st
avranno tutte le rette domandate. Ho dctio chle
una delle p, ¢ resta di valore arbitrario in gene-
rale, perché difatti se diamo alla ¢ nella prima il
valore particolare » , e facciamo p=m nella se-
conda , tanto P’una che Valtra delle Equazioni ot~
tevute divenendo y= mz =+ n, diventa la stessa
che Ja data v =t =, ¢ pero eoineidendo la G,
che si cerea con la BG, che si e propssia; non
viene a <eterminarsi il pnnito G domandato.

6. Scol. 4.° I. Vogliasi la GD parallela alia
ZV . In questo caso y=ma-+ 1 sara evidentemente
I’ Equnzione cercata. |

II. Vogliasi la GD perpendicolare alla BG .
Poste in questa ipotesi l¢ ovdinate ortogenali, os-
servo , che dovendo la G cadere dalla parte, ove
la BG {a con la ZV angolo acuto, deve, mentre
sia positivo il coefficiente della £ ascissa «della BG,
essere negativo il coefliciente della x aseissa della GD,
e pero che essendo u=mi+n 1’ Equazione della BG
I"'Equazione della DG sara della forma y=—pxz<-q, onle
—pu-+q = ma-+n{n° 63}, ossia, futto per brevita
ma +n=2~=, sardh — pa-+g=~5. Ora avendosi nel
punto B la u=o0, ¢ nel punto D la y =0, s1 ot-

» - L ] n -
tiene in corrispondenza AB=——, AD -::%—-, e quin-
. n ’
di BH =a+—, HD =-Z — 4. Dunque a cagione

P
dell> angolo BGD retto essendo BH:HG :: HG :HD,

n
ne verra a+— :b::5: L —q, e perd 1:mig—b:a,

" P
ondle 9—5::—7% , ma dalla — pa+g=ma-+n==»~
. b  § a

$i ritrae p =*——; donque avremo p= —, q=b+o
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— (midilatmn "o her conseguenza y = — — g 4
= = > per 5 F == m L
(Mm2efmtla-+ mn

sara 1’ Kquazione di quella linea ret-
nt

ta, la guale corrispondentemente all’ ascissa a ta-

glia ad angoli retti la retta della Equazione u=mi+n.

(m2=+1Ya~-mn
i

Posto pertanto = %, poiché per I’ ar-
bitrarietda della n rimane arbitrario il valore della
i, le rette delle dne Equazioni v = max + n,

‘ Fy -
-== == —x~+ £ saran sempre perpendicolari fra lo~
J "

ro, e il punto della loro intersecazione corrispon-

m(h—1)
mi1

III. Se con lo stesso principio, e la stessa linea
di ascisse descrivansi le rette delle due Equazioni
L=mr-+n, y:rff:r +/1 ; esse dovranno risultare
parailele {ra loro, perché qualanque sia I’ ascissa x
avendost y —u=/~—a, la differenza delle due or=-
dinate y, « ¢ Jdi un valore costante.

IV. Attribuiti nella pa+~g=ma-+n alle p, ¢
1 valert determinati p', ¢, si sostituisca invece
della @ una lettera esprimente un’ incognita per
escmpio la 5 ; risultando da ¢10 (p'—~m)z=n—4g'
avremo cost un’Equazione , di cui essendo radice
il valore @, ne otterremo pel ( 2.° 63 ) sempre la
costruzione , mentre sopra la stessa linca ZV, e con
lo stesso principio A di ascisse st descrivano le due
rette BG, DG delle rispettive Equazient u=mx+n,
¥ =px—+g¢g, ¢ mentre dal loro punto d’intersecazio-
ne G gli conduca I’ordinata GH.

70. Esem. 25.° Trovare riferita ad una retta
data come linea di ascisse,” ¢ a un dato punto co-
me loro principio 1’ Equazione di quel circolo, la
cut peciferia passa per tre punti dati,

rry

y ; -~ ] ) -
Sol. Gblamate «',«', """ lc ascisse, 0, 0", 0",

dera ad a =
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le ordinate dc1 tre proposti punti, pl(’ndo I’ Equa-
ATONE genera](, del Circolo riferito a coordinate rer-
tangole, cioe la {u—n)=g?>—(1—m)* ({{.712.905;,
ove per maggiore semplicitd non pongo Innanzi al-
le quantita m, » , che il solo segno —, sostitnisco
in essa 1n luogo delle vamabili 7, 2 1 valori ora
snpnoqti, e si avranno le tre Equ:wioni (/—n)=
g2 (0" —m)*, (H'~un )Pyt - (e —m)?, (0" —n)*
=:2(a""~m)*. Sottraggo la prima di queste LEquazio-

ni dalla seconda, ¢ T so(‘(mda dalla terza ; e avu-
te cost le altre 4" =02 on (U =0 )==u'* — ' 4
om {0 —a") , LA —= 0" e an (L = )=a" P —a"?

-+ 22 {a”’—-a”,: determino da esse 11 valore delle

mi. o, sostituisco tili valori in una delle precedenti tre
Ewn:léi()l}l , € Ticavalo per sl mnile guisa i valore di
g‘zﬁ col sostituire aunesti tre valori delle quantita

s % os £ neila ;zf (P p?— {1 =1 )?, hic risulte-

ri I”Equazione 11( desta dal Problema .

71. Scol. 5.° §. Poiche, tra essendo 1 prnti da-
t1, rimansono a-!etezmmat(r le tre 1...-,‘-1&11 7, M,
quindi apparisce come tre punti deterininano ia
posizione d’un Circolo. Conoseiute poi le accenna-
te m, n., g, sapremo quindi p(lfﬂl n.*65) stabilire
la posizione di esso circolo relativamente alla sup-
posta linea d” ascisse .

Il. Siano 1 tve pun‘u. pe’ quali si vuol ecn-

Fig, 6o durre la circouferenza in una stessa linea retta, e

siano essi 1 puntit R, M, G, avendosi AS=¢",
SR=4', AP=u", PM=1{", AH=¢"", HGC = 1'".
Condotte in questa motmx 1 Rr, I\lm narallele al-
Ia ZV, per essc a‘sl"’mo o' = =l a —— D =
e pmo (af --a) (&' —=0")— I”-—-a”} (/"= V=0,
Ora s ponga &'"*—=a2 4+ 4"*—=h*=C', o' = ' *+
2=t =C", o(a"—a')=A', 2(d" —d" )= A",
o (U= =B, 2 (4 =0" )=0" dalle duc Equa-
zioni del ( #.° prec. ) ove le m . n sono al 1.9 gra-

Oy 0 AC —AC

do . oiterremeo percio m — g N
’ pereto AD'=A"87 " T A =X

:
.
3

;
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ed otterremo il denominatore A'B"—A"B' = 4(a'"—a')
(0" =" ) —4(a’""—a' ) (b''=0") ugnale nel nostro
caso allo zero, ma ne 1’uno, ne Paltro dei nume-
ratori B'C'—=B'C"", A'C"'— A"C risulta, general-
mente parlando , ugnale allo zero. Dunque nelia
supposizione presente le quantita m , n. e pero il
raggio g =1/ ((@' —m)*+({'—n)*) (n.° prec. ) ac-
quistando un valore infinito (L.7.° 8. 4/g.); 1l cen-
iro della circonferenza , che dovrebhe passare pel
tre punti R, M, G, st truoverebbe ad vna distan-
za infinita, il che secondo la maniera di parlare
cei Matematici vorrebbe dire , che quanto piut 1
tre punti , pe’ qualisgleve passare la periferia del
Circolo, si accostano a pors: in retta linea, tanto
piu il centro si allontana dai punti medesimi fino
a superare qualunque lunghezza s1 possa assegnare
cit.® (1. n.* 98 4lg. ).

I11. Deseritta nella ( Fig. 7o ) la circonferenza
GKF, la quale passi pel tre punti G, F, K noen
collocati in linea retta, e condotte dal punto di
mezzo F le due corde F(3, FK, e la MN tangente
i F al cireolo, supponghiamo , che rimancndo 1l
vunto F immobile , gli altri due G, X nelie dire-
zionl GM, KN perpendicolari alla MN s1 vadano
scmpre pin avvicinando alla stessa MN, fino a po-
tervi cader sopra, e porsi quindi con lo stesso I
in una sola linea retta MN . Sotto tale accostaimmen-
to gli angoli MFG , NTK formati dalla tangent
con le corde G, FK si vanno sempre pin lmpic-
colendo fino a divenire zero: ma gil archi circolae
ri FG , I'K rimangono sempre compresi tra la tane-
gente , e le corde. Dunque quanto piw 1 due pun-
ti G, K si accostano alla MN; e pero quanto piu
1tre G, F, K si accostano a porsi in una sola
retta, tanto pin gli areli FG, FK . e pero tutio
I”arco GFK s’accostano a combacciarsi con la BN,
cosicche guando 1 supposti panti ginngono ad esi-
sicre tuttl e tre sopru la sola MIN; aliora pue dir-

Fig.

m O
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si, che con quesrta MN si confonde perfettamente
I’ indicato arco GFK; ma questo altro non &, che
arco d1 nn cerchio avente raggio infinito, ed & un
arco qualunque perché 1 puni G, F, K #i sone
pres! ad una distanza qnalsivoglia tra loro. Dun-
que un qualsivogiia arco di una eirconferenza , il
cul raggio sia infinito potra, considerarsi come una
linea retta .

IV. Siano in una retta, e questa parallela al-
la ZV solamente i due punti R, G. In tale sup-
posizione risultando &'=4", sara B"= —B', e perod

o GLr e RN |
11 “m_——“‘;‘-—'—,ﬂ—_m—m, ma ia n»n non

¢ che la perpendicolare dal cemntro alla ZV (II.#n.°
) . ) am+ar
65 ). Dunque esistendo I’ estremo della ———  nel
punto di mezzo della SH, ne segue che il centro del
nostro cerchio truovasi sulla perpendicelare innalzata
dalla meta della RG . Che se ancora il punto M deb-
ba ritrovarsi sulla parallela alla ZV, cosicche &' =
b"=V", allora risaltando anche B"=o, il valore
della » diverra infinito, rimanendo finito, cioce

— il valore della m. Che se 1 ssliti tre

panti A, M, G si truovino sopra una retta per-
pendicolare alla ZV; ng—:lla stessa guisa vedremo
risultare infinito 1l valore della m, finito quel-
lo della . Ma ognigualvolta uno dei valori m, n
e infinito , deve diventare infinito anche il valore
del rageio g. Dunque abbiasi fa retta, su cuil st
vorliono™ esistenti 1 tre punti R, M, G, olbli-
qua , o paraliela, o perpendicolare alla ZV, la cir-
conferenza richiesta dovra sempre avere un raggio
infinito , ed essere quindi esso raggio sempre im-
possibile a determinarsi.

V. Ritenuta la precedente supposizione di &'= 4"
=¥, onde B =~—DB'=o0, s¢ s1 fusse sostituito questo

va-
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valore o invece delie — B, B” immediatamente nel
valore deila m b"?:‘-jiOS[O net { prec. Il ), ne sarebbe

. ¢ " “ . . .
risultato e =—; simile espressione perd divenuta
' O

tale a cagione di essere divisore tanto del denomi-
uatore , come del mumeraiore la B" = o, riducesi,

come s1 ¢ osservato nel ( IV, 2.° o8 Alg.) , al swo
!
Vviilor vero cot Lorr‘h re (questo dnusor comune B’
o a’’ +a

¢ trovasi quindi in questo caso m =

ey
‘i

o 2
(prec. IV.) . Nel}” altra precedente supposizione ove

. . O
' =a''=a'"", st truoverebbe in cgual modo n=—

O

v+ : : .
= —— . Da questo apparisee il perché , mentre

nel ( prec. II) s1 & detto che 1 numeratori de’ valo-
ri delie m, n per la ipotesi coly fatta non diven-
gono zero, si e aggiunta "espressione , generalmen-
te parl'mdo .

72. Fisem. 26.° Data, come nel (7.°63), la ret-
ta BG dell® hquazwne W= mf-+=n, ove 10 coordina-
te AP=¢, PM=u siane per ora fra loro ortogonalt ,
don.amlau un circolo CI‘K, Ta cui cwconfmenm
taght in G la BG per mode , cle hbasqata I” ordi-

Nt GH, sa per essa a tagliarsi un’ascissa AH
avente na data tiunghezza « .

Sol. P()‘ite le quantita p, g, g, incognite , e
prese col principio in A sepra della ZV le asnme
che dirdo @, del cireclo domand o, sia (y—g)?

(&

*—=(z=p)* la sua Bguazione (T 72637, risul
tando quindi le sue 0"d ate v ]}HI‘pPHdl(‘Ghl‘l esse
piare alla ZV. Poiche le AiI, GH sono coordinaie
comunt tanto alla Qll])po-i“l linea retta, come al
citeolo , avremo MEanazione (1mna—n—g)? g"—(z-——fn)
ma qgnesta ¢ P ounica Fguazione, clie somminie
strano le condiziont o] Prolilema, ¢id in essa frit-
tanto casione e inceZuite, ciod le tro P
Adizeira O

ll

7350

Fi‘r 70
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Duanague il nostro quesito ammettery un’ infinitd Jdi
ecluzioni . rimanendo due dcelie aceennate IncoZni-
te determinabili ad arbitrio. purehe pero opportu-
namente alla natura del circolo, ciot inmoldo,
che non risultino nella Equazione implicate delle

(quantita immaginarie, o delle infinite . Vogliasi a

cagion Jd’esemplo atiribuire valor: determinati alle
p. q. € siano gquesti 1 valori p', ¢ ; risultando da
cio g?* = (ma 1= ") a—p' )2, sara (y-— g )?
= (ma-i-n—g')“ + (a—p')? —{xz—p )
I’ Equazione del circolo domandato; se sia p' = 0,
g =0, onde il centro di esso cerchio esista 1n A,
allora v:= (m2 +n)* +a*—z* sara la sna Ejuaziv-
ne . Ghe se si vogliano dare valorl determinati ol

. R , S
rageio g, ed alla ¢4, chiamati essi g', ¢ ', serchero

il valore della p, e trovato p =2 = = (na

A

3a? : ; :
A e =) I’ Eqnazione del chiesto circolo

2

Ja* 2 . . ;
s ))) , e se finalmente s1 volessc incognita la

4
S(ma+4-1)*

. m—$-n ’ s
¢, trovatosi g = —;— F |/(g de(a—p)*— — )

2

N . . . b g
i1 circolo richiesto avrebhe 1 Equazione

o 3
ma+f? ( ® ! ')!'mq_l’ ?ﬂ” ‘—"Jr’—-f asa '!’ 2
y— =+ \g2=—(a—p)*— e —3 T TR
() (—— =\l 5

In queste supposizioni dovranno, per
poc’anzi avvertito, le g', p', 4 essere tali,

L

(quanto 1 e
che stabbia

] i r‘?' s i 13

in corrispondenza g”* non < (tna-+n—q¢)’+ 7",
(1, . Slma-n)? L .

<fa=—p') + A . Quanto po1 s1 e detto ne1

(LI, IV.n.°05) ¢ inscgna, come in tutts ¢ tre
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questi cast possitmo costruire 1’ Equazione ottenu-
ta , ¢ pero descrivere il chicsto eircolo .

73. &eol. 0.° 1. Be nei Problema del (n.° prec. )
s1 voglia) che oltre la I-.-orz:icne Al = a dipendenn
te dal punto G, e dall’ ordinata GH, s1 determiui
col mezzo dello stesso ¢ireolo sulia data BK un
altro punto K tale, che condotta Uordinata KL ri-
suiti la porzione AL = / ; allora avremo , olire
b Leguazione (ma-+n—qg)P=s*—(a—p)*, I’ altra
(mb+n—qP=g*=(0b—p)*, e non rimarra quin-
di arbitraria , che una sola delle quantita g, p, ¢ .
In questo caso adunque il nostro Problema ammect-
t< benst, a cagione della quantith, che rimane ar-
bitraria , inhinite soluzioni diverse, ma perd ne
esclude nfinite altre, che hanno luozo nel caso
del ( 7.° prec. ), ove le guantith arbitrarie souo
dee . Inoltre ¥ indicata arbitrarieta ha un certo lis
mite ; poiche se si volesse tal quantita arbitraria
ageterminare in modo , che si verificasse anche nna
terza Bquazione (me—+n—g*=y3—(c=—p)?, oltre lc altre
due precedentt, allora Varco del eircolo che st ri-
chiede divenuto una linea retta ( Il #.° 71 ), si
coujonderebbe con tutta Ia BK, e non producends
alecana Intersccazione, non darebbe alcuna soluzion
del Problema .

. Chiamati come di sopra p', ¢, ¢° i valori
gia determivati delle p, ¢, 2, che fanno contempo-~
raneamnente verticare amendue le Equazioni
(m;';-l-)'z,-—g)z = gtela—p ), (mbsn—g)r =t — b—p)*,
st formi I'Equazione (rmz+n—qg )P=2"2—(z—=p")?,

ossia eseguiii 1 Jdovuti sviluppi, e le riduzioni la

’ ) ’ ’ ’ p2
mn—mqg—ap’ P lrg e n2nng — o
z2 2( ‘ ) 3 -+ ( 4 172 Y=o 5

2
7T X Nt i

e facile a vedersi |, che sono radiei di questa ulti-
"'1 L] - - LY

1w Fquazione anendue e precedenti quantitd e, 5

(100294500 Dunane Ta eolnzione del Problema so-

: 4 1 . ey . : < . s
s R / [P H e v [ R = f ge gy - i 5 el L
Viarlsd:oato PN A | J o ECIVIGTHLISITETa evidentenens
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Ia costruzione della truovata Equazione in z; ma
simil Problema pud pel citato ( prec. 1) risolversi
per infiniti circoli diversi; per la determinazione
delle AH=a, AL =25 si pud inoltre stabilire la
BK in una posizione gnalunqne; e finalmente per
essersl considerate sempre queste a, b di un valo=-
re qualunque, ’ottenuta Equazione in z pno rip-
presentare una qualsivoglia Equazione determinata
di 2.° grado. Dunque un’ Equazione determinata
di 2.° grado, qualunque siasi, si potra costruire in
infinite guise diverse , e le maniere di costruzio-
ne esposte nei ( Capi II, IV ) non sono quindi
che alcune delle molte , che si posson formare .

Vogliasi, che la BK si combaci con la ZV, on-
de u=mit+n divenendo u=o , si abbia m=o, n=o,
e st voglia che il centro del cerchio domandato esi-
sta sulla ZV, onde g=o. In (uesta supposizione le
due Equazioni del ( prec.1 ) diventando
gi—(u—p)*=o0, g*—(b—p)*=0, ottcrremo g = = (1=n),
g == (h=p), € siccome le quantita a, b si vogliono
tra loro diversc; posto g=-(a—p), dovra essere

. 3 b, a—b
g =— (b—p), € quindi avremo p':ﬁii——- , g:%-—— ;

onde, se z?= Az =B* sia I’Equazione, di cui lea,b

- s wow ) A
son le radici , poiche si ottiene p'==x g =

2
L/(%—G-B’), il metodo di costruzione, che ri-

sulta dal precedente generale, altro non saria che
quello, che & stato esposto mnei (I, 1L #».*32).
Che se, posta la BK parallela alla ZV, si vogiia
essa ad una distanza B dalla stessa ZV . per cui
u=DB ne sia Equazione, ed abbiasi percio m=o,
n=DB, se il centro del circolo cercato dehba esi-
stere sulla ZV, e percio si abbia ¢ =0, » final-
mente z* = Az=— B* sia |’ Equazione avente ie ra-
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dici @, &; le Equazioni del {prec. T} riducendosi
alle B’-:::g’-—-((a-p“)’, *=g*—(b~p)* ritenuta,
per la disugnaglianza delle a, 6, la stessa preceden-
te avvertenza rapporto al segno da prefiggersi, nel

a+b

cercare il valore della p' si avra p'= —

A

A : ; : ;
g':—;—, e i1l metodo di costruzione, che se ne ottic-

ne , quello sara del (III. ». 32). Posta in fine la
DE (Fig. 35, 36) per linea delle ascisse , po-
sto che con essa si confonda, come nel preceden-
te caso primo , la retta data (n.° n2), onde w—e
ne sia I’ Equazione , e dati tre punti A, B, I de-
terminati ginsta 1 (I, IV. 7. 33), se dovendosi
costruir I’ Equazicne z*=*=As== CD, si voslia,
chie il centro del circolo da descriversi, onde ot-
tenere le due sue radici (prec. II), esista nel cen-
tro di quel circolo, che passa pei tre punti dati
A, B, I:1l metodo di costruzioue, che ne provie-
ne dal generale (prec. II), aliro non sara, che
I” esposto mnei citati ( 111, IV. n.° 33. ) risultando
AK=p, KC=g, CGH=g, e potendosi trovare il
valore delle p, ¢ mediante il (7.° 7o) dai tre da-
ti punti A, B, I, e determivare il valore de] rag-
gio g col mezzo di una delle Equazioni del (prec.1).

III. Ritenuto doversi descrivere il circolo delja
precedente Equazione (r—g)*=g*—(r—p)*, e do-
versi al solito tagliare sulla ZV le porziont A=y,
AL=) (n.° 72, prec. 1), si voglia, che la linea,
con la quale deve intersecarsi il circolo, che si
cerca, sia non gia la solita retta BK, ma bensi un
altro circolo, quello dell’Equazione (1 — n)* = g3—
(f—m)* , ove m , 1, d siano quantita cognite . In
questa supposizione corrispondentemente al punto
d’ intersecazione , che somministra la AH=g , aven-
dosi t=xr=¢ , u=y , ne verranno le due Equazioni
=g =g =(a—p) (y —n)=d'=(a—m?, ossia
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gk

'{;;-——!{))“, e Q= n2—d* = {a—m)". Volcudo Ora 11
miaare la y, sottragge una (‘f(:”e ottenute Kqgua-
zioni dall” altra , e avuto eost 1l risnlwato

of g1y +Q—=F=0, noitiplico la prima delle espe-

-

ste Eqrazioni por 50— 2, In scconda per 3 — 24 ;
sottraggo V' une dall” wliro 1 due risuliati , che ne
enconag, e avuia cosi 1” Equazione (1 =—Q ly —
(rP?—gQ )= o, eliinino col mezze d1 questa , e

- n
i

Gt aitri :‘r{!j—"?i.}v’v’-—iw(‘.f-—i)':() fa Yy L, € ne 1;(3]‘1‘21
{P—-Q‘}’——;ﬁ,{g-—?i) (.r/i:_) — uP)==o . Sostitnisco 1n (ue-
eta in vece delle P, Q 1 lero valorr, otterremo 1i-
n:imente un’ Equazions in generale di 4.* grado,
nella quale esisteranne tuite , e tre le 1ncognite
g, p.q, onde due di ¢sse saranno ncl Prol)le}na.
corrispondente a quello del (72.* 72) arbitrarie .
Suppongasl per esempio g=p, € p=c: per la pri-
ma di questc snpposizioni la precedente (P—Q)? —
4{7__73)(7@-—;:,[’)::0 divienz P—Q=¢, ¢ per la
seconda si ha P—Q=/*—224+2am—m2=c . dun-
que risultando g*=d* 4 2am —m*, il circeto che
rizelve 1l posto Quesito sari quello dell” Eyguaszione
(fy"—-?7}’:(Z’+2"{,??E-an'—';232 , OVe perb e} avverta
dover espere = o >m?*, allinche il rapggio g
sia rveale: e pero il cerchio domanilate possibile .
Vedesi agevolmente, che come nclly presente ipo-
test , cosi in tanti altrr east potra il chiesto circo-
lo risultare immaginario, e pero impossibile 11 Pro-
blema propesto.

IV. Che se eol mezzo der due cireoli (v —n)®
== (=), (¥ =g )P == (x=—p)* s1 voglia

risolvere il Problema del {prec. T): allora oltre I’E-

quaziene (F'—Q2—i(;—a) (;Q—1P)=c corrisponden-
te zlla supposizione di 2='=a, e di y=u, se ne
avra vn"altra simile, che diro (Po—Or)* —4(g—1)
(71— P1=n eorrispondente alla supposizione di
r='=h, e di y=, ove Pi=p2—g?+(b—p)*, Qi=n*

—>+(b—1¢)'; ed una sola 1n questo caso dclle

-

12
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g, p, q rimarra arbitraria , avvertendo qut pure,
che tale arbitraricth ha , siccome nel (prec. 1), un
limite , non potendosl essa qquantita arbttraria vo-
ler tale, che soddistaccia ad una terza supposizio=-
ne della x=t=c¢, e della y=u; poiche, cio {ficen=
do, i due circoli si confonderebbero tra loro per-
fettamente , e non si avrebbero punti d’ interse-
camento. Qul ancora, come nel (prec. 1II) potra
accadere per I’ immaginarieta del cerchio doman-
dato " impossibilita del Problema.

V. Denominati 3/, ¢', £ i valori gia determi-
nati delle p, g, ¢, ¢ P, Q ¢io0 che per questo
divengono le P, (0, poogansi qui pure, come s e
fatto nel (prec. II) neila (P—Q) 4 (g—n)(yQ=nP)=0
(prec. 111} i valori p', ¢'. », 1nvece della pyq, 7,
¢ invece della @ 1" incognita z. Risultando da cio
P Q' =0 (memp) o d®— "2 P4 g 2= 1%, g Q —nP’
== ('3 ®) 3 2 (it o)) 2 A= 1P202— g2 g P PRy = mn
+q'3—n3, vedesi che nella (D= Q)= 4 (g'—n) (4'Q"—
7P’ 1=0 la z non asccudera che al secondo grado, e si
ridurrd essa onindi ad uu’ Eqoazione della forma
BMz? + Nz + '=0 . Equazioue, delia quale s1 truova
come nel (prec. 11}, che sono radici le precedentl
quantita a, o { prec. 1. 1V ).

VI. Nel Problema del (2.° 72) in quello del
{ prec. 1l1) , e mnelle successive conseguenze de?
( preci 1, 11, IV, V| si voglia che I"angelo deiie
coordinate non sia reito. Supposto percio essere tia-
li coordinate rapporto alla linea retta BK (2.* 7:)
le AQ=r, QM=s, e rapporto al cerchio GFk le
AR=,, RF=¢, e rapporto all’altro cerchio del
{ prec. IIT) supposto essere r le nunove ascisse , s le
nuove ordinate , e supposto finalmente essere AH'=a
(nige, prec. 111}, e pero =z {prec. 1. IV ), si tirivo
dai punti M, G, F le MP, GH, FI perpendicolari al-
Ja ZV , e come nel (n.°58) si ponga MQ:MP::1:7,
MQ : PQ::1:4, ritenute per le coordinate AP, PQ, ec.
le denominazioni dei (n.i 72, prec. Il ) avremo tan-

Fig. 7o
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to riguardo alla retta BG {#.° 7. ) quanto riguardo
al cireolo supposto nel (prec. ML), avreemo , dissi,
! =r=+1is, u=/js, e rignardo al circolo GFK avre-
mo x=p+:16, y=j4 (1,1, n.° 5¢); € per consc-
. - g n n
guenza, giacche risulta s = o Ay (n.°
(js—n)* =d* — (r +is=—m )? (prec.I1I}), e si ha
(Jo—q ) =g*>—=(p+ic—p)*, col discorso stesso de’
citati (n.° 72, prec. I, HI), vedremo , che posto

")

2),

J Mmi{ z—=171) — H, n*—d*4-(z—m)?

AH'=:z. e posto — :
? 1 Jz _1_;2. IE + i2

=1,

Jg—ile=p) _ g §P—& 4 (z—p)?
j2+ Z.,"‘ — 2 ]2+ z'l.

corrispondenza le Equazioni

= L, ottengonsi in

&3

im jn )3___ N im in )z
ST =g ) =T S —C —— =D »
o j—i - J—iT i

(i—L)* —~4 (H—=K){HL—IK)=0. Da queste , allorche
la z si vuole quantita cognita, si otterra nella pre-
sente ipotesi la soluzione dei Problemi dei (1.° 72,
precd 1, L, TV, operando su di esse come nei ci-
teti nnmeri; e allorche la z si vuole Incognita , si
dedurranno qui pnre delle conseguenze simili a
quelle der ( preci I, V), si truovera ciod, che
tauto nell’ una , come nell” altra Equazione la z
deve ascendere soltanto al 2.° grado: che questo
ditaitt debhba accadere nella prima delle Equazioni
ora determinate, si conosce agevolmente dalla sem-
plice ispezione dell” Equazione medesima; che poi
cio stesso debba succedere eziandio nell’ Equazione
seconda, lo troveremo col!” esegnire le dovute ope-
razioni, e riduzioui. Posto difatti per maggiore

. es —_—i jn—-im . I .
g, nt—dttm?® D JT4=ip o 2P o,
JE it T » Jregx T2 ]‘-_-r_iz - 3]'-_*,2',1'— 3



ParTe L 121
zz__dz_,_pz__E,
jt4r

b=Az+B', L =Cz*>+D'z+-E', otterremo
[—L=D=D)z+E—~E,H—K=B—B',HL—IK =
(A — AD+BC — B'Cj)z* + (AE' — AE + BD' — b'D)z
+~ BE' 4 BE , ¢ per conseguenza 1’ indicata Equa-
zione seconda riducendosi alla

((D-D))z + E~E')*—,(B—PB) ((AD'—=AD<+-BC— B'C)z* 4
(AL’ — AE +- BD' — B'Djz +- BE'—BE)=o0, non potra
1 essa la z che ascendere al secondo grado. Dun-
que siauo le coordinate ortogonali ( prec. 11, V ),
¢ non lo siano ( prec. VI ), il valore della z dipen-
dera sempre da un’ Equazione non superiore al se-
condo grado, e pero della forma Mz* 4+ Nz=+FP=c¢,
e le radict di quest’ Equazione saranuno sempre lo
due ascisse AH, AL ( prec. 11, V), AH', AL/ (pres. VI)
corrispondenti ai due puunti d” intersezione G, K
della linea retta con la circonferenza , o delle dae
circonferenze fra loro; ed anche per conseguenza
P intersecamento di due cerchj potra somministra=
re Ia costruzione di un’ Equazione determinata di
secondo grado,

74. Secol. 7. Col mezzo della linea retta, e
del Circolo, ossia con 1 principj della semplice
Geometria elementare abbiam vednto potersi sem-
pre costrnire le Equazionit determinate di 1.2, e
2.° grado: ora con gl stessi soli prineipj si potran-
no costruire le Equazioni determinate di grado 3.9,
€ 4.°? veggiamolo .

Venga proposta a costrnirsi I’ Equazione
aS=abc, ove a, b, ¢ esprimano tre rette determi-
nate . Poiche pel ( n.° 299. 4lz. ) una delle tre ra-
dici della data Equazione ¢ sempre reale , ed essa
sola e tale (7.° 375 Alg.), fissiamo I’ attenzione su
di questa, e denominatala z', vogliasi sopra della ZV Fig. 69,
tagliare , cominciando dal punto A la retta , che 7o, g
le corrisponde. Ora o si vuole che gquesta »* abbia
un rapporto razionale , € gia conosciuto col valore

, poiche risulta H=Az+B, I=Cz%+D-+E,
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di altra retta essa pure gia conoscinta, ¢ che chia-
merd, /2, 0 non si vuole : nel primo di guesti ecasi
determinata quella aliquota comune alle rette 27,
it , da cui dipende la suppesta relazione , la-
stera ripetere, principiando dal punto A, sulla ZV
tale aliguota tante volte, quante il suo valore si
contiene nel valore z', e né verra cosi1 determina-
to evidentemente il luogo geometrico della data

__9a Ja

Equazione . Sia per esempio b = 5-, ¢= — , OB~
armagd e
S - - - X

de z23=~— sia I’Equazione data, e sia z'= — :
b4 4

poiche tralla &', @ esiste il rapporto razionale di
. a =
3:4., presa la comune aliquota 7 replico quc-

sta , cominciando dal punto A tre volte, ¢ avre-
mo cosl sopra la ZV il chiesto luogo geometrico
della quantita z'. Ogniquaivolta il termine abec e
un cubo perfetto; € chiarc che la 2’ deve sempre
avere un rapporto razionale, ed attualinente deter-
minabile con le quantita @, 4, ¢ gia note. Dun-
que ogniqualvelta abe sia una terza potenza csatta,
la sola Geometria elementarc potrd sempre sommi-
nistrare la costruzione della supposta a3 =alkc.
II. Sia ora abc non cubo perfetio . In tale sup-
posizione essendo z’ necessariamente inComMEnsuris
bile, e quindi non avendo la retta, che gli corris-
ponde, relazion razionale con alcuna delle rette
che s1 suppongono cognite ; la costruzione della
x%= abc non potra effettuarsi con I’indicato pre-
cedente metodo . Dovendo pertanto ricorrere ad
altro artifizio, o cerchero con questo immediata-
mente la retta, che dev’ essere = &', o cerchierd
tal linea mediatamente, determinando da prima
una rettak con la quale essa linea 2’ abbia un rap-
porto attualinente determinabile, e pel cui mezzo
si possa 1nseguito , servendoci per esempio del me-
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todo sovraccennato , determinare la linea medesi-
ma z' . Cercando in primo luogo questa determi-
nazione immediatamente , 0sservo, che, siccome
della retta , chlie st chicde , conoscest nella ZV
I’ estremo A, non dovremo per la costruzione «o-
maudata che truovare 1” altro estremo, che sup-
porre essere H. Ora questo estremo si determ, Ha
truovande immediatamente sulla ZV 1l punto H,
che lo costitnizce , o trnovando da prima un altro
punto G (Fig. 69, 70, 71) da lul diverso, da cul
condneeundo, sotto una direzione stabilita, alla ZV una
retta GH, essa lo determini. Ma di queste due manie-
re di determinazione del punto H la prima si ri-
duce alla seconda col snpporre semplicemente la
Junghezza della retta GH=o. Dunque bastera fiz=
sar 1’ atienzione solamente sopra questa mamniera
scconda ; e cid facendo, si osservi, che siccome
presentemente si vuole la determinazione della z

3

:I/calrc mediante la sola Geometria Elementare,
e siccomc la Geometria Elementare non conoscen-
do altre linee, che le rette, e le circolari, nen
pno determinare que’ punti, che le vengon richie-
«ti, che col descrivere, e col fare incentrare ira
loro tali linee ; quindi ne segue che I’ indicato
punto G dovra esso pure nel caso mnostro deter-
minarsi solamente con descrivere , e col fure In-
contrar tra di loro o due rette, o due circonfercn-
ze, od una retta, ed una circonferenza.

T11. In conseguenza di ¢id cominciam dal sup-
porre , che si voglia la determinaziene del punto
vichiesto con la descrizione , e I’ incontro di due
rette , e queste siano le due BG , DG (Fig. 69 ).
Truovato cosi in G il primo punto, che sl domati-
da, poiche per ottenere sulla ZV Taltro H, e quiu-
di scnoprire la AH=2', deve condursi da G una
retta GH con nuna direzione gia stabilita (prec. 11},
e perd gia coguiia ; e poiche inoltre, qualunque
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siansi le direzioni delle BG, DG, gli angoli delle
loro coordinate si possono scegliere a piacimento ,
senza che perecio esse rette rimangano cambiate (111 2.°
52}, porremo in primo luogo questi angoli uguali all’
angoio che fa la GH con la AH, percio porremo tanto
le ordinate della BG, come quelle della DG para-
lelle alla GH. Siano in tale supposizione u=mi-+n ,
y=pr-+q {72.° 68) le rispettive Equazioni delle
due rette BG, DG ; pel (IV 2.°69 ) avremo evi-

- ’ ??'——-q A

dentemente il nostro valore # = o= > © perd
n‘—""'q b . R 1 R

R dovra essere un divisore esatto del primo

membro dell’ Equazione 23—g%: — o. Imperciocche
avendosi x%—ahc=o0, e pers z'3=abc, ne verra
a3 —ahc=xS—z'3; ma g3—z'3 & divisibile esattamente
per x—z". Danque dovra essere ancora a3—abc divisie
bile esattamente per z—z', e quindi per o—-;—-:—% .
IV. Sia in secondo lnozo richiesto che tanto
la BG, come la DG siano state descritte con altre
linee di ascisse diverse dally ZV, e con angoli fra
le coordinate diversi dall’angolo AHG, e in tale
supposizione sia relativamente allas BQ ]a retta XY
”asse delle assisse, con cui si vuole essa descrit.
ta, siano CT=r, TM =5 le coordinate, sia dol va_
lore & I angolo CTM fra le Ts§, € 8la ST - g
I’ Eyquazione corrispondente . Condotta dal punto
Bl alla ZV la MP parallela alla GH, ritengasi
AP =t , PM=u, ed u=mt 4+ J Equazione f{ra
le #, u; si conservino rapporto alle quantita, che
nella trasformazione delle coordinate s1 pongono
note , quelle denominazioni, che furouo stabilite
nel {n.°58), e dalle formole coly ritrovate avre-
mo evidentemente z=— & +frais, u= e =gr+js. Ora
dal punto A si conduca 13 AF parallela alle ordi-

nate MP, dai punti1 F, B Ie¢ FE, BK parallele al-
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le ordinate MT, e si ponga CE =, EIF = &,
CK =, , KB=4J: dall’ Equazione uz=imt+n appa-
risce , che quando t=o, st ha u=n, ed in cor-
rispondenza r=«, s =4, e quando © =0, si ott.c-

n . 5
ne t — — — , ed in corrispondenza r=y, s =§.
i

Dunque dalle Equaziont #=d+ fris, UT=eA= TS
aviemo d + fa+i8= ¢, e+ s« + 3=

: n e
d—l—f?-i-!é\_ i -—;;—, C"f“g)/—l—].;_o,

ma dalla s=pgr-7 si ritrae g =pe+7, & =y 45;
dunque dal paragone di queste con le rispeitive
equazioni d 4 fu+i8=0, €+ gy 4 jd== 0 ricavan-
_dtim L _fr—du . eEiT o g

FAw? T i T T T g T g
v gld+ia) +](ffr——ag3

dOSi o —

] ) — = & - .
si avrd n=e-+ Zu-+] =~ i
n . .
m=—— s = = (‘""’ gldsin) |7 fr—dp)
—-L' —-_'—. + - .
d-tfy+ia [ T
d — ‘f"e"""_?"ﬂ’) . Z({Q‘f}"r—f!‘c}

. Etiw g+ip
De.nommate con le lettere stesse segnate con un
apice le quantitd simili alle precedenti, che appar-

y 2 .
tengono all’altra retta DG, avremo evidentemente ,
gz=e LTIy Jlw—dp
JStip JAi—p
p=— (¢ —eeiin rmio)
f +LF, 7 +iw
g — LEtim) | e —cp)
g+Jw g+
Dunque denotat} per brevita di scrivere con le
lettere A, B, A", B" i valori ora ritrovati deile
m, n, p, 4, € sostituitl essi nella espressione x —
?1—"q
I)“**‘;"?l
considerazione 1l primo membro della 23 —alc=o

, dovra pel ( prec. II1 ) sotto questa seconila
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essere divisibile esattamente per z — i © per

conseguenza tanto in questo come nel caso del
( pree. 11I) il primo membro 2% — abc dovra conte-
nere un fattore di primo gmdo , In cui la parte ,
che si considera cognita, € un espressione razio-
nale dei cocfﬁmeuu delle Equaziour inservienti al.
la descrizione delle supposte duae rette BG , DG.
V. Vogliasi ora, che la descrizione, e l" incon-
tro di una retta con una circonferenza, o di due cir-
conferenze fra loro determini il punto G (Fig.-0,71), €
le coordinate di tutte qm*ste]mef’ s1ano primicramen-
te p:‘mﬂde alla GH {n.® 72, 1i1. n.° 73}, od alla GH',
(VI. 7.2 =3). Siccome qualunque sia "arcolo AH'G,
il valore de]la At , o della AH, COnsid“l ato come
incognito f}ipmuie semprf) da un’ equazione di
grado mon superiore al 2. (11, V, VL. n.* =3 ), e
siccome nel nostro caso AH' == 2", ne segne, che
la z' sard radice di un’Equazione della forma Ma2®
+~ Nzr+P=o0, ove 1 coeliicient1 M, N, P saranno
gnantita espresse razionalmente per mezzo dei coef-
; ficicntl , che esistono nelle Equaziont della linea
retia . e del cireoli presentemente voluti, e che
supporremo essere quelli det (2.9 7o ITL, IV. n.” 73).
Ora avendosi Fx?+ Nix'4+-P=o si ricava P=—
Mx's — N2'. e pero Lixe e Nz 4+P =M (ar: —.1,"") e
N'(z—z') ; dunque essendo queat ultima quantita
divisibile esattaments per o — 2", tale sara ancora
la N2 -+-T“"’- r=-1; ma per essere la &' radice ezian-
dio della 2° —afc =0 { prec. I}, anche il primo
mewbro di quest’ witima Eejnazione puo dividersi
esittamente per x—z' [ prec. I} . Dunque avendo-
si mnelle due quantith o3 —abe, Me*a4 Nz + P
Jo stesso fattore x— 275 coll” instituire sopra lovo
In ricerca del massimo comun divisore, troverd ,
chie guesto wazsiswo dinisere esiste realmente | e
tiovero tale cssere o 1 imdicato fattuie di primo
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grado x—a', 0laguantita di secondo grado x’ +- %{—- 4=
5> WA I’operazione , per cui si effettna simile ri-
cerca, non esige alcuna estrazion di radice (2.2 109,
111 Alg. ). Dunque dovendo I’ indicato massumo
comun divisore avere 1 coefficienti i quali siano tan-
te espressioni commensurabili de’ coefficienti delle
a3mgbe . Mz?+Na+P; ne viene, che nella ipotest
presente ilprimo membro della x3—abc=o dovra con-
tenere due fattori uno di primo, e Paltro d1 secoundo
grado, 1 coefficienti det quali essendo tante espres-
sioui razionali delle quantity abc, M, N, P, sa-
ranno ancora tante espressioni razionali delle a, b,
¢, e dei coeficienti, che appartengono alle E.jua-
zioni della supposta linea retta , € dei supposti cir-
coli.

VI. Si vozlia, che come nel (prec. I[V), tanto
la retta BG, come ciascuno dei circoli GFK, GKM
siano stati desecritti con linec di ascisse , € con
coordiuate diverse dalle considerate nel ( prec- V),
¢ fissando 1 attenzione sopra i due eircoli della
(Fig.71), giacché quello che si dice di essi, dicesi
wncora della linea retta combinata col circolo ; sup-
pongasi che il circolo MGK sia stato descritto con
I’ asse di ascisse XY, e le coordinate BP, PM, e
1’ altro GFK con 1’asse di ascisse TU, e le coordi-
nate CQ, ON. Sapposto BP =+, PM=v, CQ=E,
QN =¢, e denomnate ¢, A S T4 le
gquantita , che giusta il (.2 581, V,n.° 65, VI72.273)
vengono date dalla posizione, che st vuole , delle
XY, TU relativamente al rispettivi circoli, e dal-
la grandezza degli angoli corrispondenti; le Equa-
zioni di essi eerchj pei citati (1I. V. ».° 65) saranno le
(v —)>=d* — (T—w—pu)? ((f—r' )2 = a®—(E+r{—p )7
Coenita ora essendo ancora la posizione della AR
2u cui deve determinarsi la AK' =4, € conslde-
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randosi cognito I'anzolo AH'G, si prenda questa ZV
come nuova linea di ascisse relativamente ad amean-
due 1 circoli, e ponendo si nell’uno, che nell’ al-
tro le nuove ordinate pararelle alla GH', si con-
ducano con tale paratlelismo le MR, NS, e s1 pon-
gr AR=r, RM=s, AS=,, SN=¢+. Denominate
'od", e, ey ec. le quautita corrispondenti alle
stabilite nel {n.°53), poiche rapporto al primo cer-
chio si ha v =d' +f'r+i's, y=e' +g'r +j’s, e rap-
porto al secondo g=d"+f"p+i", (= 2"3"p +j',
(II. n.° 59, n.° b ), si sostituiscauo questi valori

nelle precedenti due Equazioni, e ne risnlteranno
a!lle due, le quali ridotte opportunamente Jovran-
no pet (II, V. ».® 65, VI. n.° 73 ) acquistare la
forma (As—i)*=d*—(r+Ds—H)?, (M o=K')2=y?— p+D'o
— H' )2, ove le quantita A, A’, B, B, H, H', &, K’
dovranno essere tante espressiont razionali delle
suppnctc precedentemente ¢, 8, n, 0 ece. d , d",
e, ', ec.; ma a]lorqtmmlo nel (prec. V) fu pre-
sa a bel principio la ZV come asse di ascisse ri-
guardo ad entrambi i eircoli, e si posero s1 nel
uno che nel altro le ordinate parallele alla GH',

' ed il principio delle ascisse nello stesso punto A ;
st ehibero in corrispondenza le due Lqnazioni
(7e=—n)*=d?—(r+is—m |*, (jo—q)*= g — (b= ig— p,3

(VI.n.73). Dunque dovendo essere evidentemen-
te queste due, wientiche all’altre dne Equaziont in
r, s, el in p, ¢ ultimamente trnovate; ne segue ,
che sara 7 —A=A' ) =B = B, m.....H n.... ]):H'.,
=K’ . Si pougano ora nei ('or-‘h(,n,uu M, N, P
dilla Mz® Nz +P = ( prec. V) in loogo delle
i, ], m, p.n, gl valort presentemente dsterini-
nati A, B, H, H ec. tali coefficienti diventando
percio t:mte Pcpleqamm razionali delle ¢, ¢, », /),
ec. d',d', e, e, ec., riunovato 1l discorso del
( prec. V ), vedremn, che in questa 1potesi 11 pri-
mo membro Jdella ﬁ-—-—acm__o deve coutenere un

{at-
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fattore o di primo grado x—z', o di secondo x* +
N P ‘

T R coefficienti del quale contengono in

una maniera commensurabile le indicate quantity
s, ¢, 4 ¥, ec.d,d ,¢.€e,ec.,elea,d,c.

VIi. In counseguenza di quanto si ¢ detto nei
(precill, ec.VI) apparisce , cie agni quaivolta st
voglia il valore della 2’ = abe determinabile col
mezzo solamente di linee rette, e di cerchj, devra
sempre il primo membro della 23 —abc=o essere
spezzabile in due fattori della forma z~ D, 2* +
Ex+F , cosicche avremo z3—abc=(r—D) (z*+Ezx+F)
—o0, ove i coeflicienti D, E, F saranno pel
( prec.III, ec. VI ) tante espressioni razionali del-
le quantita a, &, ¢, e dei coeflicienti esistenti 1n
quelle Equazioni, dalle quali dipende la determi-
nazione , ¢ la descrizione di quelle linee rette, e
di que’cireoli, i quali eo’ loro incontri sommini-
strano il punto G (Fig.69, 70, 71), e quindi il
valore geometrico della »'. Ma la quantita {z—D)
(1*+ Ez+F) diviene zero, tanto se x sia tale, che
x -—D=o0, come se six tale, ohe z? + Er+F=o.
Dunque nella nostra supposizione le radici della
23 = abc=o altro non saranno che le radici di due
Equazioni, I’ una di primo , I’ altra di secondo
grado , i coeflicienti delle quali saranno tante e-
spressioni commensurabili delle accennate a, b, ¢,
o degli accenmati coeflicientt. Ora dalla risoluzione
delle indicate due Equazioni ottenendosi x = D,

E» . . ; .
3

lori s”introduce il segno l/, segno d” altronde ,

il quale per la ipotesi fatta ( prec.1l ) esister deve

necessariamente nel valore della ' . Dunque , af-

finche eol mezzo della sola Geometria elementare
Alzebra G
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( prec. 11) possa determinarsi il chiesto valore del-
la «' ; poiche questo altro non & che uno dei tre

= 2 2 :

D, =4 I/(E_._.F ), - E_l?’/(i_p)
2 4 2 < s
dovra I’ accennato segno esistere in qualcuno del
valori de’ coeflicienti nelle Equazioni delle rette ,
e de’ circoli , che si descrivouo. Esista esso per-
tanto per esempio nel coefliciente m de;la Equa-
zione u==mi-+n{ prec. Il1), e sia essa A, rap-
presentandosi dalla A un’espressione algebraica delle
a, b, c, la quale non sia cubo perletto. Poiche

&
questo valore I/A contiene neccessariamente il se-
3
£00 , cid stesso, che nei ( prec. 1, ec. VI)
se e detto della determinazione geometrica della

3 .
[} o ’ LR . .d . d ll
x = ~abc , aicesi evl entemente ancera dclia

3
determinazione geometrica del valore di I/A .
Duuque non potra tal valore con la sola Geo-
metria elementare ritrovarsi, e quindi non po-
tra ottenersi il valore di m, e pero descriversi
la retta della Equazione u = mt -+ 1 , se non
se conoscendo prima il valore geometrico di un’
ulteriore quantita avente essa pure in se ;m radi-
cale terzo essenzialmente tale, che diro B. La
determinazione geometrica di quest’ ulteriore quan-

3
tita avente in se la I/B non petra per le solite
ragioni ottenersi neppure cssa con la semplice Geo-

metria elementare , quando non si conosca da pri-
ma un’ altra quantita , nel cui valore si contenga
al solito un altro radicale terzo. Cosi dungne do-
vendosi proseguire all’ infinito; la sola Gceome-
tria elementare non potra mal giungere a deter-
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minare geometricamente il valore di alcuna delle
quantita sovraccennate aventl in se un radicale
terzo ; quello stesso , che si ¢ detto presentemenw

3

te nella ipotesi che il radicale terzo I/A entri
nel valore di m, si dice in egual modo, mentre si
volesse , che un radicale simile entrasse in un al-
tro qualunque de’ coefficienti delle equazioni, che
attualmente consideriamo. Dungue allorquando abe
non ¢ cubo perfetto ( prec, Il ), con la Geometria
clementare solamente non potremo glammai deter-
minare geometricamente , e immediatamente sualla
ZV la porzione AH=z".

VIII. Ma se non la z° immediatamente, non
potrebbe sulla ZV ritrovarsi can la sola Geometria
elementare quest’altro valere, che nel (prec. Il) si &
denominato /2, per mezzo del quale si passa in se-
guito scuoprire can gli stessi soli principj il valo-
re geometrica della z'? Rispondo, che no . Imper-
cioccheé contenendosi nel valore della 2° necessa-

3
riamente la I/ {prec. 11}, e devendo tal valore

venire determinato mediante il valore della & ; do-

a
vra I’ indicato radicale i/esis;tere Negessariamen-
te o nel valore stesso della /%, o nella espressione
del rapporto tra le &', ed %; ma quando esso ra-
dicale esiste in /72 ; nclia gnisa medesima, con cui
s1 e veduta impossibile la determinazione imme-
diata con le sole liree rette, e le circolari det
valore geometrice della 2’ ( prec. 11, ec. VII };
truovasi ancora impossibile la determinazione ims
mediata con gli stessi mezzi del valore gecmetrics
della % ; e si truova nello stessc modo impossibile
mediante la sola Geometria elementare la determi-
uazione del valore geometrico della z dal valore
geometrica della 4, quando 1 esposte radicale esi-
ste nell” espressione del rapparta tra le &, 2d 4.
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Dunque né immediatamente, né mediatamente po=-
++3 la sola Geometria elementare somministrare il

3
valore geometrico della supposta z' = I/a,bc, e
quindi non polra neppure somministrare la costrn-
zione della Equazione a3 =abc: ogniqualvolta abe
non sia un cubo perfetto.

I1X. L’ Equazione, di cui si vuole la costru-
vione geometrica sia la z3 +ax +bex—+def = 0.
Denominate 2, 2, "' le sue radici, peiche, co-
me nei ( prec. IiI, V), si trova che il suo primo
membro e divisibile osattamente per eiascuno del
binomj z—2z', z—2a'", r—z'"", si vedra non di-
ficilmente dover essere x3+ar+bex—+def=(z—r')
(z—2") (x—2""). Ora o nel valore di una d1
ueste radict , per esempio della z' s1 contiene 1l

8
radicale l/, o non si contiene . Se no, allera
detto radicale non esiste neppure nel valore delle
altre radici z”,z'" : imperciocche efl=ttuata la di-
visione del primo membro della LEquazione data
xd3qeax-bextdef

e St

— 124 Ex

per x=—x', € supposto

-+ F , neppure 1 coefhicienti E, F couterranno evi-
dentemente alcun radicale terzo ; ma risultando
2?+Ezx+F=(x—a")(z—2""), le 2", z'"" sono
radici ancora della Equazione 2*+ Ex+F = o.
Dunque la soluzione di questa non involgendo al-
cuna estrazione di radice terza, n¢ la 2", ne la
" dovranno nel loro valore contenere il radica-

3
le l/ In conseguenza di cio si vede, che mentre
una delle radici della Equazione cra supposta , es-
sendo razionale, o contenendo nel suo valore il

2
solo radicale I/, sia determinabile con la scla
Geometria elementare ; anclhie le alire due radict,

!

quando stano reali, sarauuo dcterminabiii esse pu-
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re nella stessa gnisa, e quindi la Equazioue data
sara nella prescite ipotesi costruibile col mezzo
soltanto della linea retta, e del cerchio . Che so
nel valore della z gia ridotta all” cspressione piy

3
semplice si contiene I’ accennato radicale l/; con
lo stesso precedente discorso trovandosi dovere tal
radicale esisterc ancora nei valeri delle 2", 2,
con i raziocin] medesimi de’ (prec. 1, ec. VIII)
vedremo che niuna di queste radici puo mediante
la sola retta, e il solo cerchio determinarsi, e pe-
v0 che € 1n questa supposizione seconda impossibi-
le con la sola Geometria elementare la costruzio-
ne della Equazienc data.

Ora 1 casi ne’quali il valore della z' non con-

3
tiene il radicale I/sono particolari, e pochissimi
in confronto di quelli, ne’ quali lo contiene. Dun-
quae dalla supposta comprendendosi tutte le Equazio-
ni di 3.° grado, concluderamo, che, eccettuati gli
accennati pochi casi, tali Lquazioni non possono
costruirst con la sola Geometria elementare.

X. Finalmente le Equazioni determinate di 4.°
grado dal (n.° 303. 4lg.) apparisce essere tali, che
si potrebbero benissimo costruire con la sola Geo-
metria elementare , mentre con lo stesso mezzo si
potesse determinare la quantita ¢ cola supposta ; ma
essendo ¢* = z'; e z' radice di un’ Equazione di
grado terzo ( cit.® 303. Alg. ), tale determinazio-
ne ¢ in generale impossibile ( prec. 1I, ec. 1X }.
Dunque ¢ ancora impossibile , che la linea ret-
ta, ed il circolo solamente possano somministra-
re 1n generale la costruzione della Equazione di
quarto grado. Simile impossibilita pero si vede,
che dipende soltanto da quella delle Equazioni di
grado terzo, onde in tutti quei casi particolari,
ne’ quali si puo giusta il (prec. IX) costruire I’in-
dicata Equazione in z si potra eziandio costrui-
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re la corrispondente Equazione di quarto grado:

E per queste impossibilita , che inacessibili
~alla Geometria elementare truovaronsi 1 famosl
Problemi del raddoppiamento del cobo, della tris-
sezione generale dell’arco circolare, ec.; ed essen-
do dato soltanto alla Geometria superiore il poter
sempre costruire le Equazioni di terzo, e (uarto
grado , per essa solamente potremo sempre risol-
vere gli accennati Problemi .
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ALL ALGEBRA

PARTE SECONDA

DELLE SERIE ALGEBRAICHE
E DELLE GEOMETRICHE.

CAPO I

Delle Serie in generale , e delle Serie aritmetiche.

5. _Def 1. Col nome di Serie, o Progressiont
intendesi una congerie di Numeri, i quali ¢ suc-
cedono con una legge determinata. I Numeri po1
che la formano, chiamansi Termini, ¢ la serie di-
cesi finita , se il numere de’termini e finito ; 7=
finita se 1’ accennato numero dc¢” Termini si_con-
sidera come potratto all’infinito. La formela New-
toniana {n.° 203. Alg.} ¢i somministra I’ esempio
di una serie finita , quando I’ esponente della po=-
tenza, a coi si eleva il binomio , ¢ nnmero inte-
ro, e positivo , infinita, quande I’ indicato espo-
nente non e tale.

6. Def. 2. Funzone di una , o di pin quan=-
tita dicesi un’ espressione, nella quale la suppo-
sta , o le supposte quantit‘a si contepgeno in una
maniera quarsivoglia. o sole, od insieme con altre
quantita da loro diverse. Saranno percio funzioni

. T g/
della = le due espressoniz™ "{T’ lo saranno del-

bz .
le z, z le altre 2z, ax® +—+C . Per denotare 1in

generale le funzioni ¢i serviremo della lettera £
ponendo appresso a lei tra due parentesi, e sepa-
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te con virgole le lettere, di cui la quantitd data &

. . m x+a
funzione . Le precedenti 2™, ——- verranno per-

¢io comprese dallespressione generica f(z), le altre
bz
x3, azt 4 — +¢ dall’altra f{x, z).
77. Def. 3. Se una serie nasca dallo svilup-
parsi una funzione di una, o piu quantita tal Fun-
zione suol dirsi generatrice della serie medesima .

m -
Sard quindi la quantita (@+zx) funzione genera-

m m—1I m(me—r1) M2

trice della seriea <+ ma T = a a

~ €C.

76. Def. 4. Avute riguardo alla funzione ge-
neratrice , le serie, che ne derivano, si dividono
in convergenti , divergenti, e parallele. Gonvergen-
i sono quelle, le guali, quanto piu progrediscono,
tanto si accostano di piu al valore della funzione
generatrice ; divergenti quelle, le quali tanto piu
se ne allontanano, quanto piu cresce il numero de’
loro termini ; e parallele quelle, le quali, per
quanto progrediscano , conservano sempre dalla

funzione un’ eguala distanza .

D i funz; - 1
ata per esempio una iunzione btz 2 coll” e-

seguire attualmente la divisiome, otterremo la serie

a ar azx* axd L Vimmen I
5 = +€eC.x & 4ax
’ b4 n—1 | =+ €C.,
b A

prendendosi il segno superiore, qnando 7 e dispart,
Pinferiore quando n ¢ pari. Ora se nell’ effettuare
la divisione, ci fermiamo al primo quoto ., oppure
subito dopo il secondo, o dopo il terzo, ec. , ot-
tienesl in corrispondenza .
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ar

a _ ®
iz b bl+z)’
a _ a ar ax?
¥z T @& +Ib+a:} 7
a __a ax az® ax$
byz b iF T T e+ x)
ec.

a _a ax _ az' _axd a2 7=
el ol Sty M TR bn_—li“:n
__ ax®

Fin(lazy)

Dunque se nella serie (I) teniam conto solamente
di uno, ovvero di due, di tre, ec., e 1n genera-
le di n termini , le differenze dalla funzione ge-

. & . . R
neratrice g~ $aranno rispettivamente le quantita

a z a i a , x3 a am
T X7 R X el g T
ma allorquando sia z<#, tali quantita, a cagione

. X
dl -7;-

te di valore , mentre x> 5 ; risultando 5 > ',

<1, vanno sempre scemando successivamen-

le quantita medesime vanno sempre crescendo, €
cono costantemente dello stesso valere , quando
+=Db . Dunque nel primo di questi tre casi la se-
rie (1) sarh convergente, sara divergente nel secon-
do, e nel terzo parallela.

-g. Def. 5. Disegnato in generale con la let-
tera il numero dei termini, de’ guali si tien
conto , cominciando dal primo, in una serie data;
si denomina Terminc generale di essa serie uma fun-
zione della n tale, che col porre in luogo della 7
medesima 1 numeri 1, 2, 3, €c., si ottengono in
corrispondenza i termini 1.°, 2,°, 3.°, ec.: ed una
funzione della stessa n tale, che mentre si faccia
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n=1, ovvero =3, od = 3, ec., ne risult: 1n car-
rispondenza il primo, oppure la somma de’ primi
due , o la somma de’ primi tre, ec.termini, que-
sta funzione, dissi, si chiama Sgrma generale del-
le serie. Poiché a cagion d’ esempio zn— 1, n?
sono due funzioni di n, tklle quali col porre sue.
cessivamente n =1, 2, 3Y ec., ricavansi rispetti-
vamente tutti i successivi termini , e tutte le som-
me successive della serie de’ numert dispari 1, 3,
5, 7, ec.; esse funzioni pe costituranno, la prima
il termine, e la seconda la somma generalg.

8o0. Scol.1.* Perindicare il termine generale d1 una
serie c1 serviremo della lettera T, e della lettera S per
indicarne la somma. Per accennare ciocche divengono
queste quantita T, S, quando si pone n=1, 2,
8, ec. n, scriveremo rispettivamente T, S, T,

S,, Tz, &3 ec. T, , S, . Nella precedente serie
de’ numeri dispari { 7.% 79 ) avremo percio
T=2n=—1, S=nr*,equindiT =1, S,=1; T, =3,
S2 =4 T3:::5,‘T3 =9, ec. T, =an=—1, S, =n2,
61. Cor. I. E chiaro che in qualunque serie
savxa 1T,=T, S, =8, e che T,=8_ (ni79,80).
II. Poiche pei cit. (n.79, 80) si ha
SH:TI+T2+T3+60.+Tn_I+Tn

L 9 my
Opeym b g+ Ty 4+Ta4ec. 4T,

I

sottraecndo , otterremo S,~S,_,.= T, , e pero
T=S,—S,_, (prec.I). Dunque se nella somma

generaie di una serie si collochi n =1 invece di
# 5 quindi si sottrarra da essa somma il risultato
ie ne viene; la differenza, che ne risulta, <ara
b toriine  generale della serie medesima . Nell®

esciipio del {n.*80) avremo difatti

Sp=Spe=nt=(n—31)P=on—;=T.
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1. Sia S, =A- f(n), essendo A una quanti-

th indipendente affatto dal numero n . Aven-
desi da cio Sn___l.::Aq—f(n-*x) sara T=§ -~
S et = () = f ( ne=1). Dunque se nel valore del-
la scmma generale sl centiene in istato di addizio-
ne nna quantita A indipendente da n , questa
quantita manchera dal valore del corrispondente

- termine g(merale . |
$.. Def. b. Posto nel termine T, il numero

e di n, e sottratto dal termine, che

77+ 1 1INVEC
visultatc che se ne

ne nasce, 1,4 Paltro T, , il
ottiene, e che denoterd con la lettera D, ossia
D, , onde D=D,= Tn*_*,I —~ T, , chiamasi diffe~
renza prima . Gollocato n =+ 1 in loogo di n nella
espresione D, , si chiama differenza seconda il ri-
sultato D _H—-D ., » ¢ denoterd questo cOn la stes-

sa lettera D, ossia D, , aggiunta la cifra (2) nel
luogo dell’ esponente , onde sary D@ = D‘:) e
D,y—Dp - Ricavata nello stesso modo dalla es-
pressione D(i) 1’ altra Dﬁf_’(_l , si denomina &if-
ferenza terza il risultato DS'_)*_I e DLQ) ,© dise=

gnata essa per mezzo della solita D, ossia D, ,

appostavi la cifra (3), avremo D(s)-.-":DSf) —

pl® - DS:). Cosi proseguendo a determinare le dit-
n-41
renze ulteriori, € a denotarle in una simil ma-

niera , avremo le differenze quarta, giainta, eCe

nei risultati DLB_:_I == Df) -~ D(4):D1£4) ,D (yﬂ—:

—-D(j) :D(s)zDg)
83. Scol. 2.° Col supporre successivamente n =

, €C.
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r, 2, 3, ec., e con la successiva sostituzione ve-

desi, che otterremo
D I :Tz-—TI’
D(’)I =D3_"D1=T3 —-aoT, -4-TI,'

D(?’)I - D(-‘?J2 -D(z)x :::T4 —3Tg + 3T, -T, ,

DW =pB) _pB =Ts— 4T, +6T; —4T,+T,

€ec.
(p) plp=1) __Plp=—1)(p=2)
D I = TI""'I _PTp A TP""I 2.3 Tp—-z

+ ec.x= pT, =T , prendendosi il segno superio-

re, quando p & numero pari, I’inferiore quande p
e dispari . Cosi si trova
(P _ plp—1) P(p—1Xp=—2)
D.'z ""Tp-Lg:J. =F Tp+1 + T a TP - 3.3 TP—I

-+ €C. o= ])Tg xTﬂ

(7) __ —, . plp=1) Pp=—1)(p~—
D= TpysrTpys "'2_2_ Tppr—"=— 2Tp—-:

- €C. :;:-pT4 = Ty

e in generale
(

— ] — D,
rr 2.)3(’10 l]?+n_3+ec.$an+I_+_Tn
84. Def. 7. Serie, o Progressione Aritmetica
dicesi quella, nella quale la differenza di due ter-
mini successivi € costantemente la medesima .
85. Cor. 1. Chiamato 4 il termine primo di
una serie aritmetica, € & la differenza costante |

avremo T, =a, T, =T, +d, T3 =T, +d, ’I‘4
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=T, +~d,ec. T, =T, [ -+d, e per conseguenza

a,a+d, a+2d, a+3d, ec. a+ (n—1)d
sara una qualunqgue serie aritmetica, di cai

T, =a<+(n—1)d

sara 1l termine generale .

II. La progressione (V) sara crescente, o de-
crescente , secondoche la differenza 4 e positiva,
0 negativa .

1II. Posto a=1, se si1 faccia d=1, oppure =
a, dalla (V) ne verranno in corrispondenza la serie
d¢” numeri naturali , e quella de’ numeri dispari,
rvisultando T, =1+n—1=mn, T, =1+(n—1)2=2n—1

il rispettivo termine generale. Ghe se, posto a=o,
ficciasi d = 2 ; ne verra la serie de’ numeri pari,
de’ quali il termine generale sara"T, = an—a’.

86. Teor. 1.° In una serie aritmetica {V) la som-
ma dei due termini estremi uguaglia la somma di
due altri termini quali si vogliono presi a distanza
uguale dagli estremi medesimi.

Dim. Chiamato T, un termine qualunque del-

la progressione (V) diverso dal primo T, = a, e
dall’ ultimo T, =a + (n=—1)d, occupera €sso evi-

dentemente , cominciando dal prime, il posto pe-.
simo della progressione : Dunque 1l termine della
serie medesima, che truovasi dall’ ultimo a quella
distanza stessa, a cul dal primo s1 truova il sup.
posto T, , sura il termine Ty (g1 - Ora pel (n.o

80, I n.°85) abbiamo Tp —=a—+(p—1)d, T,

=a+(n—p)d: dunque sara TP +~T _

(p—1)

~+(n—1)d; ma anche T, +7T, —2a + (n—1)d.

anque ri k —
Dunque risultando '11p +Tn—-(p—-—1) T, +T , ne
segue . che ec.

S7. Scol. 3.° 1. Atlorche n € numero pari, pa-

(V
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ri essendo evidentemente il nomero dei termin; ,
la serie (V) ne conterra due di mezzo, tali essen-
do 1 due T T , € la loro somma sara
ek

n
-

anch’essa=T, + T, . Quando poi n & dispari, e

perd dispari il numero dei termini; allora la serie
avra un solo termine di mezzo, cioé il termipe

T 1 |
nd1 . ed essendo €550 =@ - —j;———---x d ( n.o
- _

8o, n.°l. 85 ) 1l suo doppio uguaglierd la somma
dei due estremi, onde avremo T, =T, +T,

et i

2 - 5
II. In conseguenza dei (n.: 86, prec. 1) sary
TI+TIZ: T2+TH—!I:T3+TH_2:€C-: 'I‘m

2

+ T » quando z € numero pari, ed =aT

n > Nedm ¥

— I T S

2 2
quando n € numero dispari.

86. Probl. 1.° determinarz la somma generale
di1 una serie aritmetica.

Sol. Mentre sia data la serie, i moltiplieli
la somma degli estremi pel numero dei termini s
s1 divida il prodotto per due, e il quoto , che
quindi risulta sara la somma richiesta . Avremeo

(T 1 v Fn )?2 _ (ea4(n—1)d)u
= 2 — 5 B
(a4en)n

e posto a-+(n—1)d=u avremo S = > .

percio S (n.° 8c)

Difatti per {(I,Il. ».° 81} si ha evidentemente

S..":(TI -+ T, )+(T2 +Tn__1)+(T3 -:-Tn__z) 4

ec. fino alla somma (T -+ 1
7i 1
N 41
:J‘ ¥

-y

) » quando # ¢
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pari , ed al solo termine Tn+l ‘quando n ¢ dispa-
&
yi. Ma nella nostra ipotesi clascuna delle somme,

che abbiamo ora poste tra parentesi e =T + T,

i

ed il lore numero , quando = e pari uguaghia’,e
2

i - . Fr=—TF » \ -
quando n & dispari uguaglia —, giacche ne con-

sideriamo escluso il termine solitario T . dun.

2

que nel caso din pari risultera S = ( T +T, )% 5

n—a1u
e nel caso di »n dispari avremo S = (TI +Tn) 3

*Tn_,_l,maT T‘—%(TI +Tn) (I.ne 87 ).

N=d=1
2 2

*

Dunque tanto quando » € pari,, come quando n €

dispari 81 avra la richiesta somma S = (TI L, )"’
a

— (2“4-(??—_'1)4)?1 __ (a4u)n

e pero S , chiamato z I’ ul-
2 2

timo termine della serie. Dunque , ec.

Che se venga data non gia la serie, ma bensi il
termine generale della serie medesima; allora si de-
duce dal generale il termine primo , e 1’ ultimo,
¢ poscia si prosegue ad operare coms prccedcntc-
mente.

89. Scol. 4.° 1. Col mezzo delle due Equazioni
n)n

(4

v=a+ (n—1)d, S= (2~

(n.° prec.). possono sempre determinarsi duc del-
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le cinque quantita @, d, &, 7, S esprimenti ri-
spettivamente il primo termine, la differenza, il
termine ultimo, il numero de’termini, e la somma
in una serie aritmetica; mentre di esse cinque quan-
tita vengano date le altre tre. Dunque tutti 1 Pro-
blemi pratici , ne’ quali la eognita, o le inco-
gnite sono una, o piu delle accennate gquantita
a,d,u,n,S, saranno tali che nella loro soluzio-
ne dovra tenersi conto delle Equazioni (VI).

II. I Problemi percio d’ interesse semplice , cloe
quei Problemi pratici, ne’ quali s considera un
Capitale, che produce un frutto annuo, & ne’ quali
i frutti non danno frutto ulteriore, possono per la
massima parte risolversi col mezzo delle indicate
Equazioni (VI). Supposto per esempio che un Tale,
ricavando da un sno Capitale 2 un fratto annuo
semplice d, lasci per um corso di annt n—1 accu-
mulare col Capitale tutti 1 frutti; se s cerchi ,
quale sara dopo ’accennato tempo tutto il suo de-
naro tra capitale, e frutti; & chiaro, che 1n tal
caso I’ incognita sara I’ ultimo termine 7, ed avre-
mo u=a-+(n—1)d. Che se, poste le precedenti
condizioni, si voglia sapere dopo quanti anni sl
sara accumulato tra Capitale, e {rntt1 un certoe va-
lore ; allora 1’ incognita & il numero degli anni

u—a

n—1, ed avremo n—1= ——; e se¢ finalmente vo-

gliasi determinare , quale debba essere 1l capitale ,
o ¢uale il frutto, acciocche dopo un determinato
numero di anni n—r risulti nella solita manicra
un dato camualo % ; allora essendo a, oppure ¢ 1"in-
cognita rispettiva , otterremo per la soluzione del

Prohlema in corrispondenza a =u—(n—1)d , oppure

d = —— . Se poi un’ altra persona ritirt nel pri-

mo anno un {rutto a, e.necti altri anni successivl

questo frullo sl aceresca per modo , che 1l frutto
di
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di ciascun anno superi qnetlo dell” anno prossimo
precedente di una quantith costante &, allora, se
81 domanda, quale sard il cumule di tutti gli ac-
cennati iratti dopo un lasso di anni », determine-
ro prima 1l fratto dell’ ultimo anno , the sary
u=a—+ (n—1)d, e poscia il cumnlo, che verra
evidentemeute somministrato dalla seconda delle
Equazioni (VI).

go. Probl. 2.° Elevato ciascun termine della
serie (V) ad una petenza, il eui esponente sia un
dcterminato numera intero, e positivo, si doman-
da la somma della serie, che ne risulta.

m

Sol. Supposto , che la somma l'f + T & T-:
%

w ec. 4 T i esprima con la S(p) , potendosi
n

dalla p rappresentare un numero qualunque, e sup-
posto, che si denominino A, B, G, D, ec. i coef-
ficienti numeriei nello sviluppo del binomio (T-l-djmg
pel (I. n.° 85) vedesi, che avremo

Tm:( T‘ -+ d )m = TT + AT 'd+BT™ * da
3 X

X

-+ CTmm3 7 D'l“m_"zi d4 4 ec.
X

1

T;;:( Tg + d )m = Tj’+ AT?:WI d 4+ BT:Z_'D' i
+ CT:*“"E" 4 DTZ‘"“”* 2 e e
T’;‘ _--..( T, + d)”' =T + ATy a+BT, 4
- CT;"""?’ a3 + DT;”"‘”'r d* + ee.
€cC. €C.

Algebra 50

i
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T ( T -+ (g) - T ' AT BT A
ne1 n n

-t C'lm = d3+ DT"” —4 d4-+— €. &
n

e ner consernenza , a cacione di T =a,ediT
1 ) % 5 I ’ n4%

=T +d=u+d (I n° 85, n.° 85}, sommando si
1

otterra
(i d™ = o™ = AS" TV 4 BT P

TI rr T ——
(VI)  gtm=3) 3 +D““‘ P 4% - ec.

Si faccia ora m successivamente = 1 , 2, 3, 4, ©cC,

Risultando percio dalla Equazione (VII)

(z—t—a’)—-a_,ds( ) :

(4~ d)> — a® %ZS()-I- ab(0)5

(10 +d3 —a’ = ScZS(2 “(I) (Z3S(0) :

(w4 d}* —a? E*ds(g)-l-b "‘( ) ’d3 5 )—-1- d4S(°);
€C,

successivamente otterremo

S(O) (H—J—(Zi"—'-ﬂ,
d
(utd)*—=n?) = d(lud4-d) — a)
od
S(a) A (id 3 = a3) — 3d((u Ay — a?)+d*((u+d) — &)
— 3d
3y _ ((u+ dybema?) — 2d({ud)d — a3y (- di* —a)
ec. p

S(I) ac

d’onde si vede che, preseguendo, potiemo nella stes-

(4)
sa maniera determinarc la somma delle po
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(o) |
tenze quarte, la somma S  delle potenze quinte,

e cosi di seguito fine alla somma di quclle pPoten=
ze , che sono state richicste dal Problema . Svi-
luppando le successive podesta del binomio wa-d ,
¢ sostituendo, si otterra con maggior precisione

(o — 1Y e
S)__-—__‘i:*-(n I;d-{—d a — .

(1)  wr4oud4d*—p>e—mdyemd?>+ad Graln
S = 2d -T2

come nel (7.° 83), € cosy in progresso ,

CAPO SECONDO
Delle serie Alzebraiche .

gr. Def, 8. Si dicono Algebraiche quelle se-
rie, nelle quali il termine generale T ¢ della forma
An ™ Bnm I—b—Cnm 2-+—Drz,m ] + ec., =+ L,
essendo 1’esponente 2 un numero intero, e positi-
vo , ed 1 coefficienti A, B, C, D, ec. ind:penden-
t1 dzl numero de’termini . Secondo poi la diver-
sita de” valori, che si possono attribuire all’ espo-
nente m , siunli serie si distinguono in diversi ora-
di, od ordini. Diconsi percio serie alzebraiche di
1. grado , od ordine quelle, nelle quaii st ha Pe-
spouncnte m=i; di grado , od ordine 2.°, quelle,
i cul m=2; di grado, od ordine 3.° quelle , ove
m=3, e cost di seguito; onde An+B, An*+Bn+C,
And+-Br®+Cn+D , ec. ne saranno i rispettivi ter-
mini generall .

92. Probl. 3.° Trovare il Termine generale di

quella serie, nella quale la somma generale viene
espressa per

(\

1

A

I
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— e8], """-3
M+ Nn,p - P:zp -+ an +€eC.+ Vn

espressione , ove p € BNIMETO intero , € positivo ;
ed M, N, P, ec. sono indipendentt da n.
Sol. Poichié pel (Il n.° 81) abbiamo T=§ -
1%

8 , pel (I ».° 81) otterremo
Jime={

P“I

— 3
T=M: + Nu Pl - an—

~= €C. =+ V12

p—1 p-—nz

— (M(n e l)p-!—N (n-—-.-l ] -+] (?l—l )

+eC.+ V (rz,«-l)) .

+Q(n—1 ) r—3

Dunque posto nella somma data (VIII) n—1 1nvece
. _ P —1 —3 3
di n, e chiamato Mn -+ an -+ ZmI ' cnp

— ec. < Ju -k il risultato, che ne viene, sara

evidentemente

T == {N — {d ]?Lp_—l-l—-ip—.g)np_z-{-(Qa—c

(Ve—ltjn—Fk il termine generale ‘richiesto .

Montre 1 cosfiicienti M, N, P, Q, ec. della
(VI1l) siano numerict, potremo agevolmente trova-
ve il precedente termine T, poiche si possono de-
terminare 1 sopraesposti coefficienti M, a, 0, ¢, ec. k
con nn metodo pratico perfettamente simile all” in-
dicato nei (n® 252, 206 Alg.). Posti difatti in una
linea orizzontale i cosfficienti M, N, P, Q, ec. V, 0,
e posto alla loro sinistra e da lor separato con una
lineetta verticale il namero — 1 , operande come
nel citato ( m° 2352 Al7.) si porti 1l primo coel-
ficiente M sotto del seconlo N, si moltiplichi esso
M per — 1, € sommata il prodotto — M col sovrap-
posto N, si collochi il risultato , che ne viene, sot-
to del terzo coefficiente P; si moltiplichi tal risul-
tato per — 1, si_sommi il prodotto col sovrappo-
sto P, e scritto il nuovo risultato, che nasce, sot-
to del quarto coeflicicnte Q. si prosegua innanzi

nella stessa maniera , finche si & oltrepassato 1’ ul-

—23
)np ~+ €C. -



Parte II 14G
timo coefficiente 0. In scguito si determini nna
seconda , una terza, una quarta, ec. riga, operan-
do pienamente come nel cit. { n.° 206, Adlgeh. ), e
giunti per simil maniera alla linea p+r1 esima , i
numeri, che nel complesso totale formano I’ ultima
colonna verticalé, costituiranno , comiuciando dall®
estremo , ¢ ascendendo successivamente, 1" indieati
coefhicienti M, @, b, ¢, ec. k. T'ra poco potremo as-
segnar la ragione delfa opf‘mmone ora accennata ,
come pur quella delle operaziont esposte nelr ¢itk
(7n.i 206, 269 , Alg.). Frattanto giovera rischiara-
re 1l metodo con qualche esemplo.

Sia S = nt — 2nd 4 51® — 7n . Seritti i suei
eocfhcienti 1,—2,5,—7,0 in (X)in una linea oriz-
zontale , determino nel modo ora indicato le 4+1==3
riche successive di numeri; e 1 nameri 1, —0, 195
—2-,15 dell’ ultima colonna verticale altro non sa-
ranno che i coefficienti della funzione, che risulta
dal porre nella supnosl'a 7i—1 1nvece dinz, onde tal
funzione sarh la n4—6nd 41702 —27n 415, Ma pa-
rdgonando questa con la prec’ed ente generale
Mrz “+ a np I'—'-a— b1 i -+ ec., e paragonando con
la precedente somma (VII]) 1a data n*—2n34-5,,3 —nn,
si ottiene M=i; N=—2,P=5, V=—7, 4=—6, b=,
c==—27, k=15. Dunque risultando N—-a,.._+,
P-—-Z;.__-m V—c =20, si avra per la formola (iX)
T=4nd—12° +~07?-—-10 . Difatti col porre successiva-
mente n=1,2, 3,4, ec. ed operaundo per maggiore

speditezza come nel (n 252 lfr ), 51 rlcava

S 3—3,8 :6,8 ZSI,S == (3o, ec.,
a 3 4
e vedesi attualmente essere in realta T = —3 = S ,

T1+T :-—3—1—-9:6:8 T+T +T =
2

-— 3 4 Q4= 51:53 » €C.
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So fosse stato S = and —in4+ 3n; seritti in (X)
i cocfhicienti di qnesta S, col porre giustail (n.° 252
Alg.) tanti zeri in luogo dei coefficientt di quei
termini che manecano , opererd come precedentemen-
te, ¢ risulterd in corrispondenza T = 10n%— 3613 =~
44n* — 26n +-q, come difatti apparisce , ricavandosi
da queste fnnzioni

T =:, T = 5, T =165, T = 805, ee.
I 2 3 4
S =1, S =6, S, =171, S = 1030, ec.
I 2 3 &
—~1j1,—2, 5,=7, O —1|2,—4, 0, ©0, 3, O,

13—3, 8,"""1 5: 15 2, ._69 63_6:' 9?_9

1, =4 12, —27 2,=3, 14,20, 20
1, =5, 17 2,—~10, 24,~44

1, =0 a,—12, 36

I 2,14

2

3. Scel. 5.° 1. Supposto p—1=m , 0sservo, che
nella fanzione (IX) di numero m=+i sarapno i coel-
ficienti Ne—«. P=0, Q—c, ec.—Fk, e che in cssi di no-
mero m sono le quantita N, P, Q, ec. V, di name-
ro m—+i le a, b, ¢, d. ec. k: ma quelle altro non
sono che i coeflicienti della (VII}) , toltone 1l primo
M, e queste dipendono pienamente da’ cocfiicienti
medesimi, compresovi esso primo M. Dunque po-
tendosi sempre considerare indeterminati gli aceen-
nati m=1 co=firienti della (VIII). tali potranno
porsi sempre eziandio quelli della (1X). Ora i coel-
ficienti della (V1I) sono ancor essi di numero m-+1 .
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Dunqgne qualunque siasi il loro valore, potremo
sempre determinare i coefficienti della (IX) in mo-
do che essa (IX) divenga identica con la (VII), e
cosl se sl supponessero indeterminati 1 coefficienti
A, B, G, ec. di quest’ ultima funzione, e non tali
quelli della prima , potremo sempre determinare
essi A, B, C, ec. in gunisa che la (V1) divent1 identi-
ca con la (IX): ma la (VII) non ¢ che 1l termine
generale di una qualunque serie algebraica (n.° g1),
dunque , tale essendo ancora la (IX), ne segue, che
la (VIII) esprimera la somma generale di una qual-
sivoglia di tali serie (n.° g2).

il. Quindi si vede che la somma generale di
una serie algebraica é anch’ essa una funzione din
intera , € razionale , nella quale 1’ esponente mas-
simo supera di un’ unita il massimo esponente del
termine generale corrispondente; e percio la som-
ma generale di una serie algebraica di1.° odi 2.9,
o di 3.° ec. grado (n.° g1 ) sara una funzione di »
intera, € razionale in corrispondenza di 2.°, di 3.9,
di 4.° ec. grado.

94. Problema 4.° Data la funzione (VII) termi-
ne generale di una serie algebraica se ne cerca la
somma generale .

Sol. Poiché, essendo di grado m la serie data
(n.° 91), la sua somina generale deve essere nna
funzione di n intera , e razionale, 1l cul massimo
esponente ¢ m=1 (1L n.° prec.), supporro, che tal
somma sia la
S=M."T '« N." +Pn

Ve+Y,
e non si avra in essa a far altro, che a determi-
nare 1 coefficientt M, N, P, Q, ce. ¥ . Per que-

sto fine colloco in Inogo di 2 la quantita n—1, e

siccome deve risultare sempre S — S — T
n 7] v, T

7)1 Tijeme®, me—3
+ Qn ~+~ Rn ~+€C.

(11. n.° 81) , ne verra, qualungue sia il valore din,

(X)
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m=1 m—1 m—2 m—-3
T = (Mr + Nu™ s P +Qn + Rn -
ec. +~ Vn) —

)m—r

(I\'I(!’Z—I)m-{—r+N(f?—l)m+P(n—*T -
M3

Qi—1)" 4 Rin—y)  ~eco+ V(n—1)) =

3

m m—1 M—2 17—
An -+ Bn +Cn -+ Dn

e pero, sviluppate le diverse potenze del binomio
n—1 , € paragonati i termini omologhi , otterremo

m{m-—1)

(12-+1) M=A, N — (’”'*2‘"”"' M=B, (m—1)P — 2"

o+ mnmim—y) Ny G, {nz—-i-’-)Q_..E”"-".'l(""‘T'z) P
2 .9 5

b M=) o (A0 met) gy g,
2.9 2.3 .4

Equazioni, le quali sono di numero m--1, e tutti
ci somministrano i valori det primi m+1 coethcienti
della (XI); 1i determino adunque, l1 sostituisco in
essa (XI), e mon rimanendo piu a determinarsi, che
I’ ultimo coefficiente Y, osservo, che, posto tanto
nella (X{), come nella { XI1 ) n=1 s ottiene
Sx = M-+N+P+ec.+ VY, TI =M-+N~+P+ec.+V,

ma pel (I. n.° 81 ) dev’ essere SI = T . Dunque
I

risultando M+N-+P+ec. +V4+Y=M+N4Psec. 4V,
ne verra Y=o , € pero la somma generale richiesta
sara scmpie mancante del termine prive di n, to-
me difatti si suppose nella (VIH) {7.° g2).

Cereando attualmente i valori de’ coefficienti
M, N, P, ec., poiche s1 otticne
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"
M=2h
N="tm, 2,
4 m
, M1 B
P = Z(N—===M)+
- m+t1 __-.]2._..
=Pl NP ) -
s I m 771=4= 1 E
R = 3-;3((2 —E-g;—} CP"“g(N“T M4 ——,

. S | m—2 Mo 1T m m-1 :
U =23 (P T2 Q- T (P (NS M)

ec.

veg~o essere questi valori dotati d’ un eerto anda-
mento costante facile a riconoscersi, per cuil gl’ in-
dicati coafficientl si possono non difhicilmente de-
terminare nella seguente maniera,

Si scrivano primieramente in (XIV) in una li-
nea orizzontale tutti 1 coefficientt del dato termi-
ne generale (VI) divisi rispettivamente pel nume-
Yi m=-1, m, m=1, m—2, €C.; posto quindi in una

- A L -~ - »
seconda riga —— = M, s1 scrivano di secuito le
M1 <)

, 2 1)V m-1)M m 1M M

quantith (3??4;1 , (,*};“)"‘“: ( 4) ’ (m'?)- ;

{'m-J_-HNI
0]

, €c-, e sommata la prima di queste col

3 B ; .
sovrapposto coefliciente — , 81 ponga in una terza

. : M B | . \
riga (mtﬂ + — = N. Dal valore cosi trnovato di N

gottrageansi successivamente le quantita della secon-

(m==1)M  (ma4+ M (m=rIM ()M

) , e, €

da riga
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si scrivano di seguito al valore di N i valorl, che
ne risultano, e che per brevita denomino N', N,
N, N'?, ec. : moltiplicati questi tutti per m, €
divisi rispettivamente per 2,3 4,5, €ec., si col-
lochino in una quarta riga i risultati

mN' mN” N  mN'? : % . "
——, = m4 , ==, ec. Gio fatto si sommi

N’ C g .
e col sovrapposto —-—: ottenendost da ci0
2 m—1x
’ G : [ . -
n —+ . = P, si ponga tale Equazwne in una
2 Nie—1 .

linea quinta , e presso di lei si pongano i risulta-
ti, che nascono sottraendo successivamente da que-

. - 'N“ NI‘;I ,N’"
sto P le precedentl quantita -?%—-- 5 m4 am5 5 EC.,

e che per brevita chiamo P, P, P, ec. , s1 col-
lochino in seguito in una sesta riga le quanti-
ta, che si producono moltiplicando ciascuna delle
P, P', P, ec. per m—1 , e dividendole rispet-
tivamente per 2, 3, 4, ec.; e unita Ia prima di

- D . . .

esse col sovrapposto —— , Sl ponga in una setti-
] ] . (n?'""I)Pr D

1 E -+ e ¢ -

ma riga I’ Equazione —— Q, e appres

so 1 valori, che si hanno col sottrarre da Q 1 va-
(m— n\)P” (m—1)P"”
3 d 4
Q", ec. Si moltiplichino poscia questi @', Q, ec.
per m—=, si dividano rispetitvamente per 2, 3, €cC.

lori ec. , e che denomino @,

. - . . . . N m""_z‘) !
€ scritti 1n una riga ottava 1 risultati (o —-5—9—- 5
(7712} O : : 5 53
5—-— » €C. € sommato col primo di essi il sovrappo-

(me——2)0’ "

E - - - -
§10 ——, 61 sCriva 1n una riga nona
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Ry € si prosegua avantli sempre con la

T ey .

stessa regola , finche st siano ‘esauriti 1 cocflicienti
postl nella prima linea; e cosi opcrando , appari-
sce dall’andamento Jder valori (XII), che tutti si
ottengono i chiesti valori dei coclficientt M, N, P, ec.

155

A B C D E F
a1’ m > m—i e m—3 m—4 7
Ay (mEM (M (m4+ )M (4 M 4 )M
;7;:1—] o 2 Py 3 3 5 4 3 5 2 6 5

. B .
. (m—l-r_\lﬂ + —=N, N’ N N N®
2 mn
mN* mN" mN" mIN'?
Py ” "“3“”" p "":}“"’" 3 5 >
mN* C _
. - "'_n';:;:—_P , Pf 5 PH . Prr! ,
- (XIV) {m—-1)P (m—1)P" (7e=e1)P”
| a - L 5 3 4 2
(m"""‘)P' D _— 1t
— == > Q' s 0O 5
(m—2)Q* (==} Q"
2 2 3 7
LA L E ,
(r Y e ap , R,
2 Tl
(m == 3R*
= 5
(m—3 R’ F U
2 17y e, — ?
eC.

| Sia per esempio & = 4?2.5 — ?n4 + 273 = 1072 =+

hit =g 5 effettuo qui sotto nel medo ora accennato

S : . 2
I’ esposto calcolo , e risultandoci, come si vede,

o,
J

— — M n_
)P“"é:Q—_T:R-—

& oo

, N =
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=, U= = %g- si ayra in corrispondenza
S = 3 ub nd — o = o = ==
;—%(IORG-‘}-)R —20724—-7072, — 35nr? —ugn)
4 o 5 10 5 a-...-._?_,-,-
5’ I T T3 e !
4_2,—M3i) -—4--' "4—') -'--4-.-, -ii
6 3 . 9, 3 g g 6 »
2 3 — 5_N, 15’ i—-20: 253 30
] - 9,
B Jié;;, 3: SR ;—ézr. 3 L '253&;',} o ‘EE-E;. .
s 2 -—-——4—9=P9_?—4-5 — 65 """‘l**]'ﬁ
— o2 ___65’ N ”4,
9 ’ 45 go
T2 e EE____IL’E. B ?45 306’
._—5_ 3 ?"‘""Q: "'"-—4-—5-; """“*9*5
145 306
— . —
. 30 90
O 2 3~ Ay S)r()
b 9__ 119
go 1 15—

95. Probl. 5.°2 Dati m—+1 termini {’ una serie
algebraica di grado m truovarne il termine genera-

le . | |
Sol. Siano T L0 T P T , €C. T (m+1) 1 ter-
n

7 oy

n 7 n
mini dati, ove r:(mO cogniti eziandio i numeri n’,

n', n'", ec. n(m Supposto essere (VIL} (n.° g1)

il termine geueral domandato ove considero inco-
gniti 1 cocfhicienti A, B, C, ec., si sostituiscano
in esso successivamente 1n luogo della n 1 numeri

nm I
n' ,n', ' ec.n ( + ), ne verran le Equazioni




Parore IL 157
m Ni~—1% 77— 2 Mo 3
An' +Bn' + Cn' +Dn' + €C. -+ L= Tn,

m 7m—1 N2 m—3
An'' + Bn" +Cn' +Dn'' -+ €C.~+L= Tn..

m . Mm—2, m—3
An” «+Bn'' <+ CGn'" +Dn" +eC.+L == Tn*’

ec,

le quali saranno evidentemente di numero m + 1;
ma di numero m -+ 1 sono ancora 1 coeflicienti
A, B, G, D,ec. L. Dunque tante essendo le Equa-
zionl , quante le ineognite, potro col mezzo di
quelle determinar queste, e conosciati cosi 1 coef-
ficient1i A, B, G, ec. della funzione (VIi}, deter-
minare la funzione medesima, ed ottenere quindi
il domandate termine generale . (

Sia per esempio m=3,n' =1, =2, """ =3,

L T s - i
12 -’_4’ 71112’_._._ I’T)’;;’:—_ 8) Tnu;——_‘-—"ll.’ an,v-—-{}fle

"
e
-

Avendosi da cio le Equaziani
A+DB+C+D==1, 8A+4B+2C0+D=-38,
27A+ 0B +3C+D=—1, 64A+15B+43C+ D =3a,
con le suceessive sottrazioni si otterranno le altre
A+ 3B4+C=—7, 1A+ 5B+C =7, 37A + 7B +
C=33, quindi le 12A+2B=14, 18A+ 2B =126,
¢ finalmente la 6A =12, donde avendosi A =2 col
vetrocedere truoveremo B=—5, C=—0, I}
¢ pero T=mand—=5n* -6+ 8.

Se il numero dei termini dati fosse <rm—+ 1,
allora ¢ chiaro, che il Problema sarebbe indeter-
minato, e sarebbe piu che determinato, se 1’ espo=
sto numero de’ termini fosse > m 41 .

06. Teor. 2.° Nelle serie algebraiche del grado
m la difierenza mesima (n.° 82) € sempre una quan-
tita priva della lettera n, e quindi € di valore
costante .,

- Dim. Sia (VII) (n.°91) il termine generale dela
la seric data; pel (7.°82) siavra D=T, 4, —T,

(8]
v oa
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m m m—) =y

= A((ns+1) —n )+ B ((n+1) -n )
M—2 Nim—2

- C(r-1) — 11 )+ ec. = ((n+1)~n). Dunque

eficttuate attualmente le elevazioni del bitnomio n<+1
alie indicate potenzewm, m—1, m—2, ec., eficttna-
te in seguito le opportune sottrazioni, e riduzioni,
e chiamati finalmente per brevita a, b, ¢, ec. 1
successivi coefficienti delle varie potenze della n,
risulteraevidentemente D= anm_1+6nm_2‘+cnm_3

-+ ec., e per conseguenza la differenza priwna cor-
rispondente al termine generale T di una data se-

rie algebraica del grado m, non € essa pure che
il termine generale di un’ altra scrie algebraica
del grado m—1 . Ora quale € D rapporto a T ,
2) n
tale € D rapporto a D ( n.° 82 ): dunque deno-
minati «', &', ¢', ec. 1 coethicienti delle diverse

| (2) (2)
podesta della » nel valore di D, si avra D
- m—3 m—4
== +b'n ~+ ¢'n ~+ ec. . Per la stessa

ragione, denominati rispettivamente o', 6", ¢", ec.;
LS M, een s alt b, e ee ;s ee, 1 coeflicien-
ti delle varie potenze della n netle successive dif-
3) (4 (9)
ferenze D , D, D , ec., vedesi dover essere
(3) 3 m—4 D) (4)
= a’n + 0'n + ¢''n +ec., D =
m— M= 172 v (5) m—2a
a''n +0"n ' +~ec., D =d'n
m—>06 me—"17
+0'"n +c¢'"n —+ec, ec. Dunque essendo m
nuwmero intero, e positivo ( 7.° g1 ), dovra ftinal-
(m) (m—1} m—m (m~——1)
mente risultare D —a n =u ; ma
{m) (m~—1)
D ¢ la differenza mesima G1 T, , a € una
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quantité pﬁva affatto della » , e perdo di valore
costante , poiche la variabilita dei successivi ter-
mini procede dalla variazione della n. Dunque , ec,

Sia per esempio in (XV) la serie (A) il cui
termine generale € n4—5n° +6n* = 101 —~ §. Truo-
vate in (B) le differenze prime, in (G} le secon-
de, in (D) le terze, ed in (E) le quarte , vedesi
essere quest’ ultime tutte eguali fra loro, come
diffatti deve, per quanto si e dimostrato, accade-
re, essendo la supposta serie di 4.° grado.

(4) — 16, — 28, — 38, — 16, 92, 364, go2, 1832, ec,

— 16, — 28, — 38,—16, 92, 364, goz2, ec.

(B) ~—12,— 10, 22, 108, 272,338, 930, ec.

— 12, =10, 22, 108,272, 538, ec,

S—

(C). 2, 32, 86, 164, 266, 392, ec,
| 2, 32, 86, 164, 266, ec.

Dy 3o, 54, 78, 102,"126,' ec,

3o, 94, 78, 102, ecc.

(E) 24, 24, 24 24,' ec.

97. Scol. 7.1.Da quanto si e detto nel (rn.°prec.)

(m=t1) (m)  (m=1)

apparisce , dover essere D =o0,D =u s
(m—1) (m—2) (m—2) (m—z2) (m=3)

— o

D =a n-+b , D =y n* -
(m—3) (m—3) (m—>3) (m—4) 3  (m—4)
-+ C , D = a 7 =+ b 723 4=

(me=4) m—4 (me==p) (m—p=—1)p
c n+d ,ein generale, D =2 3 4

(Me=—p—1) p—1 (m—p—1) p—2 (m—-__p-—-r) p—3
b n - C n -+ ¢l n =
(e pe=1)
ec. -+ k .
II, Conosciuti in (XV} i primi termini — 16,
— 12, 2, 30, 24 delle linee (A), (B), (C}, (D), (E) ,
potremo prolungare la serie (4] quanto si vuole,
senza avere ricorso al corrispondente termine ge-

(XV)
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nerale . Seritta difutti in (XVi) in una linea orim
gontale (E) la differenza ultima 24, e ripetuta quan-
te volte si vuole , si ponga in una seconda riga
(D) sotte del prima 24. la differenza penultima 3o,
1 sommi questa co! sovrapposto 24 e il risulta-
to 54. si collochi in linea nella scconda colouna ,
cosi si ponga nella terza colonna 1l numere 78,
che risulta dal sommare il precedente 54. col
sovrapposto 24. ; e per tal guisa si prelunghi
quanto si vnole la seconda riga (D). In seguito si
scriva nella prima colonna sotto del 30 in (C) 1?
antepenultima delle differenze date , cioe il 2, ¢
sommato questo col sovrapposto 3o si collochi in
linea sotto del 54. il risultato 32, nella terza co-
lonna sotte del 78 pongasi il numero 86., che si
ottiene dalla somma del precedente 32 col sovrap-
posto 54; e cosl si prosegna, e si prolunghi a pia-
cimento la terza linea (C). Scritta in egual maniera
nella terza colenna, e nella quarta riga (B) quella
tra le differenze date, che precede antepenuliima,
cioé il numero — 12, pongasi presso di lul 11 —
10 , che risnlta dal sommare esso—12 col sovrap-
posto 2; e eosi presso del — 10, e sotto delle 80
si ponga i1l 22, che si ottiene dall’ unire col sovrap-
posto 32 il precedente — 10, e per simile modo
si formi, e si pretragea, quanto piaee la linea (B).
Finalmente posto nella prima colonna, e nella ri-
ga (A) 1l primo numero dato— 16; si scrivano ap-
presso in linea i numeri — 28, — 38, ec. che ri-
sultano in corrispondenza dal sommare il — 16 col
sovrapposto — 12, 1l — 8 col sovrapposto — 10, ¢
cost in progresso, prolangando essa linea (A} quan-
to si vuole. Cio farto dal semplice confronto de’
modi con i1 quali sonosi ricavati 1 numeri (XV),
¢ gli altri (XVI), apparisce , che questi altro non
degriono essere, chie gquelli ottenuti inversamente,
cioé in guisa, che mentre in (XV) dai termini (A)
della scrie i passa alie differenze prime (B), po~
eCia
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scia alle seconde (C), cc. fine alle costanti (K); in
(XVI) al contrario dalle costanti (E) sj passa alle
differenze penaltime (D), poscia alle antepenulti-
me (G} , e cosi di seguito fino ai termini delly se
rie (A), la quale vedesi, che si ottiene, e si puo
protrarre quanto piace indipendentemente dal ter-
mine generale. Quanto si & detto, e praticato in
questa serie algebraica apparisce poters: dire egual-
mente , e praticare in tutte le altre .

(E) 24, 24, 24, 24, 24, ec.

(D) Jo, 94, 78, 102, 126, 1Do, ec.

(C) 2, 32, 86, 104, =266, 392, 542, ec.

(B) — 12, =10, 23, 108, 272, 533, 930, 1472, ec.

(A) — 16, — 28, == 38, == 16, 92, 364, goa, 1832, 3304, cc.

98. Probl. 6.° Dato il termine generale (VII)
di una serie algebraica , determinare I’ espressione
generale della sua differenza mesima , quella delle
sue differenze m—r1 esime, 1’altra delle differenze
=2 e5LIme , €C,

Sol. I. Cominciam dal supporre; che nella
(VII) esista solamente il primo termine, e sia per-

m
cio T—=An . In qguesta ipotesi, poiché¢ risulta
m ™

m
T,=An { - = A(n+1) , T, = Aln+2) ,eC.

m
(2-+p) , col sostituire questi valori nel-
m
la serie (IV), con lo sviluppare le potenze (n+i) ,
m
{242} , ec., e col ridurre otterremo
| (P) F{ e | 77 S

n
D ==xA ( Prn —mP'n — 7m=1) p1r,

Tp=

2

e (m—=3)

i}f(m—-ﬂ(m-—a) P''n m(m-—-l)(m—ﬁ.}

203 2-3_—

Algebra Ty

— CC, — — 3

(XVII)
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m(m=1) (m—3) 2 m-—-l) (m)
— n —mpP

2

supposto avendosi

p(p'_l) p(p_;)gpmg)-q—ec.:,:pzr

P=1—p-+

——T P(P""'I)( —2) .
Pr=pXi— p{pg X 2+ 2. 3]7 )XD"'eC-'—"'-P(P"I)'-F-‘IXP»

- plp=—1)(p—a
P = i 13 Pt P =50 plpmt P X
(p—1)(p—
Pm____pxlg_ ZLE;::JX 3+ p'r ;L(;p 2)x33_00.-_tp(p_1)3$1 ng;
‘X""III) €cC.
(m=3)  m=3 p(p—1)  M=3  plpm1)(peed) 73
P =pi — a X2 +pp_2?3p_ X3  —ec.
m=—23 M3 ,
*plp—1) FI Xp
(m—3)  M—2 plp_y) _plp=1)( =3
B T e RN 5T,
/ M==2 m—2
*=plp—r1) = 1 xP >
T(m-—l) m==1  p(pe—1) (o 1 ) (i, m—1
¥ =pXI —-—-—;—*Xz +E 2)3?' )X3 = £C.
m—1 m=——x
-.tp (p"""'l ) -+ 1 Xp ’
(m) m plp=et) T plp—nD(p=—2)
P o=pXi —IoXa +Sg - X3 = e

m m
ip(p-----lf) FIXp , €.,

e prendendo i segni superiori, quando p & pari,
gl”inferiori, quando p ¢ dispari. S1 denominino

P(m) ’ P'(m)) €C. P(m--l)3 P'(m_l), €C., P(m-—n) »

-
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P'(m__.z) ec.; ec.clocche divengono le quantita (X VIII),

quando si fa rispettivamente p=:m , m—i, m—,,
ec., e sia In primo luoro p=/m. In quesia i -
31 la (XVII) diventera o F ! pote

(m) m AT (m-—1) :
D :".ﬁA(P 1 — mpP' L -—EC. = m ) P = (XIXE

(m) (m2) ()
(m)

)5 ma nel valore della D non deve esistere

p. 7
(m) ‘
la 7 (n.° 96). Danque dovendo nella (XIX) svanire

tutti i termini, che contengono larn, e cio qualun-
que siasi 1l suo valore, pei (n.2o0r1, 202. 4lg.) do-

(72w 3)
vra essere P =o, P’ =o, P’ =o, ec.P =By
() (m) () (m)
(m—as) (m— 1) (m) (m)
P =0, P —o, erimarra D ==xAP ,
(m) (mz) ()
(m) m " m et Vi
ossia D =z A(mX: — lm=1) g :;m 2)
m m m

X3 —ec.Etmm=—1) m1Xm ) , non essendo

(m)
P =o.

(m)

II. Riflettasi quivi, che il discorso fatto pre-
sentemente ¢ vero, qualunque sia I’ intero positivo
m , non essendosi a questo m attribuito alcun va-
lore determinzto. Danque posti in lnogo di m 1
numeri m—1, m=—2, m=—3, €c., dovra in cor-
rispondenza essere ancora

(m—2)

[ =o0, P’ =20, £ =0, ¢C. P — 0
(m—1) (m—1) (m—1) (m~—1)
| (m—3)

P =0, P’ =0y, £ =o, ¢c. P =0

\.

(m—2) (memz) (m-2) (m==2)
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=0, P’ =0, €ec., (rmwd)
(m—3) (=3) P =03

| (m=—3)

1 . m—q)
e cosi di seguito, onde 1n generale sara P
(m—(g="))
=o, ove g, ed r sono due pumeri interi, e tali,
ehe ¢ non > m, ed r>o . Perche por, a Cagione

(m)
di D = quantita costante (n.° 95) dev’ essere
(1) (m—+2) o ,
=0, D — o, ec. ¢ facile a vedersi che
. (m—+4) D

sara ancora P = o0, onde qualunque sia 1l
(m=+ g7}

valore della 4 positivo, negativo, o zero, sempro
(7e=g) |

¢ vero, che P =0,
(m—(q=7))

Si faccia in secondo luogo p=m—1; per quan-
to si & ora detto, dalla (XVII) ritrarremo
(m—1) (m—1) (m)

D ::‘.::A( mP n =+ P

{m—1) (1)

Cosi ponendo in seguito, e successivamente p =
m—2, m—3, ec., ne verra in corrispondenza

(m—2) : (m—2) (m—1)  (m)
D = A ( m{m—1) p n® 4 mP n—+P )
a (m—2) (71eme2) (m—2)
. - —2)
| 2.3 (m—3) - (m—3)
(m—1) (m)
-+ mP n - P ) .
(m—3) (72mm3)
. . ec. ,
Sia per esempio T =n’. Applicato a questo caso

72
particolare il calcolo ora esposto in 'generale, poi-
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ohe a cagione di m—3 si ha, P, =3.1%—~3.53

(3)
| () o _(3)
3 =6,P =aort=ot=—s,P = a.13—23=—g,
(2) (2)
o () B &) I )
P =rai=1,P =Zx1?=;, P =i1ad3=1y, s
(1) (1) (2)
trovera risultare g

3 (2) L)
D =6,D =6n+6,D =3n*+3n-+1.

II. Consideriamo il dato termine generale (VII)
1n tutta la sua estensione . Poiché quantosi ¢ det=
to ne1 ( precil, ) relativamente alle differenze

m.
che rignardano il termine Ar , si dice in egual
modo rapporto alle differenze di ciascuno degli al-
T Y m—2z m—3
tri termini Bz , Cn » Dn ,ec., e poiche
la difierenza della somma di piu termini ugnaglia e-
videntemente la somma delle differenze dello stesso
grado de’ termini medesimi, nesegue, che dovra essere

| e - m—i —_) 777 s O
Bp) :xA( Pn — mP'n — -?ZZ—(—%-—-—-)P”!Z -
-3
(a1 ) (M—=2) P”’nm —eC. — m(m--r)(m-——z) P(m-—-é’)ns
2.3 ( 2.3 n3
| e m-—1)
= m:ﬂPtm 2)n°—mP n—-P(m))
2 f
m-—1 Mem2 m—3
+B\Pn  —(m—1)Pn =) — ec. (XX)
, M
h(m——ri{'m-———z) P( n’-—(m—-]) P(m-z) an(??Z".""I)
n—29 M3 (M3 —
+C\Pz —(m—2)P'n —cc.—(m—2)P n-—-P(m 2))
m—3 (in==3)
+~ D \Pa — ec. — P )
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e facendo successivamente p=m, m=—1, M =2,
m—73, ec., m—q, pel (prec.1.) risultera

(m) (m)
D ==xAP |,
(m)
(m—1) (rm—1) (m) (m==1)
D =:;(mAP 77 - AP -+ BP ) ,
- (7Mmm1) (17 1) (m—1)

(m—2) (m—2) (m— 1)
D = ( ==t} AP 7% 4= ( mAP -t

s (m==2)

(m—2) (m) (m—1) (171emm2)
(m—1)BP )u—i—-AP +BP  +CP ) ,

(m—2) (71meme) (m—2) (m—2)
—3 — ' (rn—2
D(m )T..;."""" (m(m-—I)(m—g) AP(m 3),23_,.(?3‘_(,721—_')}1[)( 1—2)
2.9 (m—3) = (m—23)
(m+—3) (m—1)
+(m--1)(m—-—-:») BP ) 7% (mAP
= (m~—3) (m—3)
- 3 (m)
(XXI) -+ (m—1) BP +(m—z)GP )n-!-AP
(m—3) (m—3) (m—3)
(m—1) (m—r) (m—3)
+BP +CP  +DP ) ,
(m—3) (m—3) (m—3)
€C.
D(m-—_fz):_ ( mim—1) . (megt 0 AP(m--g) n9+
2.5...9‘ (?n_g)
(mf’m—:}. .(m-:q-t— ) AP(m-—-'g—{-r) (1710 1Y 1) o ([T = 1) %
2.3.. (=1 (m—g) 2.3...(g—1)
BP(m-_Y) ) ?Zg_l+ ( m(m—ni)... (m—aqg=-3) Ap(m-q+2)+
(m-—-g) 2.5...{%-—-.‘.‘.) (m_-g)
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(m__g) 2.5...(9-—2)

(m—1) (m—2) (m==3)
(mAP +(m=—1)BP + (m=—2) P -+ €C, =+
(m=q) (m=—q) (m=—q)
(m—q) (m) (m—1)
(m—g—+1)GP ) n - ( AP -+ BP 4
(m—q) (m—g) (m—q)
(m—2) (m—q) .
CP -+ ec. IP ) Supposto per esempio
(m—9) (m—q)
T =n%— 3n*~+ 503 = 7n®+10, 81 truovera con

n

(5) (4)

’accennato calcolorisultare D =120, D =120n
(3) (2)
+168, D =6en*+108n+72, D =con’+ 24n*
]
e+ 28n+4 , D( )z snt = and 4= 7n? e 61 — 4 .
. r

99. Scol. 7.° I. Avendosi P=(1—1) ; purche
sia p> o, avremo sempre P=o .

II. 11 Problema del (n.°¢6) potra nei casi par-
ticolari risolversi col metodo adoperats nella sola-
zione del Problema del (n7.°95). Volendosi difatti
Iespressione generale delle dilterenze , per esempio
seconde, nella serie ( A. XV ) supposta ad esempio
nel (n.°96), comincio dall’ osservare, che siccome
la serie ¢ «i grado quarto, I’ espression domanda-
ta dovra essere di secondo : formata quindi I’ espres-
sione M2+ Nu +P, pongo successivamente n =1,
2, 3, el essendo 2, 32, 80, le corrispoudenti
differenze seconde (C. XV), che supponzo d1 ave=
re gia ritrnovate con le successive sottrazioni, for-
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no, operando come nel (2.°03 ), lo tre Equazioni
Ma+N+P=2, 4Ma2N+P=132, oM 4+ 3N + P
— 36 , ed avremo da c¢id 12n°=—0n—4 per la chie-
sta espressione .

100. Probl. n.° Data 1" espressione generale
delle differenze pesime in una serie algebraica del
grado m , determinare il termine geunerale della
serie medesima .

Sol. 1. Sia p=m . Dovendo in questo caso la

(m
corrispondente differenza D )essere indipendente
da n (( 12.°96 ), sia @ il suo valor dato; avremo da
m)
cio D = a; ma supposto rappresentarsi dalla
funzione (VII) il termine general, che si cerca,

(m)
qualunque essa sia deve sempre risultare D ==
(m) ) (m)
AP~ (XXI.n.°93), ove per le (XVIII) la P e
(m) (m)

quantitd cognita , ed ove si deve prendere il se-
gno superiore,, quando m ¢ pari, 1’ inferiore quan-

(m)
do m & dispari. Dunque avendosi =AP =a , ¢
) ‘ (m)
. / ; & . :': Z
pero A = |5, sara questo v ] coefficiente del
POn) P{nﬂ
primo termine generale , ma gualunque siansi 1
_ m=—1 me—23
coefficienti degli altri termini Bn , Cn ,

ec. , essi, scomparendo sempre nella differenza
mesima, lasciano che il valore di tal differenza sia
sempre la stessa a; dunque nel termine general
che si chiede, potendosi a questi B, C, ec. attni-
buire un gnalsivoglia valore ad arbitrio, e soddis-
facendosi sempre alla condizlon , che si abbia
(1)
—a; ne segue, che infiniti termini generali
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gorrispondenti ad infinite serie di grado m hanno la
medesima differenza mesima ; e che tutti questi
termini vengono compresi nella formola

m

_ e =1 Maww '

*+ (m) =+Bn + Cr —+ eC.-+ L, ove 1 coeffi-
P
(m)

cienti B, C, ec. L possono acquistare un valore
qualunque .

. (m)
Sia per esempio a=42, m=3, onde P( -
)
$.13= 3.28 =33 = 6; risultando da cio A_—_—i(—%
p
(m)
éz*"—'-‘? , ne¢ segue , che la formola dei termini ge-

nerali in tutte le serie algebraiche di terzo grado,
nelle quali la differenza terza sia 42, ¢ 7n3 + Bn?
+Cn~+ D.

(m—1)

I1. Abbiasi p==m-—1, e per consegnenza D
— an +b (I.n.°97), ove a, b, si pongono guanti-
ta note, sia la espressione gencrale proposta delle
differenze me—1esime. Supposto ancora in questo
caso, che la (VII) rappresenti il termine generale
richiesto, per le Equazioni (XXI.7.%98), dovra essere

(m= 1) (m) (1)
::(mAP n -+ AP -+ BF =an-+0, e
(m—1) Un=——=1) (me=—1)
(m~—1) (m) (M1}
pero = mAP —a, x={ AP + BP ):
(m=1) (=) (m—1)

L, prendendosi il serno —quando m — 1 & pari, ed
il scgno =+, quando m—1 ¢ dispari. Ora da que-
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ste due Equazioni si ricava A= fm L B===
mP
(m—-l)
(m ==1) (m)
mEvP( ; o aP( ;
/o | N1} m
a
( =12 ) Dunque = = F
mP mP
(m—1) (rMe——2)
(m—1) _(m)
mbP — aP et me—d 3
( (m_(:z)__l)z (m_l)) n «+Crz +Dn ~+ €C.
mP
(m—1)

«+ L sara il termine general domandato, il quale
non avendo determinati che i primi due coeflicienti,
mostra che ancora in questo secondo caso infinite sono
le serie algebraiche di grado m, che hanao per le
differenze m—iesime la stessa espressione an -0,
e che 1 loro termini generali vengono tutti com-
presi nella truovata gencrale espressione.
Posto m=4, sia per esempio =24n-+0 D’espres~
sione delle differenze terze. Per le (XVIII) aven-
(3) (4)
dosi P_ . =3.13=3.,23433 =6, P _ =3.14—3.24
(3) 3}
+34=36 , ne verra n*=—5n3+ Cn*+Dun+ E pel
termine generale richiesto. Paragonando col pre-
sente il termine supposto ad esempio nel (n. g6},
vedesi non essere quello , che un caso particolare
di questo.

III. Facciasi p=m=—2, e sia percio an®+bn—+c
(I. n.° g7) I’ espression generale delle difterenze

esime |
m =2 . Paragonando questa col valore della



PAP..TE II1. 171

D(m_.z) esposto melle (XXI. n.° 98), poiche risul-

(m——2) (m—1)

{11

ta —pi 5 Ap(m—-g) — 1 5 =~ (”?AP m.—-z) s (HZ""‘I )
(m—2) (m) (71 ) (m-—z))
(m-—z))“ AP(m---—2).4“]3’P(;vn------a)-’- CP(m,-——z) —C»

avremo quindi tre Equazioni, ucllie quali s1 deve
prevdere Sl sepEno superiore, o I’ inferiore, secona
dochd g a2 & pariy, 0 dzw)m , e dalle gnali s1 puO
ricavare 1l valore doile qemntlta A, B, G: i rnica=-
vo pertanto; denominatili A", B, C' li sostituisco

m— 1 m—2a =

nella (VIT), ed A% —+Brn " '+ Cu™ “w+Dn

+ ec. + L rappresentera il chiesto termine genera-
le . Qui ancora rimauendo gli ulteriori coefficienti
D, ce. L muetum;mtl, saranno 1infinite le serie
aventt la espressione delle differenze m—z2esime =
an*+on-c .

Si voglia m=6, p = 108012 — 720N - 240 .
(4)
Poiche si ha P(4) =414 —=06.2%4 4,30 = ji=— 24,
5
P(4) = 4.15—-6.25-1-4.35—-45:—2_!.0,
(6)

P(zir) — 4,10 = 0,20 + 4.30= 4%= 1560 (XVII]),
¢ poiché @ = 1080, b=— 720, ¢ = > 240 , risulte-
ranuo le tre Efm zionl 360 A = 1080 , 1440 A <+

120 B == = 720, 1500 A+24o B4+24C = 240, € da
cio ottencndost A=3, B=—42 . C=235, il termine
generale cercato sard 30— 42215-1- 235n44 Dnd+ En®
PG |

IV. Sia ora in generale p=m=—gqg, ed ang e
—1 —2 .
! end + ec. =+ rn 4 [ ) espressione del-

le diflerenze m—gesime. Dal paragone di questa
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col valore della pf ™1 ( XXI ».° 95 ) risultande

(77 i
im(m—l)...{m——gq.l)APm 7 =y
2.3...¢q (m==9)

4 (m(m'——l).. . (m— g 2) AP(m_q+l)
2.3...(g—1) (m=—g)

(= m=2).. fm— g1 g\
e . ‘
@2 gk T Yo b, e

si avranno g1 Equazioni , dipendentemente dalle
quali determino i valeri delle g+1 quantita A.B,
ec. I; chiamati questi A", B', ec. I, li sostituisco
nella funzione (VII) , e il termine gencral do-

, \ m m—T , M2 . )
mandato sara A'n <+ B'n +~ Cn e EC. -
m—q<1) , Mm-— M= =1
G'n( 7 -+ I'n T -Tn 7 ~+ eC. 4~ Ls.
m—1 77) ),

Se sia g=m—1, € perd p=r1 ,onde an + bn

+ ec. + i esprima le differenze prime ; allora il

. < m 71— =
termine generale sara A'n  —+ B’z + ec. + K'n+L,

rimanendo indeterminatoil solo ultimo coefhciente Li .

Poiché qualunque sia il precedente 1ntero g,
purche non <o, e<m, sempre nel termine gene-
ral che si truova , rimangone dei coefficienti arbi-
trarj,, ne segue , che il Problema sara sempre in-
determinato, e quindi sempre infinite serie alge-
braiche dello stesso grado sono dotate d’ una mede-
sima espressione di differenze . Tale indetermina-
zione perd apparisce dai (prec. I, ec. IV) essere
tanto maggiore , quanto piu grande e il numero
p=m=—q .

ror. Teor. 3.* Supposti due numeri p , & cn-
trambi maggiori dello zero, interi, e tali , che
p>k, io dico, che il risultato, il quale si ottic-

ne moltiplicando i termint della quantita (I—I)P — 3
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sviluppata pei termini corrispondenti della serie

k k k ]
»2 ,3 , ec. p , unguaglia sempre lo zero .

Dim. Sviluppata la espressione (r-—-:)p—-x, e can-
giatine i serni, il risultato, che ne viene, altro
evidentemente non ¢, che uno dei ( XVIII) del
(72.* 98), onde giusta 1l (T 7.° 98) si rappresen-

- (#)
tera dalla espressione — P(p)g ma essendo per la
(k)

ipotesi p>k , pel cit.® (I n.° ¢8) si haP, = o

Dunque ec. @

102. Teor. 4. Allorché p=F, il precedente ri-
sultato (n.° ror) sara == r.2,3....p, pren-
dendosi il segno +, quande p & pari, il — quan-
do p e dispari.

- Dim. Sviluppando attualmente nel (7.9 g6} le

.. m m N m—1
egpr95310'n1 A ((f’l = A I) —Fl )) L((/L-I- I) w7l ),

( m-—2 m-—g) . _

C\(n4+1) —n , €¢., nella prima differenza
n——1 772, 77 e 3 .

D=un “+bn “+cn <+ ec. cit. (n.° 96) appa-

risce dover essere a=mA . Ora nel modo stesso, co-

me la D nasce da T, cosi 1 D producesi 1a D ,
3 3 .

dalla D 1a D' ),dalla D 1a D(4), ec. ; dunque nel-

. ) (2) Me—2, 175==3
le successive differenze D "= 4'n ~+'n —~
T (3) ’ m—g rr m_4 m==a

c'n +~ec. D "=a'n + b''n +c'n e

%) T m—23 r M0
ec. ; D(‘1 = T4 b + ¢'"'n ~+ €C., €C.;

avenlosi o' = (m~1)a, a''=(m—2)a’, " = (m—3)a",

a'?=(m—i)a'", ec., con la successiva sostituzione

otterremo a=mnA, e’ =m{m—1}A, a''=m(m—1)(m—2)A,

a''=m(m—){(m—2)(m=—3)A,a' "=m(in—1)(in—2)(m—3)X
. /

{(m—4)A, ec., e pero avendosi in generalea I =m(m—1)

(i=e2)(i=3) . .. (m—1:)A, col porre i=in—1, ne verra

« dalla
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232 § .
a.( ) = m(m—.) (m—2) (m=3)...2.1A, o0ssia ro-
. 7] = | 77 v |
vescmndoa.( )::.2.3...mA; ma a,( }z

(m)

{m)

D(m)( noagb),e D=z AP (XX1. n.° ¢8) pren-

dendosi il segno superiore quando m ¢ parl ,
1’ ipferiore quando m €& dispari: dunque sara

(m)

" =AP =j.2.3..mA,epero, cangiatalaletteram nella
(m)

s pl oy ;

L sara P(i;zm I1.2.3...p; ma il risultato, che s1

suppone nel precedente (n.° 101), nella ipotesi di

p=Fk pel cit. ( ». 101) diventa :-—-Pip;.Dunque
., 1

tal risultato sarth ===71.2.3....p, col prender-
si 1l segno =+, o "altro —, secondeo che il nume-
ro p € pari, o dispari ¢c. d. d.

- 103. Scol. 8.* 1. Sia k=p~+1. Poiché per lo §V1=
IUPPO delle potenze accennate nei ( n.t 96, prec. )
si ha nel valore della differenza D il secondo coel-

ficiente & = m(m:t) A

— (m—1) B, € quindi nelle

3
successive differenze Dm), D( ), DM), ec. risulta
b = (m—1) (m_g)a+(m—-2)b, O'= (m_@;mﬂ-g) a -+

2

(m—-S).’J', bur: (m-—gl‘(m—'m “r}+(m_4)bu , €C.; ne ver-

~ . - m(m.—-‘l)
ra, sostituendo successivamente, b=""";

A

m(m—1)}(m~—2)
2

oA (m=—1)(m—2)B,

(m—1)B, &' =

m(me 1) m— o) m-—~3)
a

= 34 =+ (o) = 2){m = 3 B
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m(m—1) . . . (m—4)
2 4A~+(m—1)...(m=~4)B, e in

h m—1) ... (m—h—1
generale b() = =) 2(m )(k+1)A -

(m=—1)(m=2). . .(m—N=—1)B', e col fare A==m=—2 avreme

b(m_2) — M Mmmee1)...2. 1 (m-l)A+(m_I)(m_3)' .2.1B.

P ——

bll’!

Ora pel (L. 7. 97) D(m-—-l) a(m—-z,n N ((m—z)
onde per la seconda delle Equazioni (XXI) si ha
(?72--2) (m_-l)

(AP(m_I) + BP(m_l) . Dunque pa-

ragonando questo col precedente valore della b(mmg),
(m) m{m—1)...2 .
sl otterra ""'P(m-;)' - - ---. (= 1) =
I.2.3 ...mxn-t:-r- » € supposto m—I1=p si avra
(p+1)
==x1.2.3(p+1)L, mail risultato del
& ’ > (p+1)
( n.* 101 ) nel caso di kA=p+1, & ::-—Pf) : dun.
L
que questo risultato sara ==%1.2.3...(p+ I\_-g_

osservata, rapporto al segni la regola del (1.° prec. ).
IL. 51 ponga & =p~+=2. Dal solite sviluppo
(.4 96, prec.) apparisce essere nella D il terzo cocf-

m(m—r)(m—2) A (m_l:l(m_g)B—i-{ﬂl—?-)C:

ficiente ¢ =
2.9

dunque nelle siccessive differenze D) D(g) D 4? ec.
avendosi

t o (RN m—0)(m—3) | (m—2)(m—3)
2 .3 . 2

C

b + (m=3)c,

w2} (772 3} (772, — —4
U e (m 2}(:3. 5)(”3 4) 4 (m )a(m )b. - (nz—4)c’
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grr = (MM ) o, (= Dn) (o

2.3

g 4

ecC.

con la sostituzione otterremo

—1) (m—2) RS h'd
c= 2 2( (3+2)A-+—

(m—1 ) m—s) B o (m _ 2} C ’

2

, mim—1). .. (m - 3) 2+__I__)A.+..
C 2, N (5 o/

(m—1)(m—2)(m—3) B 4 (m=2)(m —3) G
4

mm—1) . .. (m-—4)(_§_ . _Z_) A -

2

(m-—-I) {m--—"_).) 5 4 W (m—-ﬂ 3B+(m—2) .« s (m_-f‘-) C 3

2

(1 — m(m — 1) - . (m-—5)(___+ ____) A =+

2

(=) (=) R ) ... (m—5) C,

2

\ (1) . .. (Mm—6) [ 5 10

= 1)2_ (3“+2)A*
(me—r1) ... {m==0)

5B+(m=—z2) . . . (m=—6) G,

€C.

Ora nel coefficienti della A 1 numerateori 1, 3,6, 10, ec.
T 3

delle frazioni —5 > eC. formano una serie a dif-

ferenze seconde costanti, il cui termine generale

pel (n.° 95) si truova essere - k"'l) . Dungue avendosi

(B m(m—1), ' (m—k-—-z)( 7,:+1 h(h-%—‘f) ) A o

3 . ——
2 J

(m~1]
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(me1) ... (m—/7N—o2)
2
col supporre h=m—3 , ci verra
(m=—=3)
&

(2. B (m—2)...(m~h—2) C,

_

e m—p———

2 3 2 .2

Y.2.3.. . (7Memt)
2

= 1:2.3.m sm—a _ (m——3)(m——:1)) A

(172mm2) B 1.2.3... (m—2) C .
(m—2) (m—3) (m—3)
Ora pel (1. #.° 97.) D =a n* b T+
(m—3)
¢ , € quindi per la terza delle (XXI) si ha

(m~3) (m) (m-—1) (m—2a)

m
m——2) (1112 (172mmm2) .
Dunque tenendo conto de’soli termini, che molti-

Mm—2  (7m e 3)(m =2)
: e
3 2.2,

2

(m2) \ P(P‘?' 3)
o P(m_ o) 2 © posto m — 2 = p, sara (7)

. 1.2.3...m
plicamo A, avremo (

il

I

I.2.3...(p42 (P ‘ :
= - 2(p+ )(‘]g)‘ + pZ’:f_) ; onde 1l solito

. (p+2) :
risultato (n.° 1c1), che & = — P(p) > nel caso di

1.2 3.:p 2)(_;14_}777 1)
2 3

2.2

[ =p-+2 sara — =£

HI. Facciasi A=p-+3. Risultando percid nelle D
(722 g6, prec.) il quarto coefficiente

g = Tm=)me)m=3) y  (m—i)im—oym—3) o

2.4 2.3
(m_zg‘m_g)(]—i—(fn—-S)D , nelle D(g), D(g), D(4), ec
§1 avra

Algebra £
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y — (m=1)(m—d) (o) (me=3)(m—d))
a 2.5.4 2.3 b+
—3) (1~
(m 3.2(m ) ¢ (m—4)d,
d'— (m— 2) (m-—-5) L (m —3) (m — ,,4‘ (m —9) b -
5 4 2.9

(m_.4) (i) ¢ -+ (m—-o) d'

L)

e

du!:(m o 3) !; .'(,m—ﬁ)d” —te (m"—'4) (m""s) (m'_"6) "
2.3.4 2. 3
—0) {7 — 6 ' r
(m L( - ) ¢"" - (in—6) d ', eC.
3
e quindi sostituendo, € tenendo conto per maggior
semplicitd de’ termini soltanto, che contengono A,

otterremo

m(m-—-l)...(m-BL

— mm—1)... (m—3) T i
d ~ )(3.4 A+ ec. = )
T O O A
(34 373 -4-;?) -+= €C.
g = mm=1) .. (m—d) B e Acec. =
9 54 2.5
7177 T) (m—4) 9, a o
2-——-———-.-... .54-4-& 3+2.2)A+80-
f o mm—1) ... (m=3){ 3 6 1
d 2 (3 4+ 2.3 2.2 A +ec.
gramnm 4 8 YA e
2 5.4 2.3 2.2
' :___m(mu-—x) {m-——?)( 5 L2 10)A+ec.
3.4 2.3 2,9
q* — m(m—z) . (m—8) ( 20 ) A + ec.
2.2

ec. ;

ma nelle frazioni aventi il denominatore 2.3 tro-
vasi con le suceessive sottrazioni, che i numeratorl




ParTe IL 179
©, 2, 6, 12, 20, 30, e¢c. costituiscono una serie a
differenze seconde costanti, il cui termine genera-
le pel (n°95) & = (h 1)k, e i numeratori
©, 0, I, 4, 10, 20, ec. dei rotti, che hanno per
denominatore 2.5 . si trova , che formano una ge-
rie a differenze terze costanti, 1l cul termine ge-

nerale pe] eit.® (n.° 93) B (h 4 1) (h) (b — 1)

Lo )
Dunque risultando
d(k) — mim—1) (m--f:-ﬁ) h-{—{ (<4t 1Y
Y 3.4 2.3 . F
(A< 1) (R) (h— 1) ,
3.3. 44 )A+ec'
ne verra

A7 _1.2.3. .. m ( m—3  m=3Hm—

2 3...“,. 2.3

(m=—3)(m— 4 (m=5) VA _ ec.

2.3.4
. . . (m—3) (m—4) 3
e siccome pel (1.2 g6, yoa) D = g no =+
(m—4) = (m—4) (m—4)
b n o4 c n -+~ d , dal paragone col

quarto dei sisultati (XXI) otterremo

¥ 325 D i r_n_( rr:?,——j " (m-—?v)(fn—_/ﬂ . (m-—3\j(_77’f:_4)(m—5)
2 9.4 a, 3 2.9.4

. (m) 3 2 —
= P(m——S)’ e pero fatto m—3=p,

P(P+3)__ 1 23.;.(;7_;.3)( 7 +p(p-—1)+_p(p-—-l)(p——-2\),

(p) — = 2 3.4 2.3 2.3.4

onde il solito risultato (n.° 101) nel caso di & =p-+3
sara, osservata la solita precedente regola de’ segni,

— 1.2.3., (p=+3) L+p(p—r) +p{p—-—1) ({9-—2) .
2 3.4 2.3 2.3.4




(XXII)

(XXII

T
e

) 1—{m- 1) o3+ 1)mrl o . 0 )Lk s
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IV. Mentre st voglia k=p+4, p+5 5 €05 PO~
¢ranno sempre determinarsi con gli stessi metodi
de’ (prect 1}, LI, 1V ) delle espressioni, a cui si
(p+d plp+>)
Yy (P
riesciranno sempre pitt complicate , quanto ko di-
verrh piu grande.

Col mezzo poi delle indicate espressioni ( prec.d
I, 1I, ec.) vedesi, che potremo tante volte scioglie~
re pia semplicemente 1 Problemi de’ {nt 98, 100);
e vedesi , che dalle propricta ora dimostrate
(n. 1c1,ec.) altre se ne possono dedurre apparte=~
nenti al nuineri .

104. Probl. 3.° Determinare la serie , nella
quale giusta il (n.° 77) sl sviluppa la funzione

M o+ Nz = Pr s cc. Vam

uguagliano le altre P , ec.; esse pero

in cui la z ha un valere indeterminato.
. . 770 4= X
Sol. Sciolta percio la potenza (i—z) .

supposto
M~+Nz4-Prig-rc =V xm

— =T +Tzx -
) § 2

2
2 i m~fe1 m- 2

T z +ec+T z +T z  +1T x -+ €C.
9 5

3 m~=1 M4~ m—i-o
non si avranno per la solnzion del Problemes, che

o trovare i valori de’ coeflicientl T, T, T. ec,
X 2 3

Mottiplicato a tal fine pel denominatore 1—(m-+1)z
4+ ¢c., poiche risulta

£ mn
M + Nx + Px? + ec. <+ Vx =
2 ﬂ m meI
T o-Tx +T x4+ ¢ec.+ T z =T x .

X 2 3 -3 /750 2P
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. A )
¥ = + €c. =~ (m+1)T z—=(m+1)T 2 —ec. -
‘m3 X )
’: o, m , m+I | m—=-2
{m-1) T 2 —(m+3)T z  ={m+1)T z
m m-+1 m—1
' 2 _ : m
(m+D7™ T 2 ec. + At om o z =
o, 1 2 ==

—€C. =

, L Met-2,
xm+l.+_ (m+-0m 1 xm+ -+ €C
m 2 M1

ec.

(mgeym T
S

| m o BT met=2 .
w=(m+1)T z = (m+1)T z = (1) "I'3 r  ==ecC.
1 2
| m-x m=i-2
+~ T r = T 2  =*ec.

.I a

e poiche la x deve per la ipotesi essere indeter-
minata, e quindi I’ Equazione (XXII) verificarsi
indipendentemente dalla z medesima pel (I.n.®
202. Alg.} dovra essere

T =M, T —(m+1)T =N, T —-'{m+1)'T +'(m':')f.z.T = Pec.
(XXIV)

3 a I 3 P> 1

T —(m1)T L(nt1mq —cc. = (m+1)T =V,

Mo 1 m 2 77y emen 1 I

T —{m-+1) T +.(.'_n_t'.2ff'l" —ec.o=(m+1)T =T =o,
M2 m~41 = m 2 I

T —~(m=+1)T +(."_z'_f'_!_‘sz —ec.z(m+1)T*=T =o,

m-t3 m2 4 M1 3 2

eC.
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m -1 22 A

S1 ponga ora' T = An ~+DBn R §77) s
2

ec. + L (VIL.n.cr); col fare n=1, 2, 3, €Cs
-3 &1 avranno quindi =T Equazioni, col mez-
zo delle qualil si otterrauno, come nel (n.°g5), 1
valori degli m =~ 1 coefficienti A, B, G, ec. L es-

pressi pel termini T, T ,T ,ec. T , 1ma 1
1 2 3 Mt I

valori di questi termini ricavansi espressi median-
te gli m—+1 coefficienti M, N, P, ec. V della
funzione (XXII) ., servendoct delle prime rm--1 1ra
le Equazionl (XX1V). Dungne , eseguite le opera-
zioni necessarie alle determinaziont ora accenna-
te, si avranno cosil valon dei coeflicienti del ter-
mine (V1I) da moi supposto, € per esso inoltre s1
soddisfara alle prime =1 delle Equazioni (XXIV).
Ma essendo mz 1l grado del snppeste (VII); nella
(m=1) (m=t+1)
serie corrispondente risulta D =6, 2 =0
I 2
(1) : _.
[)3 —o, ec. (I.u°9g7), € queste differenze
(m=1) (m-1) (m—+1) . , .
. uguaglia :
DI , D2 , D3 ec. ugunagliano pel (n
83) nelle (XXIV) i primi membri delle Equazieni
$i - 2 CSIIna, M A4 3 estna, m ~+ 4 esiina, CC. , 1 quas-
1, tutii sono =o. Dunque 1l supposto termine
(V1I), nel quale si siano determinatl i coeflicienti
nel modo sevraccennato, escendo tale che soddis-
f2 a tutte le Equazioni (XXIV), sara esso eviden-
temente il termine generale della serie T, T , T,
1 a3 3
er., e {acendo per conseguenza in esso n =1, 2,
3, ce., si otierranno tuttl coefficienti della snp-
posta serie (XXilI), e quindi la soluzione del Pro-
blema.
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]'0......._,_):'('+?’ u
T la funzione data .

Sia per esempio

Eseguendo il calcolo precedente troveremo T =,
 §

T —4T =—=5, T —4T +6T=0, T — 4T -
2 1 3 2 X 4 3
6T = 4T =1, T —4T 46T —4T +T =0, ec.

2 I o 4 3 2 1
epero T —mi1c, T=35,T =80, T=151. Cio
1 3 3 4
fatto , poiché m=3, suppongo T = An3+ Bn* +
@ .
Cn + D, faccio quindi n=1, 2, 3, 4, formo le
Equaziont A+«B+C+«D=10, 8A+ 4B+2C+D
=35, 27A+ gB+3C4+D =280, 64A +10B+ 4C+D
— 151, € ricavato da queste (2.¢5) A=1, B =4,
C=6, D=—1, il termine generale richiesto sara
7S - G - O — 1 .
105. Prob. 9.° Data una serie algebraica del
grado m, il cui termine generale T uguaglia la
n
funzione (VII), cercasi guella fanzione, dal eui
svilnppo {n.°77 ) nasce la serie T +T z+T x>+
T 23 + ec. 1 2 3

Sol. Poiche tanti sono i coefficienti della (VI
guanti quelli del numeratore nella funzione (XX1i),
e poiche dallo sviluppo di questa nasce pel ( n.°
prec. ) una serie, 1 coefficienti della quale non
sono che 1 successivi valori della (VII) ; ne segue
che la funzione chiesta dal Problema dovra avere
la forma della (XXII). Supposta per tanto ’Equa-
zione (XXIII), nella quale 1 coefficienti M, N, P,
ec. V si prendono indeterminati, trovo, come nel
(n.° prec.) le prime m+1 delle Equazieni (XXIV),
e scoperti col loro mezzo 1 valori depl” indicati
coethicienti M, N, P, ee. V, Ii sostituisco mnella
(XXI), ed avro cos1 risolto il Quesito .



(XXV)

(XXVI)
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Se n4 — 10n2 =47 mia il ternune generale della
serie data, avendost T =—2, T =—17, T == 2,
I 2 '

T =103, T =332 pongo nella (XXII) in lunogo
4 5

delle T , T, ec. questy valori, in lucgo dell’ es-
I 2

onente m il 4, e poiché , truovate le Equaziont

(XXIV), risulta M=-—2, N=—-,P=63, Q==~

. s refets32 "-—-5"_,-*1*34- 7x4

37, V=71, sara la funzio-

(1—x}°
ne cercata. |

166. Def. ¢.* Denominato y 1l primo mem-
bre della (XXIII), e peste nel membro secondo
per maggiore semplicita le lettere a, b,c,d, e,
ec. invece delle T , T, T, ec. cosicche si abbia

1 2 3

y = a -+ bx+cx® + dxd+cxt+ec., € ora da (ue-
sta si voglia dedurre un’ altra Equazione, nella
quale il primo membro sia la z, ed il secondo una
serie contenente la y; 1" operazione , per cul cio sl
eseguisce , dicest Regresso delle serie.

10-. Probl. 10. Eseguire 1l Regresso nella da-
ta serie (XXV).

Sol. Posto y—~a=u, poiche quando x=o nel-
la (XXV) risulta y =a, e pero u=o, sl faccia
X = i =+ Bu* st 4 Fut 4 ee,
ove 1 coelficienti ¢, 3, 5. &, ec. sono da deter-
minarsi opportunameute . $1 sostituisca nella (XXV)
in luogo della = il secondo membro della (XXVI},
e risultando da cio

to—lbut =+ HCi 2 =+ 2;7743 + &4 =+ cc.

e 222003034 20yt 4 ec.

+ 2204 =+ cec.

- do3ud 30w 2% ec

+ cat u* 4+ ec,
ec.

AL gk
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yer la ragione stessa, che si & addotta nel {n.° 104},
8! otterrh b =1 ) [7‘,'.’? = Ca =0 s b'y = 20uf -+ (&330’
b8 + acoy 4 8%+ 3du®3 +ex* =0, €C. , € per conse-
T c act=bd S5bed~—1U2emmb5e3
guenza w = --, A === T 7 >

ec. Sostituisco questi valori nella (XXVI), pongo
y—=a invece della u#, e risultera per la soluzion

del problema

(}; ~a) c(y’—-a)" (.."!.C"——-Z}d)(_}’-—-a)a |
" P pu— y ] r— 4
(5c34-1% Shed)(y—a) | -

%
' . | , " T0—5x4 23
Nell’ esempio del (z.°104), ove si ha y= —(1_;}: 2
ed a=10, b=35, c= 80, d=151, e=254, €c. , otterremo
__(y=10) 8o(y=—10)* 7495(y—10)3 74915c(y—r0)*
— s e o F - -+ »
=73 35 355 35" o

108. Scvl. 9.° Presi nella solita serie T, T ,
X 2

T , ec. due termini1 T s T ., 1n
3 (N—1)p+N Np~+4N-1
cut N, e p siano due numeri interi, e positivi,
poiche 8 —1)p+N=/ si hLa =T.
poiche, posto (N—1)p+ s1 T(N-‘-x)p-;—N Th’
e T =P , apparisce che tra i supe
Np+N41  4p+1
posti due termini esistono altri p termini della se-
rie data, cioe 1 termini T , T ,ec. T .
Bt -0 h4p

109. Def. 2.” Supposto nel termine T
(N—1)p+N
{n.® prec.) N successivamente =1, 2, 3, ec., la
serte T , T s T s T ec. suol dirs1

1 p+2 2p-+3 3p44
rapporto alla prima T , T , T , ec. interrotta,
1 2 3

noiehe difatti non e essa, che la prima, trascura-
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ti fra egni due p termini (n.° prec.). La prima
poi rapporto alla serie interrotta suol dirsi conti-

nuata.
110. Probl. 11.® Data la serie algebraica, il

cui termine generale € la funzione (VII), si do-
manda il termine generale della sua scrie inter-
rotta (n.® prec.) per un interrompimento di p ter-
mini .

Sol. Ritenuto denotarsi con la T, la funzione

(VII) , si esprima con la ty 1l termine generale ,
che si cerca: Ora dal termine T ottienesi Paltro
¢y sempre , € solamente ogniqualvelta si ponga
(N-—1)p+Ninvece din (n.°prec.), cosicche T(N-"-I)p-l-N
= tyy> qualunque sia P intero N. Dunque per

la soluzione del Prohlema proposto non si avra
che a porre nella (VII) =T _ invece di » il valore

(N—1)p+N=(p+1)N~p, e la funzione in N, che
se ne ottiene, sara evidentemente il termine ge-
nerale tNdella chiesta serie i1nterrotta.

Venga data ad esempio la serie
— , ==, =3, 1, 26, 73, 148, 257, 406, 6or1, ec.
e 3 ) X . 5 g . .
nella quale T =n%— 4n +35; s1 voglia 1l termine
ty con un interruzione di due termini, cosicche
p = 2. Pongo percio n=3N =2, sostituisco, e
risultera £, =27N% — goN? + 84N — 23 . Posto di-

fatti N =1, 2, 3, 4, ec. ne verranno 1 termini — 2,

o/ ) 1, 143, 6o1, ec., 1 quali non sono che il primo,

g Weserie il quarto,/il decimo, ec. della serie proposta, co-
me 81 cercava .
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r1t. Probl. 12.° Essendo
m =1 12,
aN <IN ~+¢N +ec.+l.-.-::tN

il termine generale di una serie algebraica, che
supporro esscre interrotta per p, termini, truova-

re il termine gencrale T della corrispondente
n

serie continnata , |
Sol. Ridotta la funzione (XXVII) alla forma

m m—1 m
Al(p+1)N—f) +B(/p=+1)N~p) “+C((p=-1)N—p)
= ec. + L, il che ¢ chiaro, che puo sempre farsi,
poiche si possono sempre determinare opportuna-
mente 1 coefhicienti A, B, G , ec. L, si ponga
(p=+1)N—p=1n, onde abbiasi il risultato

m me—1 (771 mte2.)
An +Br  4+Cnrn <+ ec. L. Ora quest’ ultimo a
cagione di n = (p+1)N—p altro non & pel(#n.*prec.)
che il termive gencrale di una serie continuata,
a cul corrisponde come serie interrotta per p ter-
mini, quella serie, che ha per termine generale
la funzione (XXVIIH), e pero la (XXVII). Dunque
la funzione (VII) altro non sara, che il termine
general domandato : ma essa (VII} risulta eviden-

temente dalla (XXVIII) col porre %1—?- in vece di
N . Duanque risultando nella stessa maniera anche
dalla {XXVI), s1 avra la soluzion del Problema,
col porre nel termine generale proposto in luogo

della N la espressione st N

=1

Percio se posto p= 2, si faccia nella 2-N3 —

- _, 77— 2
9cN? - 84N — 23 del (n.® prec.) N= 3
terra pel termine genervale della corrispondente se-
rie conttnuata Ja funzioue nd—~j4u 1, come di-

81 Ote

(XXVIT)

—? (XXVID)

(ViI)
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fatti dal citato (n.” prec.) apparisce dover esseré.

112. Scol. 1c.° 1. Vedremo {ra poco ., come sk
possano in pratica agevolare le sostituzioni indi-
cate ne’ precedenti { 7.5 110, Y11 ).

I1. Qualunque sia Pintero p indicante il nu=
mero dei termini tralasciati; dal preci ( nirro,
111) apparisce , che ce la continnata € serie alge-
braica, tale ¢ ancora la interrotta, € viceversa, e
che amendue queste serie sono dello stesso grado.

11I. E facile a vedersi , che tutti quel termi-
ni, 1 quall si otiengono dalla {XXVII) coi porre
successivamente N=1, 2, 3, 4, ec. risultano an-
cora dalla (VII), mentre si faceia in corrisponden-
Za n="1, p=+2, 2p+3, 3p+44 (n.°110); e vice-
versa quel termini, che ponendo n==1, 2, 5, 4,
€c. ricavanst dalla (VII), st ritraggono tutti ezian-
dio dalla (XXVI]) , facendo N=1, r+2 p¥3

ptr’ pt1

p+4 , ec. (n.® 111 }.

p+l . . - : ¥
713. Def. 11,4 Dati gli A& termini T . T
n n’
T ,ec. T (3 di una serie corrispondenti agli £
n" n

(%)

valori n', n”, n'"", e¢. n del numero n, 1l me-
todo di determinarc il valore di uno, o piu altri
termini intermedj ai proposti, ¢ che segucno la
legge medesima , quello ¢ , che si chiama metodo

d’ interpolazione .
114. Probl. 13.° Supposto, che i termini T ,
-

o - . -
T ,ec T (i) (7.° prec.) appartengano ad una se-
72

irr

F
n’

rie algebraica del grado m , trovare il valore dei
o BE g - ] .
termini , che nella serie medesima appartengono

, & @) )
aj numerin , n , 1 5 BCL
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Sol. O abbizmo il numero degli »', n' ec.

(h)

n > m, 0 non 1> abbiamo ; se si; allora ritrovoe
pel (#2.° ¢5) il termine generale della seric data,
e supposto essere questo la funzione (XXVII) non
avremo per la soluzion del problima , che a por-

&) (2" ’('g”’J

re in esso successivamente N=n , 2 , n ,
ec. Ghe se I’accennato numero degli »', n'", ec.
(%2)

z  sia non >m, eercherd anche allora I"1ndicato
tcrmine generale (XXVII}; ma rimanendo 1n esso,
come apparisce dal cit.® (2.° y5) uno o piu coef-
ficienti indeterminati, 1 valori dei termini richie-
sti risulteranno diversi secondo la diversita de’ va-
lori , che si vorranno attribuire a tali coeflicienti
rimasti indeterminati. In questo secondo caso adun-
quae 11 Problema € necessariamente indeterminato .
Se poi supposto »' =1, n' =2, #"'=3, ec.
()
n =m=1, fra ogni dae terminit della nostra se-
rie s1 voglioro interpolare altri p termini, i qua-
i scguano la legge medesima: allora truovato il
termine generale (XXVII) ( 7.°95 ), non dovremo
evidentemente, che o porre in esso successivamen-
te N=2F2 223 o0 272 optd oy

;:I:T’FFI ? pr’ p+1 ? per

3/7-{—2 .
P41 ec. ( IIl. ».° 112 ), ovvero fatto nel termine

¥ g . . .
(XX VII) Nr_—ﬁ-}p—, e determinata cost la {unzione
(VII) ( 2.®* 109 ), fare pol in essa surcessivamente
n=2, 3, €C. p+1; p+3, p+4, €c, 20 == 25 €C.
In simile guisa tutti potremo ottencre i p termi-
ni, che §’interpongono fra ogni due dei T, T ,

) § 2
T , ec.
3

[N

Fra e
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Data per esempio .]a, serie 2, ~, 4, 8, 14,
a1, 32, €c. il cul termine generale e N*—3N+4,
vogliansl in essa interpolare tre termini {ia ogul

due. Supposto percio N= f..'.j.;...... , ritrunovo, come

1 w174 377
10

successivamente =2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12,
ec. i tre termini da interporsi trai primi due tera

- : 2 28 2
mini 2, 2 della serie data, saranno el e =
16 16 16

nel (n.°111), la {unzione , € posto n

quelli da interparsi fra i due 2, 4 saranno ?‘(?; ,

4 : ‘ = . . . .
f; 5 fz , cosi gli altri da interporsi a1 duc 4, 8

77 : 994 !09 n \ . .
saranno -, g > —p > € C0slI di scguito. Suppo-
nendo n=r, 5, 9, 13, ec. & chiaro che deggiono
risultare i terminl 3, 2, 4, 8, ec. della serie da-




. '19'[
C 4 P O Il

Dei Numeri poligoni, e dei figurati ; delle serie
Geometriche , e delle Armoniche .

115, ef. 12.* Suppongansl i due termini ge-
nerali
w111 (g —3)12
t=(a—1)n—(a=2), T=! a ,

de’ quali il secondo uguaglia la somma generale
della serie espressa dal primo (n.°94), ed il pri-
mo esprime una serie algebraica di 1.° grado (».°
91), ossia una serie aritmetica (n.* 90,84 ), in cul
il primo termine & 1, il secondo a, ¢ la differen-
za costante € n — 1. Si faccia successivamente
a=1,2,3,4,5, ec. e nella sottoposta Tavola

(XXX) si scrivano le serie, che nascono in cerris-
pondenza ; avremo

1.° =1, =1, 1. serie 1,1, 1. I, I, I, €€.

T=n,2.% serie 1, 2, 3, 4, 5, 6. ec.

2.° a=2, t=n, 1. serie 1, 2, 3, 4, 5, 6, ec.

o n(n==1 . 4
T (2 )3.‘ serte 1, 3, 6, 10 15, 21, e€cC.

3%a=3t=2n~1,1.25eric 1.3, 5, =7 g, ¥1, €cC.
T=n® 2.4 serie 1, 4, e, 15, 25, 36, ec.
4.°a=4,t=3n—2,1.* serie 1, 4, 7, 10, 13, 1f, ec.

In—1 . 2
T="06n—"1 serie 1, 5, 12, 22, 33, 51, e€cC.
2

5.°a=5, t=4n—3, 1.* serie 1, 5, 9, 13, 17, 21, ec.
T=n(2n—1) 2. serie 1, 6, 15, 29, 45, 66, ec,

€C.

IXXIX)

(XXX}
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Cio fatte, 1 numeri, che foermano la serie seconda
chiamansi lineari, quelll della serie quarta si di-
cono triangolari , quadrati quelli della sesta , pen-
tagoni quelli dell” ottava, ¢ cosi di segnito, ehra-
mandosi percid in generale numert poligoni del
grado ¢ =+ 1 quelli, che nascono dal termine gene-
(@—1)n>~—(a=—3)1t

116. Scol.® 11.° I. Al numeri delle accennate
serie seconda, quarta, e sesta sl € dato rispettiva-
mente il nome di lineari, triangolari, e guadrati ;
perché con tanti punti, quante sono le unita, che
si contengono mnegi’ indicati numeri , s1 pUSSOno
esattamente formare tante rette, tanti triangoll re-
golari, tanti quadrati, i quali abbiano a ciascun
Iato tamtl punii, quante ualta esistnno nel nume-
ro n. Con tanti punti poi quante sone le unita
del numeri delle serie oitava, decima ec. s1 pos-
sono bensi formare rispettivamente tanti pentagont,
esagoni , ecC., ma riescendo questi generalmente di
forma non cosi regolare , come i triangoli, od 1
quadrati, sembra che agli accennati numeri s1asl
piu per analogia, che per altro attribuito 11 nome
di pentagoni, esagoni ec.

II. Dalla tavola (XXX), e pin generalmente
da quanto si & detto nel (n.°115) apparisce , che
i numeri poligoni non sono, che le somme succes-
sive dei termini di tante serie aritmetiche, ie qua-
11 tatte cominciano per 1, ed hanno per differen=-
za costante, rapporte ai npumerl lineari , lo zero,
rapporto ai triangolari la unita, rapporto al (ua-
drati il due , il tre relativamente al peutagoni . e
cosi di seguito.

117. Probl. 14.° Cercansi le somme dei nume-
ri poligoni.

Sol. Si truovi ginsta il (7.° 94) la somma gene.

(¢e—1)2—(a—3) n

nerale T =

rale della serie avente il termine T = o
= (XXX}
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| " |
(XXIX): avremo da cip S= 2= ""3’; —(a—4)n ;
ma (a—1 )’{3"‘37’53‘" (a—4)n = ( (a—l)n-—(u-[}) ) (nt=1) o
Dunque risultando
S — ((@— 1)n=—(a—4)(n-=-1)n

. )
2.3 *

col porre successivamente a =1, 2, 3, 4, ec. si
oiterra per la somma

; - < (n+1'n
dei numeri lineari § = — 5

dei triangolari g — (ntalnt1in

2,9 ’
: ]
dei quadrati § = @nt Untnm , - (XXX])
2.3
dgi pentagoni S ::(n_";)n ,

ccC.

118. Def. 13. Ai numeri, che risultano dalle
somme ora truovate si da il nome di Piramidal; ,
ed ¢ facile il vedersene la ragione .

119. Scol. 12.° Potremo ora stabilire le formo-
le generali, per cui si calcolano agevolmente le
palle da cannone, che si contengono nei mucchj so-
liti a formarsi negii arseuali, Imperocche questi
mucchj sogliono essere

1.° o piramidi regelari a base triangolare

2.° o piramidi regolari a base quadrata ,

3.° o muechy, in cui ciascuno strato & di fi-
gura rettangola avente il lato longitndinale wmag-
giore del trasversale, e frattanto, ascendendo , st
Y uno, che I’ altro degli accennati lati contiene una
palla di meno del prossimo inferiore ,

4.° o fimalmente, poste ad una determinata
distanza due piramidi a base quadrata regolari ,
uguali fra loro, ed aventi i lati delle loro buasi
{ra lor paralleli , e collocati fra le medesime due

digebra I3
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perpendicolari, si forma tra queste piramidi un
mucchio di palle a base rettangola, il quale dalle
parti delle piramidi ascende , appoggiandosi ai dor-
si delle piramidi medesime, e dalle parti degli
altri due lati ascende a foggia di scarpa, siccome
i muechj del ( prec, 3.° ).

Ora nel primo degli accennatl casi , chiamato
n il numero delle palle, che formano 1l lato del-
la bose triancolare, pel (2.2 117) la seconda delle
formole (XXXI) esprimera evidentemente il nume-
ro tatale delle palle, che s1 contengono nel muce
chio corrispondents |

Tal numera di palle verra nel caso secondo
rappresentato dalla terza delle formole (XXXI), po-
sto 1 il numero delle palle contenute nel lato del-
la base quadrata, |

Nel caso 3.2 denominato p-~ ;x il numero del-
le palle, che esistono nella cresta del mucchio, e
g quelle delle palle costituenti il lato minore del-
la Dase, si osservi, che per la natura del mucchio
medesimo ( prec, 3.° ) nello strato immediatamente
sottoposto alla cresta deggiono esistere o{p-+2) pal-
le , nell’altro, che snccede a questo discendendo,
ne deggiono esistere 3(p—+3), nel susseguente 4(p+4) ,
e cosi di seguito fino allo strato, che serve di ba-
se, nel quale si conteranno per conseguenza ¢{p—+q)
palle. Dunque il namero totale delle palle sara
(p-+1)+ .‘2([1-**:2)—!-.'-3(]7—1-3) + 4(p+1) , +ec. =+ g(p+yq) =
pli2+3+ 4+ ec. + g+ (17422 324 42 e+ )=

7q+1) 27 + g4 g _ (Bpt2g+1)lg+ 09

2 2.3 ' 2.3 !

Chiamato nel 4.° caso r il numero delle palle
esistenti nel lato della base guadrata di ciascuna
dclle due piramidi laterali, chiamato p— 1 il nu-
mero delle palle, che formano la cresta nel muc-
chio intermedio, e ¢ il numero delle palle, le
quali nella base di guest’ ultimo formano 1l late,
che & a contatte con una delle piramidi lateralis:
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le palle totali del mucchio di mezzo Verranno evi-
dentemente costituite dalla somma (p—i) + 2(p—2)
(3p—2g— Hq4=1)q
’ 2.3 "
€ per conseguenza , comprendendovi e piramid*
Jaterali, la somma intera delle palle sary

(3pmmzg— 1) g 1) (074 1) et 1yr

F »

(Spagae ) g4 1)g )

+ 3(p==3) 4~ .{.(p--_’” -+ €eC. —!-g(p:-g) =

£)

—

La sola formola

mero delle palle, che si contengono nei mucchj
rettangolar: ( prec. 3.°,4.° ) ; mentre sj prendano i
segul superiori nel caso del (prec. 3.°), gl inferiori
nel caso del (prec.4.°). Se presl i segni superio-
1, si faccia p=o, la formola istessa Servira evi-
dentemente pel caso del (prec. 2.°); e se finalmente,
ritenuto p=s o, si cambj il fattore 24 + 1 nell’al-
tro g+2, ne verra la formola pel caso del (prec.1.°) .
Ognuno puo agevolmente appiicare a degli e-
sempj le formole ora truovate. Se negli accennati
mucehj invece degli esposti vengano dati altri la-
i1 ; la natura de’mucehj medesimi, e la Geometria
Elementare somministreranno facilmente j mezzi
onde far uso delle sovraesposte formole nella de-
terminazione delle palle .
120. Probl. 15.° Si cerca il termine generale
di quella serie, nella quale si ha la somma generale
nin(—+ l){n-}-z)(n-[né'}...{n-]-p)
S = L2 (p+1) B
Sol. Posto n—i1 invece dj n , poiche risulta
S —g =n(n-o'—r){n+2)(n+3)...(n+p)
n P 1.2.3..,17(_/9-]-—;_)
_(n--—r) (n) (nd=1)(n=t2).... (7 4 Pt}
| 1.2.3...p(p-—f-:) o
—n(n4n)(n42)(n43) ... (04 p—i) (n +p—n)
~ o203 0 ip(pt1] | -

=3 - esprimera i1l nu-

(XXXII)
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(XXXV)
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=1 {(1=F2) (1 3)... -
W e e 1(2-5);) (1eP=0) 16l (HL.n.°81) otterreme
G2)(n+3)...(nFp—1)
I.2.3...p )

so1. Probl. 16.° Dato il termine genera]c.

__n,(n.+1)(n+2)(n+3)...(n+q)
T=— T 1.2.3..-¢q{g+1) ’
trunovare la somma corrispondente.

Sol. Poiché suppesto q=p — 1, il termine
(XXX1V) cangiasi nel (XXXIII), e questo (XX XIII)
non & che il termine generale corrispondente alla
somma (XXXII) (n.° prec.); ne segue, che essa
(XXXII) , cambiata la_lettera p in g+r1, esprime-
rchbe la somma , che corrisponde al termiune
(XXXIV). Ora pel (III. n.® 31) nel, determinare una
somma , devesi per la dovuta generalita aggiunge-
re una quantita indipendente da 7: dunque, chia-
mata questa G, avremo

pnt nt2)n4d).ntad) oo oma fatte

S= 1.2.3..(gF1)(¢=2)
n=1, risulta T = 1'2',.3"‘(q+—1—)—*1,
t I.2.3...(g=+ 1)
- 9 +2) L C=1+C, e pel (L.n.°81)

2.3.
I 1.2.3...(g+2)
si ha T =S . Danque avendosi 1=1+GC, sara
1 4
C = o, € per conseguenza
Swf_(nf*',lT)(.n+_2) (‘n+3)...(n+q+ 1)
— [.2.3...(qg+2)
sarh la somma general domandata .

125, Cor.1.La somma della serie, che ha per ter-
mine generale la formola (XXXIV) si ottiene adun=-
que , aggiungendo semplicemente al numeratore di
questa 1l fattore n-4-g+1, ¢ al denominatore l'ale
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&0 g2 (n.%prec); e il termine generale della ses
rie, che ha per somma la formola (XXXII), si ot-
tiene togliendo dal dividendoe, e dal divisore di
essa {(XXXII) gli ultimi fattori n+p, p+1.

IL. Col supporre nelle (XXXII), (XXXII) p, e nelle
(XXX1V), (XXXV) g=+1 successivamente =1, 2,
3, 4, 5, ec. poiche risulta 1n corrispondenza

T — 2 npt)  redn(eae)  npdgei)(n-2)(n43)
- 1 ? 1.2 1.2.3 2 1.2.3.4
nn-+1Y..(n<+4)
7.2.3.4.5 ec.
— nn41)  nndnn-2)  ninad-1)(nad-o)(n43)
S = 1.8 ° 1.2.3 2 1.2.3.4 » (XXXVI)
73(”"‘1){”4‘2””4—3){?’2""4) n{nd=1)...(n45) 6B
1.2.3.4.5 d 1.2...6 ? :
vedest .

- 1.°, che i numeri della prima delle série, che
guindi si producono aventi il termine generale

72 . . . i L. . Lot 0l
~—, non sono che i numeri lineari (n.*115), che

#
quelli della serie seconda, in cui T = “"{'3"')' o
non sono pel ¢it.® ( 2.° 135 ), che i triangolari, e
n(n=1)(n4=2)

1.2.3

quelli della terza, ove T = , non so-
no che 1 piramidali a base triangolare { n.° 118}).
E in consegucnza di cio, che, seguendo una sem-
plice analogia , al numeri tutti delle serie , le qua-
Ii hanno per termine generale nna fanzione della
forma della (XXXIII); st dicono Numeri figurati,
chiamandosi pei figarati di 1.° Ordine quelli, ne’
quali p =1, figurati dell’Ordine 2.° quelli , in cai
p=2, del 3.° quelli , in cui p =3, ¢ cos1 di se-
guito. La prima dclle linece (XXXVI) espone i ter-
mini generali di questi ordini successivi de’ Nu-
meri figurati,
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2.® Paragonando i termini della prima delle
linee (XXXVI) con 1 termini della seconda, e in
generale la formola (XXXIII) con la (XXXII),- ap-
parisce che le somme successive de” numer: figura-
ti del ;1. oxdme non sono che 1 numeri figurati del
ordine 2.°; le somme successive de’ numeri figura-
ti del =.° ordme non sono che 1 figurati dell’ or-
dine 3.°, e in generale le somme sunccessive de’
numeri ﬁgurati dell’ ordine pesimo sono 1 humert
figurati dell’ ordine p+1esimo . -

- 3.1 termini generali del Numeri figurati non
80no , prescmdendo dal segno , che 13 coefficien-
ti numerici della Formola Newtoniana, allorclié
I’ esponente della potenza ¢ negativo ( V. n.° 2c4.
Alg. ).
| 123. Scol. 13.* Quanto si & ora detto (#.° prec.)
dei Numeri ﬁgurati potra servirci a dimostrare 1
metodi esposti nei (#.4 206, 26g. Alg.,n.° 92 ) .

I.* Rapporto difatti al metodo del (. 206. Alg.),
suppongasi, che si voglia lo sviluppo della poten-

n

- za (I(.’L‘-!-]z}/) , Ove l’eeponente m € un numero in-
tero, e positivo. Supposto essers (qui sotto 1in
(XXXVII) , operato sopra 1 numeri @ , £, come ¢
stato esposto nel eit.? (n.° 200. 4lg.), osserviamo
nei termini, che si sono successwamente formati ,
primo il modo, con cui vi si contengono 1 nume-
i @, /i, secondo 1 loro diversi coefhcienti nume-
rici ; e riguardo in primo luoge aglindicatr a, &,
il metodo stesso di operazione (1.° 206. Alg.) mostra
che 1l numero a si contiene necessiriamente in tutts
1termini, & sempre alia potenza prima, e che I"altro k
$1 va cuc'(‘fie\]\arneme innalzando a]le podesla o®,
1.%, 2.2, 3.4, ec. fino alla mesima mnella prima riga,
alla m—iesima nella riga seconda, alla m—oesima
nella terza, ec., ed alla m—mesima = ¢ nella ri-
ga nitima . Dungue pwemnden(lo dai cocthcienti

numerici, t termini, che im (AXXVIl) formano
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I’ nltima colonna verticale , dovranno essere g/, 5
m—1 m—2, T3
ah , al: , al , ec. alt, @. Passando in
secondo luogo alla considerazione dei coefficienti
numerici, si osservi che questi nei termini della pri-
ma riga, altro, per la natura del metodo (n.° 206. 4/z.),
non souo, che 1, 1, 1. ec. Si ossergi®in seguito,
che nella formazione della riga seconda non facen-
dosi che sommare il primo termine della prima fi-
la, cioé @, moltiplicato per % col secondo akh,
poscia unire il risultato, che ne nasce, 2a% molti-
plicato per £ eol termine terzo «/*, quindi mol-
tiplicare il risultato 3a/® per 4, e sommarl® col
termine quarto /%, e cosi in progresso; si osser-
vi, dissi, che, cosi operando, si vengono nella
scconda riga a formare tanti coefficienti 1, 2, 3,
4, 5, ec., 1 quali non sono, che 1 successivi nu-
merl lineari (#.°115), e pero i successivi fignrati
di primo ordine (Il. #°122). Nella formazione del-
la terza riga, poiché non si fa, che aver riguardo
a1 termini della riga seconda, € sommare il primo
di gnesti, cioe @ moltiplicato per % ¢ol secondo
2ale , quindi moitiplicare 1l risnltato 3a/ per £
¢ unirlo col termine terzo 3ak®, poscia sommare
col guarto termine jah3 il risnltato Ga/i® moltipli-
cato per 4, e cosi di seguito; apparisce, che i
coefhicienti 1, 3, 6, 10, ec. della terza linea non
sono 1ntine, che le somme successive del successi-
vi numeri figurati del 1.° ordine 1, 2, 3, 4., ec.:
essi dnngne non sono chie 1 numeri figurati dell’

ordine 2. (II. n.° 120 ). Ne¢lla stessa maniera i
coetlicienti della quarta riza nascendo dal forinare
le somme suecessive dei cocthicienti della riga ter-
za , st vede, altro essi non essere. che i numeri
fizurati del 3.° ordine; in egnal modo si trova,

chie 1 coeflicienti detla rige qhinta non sONO clie 1
nomert fizarati dell” ordine 4.%, 1 figarati dell’ or-
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dine 5.° quelli della riga sesta, e cost in progrés-
so. Ora per la natura del metodo ( 1n.° 206. Alg. )
nella prima fila si contengono m =~ « termini, nel-
la fila seconda se ne contengono m, nella terza
m— 1, nella quarta m — 2, nella quinta m — 3,
ec., cosicché gli ultimi termini occapano il posto
nella prima riga m-1esimo , nella riga seconda 1]
posto mesirmg, lo m—esinio, nella riga terza, .nel]a
quarta lo m—zesimo , lo m~3esimo nella quinta,
e cosi di seguito. Danque -supposto nella formola
(XXXIIH) successivamente p=1, 2, 3, 4, €6. m=—1,
m, ed 1n corrispondenza n=m, m—1, Mm—zu,

m—3, ec. m—(m—2)=2, m=—(m=—1)=1, 3
coeflicienti dei termini, che in (XXXVII) formano
(m—1)m

I’ ultima colonna , dovranno essere 1,

| S 1.2

(m—2)(me=tim  (m~—3)(rrm—2){(m—1)m
1.2.3 ? 1.2.3.4 ?
m 1.2.3...m

— b

1 1.2.3...7

2.3.4...(m=—-1)m
" 1.2.9.4.. . (m=—I)

€C

=1, ed 1 termini medesimi comple-

m Mm=—1
t1 saranno per conseguenza ak , mah ,m._._..__(m""_{_l
a
m—2 m—3
171 (17100 ) (71 == 2) m(m—1)(me=2)(m—3) m—
ah 5 : ah .
2.3 5 2.3.4 ah

ec. mal , a.
31 moltiplichino ora questi giusta il {7.° 206.

| . . om M I

Algeb. ) rispettivamente pe’ termini p , p z,
M2 2 m—3 3 m=—i 4 7] e T m

_P @x s p Z F p ) x 9 ecC. PL. ) xX ’ Si

sommino , scrivendoli al rovescio, e poiche da cio
risulta

77 777 sl T 2 2 77 w2}
mim—r)
ax -+ mahpz ~+ ah p & -+ €Cc, =
%

4

¥
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RO e 9 me=—=I M=y m m

nm=1) .5, p x« -+ mah P x+ah p ,
2

sara questa appunto pel (1il.7n.°203. dlg.) la serie,

nella quale si sviluppa la data potenza a(x-+hp)™ .

. 5 m

Se si fosse proposta a svilupparsi la a(r+4) ; al-

lora avendesi p=1, hastava moltiplicare i termini

delf’altima colonna in (XXX VII) pe1 rispettivi termini
m

I, ~, x*, ec.x .
m

kla, ak, ah*, ah3, ah®*, al%, ec. ... ah

m m~—x
a , 2ah, 3ah*, 4ald, 5ah4,‘;_\ ec. . . 'Ta/z

Niema D)
(m—1)m op
1.2

a , 3ah*, 6ah®, 1nah®, ec.

(m-—z) m ahm—s

1.2.3 (XXXVII)

- | —3)..m 4
@« , Sah, ec. ‘(’2.._)47”“’2

a, 4ak, 10ah’®, €c.

(m—~4)...m _ m=—5
a,ec 5....5

€cC.

 £7A
X

II. Vogliasi lo sviluppo della somma delle due

7 T =X
potenze a(r+h) -+ b(r-h) . Seritti percio in
( XXXVIIl ) in una linea orizzontale i due coeffi-
cientr @, &, ed alla loro sinistra separato con una
lineetta verticale il numere /2, si ponga in una se-
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conda riga sotto del & il primo coefficiente &, e
~moltiplicato questo per % si sommi col sovrapposto
b, e s1 scriva nella stessa riga il risultato nh+b.
Cio fatto, si prosegua ad operare come nel (1.° 206
Alg.), e con la continua moltiplicazione per 4, si
determinino , e si pongano nella seconda riga i sue-
cessivi risultati ah®+ bk, ah3 + bh*, ec. fino allo
mn m—1
m-1esimo ah -~ bh . In seguito, scritto nella
terza riga il primo coefficiente a sotto di ek +5,
si operl sempre, come nel cit.® (n.° 206 Alg.) mol-
tiplicando esso @, e tuttii successivi risultati, che
ne vengono per /2, e sommandoli con 1 sovrappo-
sti , fino che si giunga al risultato mesimo. Scritto
poscia nella quarta dinea sotto di 244 + b il solito
coefficiente @ , si seguiti la stessa operazione cit.°
(7.° 206 Alg.) col moltiplicare per % il numero a,
e tutti 1 risultati successivi, e col sommar questi
con 1 risultati corrispondenti della linea terza, fin-
che si arrivi alla m—i1esima, e lo stesso prosegua
sempre a farsi, portando il coefficiente « d’ una
colonna semnpre piu alla destra, finche ginunga es-
0 a alla colonna ultima. Cio fatto, per poca ri-
flession , che si faceia , vedesi, che la prima par-
te della colonna ultima deve, per la natura della
operazion praticata essere composta di quegli stessi
termini, de’ quali € composta I’ nltima colonna in
(XXXVII) : 1 termini poi, cheé formano la parte se-
conda della medesima colonna ultima { XXXVIII)
vengono determinati come quei della parte prima,
ma cominciando il corrispondente coefliciente 2 ad
esistere una celonna piu a destra di quello, che esi-
sta @, ¢ chiaro, che tanto gli esponenti, come i
fattori Jel numeratori ne’ coefhicienti numerici dell’
indicata parte seconda dell’ultima colonna dovran-
no essere inferiori di un’ unita di quello che siano i
rispettivi esponenti e fattori nella parte prima.
Dunque 1 termini di questa parte seconda essen-
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o=z T2 (1) (M mm2) s

- do B, (m—1)bk . bh

S eCo

(m=1)bk , b, col moltiplicarli rispettivamente per
' {{am®’ m—1x
1, v, 2% x3, ec. =z , X , € col sommarli in-
sieme, otterremo una serie, la quale altro non &,
che la proveniente dalio sviluppo della potenza
m—1
b(v =+ 1) ; ma moltiplicando i termini della par-
te prima rispettivamente per 1, x, z*, z3, ec.,
m—1 m
a »  , si ha la serie, in cui si sviluppa la
m
alx+h) ( prec. 1). Dungne col moltiplicare i ter-
mini tutti dell’ ultima colonna ( XXXVIII ) i due
della prima linea per r i due della linea seconda
per z, 1 due della terza per 2, quei della quar-
ta per "3 , € cosi di sezuito fino a moltiplicare i
Lol |
due termini della riga penultima per z  , ed il
n
solo della riga ultima per = , si otterra come &
stato richiesto lo sviluppo della somma
m n~—1
alx+h) -+ b(r -+ 1) .
hla,b
a, (ah+Db) , (ah®+bh), (ak3+Dh?) , (ah* +bl3) , ec.

s % % & % 5 & & 0w @ @ (a/zm-l—b/zm-_l)

a,  (20h+b), (3ali*4-250), (3al3+30h2) ec.

a

(m

. e e (—-—-a]z l-+---—-~- Y e )(XXXVIII)
(3ah=+1) , (6ak -4-35]2)
L (o e e

1.2 €C. 1.2

a, (mah + b)

&
€C.
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III. Si cerca di sviluppare la somma
m TT emsn I m=—2 | :
alz-+N) = (x+h)  —=clx=+) . Pongansi a tal fine
in {(XXXIX} in una linea orizzontale i tre coeflicienti
a, b, c, ed alla loro sinistra disgiunto con una
stanghetta verticale il numero 4. Scritto in segui-
to a sotto di &, si moltiplichi esso a per /2, e co-
me nel ( prec. 11} si sommi il prodotto a/2 col so-
vrapposto &; scritto il risultato ah-+ 5 sotfo di ¢,
si sommi con lo stesso ¢ il prodotto di a/i+b per
7., e posto alla destra il risnltato ah® +~bh—+c, si
prosegua , come di sopra, a determinare moltipli-
cando sempre per £, ed a scrivere sucressivamen=
te nella stessa linea seconda tutti i risultati, che
ne vengono, fino allo m+1esimo. Nella maniera
medesima del (7.° 206 Aig.), e dei(prec. 1, 11) st
determinino 1 termini di tutte le altrerighe ; e dopo
cio e facile a vedersi, che I’ ultima colonna & necessa-
riamente cotnposta di tre parti, la prima, e la seconda
delle quali non sono evidentemente, clie la prima, e
Ja seconda dell’ ultima colonna del (XXXVI{II); la ter-
za parte poi venendo determinata come le altre , e co-
minciando in ciascuna fila a nascere dipendentementa
dzl coefliciente ¢, e pero nel terzo risultato, dovra
negli esponenti del numero %, e nei fattori dei di-
videndi nei coefficienti nnmerici contenere due uni-
ta di meno, di quello, che si contengono nella
parte prima; ed essa terza parte per consegnenza

| m—2 w3
sari formata dai termini ¢&  , (m—2) ch 5
—3 ) (m— 3 777 . qe
i 2( ' eh b , ec. Col moltiplicare adunque

i termini totti dell’ ultima colonna (XXXIX), 1
tre della prima riga per 1, i tre della riga seconda
per o, quei della terza per #*, quei della quarta
perz3, e cosi in progresso fino a moltiplicare 1 tre
Mm—2
termini della fila antepenultima per x , 1 dus
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i————

della penultima per 71, ed il solo dell’ ultima

per ™ , risulterd per tal modo evidentemente
la serie , nella quale si evolve la data somma

m m—ij N
(24+7) = b (xh) -+ (x+/1)
hia,bc
a, (ah=+D), (ah®~+bh~c), (ah3+bh+cl ), ec.

m 177 e | N 22
(a]z, ~+bh —+ ch )
&, (2ah+ & ), (3ah®+ 20h+c) , ec.

m 7—1 N9,
(T 6.372. -i—---i--- bh b o

1
(XXXIX)

me—1 m—2 77—
ch )

IV. Che se la somma data a svilupparsi sia
composta di quattro, cinque ec. potenze successive ,

e anva—

ciot se sia la alz+f) = bla+l) -+ c(r+h)

+ d(z + k)m-—--a, oppure la a(x-c—/z)m ~+ b(az:-+—k)mmI ~+

Fd
s

ec. 4+ ¢ (x + /1) 4, ec. ; otterremo la serie richie-
sta , operando sempre come precedentemente , e co-
me nel (7.* 206 Adlg.), avvertendo pero di porre
nella prima linea orizzontale, come nei (prec. 11, 111,
e come nel (7.° g2) tutti 1 coeflicienti supposti
&, b,c,d, ec., ¢ avvertendo , nel formare la li<
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nea seconda , di sommare ciascun risnltato, che si
ottiene successivamente, con il coefficiente SOvrap-
posto , finche tali coeflicienti siavo esauriti affatto .
Operando 1n simile guisa e chiaro che I’uftima co-
lonna sara formata di tante parti quante sono le
successive potenze supposte; che le prime tre di
queste partl sono quelle stesse tre, che formano la
colonna ultima in (XXXIX) ; che la parte guarta,
mentre ¢ della forma medesima delle precedenti,
contiene poi negli esponenti di 2, e nei fattori dei
numeratori nel coeflicienti numerici tre unitd di
meno, di quello che si contengano negli esponen-
ti, e nei fattori della parte prima; che la parte
quinta, avendo anch’ essa la stessa forma, contiene
negl” indicati esponenti e fattori quattro unita di
meno di quello che nella parte prima, e cosi di se-
guite ; e tutto cio perche mentre I’ operazione so-
pra tuttl i termini ¢ sempre la medesima, 1l coef-

ficiente d poi appartenente alla potenza (Z(&C—I—JL) "

non comincia in ciascnna riga a mettersi 1p cam-

po > che nel risultato quario, il coefficiente ¢ appar-
A

tenente  alla e(r+/%) ' non comincia in ciascu.
na fila ad apparire, che nel risultato quinto, e co-
st in progresso . Dunque i termini, che costitui-
scono la quarta parte dell” ultima colonna essendo

m-—4 (mem3)(m—4) P m=—5
; X

PTiowme3
ah 5 (m~3) dh h ,ec,

- 2
quelli , che formano la parte quinta essendq
m— M= AT PO m—~6
el 4? (m—24) eh , 42(m ) el , €C.;

ne segue , che moltiplicando 1 termini dell’ ulti-
ma colonna, quelli della prima fila per 1, quelli
della fila seconda per =, quelli della terza pera?,
€c. , otterremo uvp risultato totale , il guale non
sara , che la serie, in cui si sviluppa la somma del-
le date potenze, |
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Percio se la somma data a svilupparsi sia la
m =1 m—2
a(z+n) +b(z+h) + c(x -+ k) -+ ec. (XL)
Sk )+t (x+h)+u
da quanto si ¢ detto nei (preci 1, I, III, Iv)
apparisce, chie la serie richiesta sara

m =1 )
(wh = bh +~ ch + ‘€C. .+ .
e v o AshPath+uyr , . . ., . . .
' m—1I nm-—2 m--3
+(mal +(m=1)bk  4{m=—s)ch + €C. . .
L o 2 T
(m— m—2 1) (rm— —3
e (ma/z e (m=-1)lm—a) b/zm -+ . .« (XLI])
2 2
o (m_g)z(mhg) C/?I,m-4 -4 eC. wafes ) xa » . . » .
o (Hrmi =) S nind )
=+ (m ){;n 3 )m—4 c/z,m -+ €C. )x’

e€C,

124. Probl. 17.° Dato il Polinomio

m m—1 m—2
Z=az =+ bz ~+ €2 + eC.sz*+tlz+u, .., (_XLII)
nel quale I’ esponente m sia intero, e positivo, °
trovare con metodo spedito, ciocche esso Z divie-
ne, allorche s1 pone z=z +£% .

Sol. Poiché si vuole z =2 +%, € chiaro, che
s1 sara sciolto il Problema, meatre con metodo spe-
dito venga determinata la serie, nella quale si
evolve la funzione (XL), Ora o si vuole, che tut-
t1 1 numeri a, b, ¢, ec. h siano determinati, €
razionali , 0 nou si vuole.

I. Abbia luogo la seconda di queste ipotesi.
In simile caso , siccome i coefficienti @, 4, ¢, ec.,
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ed il numero % sono in tutto, o in parte quantitd
algebraiche , dovranno nel risultato, chesicerca, 1
coefficienti delle varie potenze della x essere for-
mati di varii termini necessariamente tra loro dis-
giunti: in conseguenza di cio st sciogliera nel ca-
so supposto il Problema ; mentre si determinino spe-
ditamente 1 termini accennati. Ora dal modo, con
cui si ¢ ottenuto il risultato (XLI) (I, ec.IV. n.® 123},
e dalla forma, che quindi ha esso acquistata , ap-
parisce , che i termini, i quali formano in (XLI)
la prima riga orizzontale, si ricavano agevelmente,
e immediatamente dal valore della Z , mentre si
scriva invece dell’ incognita z il nuamero 7% ; che
la riga seconda ritraesi dalla prima, col moltipli-
care ciascun sno termine pel rispettivo esponente
della A, col diminuire I’ esponente medesimo del-
la £ di upn’ unita, e col moltiplicare tutto per z;
che dalla seconda s1 ottiene la riga terza, molti-
plicando ciaschedun termine di quella per I espo-
nente della 2 , diminuendo ciascun esponente di
un’ unita , dividendo cilascun coefliciente per 2,
e moltiplicando tutto per x; che si ricava la ri-
ga quarta dalla terza col moltiplicare ogni termi-
ne di questa pel rispettivo esponente della %, con
lo scemare ciascun esponente di 1, col dividere
ciascun coefliciente per 3, e col moltiplicare tut-
to per x; e in generale , che una riga qualunque
pesima si ottiene dalla precedente p—1esima , men-
tre si moltiplichi ciascun termine di questa pel ri-
spettivo esponente della £, si diminuisca ciasche-
dun esponente della 4 di un’unita, si divida ogni
coefficiente per p—1, e si moltiplichi tutto per =.
Duunque essendo I’ operazione ora accennata assai
semplice, ed altro il risultato ( XLI), che ne vie-
ne , non essendo , che la serie, in cai si svilup-
pa la funzione (XL); ne segue, che coll’ eseguive
simile operazione, otterremo in (uesto primo caso,
quanto richiede il Problema, cioe otterremo col
me-
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metodo spedito ciocché divenia la Z | mentre inve-
ce della 5 st sostituisca z=+%2. Si voglia per escin-
pio determinare speditamente eciocche diviene |

235-—():4 + 328 4 jzz— 102— 10 , aliorche s1 po-
N¢ 5=z -+ /0 eseguita qui sotto [ OpErazione pre-
cedente , troveremo risultare

( 75— olid+35amP—1 0 fi—1 )+
R Y e T e
(1e/3—54h2+ o/, ~+7 )% A=
(10h—=30f a43) g3
( 5 —g)xt =

2w

IL. Siano i numeri a, &, ¢, d, ec. k tutti de-
terminati, e razionali, e siano 1astire interi. Ope-
rando come nei (prec. 1), potrebbest anche in gne-
sto caso sciorre il Problema; ma per la supposta de-
terminazione, ¢ razionalith {3’ nameri «, b,c,d,ec. i
dovendosi nel risultato ult;mo, chesi domanda, ridur-
re 1termini, che in (XLI) formano ciascuno dei coef-
ficienti delle qnantith 1, #. 22, 23, ec. ad un termi-
ne solo; I"operazione riescira sommamente pilt sem-
plice, se inveee di servirei del metodo del (prec. 1},
determineremo i citati coefficienti del risaltato (XL
coi stodo esposto net (I, ee. LV. n.° 123), ese-
guendo in esso attualmente le accennate successi-
ve moltiplicazioni , ed adidizioni . Gii esempj se-
gagnti rischiareranno di pin la cosa. Abhiansi a ca-
gion ¢’ esempio i due polinomj z4—3:34-052— 0715,
23°—1433—7, e si voglia , rapporto al primo z=r—3,
¢ rapporto al secondo z=z+>, Eseguisco qui sotto
(XLIL) P operazione indicata nel (IV. n.° 123),
avvertendo di considerare il Polinomio 2:5—r :3—9
come fornito di tutti 1 suoi termin] , ossia della
forma 2354054143012 4m0zm1 , e quindi di porre
tantl zert corrispondentemente a tatti i termini
Iancanti ; avvertenza , la quale ¢ necessario di ave-

Algebra 14
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re in tutti i casi, ne’ quali il Polinomio dato e
privo di uno o pin termini. Raccolti poscia 1 nu-
meri delle ultime due colonne , i risultati richie=
§tl saranno |

z4—1723+10522— 289z == 285,

225 +5024+486x34229022+5200Z+4493

—~3l1, =5, 6, —I0,— 15 5[2,0, =14, 0, 057
1,—8, 30, —100, 285 a2, 19, 36,180,900,4403
I, =11, 63, —289 2, 20, 136, 860, 5200
(LXIII) 1, =14, 109 2, 30,230, 220
Yy = 17 a, 40, 486
3 2, 50

2

III. Ritenuti i coefficienti a, b, ¢, d, ¢ec. in-
teri , sia A una frazione razionale. I metodil dei
( prec 1, 1I) serviranno eziandio nel caso presen-
te alla soluzione del nostro Problema: ma la bri-
ga di ridurre poscia alla stessa denominazione , €
di sommare insieme i termini fratti, che si produ-
cono nelle successive determinazioni, fa si che tor-
nerd assai meglio il far precedere ai citati metodi
dei (prec’ I, 1) la seguente semplicissima opera-
zione .
£
i

una linea orizzontale tutte le successive potenze
77lem N =—T1 m
Ts @5 05 10y 6C: B , I , i, e sotto di loro

rispettivamente gli m-~+1 coeflicienti @, 4, ¢, d, ec

Supposto = si scrivano in (XLIV) i

?
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$, ¢, u, ponendo lo zero, ove mancasse qualche
termine della Z (prec. I1); si moltiplichino quindi
le citate potenze ‘della i pei rispettivi cocfficien-
ti, si scrivano al disotto in una linea orizzontale i
prodotti , e con questi prodottl a, b, ci®, di3, ec.
considerati come coefficienti della Z, e col solo nu-
meratore g della frazione si operi come si ¢ fatio
con 1 coethicientl a, b, ¢, d, ec., e con % nei
( precd I, 11). Dopo cio si moltiplichino le quan-
tita, che glusta i citati (precd I, II) ci risultano,

quella della prima riga per —— , quella della ri-

z.m
ga seconda per -%:—;, quella della terza per
14
s " x3 .
= I altra della quarta per =3 e cosi

di seguito fino a moltiplicare la penultima per
x?ﬁ"""f R m | . .
7 » ¢ lultimaper » ; ¢ sommati poscia tutti i

p‘rodotti > 1l risultato , che ne viene sara la fun-
zione domandats .

. 2 3 I D, nm—1x m
«, b, ¢, d, ec. s, £, )
) s (XLIV)
_ 9 3 P m—1 m
a, bi, ci> di, ec. si 2 # , UL

Pesto per esempio Z=:5—6z4-023—4:2+ 10220,
. : 5 \
s1 voglia h:-zg—'-:::—g— . Operando quil sotto nella
mantera ora indicata, e giusta il ( prec. 11}, per=
che la frazione, e tutti 1 coefficienti sono deter-
minati , otterremo per la funzione richiesta
. 38 478

5 Iy 4 3 H
XY - LT e LV —— q: : :
3 9 27 81 2«*5
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1, 3, 0, 27 5 81, 243

I, =0, 8, — 4, IO, =— 20

5]1, ~33, w2, =103, 810, —4860

) 1

Se , posto Z=7z3—5z%+102=~15, Si vuole la fra-

oione -2 indeterminata; trovate allora , come in
i

{XLIV) le quantita 7, — 5/, 10i®, — 153, formo Ia
funzione 7z3—3iz*+10i*3—15% , e formo piu sempli-
cemente la funzione medesima , col moltiplicare il
primo termine della Z per 1, il secondo per 7, il
terzo per i* ec.; € operando in seguito sopra que-
sta tunzione ottcuuta secondo il ( prec. I), e come
& stato ora accenuato , avremo, pel richiesto risul-

tato
'.H . -+ a - ) P F'-3 I
(03— 5ig* 410075 — 152 )x_i??

x

Z

-+ (2319% — [0I1g + 1022
- xz
~+ (215 —5) —

+ 7z’

Per riconoscere la ragione della presente ope-

L =

razione , si ponga in (ALl —:’—- in luogo di %, e
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o1 ridncane allo siesso denominatore tutti 1 terminl
di ciascheduna riga , risultera da cio

y vZ{A 77 === 1 e N—2 17 e R m-—x m ;
((Lg +Zjig ~+CL g —+=BC . S g 1L S-UL x____..m
e )
77 sn Y M- S PN
'+(nmg +{m=1)big  +(m=—2)ci g + €¢. -+
777 i 2, m-—I. T
251 g=rlL T — Y
Z
mim—r) 77 2 -(m..'_;\;(m-.__g) ™m—~3
( > ag - big ~te
(ri—a)(m~ 3) ciffm_ér—b- eC, == ‘m-—-z+ C ) =~ '
2 = - Rb - €C. z.’m-—-—::. (XLV)
! r——1){nr——=t, M—0  {(meamt)(m=2)(m=—231, . m—d4
- mip—1){m n)a(r L\ ) )7 d)blﬂ' .
2.3 & a.3 o

[

r- ~h
— 21 Nl— 0 a<
77w SV T [ { RE— ; _
( ) : { 4)05& _hec.)
2. D

cC.

Ora sc la data funzione (XLII) 1nvece de’ coefficien-
ti a,b,c, €. S, t,u, CONLENCIE cli altri
n—2 m-——1 m
11 , i , e se inveee di

a ) Z)i ’ Cl:'a 2 ep. ‘q?’ , . -
7, si ponesie i1 numero g esceuendo le operizmoni

de’ (precd 1. 1), risultano evidentemente da pri-
Yogl l 2 -‘TL\T )Q.'wt 3 t1 ] VS
ma le quantita, che 1n (XLV) esistono tra le pa
rentesi, € in seguito moltiplicando queste rispet-
T a*
tivamente per T 1 2 im-—ﬂ, ec., € somman-
i
dole si ottiene appunto tntra la stesa funzione
(XLV): danque tale funzione pel modo con cul st
& determinata , altro non essendo, che cio che di-
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viene la (XLII) , allorché si pone z=z+ -£-, ne se-
'

gue , che ec.

Se fossero frazioni ancora aleuni , o tntti i
coctlicienti a, b, ¢, d, ec.: allora converrebbe ri-
durre da prima simili coefficienti allo stesso deno-
mivnatore , € pol operare come precedentemente |,
prescindendo dal divisore comune, che poi si po-
ne in ultimo .

125. Scol. 14.° 1. Dalla prima linea del risul-
tato ( XLI) apparisce , cire "uitimo dei valori, 1
quali col metodo del (1I. gn.° 124 ) s1 ottengs-
no, aliro non ¢ se non se cido, che diventa la
{ XLII ), allorche alla z si di un determinato
valore 2 ; e quindi st vede una ragione del me-
todo usato a risolvere il Problema del ( n. 252.
Alg. ) pru generale della ragione addotta in quel
luogo .

II. Se mella frazione £ del (I n.° 124) il
denominatore 7 sia una potenza esatta, e positiva
del 10; allora potremo o ridurre la frazione a for-
ma decimale, e servirei per la soluzione del solito

Problema (n.° 124) soltanto del (1I. n.° 124)), op-

q
pure snpposto /=10 , st potranno aggiungere g zevi
alla destra del coefliciente 2, ag zery alla diritta
di ¢, 3g zert alla destra di d. e cesr di segulito
venendo cost, giasta il (I 7#.° 704) a moltipli-

- g 2¢ 2 3q 3
carst b per 16 =i, ¢ per 10 = . dper jo =

E—

[ - - - ,
ec. ; e po=cia proscguire 1l calcolo come nel citato
(L n.© 124) .

r

. . . a
III. Se mai si voglia z:{f’l; allora otterre-

mo ciocche diviene in rorrispondenza Ia (XLIT),

mentre nel risultato (XLV) ottenuto secondo 1l




ParTr IL 215
(III. n.° 124), clascuna potenza 7, &, z?, z3, ec.
m
della z si divida per la stessa potenza i .
m(m—r)

o =1. b—=m,c=
126, Teor. 6.° Supposto ¢=1, > ,

__ m(me—r)(m—a) __ m{m—1)(m=—2)  m{m—r)
£ 2.3 5 60 = 2.9 =T

i=m, u=1, e sostituiti questi valori nella (XLV),
io dico , che, prescindendo dal fattori

2

2
1 o x » » 9 .
— Tz m—a > €C- la prima riga dell’ indi-
i i :

7
cata funziene diverra = {g=+i1) , la seconda riga

m—1 m{m—1) M=l

=m(g—+1) , la terza = ——— (g-+1) » la quar=-

m—_-s * * ]
-+7) , e cosi di seguito.

ta = 3

2.

m.{ n—r1) (m—2) /
\

L

ol

19

Dim. Rapporto alla prima riga & facile a veder-
si la verita di quanto abbiamo asserito: i1mpercioc-
chi per I’ indicata sostituzionc essa Tigd diviene

m m-—1 (m—1) > =2 m(rz:r.--—l)(m--—a)_3 m—3
: m y + I3 L éf +cc-
g =iy s L g 5. 3 XLVI)
1 { 171 § ) 7772 ) m—3 3 7 (17 1) m—2 2 =1 i
. 5 3 Z & -t 5 ) g 77 e g'—i-lf ?

ed & questa la serie appunto in cui si sviluppa la

m
potenza (v=+7) (II. n.* 1¢3 Alz.).

Riguardo poi alla linea seconda osservo nasce-
re essa col moiiiplicare ciascun termine della pri-
ma pel rispettivo esponente della g, e col dimi-
nuire tale esponente di un’ uwmta (L. 2.° 124).
Dunque nel nostro caso la seconda riga diventera



(XLVII)

216 APPENDICE ALL' Arervna
1m—1 Nie—2 m(m———l)(m—z) .2 TN

+ m (m=—1)ig -+ = i @ -

7?23‘
m(m—1)(m—a)(m—3) 2 M—4 m (i) (gremg) VO 2
2.3 l g +CC.~ 2 . 3 al £

mim—1y . me—2 i T

24 g +my ; ma questo risultato e

i 2

m-—1I 12, 9 M3

— 1 (g i (m—l) !;g —— (m—-l)"m—-a.) ?:

+

(??I"‘" I)(?}y——ﬂ)(??l"-g) .3 ?75"-"4 (n;{---] }(??'2-'—"'9‘) y 772"'_’3 *

2. 0 ¢ o —CC —rl, z &

2 L9

777 e, m—i yer oY |
“+ (m—1) ¢ g+ ) =m (o) . Dunque cc.
Prima di procedere innanzi si rifletta, che

n
mentre il risaultato (XLVI) e = (g+7) , essendo 1’ al-

o 0= mn m
tro ( XLVIL.) =m (v = (g7 X777, la s0-

L™

vraesposta operazione , quella cioé di moltiplicare

ciascun termine della funzioune (XLVI) per ]”es].-(,..
nente della g, ¢ di diminuire questo esponente ¢i
m
v equivale al dividere la quantita (o=1) pev oei
ed a moltiplicarla per Pesponente m. e cio Gralin-
que sia 1l numero m , poreche intero, e positiva ,
Agginngasi poi, chie se tatti 1 termini della (X LVT)
tossero moltiplicati per una guantiti stessa M ri-
sultcrebbero moltiplicati per M anche tutti i ter-
172
mini della (XLVII), e pero dalla M (/) si de-
77l wmam |

durebhe la m M (74) ,

Ora come nella funzione (XLV) dalla prima
nasce la seconda riga, cosi dalla seconda si produ-
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ce la riga terza, dalla terza la quarta, dalla quarta
Ja quinta, € cosiin progresso, purcie tatt] 1 termini
delta terza si dividano per 2, tutti quelli delia
quarta per 3 , tutti quelli della quinta per 4 , ec.
{L.n.°124). Dunque in consegucnza delle rifles-
sroni poc’ anzi fatte, la terza riga della fanzione

{XLV) rer la nostra snpposizione diverra

mim—:1 yy TTE e 1 .
= = )(g-!-z? , la riga quarta,
2 hnd '

2 ;
e ) . T— -
— m' n 1)l{m'___%_}(g+” la quinta
DD
71! 17 metem 1 ) Pt 2.} (112~ 3) -‘ m-——4
i ' (22} "
2.3.4 o
¢ cost d1 seguito. Dnnque , ec.
127. Cor, Nel caso, in eni g, 2 siano numeri
intert, ¢d m intero, e positivo, le righe della fun-

1 5

zione (ALV), prescindendo dai fattori — , ——_ ,
2 e m—I
—mT > €., altro non sono, che i valori, i quali si

oitengono nell’ ultima colonva verticale in conse~
guenza della operazione esposta nej (I, IH. 72.° 1 24),
Duncue allorquando le successive potenze 1,7, 52,

ec. ™ vengono rispettivamente molitiplicate pel nu-

. mim—1) . . .
meri 1, m, —- » €C. 1, € si1 eseguisca poscia

con il mumero g, e i prodotii ottennti, la indicata
operazione dei (I 1. 7.° 124), 1 valort dellulti-
ma colonna verticale altro non saranno che le quan-

I £2 Nni—1

tita (g'-l-z") ; m.(g-;—gf)

m(”“""_.’l(g-n) , ec. { n.°

2
prec. Y. Eeco eio da cui dipenide evidentemente la
dimosirazione di quanto ¢ stste asserito, e non
dimostrato nel (V. 5. 260. Alo.) . («)

(a) Nella solnzione in numeri interi . e positivi della E-
quazione 7 —+ 5y ~ 8z 4+ 4u zm 39 esposta ad esempio nel
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128. Def. 14.“ Se una serie ha i suol termini
in continua (n.° 204. Alg.) progressione geometrica,
tali cioe , che, come il primo sta geometricamen-
te al secondo, cosi il secondo stia al terze, ed il
terzo al quarto, ec.: Essa si chiama Serie, o Pro-
gressione geometrica . Tale per esempio e la seguente

3, 12, 48, 192, 768, 3072, ec.

129. Scol. 15.* Sia a il primo termine della se-
rie, ed m 1’ esponente della ragione geometrica
(n.°118. 4lg.} tra il primo, ed il secondo termine
della serie medesima . Essa sara evidentemente

2 3 4 ) n-—1
(XLVIl) a, an, am , am , am , am , ec. am
| esprimendosi al solito per n il numero dei termi-
7 X

ni, onde T =am . Nell’esempio del (z.* prec.)
n
n—1i
si han=3,m=4,eT =34 .

n
130. Prob. 138.° Determinare la somma genera-
le di una serie geometrica, di cui il termine gene-

n—1

rale sia am (n.° prec.) .

Sol. Poiche a & il primo termine della serie
7] o=}

supposta , ed am I’ ultimo (XLVIIL) , e poiche,
mentre si abbiano pit ragioni geometriche uguali
fra loro, la somma degli antecedenti deve stare al-
la somma dei conseguenti, come un solo anteceden-

( n.° 159. Alg. ), & sfuggito per mancanza di osservazione
un terzo caso diverso dai due cola accennati , nel quate la
data Equazione pud risolversi, come ¢ stato richiesto . Men-

o s . . I :
tre cola si faccia r= 11, risultando t <€ 11 —, 1> 14—, ¢
2 £k

-

dovendo d’' altronde il valore di ¢ essere divisibile esatta-
mente per 4, potra in corrispondenza avere il valore 12,
e da cio risultera per la terza soluzione z =1, ¥y == 4.

o= 3, Wam T
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te al suo conseguente ( VIiI#.* 137.4ls.), ne verra
1l |
S — am :8—a::1:m, € per conseguenza
a(mm —=1) __ al j—pit)

S = ———-—==

M- 1 1 w— 77,

. Nella serie del precedente

n
esempio (7.°128) avremo S==4 —1, e se n=26,
69
avremo S =4 — 1= /j40qg5.

131. Scol. 16.° I. Data viceversa la somma ge-
nerale di una serie geometrica , potremo agevolmena
te averve 1l termine generale (1I.7.°31).

II. Se nella serie (XLVII} si voglia il numero
a negat1vo; allora saranno negativi tutti i termini,

Vi ¥
risultando jn corrispondenza T = — am , ed

S al t—mm)
T 1—m

nente 2 della ragione geometrica; allora i termini
della serie si alterneranno nel segno, e siavra
A | alt-—{—m)n
., S = ‘
1m
III. Suppongasi » numero pari, e si moltipli-
ali==mn )  alr4mn)

i—m Y 2

. Che se si voglia negativo I’ espo-

T=a (—r2)

chino insieme le due somme

a?(1—=n2n)

ne verra il prodotto - o . Ora questo ultimo
I w—n

risultato non & che la somma della serie a®, a’m?*,
a*nit, a*m®, ec. ( n.° 130 ). Dunque allorche la
somma i un numerc pari de’ termini della serie
a, am, am®, amd, ec. si moltiplica per la somma
di un numero ugnale di termini corrispondenti del-
la @, —am , am*, — am? , ec. ; 1l prodotto che se
ne otilene , altro non & che la somma de’ quadrati
de’ termini supposti in ciascuna delle due serie .
IV. Elevando ciascun termine della serie (XLVIII)
ad una stessa potenza, per esemplio g ; la serie
¢ 179 q2q q 3q
@ s am ,am ,aim , ecC.,



200 Arrenbice Av Arncenra
| \ , 9 gle=i]
che ne nasce, sara essa pure geometrica, ed « m 3

/g - mqn) , : :
a ne saranno il termine, e la somma gec-

J w11,
nevale .
Col porre nella formola (IV) ( #.° 83 ) invece
¥{ v | n
dei termini T , T | ec. 1 valori am > QM
n =t 1
ec. poiche risulta
/ > : winea T e e 8
o —‘a(mp+n - pn plp=—1) i _
= — pm + m —
n n—i ) P
ec.xxpm =m ) =am (m—1)

avremo cosi una formola aseai semplice, da cui
s1 possono dedurre tutte le diflerenze delia serie
(XLVILH), differenze , delle qualt niuna potia evi-
dentemente essere , come nel {7.°g6), costante.

VI. Formando dalia (XLVIII) una serie inter-
rotta (7.°10cq9) per p termine , cioe la

p+r 2p=+ 2 Sp-4-3 dp~+4
a, am , am y Qi s QAN » €C. ;, Of=
e
sia supposto m =M, la

a, aM , aM?, aM3, a4, cc.,
In serie risultata sara anch’essa geometrica; ed il
suo termine , € la sua somina generale saranoo
- * CWT
N=1 PHON= Ny PN

i m])'-i- i

(XLIX)

L. Th —
aM —am _
* 2 1— Nl

VII. Potremo agevolmente interpolare (7. 1173)
p termini a due consecutivi di una data serie geo-
rietrica . Supposto difaiti, clie la (XL1X) sia la se-
ric data, bastera pel ( prec. V1) prendere un nu-

rtt
mero m:l/M , e servirci di questo, come di
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esponente della costante ragiono geometrica . La
serie interpolata sard nel nostro caso la

ptrr ptr P P+

I/ / |/ P
a, G M, a'/ M2, « M3, ec. « M. «M, ee.

VIII. Suppongasi nella serie truovata nel {1.078)
L= 1, x=— ms; sostituendo ne verra
7wl YL

" e 2. 2 3.3
— @ -+ gmz +am?.? +am’z° +€C.+am =

4 w— IS

amn:.n \ . . .
+ 22 Dunque —2— & la funzione dal cul svi-
L v 1125 Lomam 1} 2

luppo dipende la serie (XLVII) ( 2.° 77 ). Se sia

. i cisultand ak a a £ 3. ec

W= == lo ——= s o ol e e ——5%== €C.
az e ;

+ i B + ) col dividere tutto per %, e

@ a a a a
porre z=1, otteremo ;= — +73——|— T 5 v

123 o D ¢ 1a f )
+ €C. + I m unque 7— € la funzione,
dalla quale , eflfctinando attualmente la divisione

% . . . . a a a
indicata (7.°78), si sviluppa la serie — -5 =%

a . . . .
2 . ec. Ora qualunque decimale periodico ¢ del-

L+ 2
la forma
A by a a a A
- - = = +eC. =
P ob T pob R ok P T
1 o a a a
—— A = — e = -+ -+ ec.} , counte-
1ot 10f 10?4 10”1t 1017
nendosi nell” intero @ ¢ ciffre , e d’altronde, posto

7 . 9
.= 10 , abbiamo 10 —1 = ad un numero forma-
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to di tanti g, guanto viene indicato dall® intero
a

g . Dunque essendo — la frazione, da cui ri-

104 — 1

a a

sulta con la divisione attuale la serie —— -
109 1029

a . . . .
~~—3~ -+ ec.; quindi apparisce la ragione del me.

10
todo, che si tiene dagli Aritmetici, onde ridurre

un decimale periodico a frazione ordinaria, ossia 3
quella frazione, da cui e stato prodotto. Quantg
poi si e detto fin qui mostra, che il periodico de.
cimnale si accosta sempre pin al valore della fra-

zione, da cui nasce, e troncato il periodico stesso
a a

al termine per esempio ——, I’altro
" el
10 10 {{1c! —7)

esprimera esattamente la differenza clie passa tra

esso periodico, e la frazione.
b - O - - -
132, Teor. 7+° Se 1 tre termini a, b, ¢ song

in continua Proporzione aritmetica ; diviso per cia-
scuno di essi uno stesso numero M, i tre risultati

M M M . . -
= g S gy e sarannQ 1n continua proporzione ar-

monica ; e viceversa posti quelli in continua propor-

zione armonica saran (questlln continua aritmetica.

Dim. 1, Si verifichera la prima parte di que-

sto Teorema, mentre, posto c=2b—a (II. n.°127.4/s.),
M M M yy M M

risulti T T Ay (n.°140. 4lg.) .

M? _ (eb—a)M>

Ora a cagione di ¢ =256 —a, abbiamo =
ab abc

y N2 M? - M2 M2 M2 M2
= —— —— , onde sl ricava — —— =— ——
ac be ab “c ac be

. M/M M MM M s
(Y= — ), ¢ quindi fi-
4 € \a b J -

¢ PQI‘O 3 P

g
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— . =g Dunque ec.

nalmente " =

- e g N e : b
II. Nell’ altro caso, poiché si ha c:&f_—_-g, ot-

M _ M M(ea—b) _ MboMa—Mb_ 2M,
_M M _1 > M

c a ab ab - b

M
terremo — -

L] M M M ] - - »
1 n roporzione arit-
¢ pero A A e continua prop

metica. Dunque ec.
133. Cor. 1. In conseguenza del (L.n.° pre}’c.) $e
divideremo una quantitd costante M per ciascun

termine di una serie aritmetica a, a+d, a—+2d,
M M M

a=+3d, ec.; la serie che me nasce , > 7> 5oao

M w -
7234 » ©C. sara armonica, e pel (IL. n.° prec.) qua-

lnnque serie armonica potra sempre venire prodot-

ta nell’accennata maniera.
II. Il termine generale di una serie armonica

y By, 2 M
sara percio in generale T =nd
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CcCAPO IV

Dec Logaritmi .

134. Scol. 17.° Preso il termine generale del-
Nn—1
la serie (XLVILI) cioe am (72.° 129), si cangl
‘ y

in esso I’esponente n—1 nella 3, e si ponga am =r.
E questa un’ Equazione fra le due indeterminate
#, v nella quale agl’ infiniti continunati valori, che
si possono attribuire alla ¢ corrispondono evidente-
mente infiniti valori della x|, e viceversa.

135. Def. 15.° Una quantita, quale & la pre-

cedente m , che abbia I’ incognita nell’ esponente
dicesi esponenziale, e quindi Equasione esponenzia-
le dicesi quella, ne’ cui membri si contengono una

5
o piu di simili quauntita, tale & la snpposta am =x.

Jn (uesta Eqnazione poi i valori della x st deno-
minano Numeri , 1 corrispondenti della y Logarit-
mi, ed i1l complesso totale si de’ numeri, che d¢’
Logaritmi costituisce zotto un dato valore di a, ed
un dato di m, cio che dicesi Sistema Logaritmico,
del quale la quantith m si chiama la Base, ed il
coefliciente a 1l Profonumero .

136. Scol. 13.° Affine di indicare il Logarit-
mo di unma quantita, ci serviremo delle lettere ini-
ziali log., oppure Log. o piu brevemente delle sole
lettere I, L, onde le espressioni Log. P, L. P,
Log.(z+#), L{z+0b) significano rispettivamente 1 Lo-
garitini delle P, =z + 6.

Y
137. Cor. I. Dall’Equazione z =am (n.°134)
Il~
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ricaveremo adunque y=/z (n.5135, 136), e si avra

quindi z = am™,

II. Essendo le due Equazioni r=am’ y=1lp
1dentiche {ra loro, potra dalla prima conchindersi
la scconda , e viceversa.

ITII. Se si ha un’ Equazione X = z, sari ancora
in corrispondenza log. X =log.x . lmperciocche sup-

Y

posto log. X = Y, log.x =y, risultera X=am ,

x=am? (prec.Il), e pero aan:mn‘r, mY; 7,
e quindl a cagione della stessa base mz, in COIrispon-
denza Y=y, ossia IX =Ix. )

IV. Ritenute le denominazioni precedenti, dal-
la Equazione Y=y, ossia (X=/z s1 ricavera |’ E-
quazione X =z . Difatti dalla Y=y si ritrae tosto
I altra amY = am” , ma czm,Y =X, am¥ =z. Dun-
quc ec. e
V. Chiamato » il logaritmo dell’ unita, onde

lor. 1=w, sard 1=ma .

-

VI. Si faccia z = 2 ; ne verrd a':.:am-’; , € pe-

X0 1 imy; ma m” diventa I, l’[llalldofyz"--,o: Dan-
que un logaritmo del Protonumero € lo zero, e
quindi si ha la=o. R

VII. Suppenghiamo a=m; risultera m=am’ , e

. . -"""I L » . - 3 7 -
quindi 1 = @7 :7si divida per la Equazione
e
1 =am (prec. V), e ottenendosi 1 =m , (que=-

sta sara un Equazione vera , ogniqualvolta st ab-

bia Pesponente, in essa, della m uznale allo zero .

Posto dunque y —1 —e=o, giacche risulta y =

+o=1+/1, ne segue che il logaritmo della base
Algchra 18
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uguaglia 1’ unita piu il logaritmo dell’ unita mede<
sima . |
VIII. Al variarsi delle quantita ¢, m, varieranno
1 sistemi logaritmici (n.® 135); cosicche le due Equa-

zioni :::::amy;r:AMY costituiranno due sistemi di-
versi , e corrispondentemente ad uno stesso valore
della x sara il logaritmo y nel primo, generalmente
parlando, diverso dal logaritmo Y nel secondo .

188. Def. 16.*1] dedurre dalle Equazioni r=am?,
X == z rispettivamente le altre y = /=, (X=Ix cio
e, che dicesi passare dai numeri ai logaritmi; 11 Ii-
cavare poi viceversa dalle y=Ix , IX = Ilr le altre

J & ” " . . . .
xr=am , X= x st dice passare dai logaritm: as
numert .

139. Teor. 8.° Denominati 2', 2z, ="', «'" , ec,

dei r}um.eri_ qualsivo@_igno, ¥, ‘;f”, ¥, ¥'", ec.1
logaritmi corrispondenti; se questi formano una pro-
gressione aritmetica, quelli la formano geometrica ,

e viceversa .
Dim. Avendosi per la supposizione le Equazio-

. ¥ ti i’ ',’
ni ' =am’ , "'=am’ , 2" =am’ , a:_":amy ’
ec., si dividano esse successivamente I’ unma per
I 1 Y r

4 y -———Jf ) x"

-

: - » - w
1’altra , 'onde ottenere 1 risultati — = m
¥ A

Y v o P
=m? 7 = my 4 y €C. Ora

3 A1y

I. Volendosi ¥', "', ¥, »'7, ec. 1n progress;io-
2 d ' | RO
ne aritmetica , deve essere y''=—y' =y —y' =y =~

¥y =ec. { n.* 84.). Dunque risultando =7 7 =
rit .T" xu, 1"]',“

|
I

w__ 4 'Y
Wby 7 — m-y 4

&

= ec., ne verra o
. .

€C., € per conseguenza <-z', 2", 2'", x'', ec.
II. Che se s1 abbia da prima ==a',3",3",2'"
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o T

X x| . all 1
ec., € pero — = — = = ec.; allora risultando
A X v

m? =Y = =t Y = ec. a cagione della
stessa base m si avray'—y =y =y =y —ytr =
ec., € quindi = ¥, ¥, ¥, ¥'*, ec. Dunque ec.
140. Scol. 19.° 1. Suppongasi, che la serie geo-
metrica del (1l.2.° 13¢) cominci dal protonamero ,

/

. b A . . .
6 sia — = m. Protraendo in questa ipotesi la se-

rie supposta indefinitamente a destra, ed a sinistra
di @, ne verrd la indicata qui sotto in (L) nella
prima linea; ma la=o (VLr.°13;), e per essere

’

x . . .
— = m ; abbiamo y'=71. Dunque i numeri del-

la seconda riga pel (Il n.° prec.) esprimeranno i
logaritmi delle quantita corrispondenti nella prima

ec., a,m'_(p_H), amhp, €C. am s am y am

-+1

n

3 n
a, am, am®, am® , €C. am , am , €C.

ec.— (p+1),—p, €C. =3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, ecC. n,
n=+1, €C.
II. Si chiami P la media proporzionale geome-
n n-+1
trica tra 1 numeri am , am , risultando
2041
—— . I ¢ .
P=am 3 si avra IP=———(Ln*137); e pero il
logaritmo di questa 2ltro non &, che la media pro-
porziopale aritmetica tra i logaritmi rispettivi n,

n -1 . Denominata Q la media proporzionale geo-
’ ain—+i1 )

n W

metrica tra am , e P=am * , poiché si ha Q =

n

garitmo di questa seconda media geometrica altre

L)
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non &, che la media proporzionale aritmetica tra €

g 4 . ’ 271 .
logaritmi corrispondent: n, ——. Cosi proseguendo,

si vede dalla natura stessa dell’ operazione, che a
tutte le succcssive medie proporzionali geometriche
corrispondono sempre per logaritmi tante medie
proporzionali aritmetiche .
111. Nella nostra supposizione abbiamo z":a::2"*:a%,

2 ave'3:ad, 'zt (n0 131, dlg. ), ed 1 va-
lori de’logaritmi y', ", ¥"'s ¥'", ec. sono 1, 2,
3,4, ec. ( prec. ). Dunque mentre la ragions
2":a & duplicata della prima 2':a, il logaritmo y"
e doppio deil’altro y'; mentre le ragioni z'"ra,
'*:q, ec. sono rispettivamente triplicata , quadrn-
plicata ec. della stessa «":a, i logaritmi 3", ™,
ec. sono in corrispondenza doppio , triplo ec. del-
lo stesso y' ; e per conseguenza, supposto che la
ragione z’:e si consideri di 1.° grade, ciascuno dei
logaritmi »', 3", ¥, y'', ec. esprimera il grado del-
la ragione, che ha rispettivamente ciascheduno dei
numeri 2', z”, 7y, x’¥, ec. con il primo a, il qua-
le percio si chiama protonumero. Egli e da questo,
che agli accennati y', ¥, ¥, ¥'", ec. si da il no-
me di logaritmi, essendo questa una parola la qua-
le composta dalle due Ao, séprpis, che significa
Ragione dei Numert . -

141. Teor. ¢.° 11 Logaritmo del prodotto di
quante si vogliono n quantita nguaglia la somma del
logaritmi delle quantita medesime meno il logarit-
mo dell” unita ripetuto le volte n — 1.

Dim. Rappresentatesi con le z', ', &', 2’7,
ec. delle quantita qualsivogliono, e con le 7’5"

y"',y”’; ec. 1 logaritmi corrispondenti , si moltipli-

4 r

1

chino fra loro le Equazioni z'= amY, x' =am” ,

()
& =am”", ecc. s =am”’. , ayuta cosi la nuova
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n ’ 12 rr (?2)

si divida essa per I’altra 1 =am® (V.n°137) ele-

- - b e 1
vata alla potenza n—i1 esima, cio¢ per 1=a& X
(?Z—-I)w * ’ "o e (n)
m , & poiché risulta #,2°x" .. ...z =

J"+_}”“+_T“+ ge. - ](n)—-(n—l)m

am , e fatto = 2 z"...

4 " i n hd Y

M =z, Yy -l-ec.-x-y( ) (n+1) e =w , poiche

si ha z=am”, e quindi Iz =# (l.2.°137); avremo
F 1t / F Hr ?'I

Iz =" 7. .. x(n):y-a-_y “+y +ec.+y( )--(n-t-l]ca,

) perb l a2, .. x(n)z '+ lz" + Iz + ec.

~+ Z:E‘(n)—(?z——l)ZI . Dunque ec.

142. Teor. 1c.° Il logaritmo del quoto fra due
quantita uguaglia la differenza del logaritmo del
divisore dal logaritmo del dividendo aumentata del

logaritmo dell’ unita . 7
- - - - , )
Dim. Divisa I’ Equazione a' —am’ per I’ altra
"‘ ™ . » ¥’ ’ Fa
x''=am , e moltiplicato il risultato = _ »=r
_';L'ﬂ.

. \ - - x
per la 1==ame(V.n.°137) poiche si ottiene — =
=
’ ‘®
iﬂ 4 © bt .
am? Y e > sara /— =y -y o=l =z 1.
143. Teor. 11.° Il logaritmo della potenza » di
una qualunque quantitd x altro non & che il Loga-
ritme di essa a moltiplicuto per I’ esponente n me-
no il logaritmo dell”’ unita presso n— 1 volte.

Dim. St elevi la SL‘z(Lﬂly alla POtGBZ& 7, € 21 divi-
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da per la 1= T g ( V. z.° 137). Risul-
tandn da cio 2" =(mzn_;v—(n-1]w sl avra Iy = ny =
(n—1) w=nlex —(n—1)11. Danque ec.
144. Teor. 12.° Il logaritmo di un gunalunque
r
radicale |z nguaglia il Tlogaritmo della quantita
posta sotto del vincolo, cioe 1l lcgaritmo della z,
agsiantovi il Jogaritmo dell’ nnita moltiplicato per
r—1, e tutto diviso per Pespouente deiradicale, per r.
Dim. La dimostrazione di questa proposizione
non e che un corollario di quella del ( n.° prec.).

. \ T
Imperciocché supposto n=—, e fatte le opportune

r

sostituzioni , otterrassi 7/ xr = Ir(r—0)r,

r
145. Scol. 20.° Suppongast un sistema, nel
quale sia 1l Protonumero «=1, e |’ Lquazione

x=m’. In essa risultando 71 = o ( VI.n.%137), e

] » [ i FrF ! ! F n

qumdl Il " 2" . .. SC(?I)'“__"Z;L'-I-Z.Z"-PZ.Z’:"-!—BC.-!-Z:L‘( )
x’ n

(n.°141), Z"._-E"_ =la'—1z" (n.%142), lr =nix (.®

T Iz
113), "= —(n.°144); ne segue, che quando

il protonumero ¢ P unita,

1.° 1l logaritmo di un prodotto qualunque u-
guﬁ;-;lia la SOrgina Jder logm"itmi dei fattori: 2.° 1l
lo aritmo i un quoto ¢ ugnale al logaritmo del
dividendo diminuito di quello del divisore: 3.° il
logaritmo di una potenza ugnaglia il logaritmo della
quant'ta elevata a potenza moltiplicato per I espo-
nenie : 4.° finalmente il logzasiimo di un radicale
e nyurle al lorsritine della guantita posta sotto
dei segno diviso per "indice del radicale. Queste
proprieta souo di un massime vantaggio nei Galcoli.
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v46. Probl. 29.° Conosciuti 1 logaritmi di un
dato sistema { 2.° 135 ), determinare dipendente-
mente da questi il logaritmo di un dato Numero
in un altro sistema logaritmico qualunque.

Sol. Supposto essere x =am’ 1’ Equazione es-

ponenziale del sistema dato, ed z = AMY I’ Equa-
zione dell” altro (VIIL. 72.° 337), supposto denotarsi
con la lettera 7 1 logaritmi del primo, con la L i lo-
garitmi del sistema secondo, e supposto finalmen-
te , che la lettera x denoti in amendue le Equa.
zionl un medesimo numero, osservo, che prenden-
do 1 logaritmi giusta il primo sistema , dall’ Equa-

zione seconda si ha lz= JAM" (III.2.°137) = A~

MY (n0141) = IA4+YIM — (Y1) I1=11 (n.° 143 ).
' lr——IA
IM—I[1’
guantita, che si cerca. Dunque conosciuti dal pri-
mo sistema 1 valori delle quantita Ir, IA, IM, I1,
$1 otterra tosto con la formola truovata il valore di

Le.

147. Scol. 21,° 1. Sia A=a, ne verra Lx =

ma Y=Lz ¢ appunto la

Duanque sara Y =

lx
LM e 1

(VI.n°137), e pero Le:lx::1:/IM—=Ir. Dunque
se in due sistemi il protonumero & lo stesso, i lo-
garitmi di uno stesso numero sono in ragione co-
staute .

1. Avendosi dal (prec. 1) Lz’ :Lz" :: 15" : Iz",
apparisce , che in due. sistemi dotati dello stesso
protonuinero, 1 logaritmi di due numeri sono nella
medesima ragione nell” un sistema, e nell’altro .

11I. Che s¢ A= a=1, risultando Lx:%, ot-
terremo la soluzione del Problema del ( n.° prec. )

scuiplicemente col dividere lx per 7).
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148, Teor. 13.° Posta la base 'm del sistema

x =am? positiva, i logaritmi de’ numeri negativi
sono impossibili; mentre il protonumero a sz pe-
§1tivo, € se esso protonumero sia negativo, allora
sono impossibili 1 logaritmi de’numeri positivi .
Dim. Ognignalvolia il logaritmo, ossia il va-
lore della y sia reale, dovra necessariamente egse-
re maggiore, oppure minore, oppure ugunale ailo
zero; ma 1n tutti, e tre questi casi il valore di

r . ..
m” € positivo. Dunque nel caso del protonumero
positivo risultando sempre am’ > o, e nel caso del

protonumero negativo avendosi sempre — am” < ¢ 5
ne segue , che, mentre il logaritmo y sia reale il
corrispondente numero z dovra essere sempre 1l
primo de’supposti casi positivo, nel secondo nega-
l1vo , € pcro ec,

14y. Scol. 22.° 1. Poiche I’ Equazione — &= —

am? equivale all’ altra z =amY ; ne segue, che il
logaritmo di un dato numero negativo in un siste-
ma avente il protonumero —4 , ¢ la base m uguna-
glia il logaritmo del numero stesso preso positiva-
mentc nel sistema dotato della medcsima base m
e del protonumero +a .

II. Vogliasi la base del sistema negativa. Aven-
1 I T
dosile espressioni {—m) 2, (—m) 4, (—m) 6 tutte di
valore imntaginario , ne viene , che ogniqualvolta
la v, e pero il logaritmo nguagliasse uno dei nume-
I 1 1 .l . (_l‘ t 't _-?3-
20 4 6 ec. 1l corrispondente rapporto —
ehl 11”3 1 ora f: ] inari
sarenbe, nell” 1potes1 ora tatta, immaginario, € pe-
ro tale il numero z, mentre si ponga reale 1l pro-
tonumero a.

Il
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YIT. Per PP uso che si fa nelle Matematichice dei
1ogaritmi , 11 guale & grandissimo_, st vuole , che
posto il protonumero reale , a tutti 1 valori reali della
y corrispondano valori reali della z; mala sUppo-
sizione della Lase negativa non soddisfa a questa
condizione {prec. II). Dunque converra porre det-
ta base sempre positiva.

150. Probl. 20.° Cercasi di svolgere in serie la

quantita esponenziale n’ , qualunque sia il valore

della y.
Sol. Si ponga

m? =A+By+Cy>+Dy3+Eytaec.+My ™" -i-Nyn—t-cc.,
ove 1 cocflicientt A, B, C, ec. sono indipendenti
dalla y. Facciasi y = ¢ ; risultando da cio A = m®
= 1 per la ragione siessa, che s1 e adotta nel { n.i
2c1 , 2¢3. Alg. ), dovra essere

> 77T n "
=1+By+Cy?+Dy3+Eri+ec. +My +Ny 4 ec.
S1 accresca ora Ja y di una guantité indeterminata

i

£, Ne verra m'y+z =1 <+ B(J’-'-L) —+ CU‘*’Z)"*‘DU”"Z)’

+ E(y+:)4 o ec. 4= M=) + N(y=+z)" 4+ ec. e svi-

luppando , col tener conto solamente fino alla pri-
ma potenza della s, avremo

m” T*

(L1

=1+By+C, 3+ 3+Eylaec.+My " ' 4Ny gc. (LI

+3(B+2C}’+5DJ’9+.}E_)’3+CC.-I'-(I’l-"'l)hqynh Z4+nNy™ ! &+ ec. )

ec.
Ora, posta nella (LI) la z invece della 3, ne

viene m =i1-+Bz+ec., e moltiplicando fra loro le

. .. . . z
serie , a cm si ngnagliano le podesta m”, m”™ , col
non oltrepassare nella operazione la prima potenza
della z, otticnesi
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Ywem =1+By+Cy?+Dy3+Ey44ec. +My‘ +I‘~y -+ Ce,

P, +”(B+B’y+BC_y‘+BDy3+80~+BL’V By secc,)
€cC.

Dunque a cagione di m” 2= n’ X m" , essendo le
due scrie (LII) (LIII) uguah tra loro, e cio qualunque
siasi la z, dovra pel (#n.° 202. Alfr) essere

B+ 2Cy+3Dy* +4Ey4 +ec. nI\Tyn""'l = B « B 4
BC}/ +BDy -+ €C. -I-BNI : +ec

e quindi pel citato (n.® 202. 4l7.) avendosi B=B ,
2C=B*, 3D =BC, 4E =BD, ec. (iz—-l) N = BL

nN=BM, ec., otterremo B=3, C.... g ) == %—9
LIV} g o _BD _ B BM_ Be
= a3 7T 4 T a.3.4° ec. N= n 2.3.4.n - €0

4 B2 B3 B4
perom --I-I*-By-i—-——-_y -+. y3_|_ 2343/4 = ECy =

Bn n L] L] - .
y —+ec. Avvertasi, che in questa ricerca il

0.3.4....'1,
coefficiente B rimane necessariamente indetermina=
to, e cio per I’ indeterminazione della m.

151. Probl. 21.° Truovare per serie il valore
del precedente cocfliciente B espresso per la ba-

se m.
Sol. Supposto y =1, onde la (LIV) riducasi alla
B> B? B4

(LV) m_.1+B+-—-+;—3+25.4
si cerchi da questa col mezzo del regresso delle se-
rie (n.° 106} il valore di B, ed operando piena-
mente , come nel (7.° 107) truoveremo pel chiesto

valore di B risultare

(m—r)* (m—1)3 (me—1)4

(LVI) B=(m—1) = i — + —— — g

- €C,
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152. Def. 16.¢ La precedente quantita B, il cui
valore dipende dal valore della base m (n.° prec.),
dicesi Modiulo del sistema. Quel sistema lagaritmi-
co pol, nel quale tanto il protonamere , come il
modulo sono =1, dicesi dal suo Iuventore Nepe-
riane , € 1mpropriamente Iperbolico .

153. Scol. 23.° I. Pongasi nella (LV) B=:;

| § ) § Y

1 10 M == 2 o e s e = -= €eC.
risanltando da c = PP

= 2, 7132%1828459045123536 . . . , questo numero
esprimera per approssimazione il valor della base nel
sistema Neperiano (2.° prec.), valore, che per bre-
vita rappresenteremo sempre in avvenire con la
lettera e ; onde I’ Equazione fondamentale di tal
L] b y
sistema sara xr —=e .
Il. A cagione di ¢=1 (2.°152) si verificherh nel si
stetna iperbolico quanto e stato detto nel {n.®145):
ILI. Per la serie (LIV), e pel {prec. 1) avremo
nello stesso sistema
¥ I T "

e — e e e ™ -
€ T 2 2.3 2‘5‘4_-&-60 2.3.4...73 -+ €cC.

IV. Denotati con la lettera 7 i logaritmi nel

sistema iperbolico, e con la L i logaritini in un
Ve

altro sistema qualunque x=am , si ponga nella

(LIV) y=—; avendosi da ¢id m >= 1414 =+

1 T B

;3——%;3—.-4—-1—60.__6(}77‘80.1), otterremo m=—e , e

pero B=/Im (prec. 1I,n.° 145, VIL. n.°13-~); {’onde
apparisce , che 1n un sistema qualungue il modu-
lo uguaglia il logaritmo iperbolico deila base tor-
rispondente, e per la (LVI) mvremo quindi

(m—-t)2+ (me=—1)3  (m—1)4

lm:(m—l)-— - = F -+ €¢,

(LVII)

(LVLI)



(LIX)

(LX:
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V. Dzlla Equazione precedente m = & dedue

. ) § o . -
cesi — = e B, ma da quest’ ultima Equazione

» - . - X
apparisce , che quando m si cambia in — , B

si cangia in—B. Eseguite adunque simili mutazio-
I

ni nella (LVI), poiche risulta —B={ — —1 )

1 -
—— umam T
L

2

-~ €C. , e VEerra

__ (m=—1) (m—1)*  (m—1)3  (me—1)4
B =im= “m T T amf T 53 T 4mié
VI. Pel (n.2146), e pel ( prec. IV. ) sara L=

— . Y ; lx
_ la—la e nel sistema 2 = m sara Lz — 5 -

_— 2

154. Probl. =2.° Svolgere nel sistema Neperia-
no in serie il logaritmo di una quantita «.

Sol. Qualunque siano i valori, che si voglio-
no attribuire alla supposta z, potendo sempre evi-
dentemente supporre tanti sistemi logaritmnici, 1
quali abbiano tali valori per basi, potremo sempre
dire di ciascuno di essi, e perd della stessa x,
ciocche precedentemente si € detto della basem ;e
collocando per conseguenza nelle (LVIIL), (LIX) in
vece della m la z, avremo per la chiesta serie cor-

-+ €C.

rispondentemente
r—1)2 (r—1)3 _ (z—1)4
[z = (x—1) e S S 7 -+ €C.

_ {z=1)  (z—1)* (=118 (r—1)4
lxr == 7 Sy ~+- 353 G ~+ €C.

155.Scol. 24.° 1. Suppostolﬁ-zk , poiché si ha

X .
[ ~la=] “2‘:‘ (n.° 145), sara pel (V.n.°ad3) Lo = £l —
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e percio collocando nelle (LX) -Z—- invece della z,

otfterremo 1in corrispondenza

e S B LR
Lx_k( ~%ar T T3a3 4at + eC.

(r—a) (x—a)®  (r—a)3 (z=a)t
La:::k( — IS T T -+ ec- ) |
L y L ]
e supposto , anche nel sistema z=am , il proto-

namero a=1 , avremo
(x—1)*  (r—1)3 (r=——rT)}4

Lx:k((:c—-l}—- L e +ec.),
(z—1) (x—1)? (.'1:—-—1}3 (r—114

== Kk , ec.
Lz z T o T 33 44 =+

‘II. Si collochi tanto nelle (LX), come neile
(LX) z + 1 1nvece della z ; ne verranne quindi le
serie

3 3 T4 x x3
I s B, B BT
(2+1)=x— —+ Rl +eC., /(r+1)= il rsrae
23 c - LXII
S A OO (LA

L(a:—i—x):k(a:'«-_x2 +x; ——-——-1-60) L{ x+1)-'7¢,(

x? x3 x4
o m——— e e e ‘ .
2(z1j2 " 3{z4-1)3 4{x—+1 44 ec

X+ I

III. Si ponga a:.....-_—-, risultando I(zx +1) =
l(———-+-1) _.Z(H-& = I(z+b) ~1b, si avra
4, )-—-—-Zb-!—-—— z3 zh

ST ~ 4b4

155. Def. 17.% La precedente quantita £, che
(r—a) (r—n)

& ag’

-+ CC.

4~ €C. SOmmi~

moltiplicando la serie
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nistra la serie , nclla quale si sviluppa il logarit-
. " 3
mo di un numero qualunque x nel sistema z=am ,
dicesi Sottotangenie , o Suttangente del sistema
medesimo .

157. Scol. 25.° 1. Dall’ Equazione —E— =%k, e

dalle (LV), (LVI) apparisce essere la base, 1l modu.
lo , e la sottotangente di un dato sistema, tre quan-
tita dipendenti I’ una dali” altra, cosicché , cono-
eciutane una , potremo dednrre il valore delle al-

tre due; € sara
¥

k= (i—1)>  (—1)3 (m—1}4 o
(7= ] S B == —g— -+ ec
 { v v

—— =t e - .
R Py ey B

IT. Nel sistema iperbolico tanto la sottotangen-
te , come il modulo aguagliano I’ unita.

1I. Per (VL. n.°:53,1.n.°155) avendosi Lz —
klr , otterremo 1 logaritini di un sistema qualun-
que , nel quale i1l Protonumero sia =1, col molti-
plicare semplicemente 1 logaritmi del sistema Ne-
periano per la sottangente mnel sistéma suppo-

sto .
IV. Le proprieta dimostrate de’ logaritmi offro-

no un mezzo onde pruovare, che qualinque sia
I’ esponente, il coefhiciente del secondo termine
della serie , che si ottiene sviluppando la potenza

h — ; .
(z+7) & <empre Ry L Supposto difatti (z-;—b)b -
p —+ gz +rz*+ ec., osservo, che quando z=o ,

risulta p=ch; sostituito percio questo valore, e

posto gz =-rz + ec. = P, avremo Z(:z.-i-b')h == ](f)h-l-P) .

hz hz1 P P2

L per‘e hilb "'i"T —3"3'*'60."—:]51‘?4-2"5“5-21 -+= €C.
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(I, n.°155) . Si ponga ora invece di P il suo valow

Az z . h
re ne verri - — ec. = 397.“ — ec. Dunque avendos; -

Fiomes §

= 2,%” (1. n.° 202. 4lg. ), risulterd ¢ =174 (*) .

158, Teor. 14.* La prima delle serie (LXII) &
sempre convergente , oguiqualvolta si a.hbia z uon
>1, ed e divergente sempre, mentre sia > 1.

Dim. Per la riflessione fatta nel (1.°272. Alzg. )
la serie sara convergente , mentre i termini , che
Ia compongono, vadano, fatta astrazione dal segno ,
decrescendo sempre pin di valore, quanto piu si allon-
tanano dal principio della serie ; e sarh essa divergen-
te, quanto piugl’ indicati termini nell’allontanarsi si
vanno aumentando ., Ora presi, prescindendo dal
segno , due termini successivi della supposta serie

. . oD R " ]
(LXII) , in generale 1 dus % ® nEr * © chiaro,
che, mentre sia z non > 1 , §1 ha sempre — 3> —
s

Dunque in questa prima ipotesi il valore dei tep-
mini successivi diminuendosi sempre di piu, la
serie sard convergente. Sia in secondo luogo x>1 .
Fatto in questo caso x=1-+z, avremo z> o , €
siccome 72 pud aumentarsi all’ infinito, si ponga

; I .
aumentato fino a risultare >-—:! ne verra nz>1,

€ Pero nz~+n>n-4i; ma nz-+n=nzx; danque es-

sendo nx>n-+1, 81 avra — — = . uindi
? NI T & 9
.‘1'"'+x .In L ! -
> ——: onde la serie sari divergente,
i1 n
159. Scol. 20.° I. Quanto si ¢ dimostrato pres«

. ("‘)9 Paoli Supplemento agli Elementi di Algebra Opuscole
. B.U 4,
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sentemente della prima delle serie (LXII) € chiaro
esserst dimostrato ancora della serie terz., ¢ della
(LVII), dicendosi in quest’ ultima della m — 1,
ciocche nelle altre dne si e detio deila .

II. Allorché sia @ >1; saranno evidentemente con-
vergenti la seconda, ¢ la qnarta delle serie (LXLL),
e tale sara la serie (LIX), quando m—1> 1.

III. In couseguenza di ¢10, se venga richiesto
il valore del modulo B, data la base m del siste-
ma corrispondente ; otterremo tal valore per appros-
gimazione , servendoci della serie (LVI) quando
m—i1<1, e della (LIX), gquando m—1>1. Fa-
cendo m =10, 81 avra
(9, 01* (0,93

B=c, 9+ ——+—5—+ec.= 2 302585092094045084 ...

160. Teor. 15.° Nella snpposizione del numero nin-

o & < J Y \n
finitosaraé = (1 + <) .
3
1n{1m——t) o
2

an

Dim. Abl)iamo (1-—}-1)7”:: 1=y
n

n(n—1\n-=—a) 3 72(17mmY )72 o2 ) (123

2.5n3 2.3.4n%
N Neat) X1 7{ 71w 1} (1) X Y 1
ant T a an 2.9n? T~ a.3 an 3n%°
7 (ne—i)(n—a){n—23) T r 11 {
- '. - : - — +___*_— o . .

que quanto piu cresce il valore di n tanto piu 1
coefticienti della y si accostano come a limite cor-
I ¢ I

L]

2’ 237 a34 ’

ec., in quantoché sempre piu dimiuauisconsi i va-

rispondentemente at valori 1 |

lori 1 1 N T T N 11 1
an’ an  3n*’ 4n agn® 4nd ’

n diviene infinito, dovendo allora considerarsi tut-

ec. Pertanto s>

- . . . {1~ .
ta 1 termini della serie 1+ y + -(-——--)—y" ~+ ec. not
: an*

lo-
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Yoro limiti {I. n.® ¢8. A/s. ) essa serie diviene
1+y+—z-_y"+ " - *
2 2.9 205, 4

¥yt + ec., e quindi,

guando 5 € Infinito, si avra

7 \r__ y* 3 s
I = ) T 14yt + €C.; ma que-
n 2 ) Al :

2 2 'y oy :
sta seriee=¢ ( ll.n.°135). Duuque ec.

101, Teor. 16.° Nol sistema iperbolico corris-
pondentemente ad un date valore reale e positivo
del numero z, il logaritmo y avra infiniti valoti
diversi ano reale, e gli aliri tutti immaginarj . Che
sc 11 valore di & sia reale , e negativo , anche al-
lora avra y infiniti valori diversi, ma tutti imma-
ginarg.

Dim. Pel (n.°prec.), posto n infinito, abbia-

mo (1 - -f—;- )M =r; dunque il valore della y dipende

da un’ Equazione, che ha forma algebraica, di grado
infinito; ma dalle proprieta delle Equazioni si ha, che
un’ Equazione algebraica contiene sempre tante ra-
dici reali, od immaginarie, quanto ¢ il grado dell’
Equazione medesima. Danque, qualunque sia il va-

lore del numero x, i valori di y, i quali non so-

v 42

no che le radici della( I +-=~ ) = gz, saranno di

numero infinito .

I. Sia >0, nel tempo stesso sia x <1, € po-
tendo 1l numero n volersi pari, e dispari; vocliasi
i primo luogo dispari; in quesio caso la verith
della prima parte del Teorema apparisce dall’osser-
vare semplicemente , che per le proprieta sovraceen-
nate delle Equazioni tra gl infiniti valori di y ael-

)
_y s I b - -
la ( 1+ —) =z uno solo € reale; e gli altri tut-

{4

ti sono immaginarj . Che se si vuole n pari, SUp=-
P— r 3 ‘y n— - X "Y

PONZO X=X ~— 3, AVICIO| I+~ ) T=I—3, € PErd 14—~

dlgebrg 16
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X
n

z 1)z n—1Yon—r)z%
_—:i(x—-z) :::':(1—--——---(‘ - —( )(-.] . ) -—ec.),ed
i 2N 2.913

(11eme1)z? P £ ) (2771 ) 23
y-_"--n:(u—z—- )*---( )“ ) - eC. .
2 2.51*
Si tenga conto nella serie trunovata del segno supe-
riore , e si consideri z infinito ; per le ragioni stes-
se , che sonosi addotte nel ( n.° 160 ), otterremo
z4

4

x <1, avendosi z< 1, quest ultima serie & con-

vergente : dunque il corrispondente valore di y sa-

ra reale. Tengasi secondariamente conto del sezno

inferiore , € sia parimenti n infinito, ne verrd
=3

st

”'2 . A - -
§ = 20l + (::-l— = g +ec.) = a quantita infinita,

2 3
z et . LS
2 %

e negativa; ma un tal valore di y ¢ assurdo; per-

. J
che se esistesse ne verrebbe ¢ , e perd z di valo-

re infinitamente piccolo, il che non pud essere,
giacche il numero « avendo per la ipotesi un va-
lore determinato e necessariamente finito. Duanque
essendo per le proprieta delle Equazioni tutti gli

altri n— 2 valori della y nella (1-;---) = r; imma-
H

ginarj ne segue, che quando il valore di x esiste tra ze-
ro, ed uno, eziandio nella ipotesi di» pari si verifi-
chera la prima parte del nostro Teorema. Sia pre-
sentemente 2>t . Se st vuole n dispari, anclie in
questo caso si dice quello, che nella ipotesi di n
dispari si € detto nel caso precedente. Che se si
pone n pari, riduco la (1-}-—?—:—-)72:.2: a]]a(1+-‘;};—)“n

I

S ¥\
= -, € pero alla (1+ 77) = 1 - %, supposte



_ ParnTere I 243
bt Y A . -
avendosl 7 — 1 = z; sard ancor quivi z>o¢, ¢

<1, ¢ come precedentemente truovandosi
z# z3

il = 7 N —

y 7 2 3

74
+7 --ec.) ; allorche g;

2
. ) z z3
Prende 1l segno superiore, avremo y= —{ = P

%;——FBC-) = quantita reali, perché a cagione (i
<1, >0, la scrie convergente; ¢ quando si as-
sume 1l segno inferiore avremoy:—-zn—-(;;_. f;..-f-
23 =4 . :

R +ec:.), valore, £he, come i sopra, si truo-
va Impossibile a eagione di » infinito . Dungue

essendo poi immaginarie tutte le altre 5 — » radi

n
ci dellaf{1+<) =x, Ia prima parte dell’ esposto
i ?

Teorema si verificheriy eziandio nel caso presente .
II. Si ponga il numero dato necativo , si de-
nomini percio — z , e posto n infiuito , avremo

- n N i -
(1+ ";) = —x . Se si vucle n pari, avendosi
n

1+ 2= =z, i corrispondenti valori di y saran-
/L

no tutti immaginarj. Mentre pot si voglia n dispa-
r1, posto nel caso di x non > 1 ¢sso o= g —z, e
I

Posto — = 1—3 nel caso di # > 1, avremo nel pri-

: 5 i z3 -3 =4 @
mo di ql]eStl Casi y:—.‘Z?ZH— St e —,—--f-e(‘.) 5
2 ) 4'.

z2 =3 4
¢ nel secondo y == ap — - +—3—+—;- +ec.) .

Ora st ’uno, che 17 altro i qnesti  valori e im-
possibile , perche tanto I’ une, che I’ altro & risul-
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tato 1nfinito, ¢ Jd’ altronde y per la ragione stessa,
che sioe detta i sopra, non puo giammai esser ta-
le. Dunque glinfinii valori di y , che dipendono

i ¥ I . .
dalla (1-—!— -7—) = — z essendo sempre tutti 1mima-
ginar), vogliasi n» pari, o dispari, sia >, o non
> 1; pe secue, che si verifichera in tutta la esten-
sioue anche la parte seconda del Teorema esposto .
® 4

162, Scol. 2-.° 1. Avendosi Lx:-li%& (IV. .
153) , cioeche nel (12.°prec.) si ¢ dimostrato dei lo-
garitmi Nepcriani, vedesi, che si dice ancora dei
logaritni in un altro sistema qualunque , il cul
protonumero sia positivo .. Ghe se il protonumero
sia megativo, convien dire dei Logaritmi delle
quantita negative , ciocche si € detto di sopra del
logaritmi delle positive , e viceversa.

1. Quantunque 1 logaritmi si possano conside-

; ; ¥\
rare dipendenti dalla (H— -}-z—) =z (n.°160) equa-

zione di forma algebraica; pure essi, generalmen-
te parlando, non si possono dire algebraici. Imper-
ctocche denominandosi qunantita algebraiche sola-
mente quelle, e quali sono formate da un nume-
ro finito di termini , ciascuno de¢’” quali sia di va-
lore finito, ed espresso soltanto col mezzo di una,
o piu delle sei operaziont dell’ Algebra ; ne segue,
ebe tali non possono dirsi in generale 1 logaritmi,
essendocche in generale 1l loro valore, o si deter-
mina per serie aventi un numero di t¢rmini infi-

’. . = . . ] n
nite (n.3154.,se0%), o si deduce dalla (1-;——';73—) =

con I’ estrazione della radice nesima , ed il valore
y 42

n)|/ r—n , che ne risulta, a cagione di » infinito,

¢ lormato di terminit di valore non finito; o final-

micute s1 esprime per /x, espressionc non dipen-
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#lonte dalle sei opcragioni dell” Algebra s In conse-
guenza di eio 1 logaritml 51 ‘coilocarm nel novero
di quelle quantita, le qualt per la mancanza di
una o pin delle sovraccennate condiztoni non aven-
do il neme di algebraiche, si appellano irascen-
denti , 0o trascendentalt .

163. Scol. 28.2 I. Nella prima delle serie (LXI)
: d : Lz, o .- <
si ponga x =15, risnltando Lz = — (2.°145) ne verra

T

r 7 T
L:-:kr(u/z-‘—l)-—-;* (l,/z-—x)"‘-}-._;_-([/z—l)?’- ;}- (| z=1)%+ ec.) , (XLIT)

e ponendo —7 1nvece di r, otterremo

e

+-'r:-(r-'*~ -~ )= ec.) (LXIV:
r r T 4 T
V= Yz V= V=

Sin ora c>71 . In questa ipotesi qualunque valore
si attribuisca all” indice 7 ¢ chiaro, che non potra

3“_‘]»’7’((1——1"' ) ""—;"’ (1— — )+ % (1— )

T
ma1 risultare .z == 1 ; potremo pero sempre dare
r
ad r un valore tale , che |z superi 1’ unith meno
Y- . - X -
dl una data fl‘aZlone) Che dlr(\) __(__ 5 plccola ‘(‘_-[uan-

"
s . . p , _ | §

to st vuole . Supposto difatti | z=1+— , avre-
Y

mo r— — . Si collochino ora inveee della

« la z nella seconda delle serie (LX), e la —;'

ncila seconda delle (LXII): avendosi da cio /o ="—

e |

(z—1)? 1

1 .
-+ eC. Z(H— e § o -+ -+ eC.., Ct
2z ¢ ? q ) {1'+[ 2ig-+1)2 €Css Cl

essen:{o queste serie amendue convevgenti ( II. ».°

-
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159), potra per approssimazione ottenersi 11 valo-

Z

re di1 » = :
l(l-i--;_*) . Attribuendo dunque ad r

un valore int.ro maggiore dell’ accennato , esso pro-

-
X 1
darra p/z—1<—-

q
' r
II. Supponghiamo nel ( prec. 1) 1 s =1 -+-—§-— s
Ll 7 r
ricavandosi :/_ = +1, ed a cagione di |z > 1,
essendo ! <1 ne verra 1 — — = I o q —

r g.—i—[

V= %

I
) § a
; na < dun ars YN
g1 2 puy e que saria ancora I — <

r
1—17z. In consepnenza di cid posto z > 1, e

determinato Opportunamente il valore di . onde
r s

L z—1 sia <1, amendue le serie (LXIL), (I.X1V)
caranno comvergenti, e tanto piu lo saranno, quun-
to r e piu grande .

I Nella serie (LXIV) essendo tutti i termini
positivi, ed essn convergente , avremo il prime

. 1 . . \
termice /. (1-—-;-) < di tutta la serie, e pero <
\Vz

Lz. Nella (LXIII) poi, siccome il secondo termi-

; (r 2 . ; T 3
ne —\}z—i1 ) supera il terzo —\}'2—1) ; il quarto

r 4 3
¥ O
1 -
'zf(|/:;——1) il quinto -I--( Z—1 ) ; € cosi di se-
I 2 L’ ’
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guito ; ne segue, che il valore della serie (LXIII),
toitone 1l primo termine, dovra esscre negativo ;
e per conseguenza si dovra 1n €ssa seria iutera dal

r
primo termine kr () z—1) togliere mna quantity,
onde ottenere i1l vulore di Lz ; ma 1l valore inte-
ro della serie, compresovi il primo termine, € po-
sitivo, perche essendo z>1, s ha Lr> o. Dun-
r

que sarh kr()/z—1)>Lx, e perd il valore di Lz
r
contienesi fra i due limiti A7 Q/z.—x), ;W(I__{__) .
| A

IV. Poiche #r (1}:—1) — kr (I—i) =rlr (l}z"")x(l-i}

-~

ne segue, che minore di questo prodotto sara IPac-
ce:so della serie (LXIII) , e minore il disotto della
(LXIV) dal vero valore di Lz .
Y
104. Def. 18.7 Nella £ =am suppongasi a=1,

X
m = 10 risulta £ =710 , e il sistema logaritmico,

che dipende da questa Equazione dicesi il sisteina
wolzare , o quello delle Tavole ; perche nell’ uso
rrandissimo, che si {a dei logaritmi , e questo il
sistema generalmente adoperato ne’ caleoll pratici,
e su di esso sonosi formate delle Tavole, nelie
quali scritti in colonna i nameri naturali, si han-
no in corrispondenza i loro logaritmi ridotti a for-
ma decimale, e viceversa. I logaritmi del sistema
Neperiano , per la loro maggiore semplicita ser-
vono principalmente pel raziocinil, e pei calcolt
algebraici.

165. Scol. 20.° 1. Passando ora a determinare il
metodo, onde formare le indicate Tavole, denota-
ti con la espressione log. i logaritmi , che vi s1
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contengono , comincio dall’osservare , che, essendo

log. z "—“% (VI.n.° 153 ) =kix (I.n.° 155), ed es-

sendo nel sistema, che consideriamo , % :—é— —
9,;30-_:5851;92%9404:084. - (Ln.2150)=0,424204481903251... ,
i logaritun volgari, e le serie loro appartenenti, s
otterranno , moltiplicande i logaritmi iperhohici, e

le serie rispettive per quest’ ultimo numero , il
quale per semplicita seguiterd a denominare 4 |

Il. Non potendosi 1 logaritmi determiinare rap-
porto a tutti 1 numerl esattamente ( I} 7. 160 )
ed anzi pochissimi essendo que’ numeri razionali .
rapporto a’ quali si ha questa determinazione esyt.
ta, hanno dovute i Matematici cercare i loro va.
lor1 per approssimazione . La continua ricerca de’
mcdj proporzionali € stata pel (II.7.° 140} la via,
che hanno seguita per questo fine i primi Autori .
ma ad un simile calcolo di somma langhezza, e di
un estremo fastidio, hanno i Matematic; posteriori
sostituito I’ uso declle serie, e di alcun;j artifizj ,
col mezzo de¢’quali truovansi i logaritmi con wuna
prestezza , e facilita di gran lunga maggiore .

IIl. Nella determinazione dei logaritmi median-
te le serie, bastera cercar quelli de’ nameri primi ;
perche conosciuti guesti, sard assai facile pel (».°
145 ) il truovare 1 logavitmi de’ numeri composti,
delle frazioni, delle potenze, e dei radicali. Aj-
fine per esempio di avere i logaritmi de’ pumeri

» = 7 - - »
15, 125, —, |11, basta conoscere i logaritmi de’

numert 3, 5, -, 2, 11, giacche
log.15 =log.3+log. 5, log. 125 =3 log.5, log. -ﬁ- —

log. 11

10g. 7=—1log. 2, log.1 11 = .

2
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IV. Nel sistema volgare non vi ponho essere
evideuten.ente altrl numeri razionali, i quali ab-
biano de’numeri razionali per logaritmi, se non
che le poicnze esatte del 10 avendosi cosi
log.1 =c¢, log.1c=1, log. tcc=2, log. 1000=3,

1 I  §
e(‘o ]O P e = ] 10 o""—""_:""- D".--—--—--—-:_
- 10 2 100 2 100 1000
.

O,

3, ec., e in generale log. 10~ ==r. I logaritmi
degli altri numert razionali, essendo quantita tra-
scendentt { IL.72.° 162 ), ed i1l loro valore dovendo-
s percio Tletrcare per approssimazione ; sara bene
il determinar qunelle serie ( prec. 111), le gnali so-
no piu utili all intento; giacche le determinate
nei {#2.2154,155%) s1 accostano di sovente con trop-
pa lentezza ar valori richiesti .

V. Col mezzo ancora delle {razioni continune
(7.°117. 4lg.) polremo accostarci qoanto si vuole
al valore del legaritmo di un dato numero, quan-
do esso logaritmo non ¢ intero. Sia difatti 2'>1
il date numero , y" il suo logaritmo , e poiche y'
nonr ¢ iutero, chiamato « il massimo numero inte-

. _ . . . I
ro, clie in esso si contiene, sia ¥' = « + — , do=
4

vra il denominatore p essere > 1, ed a cagione
di 2" > 1, dovra essere positivo, ed avremo

o« —+ _._I_., _i_
P P o
- 4 o .
' =10 =10 X1o . Si supponga Z =10,
10“
b p [ 3 g . -
ne verra & —ro, e siccome s1 ha p> 1, faeciasi

— 1 . . g _ »
p==~8 s essendo £ il massimo intero, che si

contiere 1m p; sara g non < 1, ¢>1, ed avremo
R 1
R A - . 10 -
ac=0 X &y . Si faccia ~ =6 risultando ¢ =5;
lf"
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1

ed essendo ¢ > 1, posto g =y+—, ove ¥ sia I’in-
tero massimo, che esiste in ¢, ed ove r> 71, ot-
T
— Tr

terremo b=c Xc¢ ' , e fatto Z; =d, sara d=c.
¢

Posto nuovamente r=4 + —T—s— , sostitnito, e fatto

c S
—5— = e, otterremo e =d, e cosi potrd prose-

d

guirsi quanto si vuole. Conoscendosi il numero
z', ¢ la base 10, & chiaro , che si potranno co-
noscere sucecessivamente tuttl 1 quoti b, ¢, d. ec.
e quindi gl’interi «, 8, 5, &, ec., onde con la suc-
cessi1va sostituzione Ottmn,mo

| S— 1 — I d——— I P X €C.
J’—M+P a+l _-;-—_'_——-i-—## _“_LI
e B4t B+1
1 y ! s
r S .

. X \
Se sia a' <1; allora, supposto — ==:', cercherd

Y
nella stessa goisa il valore di ' nella s’ =10 , €
canglato poscia 1l segno al valore, che si ricava,
€sso sara il logdrltmo di &', Con lo stesso metodo
si potranno cercare i logaritmi anclie in un altro

Y

sistema qualonque x=m .
166. Scol. 30.° I. Si ponga nella terza delle

serie (LXIl)—z invece di z, e si sottragga dalla

serie medesima il risultato

a3 73 a4 ;
Lit—z)= !1{(-—-33‘—- el Baaaie ec.) , che ne viene,

3

T

e gracche L (1+x) —L (1—z) =L iix , otterremo
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3 5 1
v x x .
L!_-_}:—-—: ;{(Cl"-f' = = -!--—-7—-1-60.,),

le= X 3 5
e SHPI‘OStO -}—i—g—:z, OHdC Tr — —j—;——;{- s NNE Verra
L=k (L~ S i T i) -
II. Si faccia f’—-.—_tb_—l:—: %, venendone ‘T:Z%’ risultera

z—"M -(z-—-n‘-.s (::—-rz)5 (Ze——1117 .
— —— s ¥ e s o e e _____I____....l.ec‘ (?."\ o 1

s =Ln+ 2k (:+rz et 3 Blrus T qaetn)t ) $INR)
Ponendo pot A= (1l.2.° 157}, si arrd

“al | Z e | 3 z—!\’b (—'—*—-—!7
Zz:z( -+( ) +( ~+ -l-ec,)

s=1 0 3e+1)8 Sz 1% p(zeyn)T

Ze—n (z—n"3 (z—n)> (me—:137 . )

lz=1In-+ 2 o i +m~+ Py + e -+ ec.) (LX)
Ogniqualvolta <ia z>1, ed n<z, ¢ >0, le serie
0ia lruovate sono sempre convergentli, e quanto
meno n differisce da z, la convergenza diviene
tanto maggiore .

1067. Lroll. 23.° Vogliansi 1 logaritmi de’ pri-
mi dieci numeri.

Sol. Corosciamo gih i logavitmi de’numeri 1,
10 . Por determinare quegli degli altri 2, 3, ec.
9 » POLrel sosiituire questi NUM: Tl SUCCESSIVAINEIl=-

te nella (LXV) in lvoso della z, e caleolave in

essa tantl termini, gaanti sono neccessarj all’ ap-

prossimazione , che si domanda ; giovando pero il
cercare di accostarci al vero valore il pig rapida-
mente, che sia possilile, perché cosi si deve cal-
colurc un numero minore di termini 5 supporro

Invece z successivamente = 20 30 n
e 2 Cessiv ] = -, — , . avelw
8 2 18 2 o8 &
- » . . - :_"-T T I I
dosi quindi in corrispondenza Z—'=_L ’

197 197 29

. . 10 1] } T
rl_.,ultera log.wg—:: lﬂ e 3 -+ = -+ €. ) b
L




250 ArPENDICE ALL® ArGERRA .

Y T .

log. 2> = ok — 4 ——g+—— + +ec)
05- 7 — 2 19 " 3.19%  5.19° ‘.ng ?

30 | 1 1 1 O 1
IOg —= ok -+ - e = 7 == CC. F
29 3.ag3 5.29% 7.29
serie tutte e tre assai convergenti. Caleolati ora
1n queste un sufficiente numero di termini, e chia-
mati per brevita A, B, G, i risultati , sara
10 20 1 3o 1o
e i T ;e T, —— ==
log. ¢ =4, log. — , log. —-=C; ma log.
: 20 10
105.Io-—log.Szz-E’,log.z,log.;E- = log. 51— log.3,

30 . | | -
log. g — 1 log. 3—1log. 7 =13alog. 2. Danque es-
gseudo ]"—-3]00" 2:A, ]OE DZB,I—P—]O ry 3 e

log. 7 —2log. o o=G ; concldero lom. o, log. 3. log.
come tre incognite , ne determino col mezzo della
eliminazione il valore, e posti invece delie A, B, G

1 dovati valori, avremo
C,3010200050030811¢g527 ,

log. 2 =
log.3 = o, 4771 21254710906243730,
log. 7 = 0,845¢98c4c01425683071 .

Ma ]0g.4':z log. 2, log.6 = |0f:‘.2—+—]0g.3, fog. 5= 5 =

lor. 2, log. 8 ..._.510g 2, log.9g==2log.3. Dunque so-
stxtuendo otterremo

log. 4 = 0, 602¢59991327G6230043

log.5 = 0, 698970004336¢18%04-9,

3}

log. 6 = 0,778151250383643),3251,

%

log. 8 = o, 003089¢86an01043553564,

log. 9 = 0,95424250043932407459
168. Scol. 31.° 1. Prosegauendo a cereare i lo-
garitml de’ numeri interi mageiori del 3¢ con la
magglore COI]VE’I‘”E:HZ&, rappwaentl 4 nn  numero
primo qualunqn , € slano gia cogniti 1 logaritmi
dei numerl interi di lul minori, avro perelo  noti
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log. {p—1), los. (p=+1), log. (p*—1) ; imperocche es-

< . d. p+l
sendo p-=1 numera pari, e quibdl  ——-— numero

- ‘ ‘ P I .
intero , si conosce Jog. 1—7-:-——- , e pero log. (p=+r1)

= log. 2+ los. ]—?1'—[-, ed cssend()p“-—-xz(p—-:)(p-r-x) 5

si ha log. (p*=—1) = log. (p—1) =+ log. (p+1).
2

T S 7 — P \
Cio posto si faccia nella (LAV)z= Fi—gs © ero
r—T 1
;+2 21/ s |
log. —2- ’

0gs —i— = o i { — — . LXVILE
Ora chiamato A il valore della serie , cosicche

2 ) r p:,

log. o = A, osservo, che log. ~5— = 2 log.p =

A Aglor ( p2—1
log. (p*—1) . Dunque avendosi log.p = —~ . 05’2‘;? b,

[

ed cssendo la serie (LXVIII), mentre si faccia p>ro,
moltissimo convergente , potremo col sno mezzo
ottenere 1 logaritmi ‘domandati senza eseguire un
calcolo troppo prolisso.

1I. Si voglia il logaritmo di 29, e vogliast
questo esatto fino alla decima cifra decimale . Fat-
to percio p =29, onde

AP . : = . c. ridu
ap*—1 1081’ 3apt—1)3 142503127237 €3
co in decimali; ma quindi risulta
T I

—— "0 : . —
1681 ~ 0?00039'1'8‘-’399 ” 14250512?2 iy — O}OOOOOOOO(‘JO? 3

dunque non esigendosi 1l lagaritmo esatto, che sino
alla decima cifra, basteria nelle serie tener conte

del solo primo termine, ed avremo
2

y p
log. T

= 24X0, 6005948340=0, 86355689033X0
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ecc50438840 (1. n.® 105 ) = o, cooudi167097 = A
(prece )5 81 e per maggior esattezza aggrunta un’
unita all’undecima cifra ¢ del vaiore decimale del
A <+ log. (pz—- 1)

L d I
termine - .. Ora loc.p =
681 o P

1 2
A 4 log. (p— 1) + log. (p + 1)
o= - . . Dunque avremo
] _ () — 0, 0005] 67("9? + IOQ 28 + log 30
L‘:Io 2 dm— nd :
> ) 2

c.000516709 741 441 741413
2

=1, 4623979979 (2.° 167).

Per ottemere con la stessa esattezza 1 logaritmi de’
numeri iuferiort al 29, fino allo 1; inclusivamen-
te, bastera nella (LXVIII) calcolare , i due soli
primi termiui.

IT1. Se caleolando il colo primo termine della
{LXVIII) ottienesi.con I’ indicata esattezza il lo-
gg]‘}i_n]() d 20 , meolto p!il con |’ esatiezza medesi-
ma si orterranno i logaritmi de’nnmeri> 2. Anzi
giunti essendo al 751 si potra ricavare il logarit-
mo di questo numero , e degli altri ad essco ;upe-
rior: , caleolando il primo termine di una serie piu
semplice della precedente. Tal serie ¢ la sezuente

Y

p— o P _ . 1
(LXIX} lo ol S ~k (91/'—1 —+ o= -+ ec. )
4

nata dal supporre nelia (LXV) z :F. Fatto an.

= A, avremo I’ Equazione

che in questa 2k X
2[}“""1

log. p =A +log. (—1) prossimamente esatta fino alla

-—

decima cifra , meutre sia p non < =51 .

IV. Le esposte sono le serie, onde ottenere
per approssimazione 1 logaritmt di totti 1 numert
1nier o e gquindi onde formare le Tavole, vengono
alto stesso fine proposte eziandio altre serie; ma
le precedenti sono abbastanza semplici, e comode

all’ intento .
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169. Def. 19.% Alla parte intera del decimale .
che costituisce il logaritmo, si da il nome di Ca-
ratteristica , ¢ quello di Mantissa alla parte fratta.
170. Scol. 32.° I. E facile a vedersi, chs 1
numeri, i quali si estendono dallo 1 fino esciusiva-
mente al 1o hanno per caratteristica lo zero ; gnel-
li, che si estendono dal 10 fino esclusivamenic al
100, hanno per caratteristica 1’ unita: la caratteri-
stica de’ numeri compresi dal 100 fino esclusiva-
mente al 1000 € 1l 2; e cost di seguito . Dumjae
le carattemstlche de” logaritmi ('oruspomlenu al ni-
meri interl Contengono sempre tapte unita MmMeho
una, quante cifre si contengono nel numeri medesi-
mi; e nelle caratteristiche de’ logaritmi dilie fia-
Z1on1 <=purle esistono tante unita meno una, (Iildll-
te cifre si contengono nelle loro pacti inte
II. Pertanto dato mun (qualangque nuinero 1.1210-
nale non < 1, si trovera tosto la caratteristica del
suo logaritmo ; e viceversa dala la caratteristica di
un logdr‘}tmo 5 s1 conoscera immediatamente di (11 -
te cifre & composta la parte intera del nuwmero cor-
rispondente , e quindi entro quei limiti esso sia
posto. Egli & da cido, che si e dato tal nome alla
parte intera del loqantmo, ed & pur auche da cio,
che essa nelle Tavole viene attualmente soppressa .
171. Scol. 33.° I. Suppongasi nella ( LXV. )

a—b : 8 »
z =-——, OVe @ esprima un’intero nen <751, € b

una {frazione vera qualunque; ne verra,

b 2;3 r xr
log, 2+0 — , s Ko LXX
B~ = 2k .z-(-& MEEYrICERER (LA2)
Si faccia nella stessa (LXV) z =22°  risulterd
(2
1o a-— 1 PR’ 1 o T
& _ - = 2044 u*\.:u‘—i—j}a + ec. ). (LXXI)

Orariducendo allo stesso denominatore le due frazioni
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b X b cab4-b r

——— , = NE Vie€ne = — =
2a+4b’ 20+’ : 2n—=06  (2a- 1)2a40)  2u—1
ag+b . .. )
' ~— . Dunque, giacche si ha b<:i, e quin-
(2a—1)2a<b) D e, 8 <ty 1
di 2@b-+b<<2a+b, sard ancora ’ & i B per

a0  2a-
consegnenza la serie (LXX ) sara pin convergente
verso il proprio valore di quello che sia la (LXXI);
a--v ok

@ 2a—=1
h Y

e esatta hno alla decima cifra, esatta per conseznen-
za quanto ocdinariamente si richiede dalla pra-
tica , dunque tale sara ancora la Equazione

ma per esser¢ e non <751, I Equazione log.

a-b akb
log. ——=_.77 . Pertanto avremo
k obh b—b "
10-“' a+r 5 ]0 a-t-b ; £ 2 5 ‘e : I
° q &> a 2a-f*1  2upd b 20—~b
- 2 ‘
ma essende & : o 20 +=b:1 -0, ed essendo
240
1—5 quantita minima rapporto alla sa + 24, tale &
ancora~—"~ riguardo a b. D |
) guar . unqgne frascurato que-

sto rotio nella precedente proporzione , avremo
prossimamente .

log' a=+¥ . ]Oﬂ' a+b

171 o 4

t:1:5, e perd

' b::log.{a+1) — log. a:log. (a+20) — log. a,

d’ onde

log. (a+8) = b(log. (a+1) — log.a) + log.a,

j e log (a=4-b) — log. a
log. (a+1) — log. a
II. Mediante la proporzione (LXXII), e le suc-

cessive dune Equazioni, potremo , date un numero

non contenuto nelle Tavele, o perche fratto, o

percie superiore al massimo delle Tavole medesi-

me

F']
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me, potremo, dissi, trovare il iogaritmo Corrispon-
dente ; e viceversa dito un logaritino wou esisten-
te nelle Tavole POLremo Lrovarne per approssimae
zione tl namero clie gli apparticue. Ma pratica
attaale di queste determinazioni, come puare 1y na-
tura, e Puso del cost deito Comnplementv writineti-
¢o vengono espostt nelle Noziont preliminart alle
Tavole. Noi prattosto esporremo brevemeute la so-
luzione di qualche Quesito dipendente Jai loga-
ISTSHYIR

172, Fsem. 1.° Un Usurajo pone un suo Capi-
tile 2 ad uno fruto , od iatiresse composio ad 4
per uno, e ve lo lissia per un tenns £, accama-
lando sempre capitale, e fratd . Dupo quesio tem-
po Eshi truova di aver ridiotto a 4 il proprio capi-
tale . Grereasi 1" Equazions corrispondente

Sol. Aidiae di risolvere il Problema con la Jo-
vitta generalita , s1 osserv:, ch> essendo contratto
d" iureresse composto, quel con ratto itlecito, nel
quale si vuole , che nou solamente il Gapitale, ma
anche 1 frati , che se une otteugono, prolucano
noovi frater , si osservi, dissi, che conviene d.stin-
guere duae generi di tale interesse, I’ uno, che di-
cesi discreto , nel quale eilascun fratto nou prodn-
cc nuovo irutio, se non dopo una determinata nni-
ta di tempo finita, per es. dopo un anno , e 1’al-
tro , che si appella continuo, nel quale non solo
1l Capitale, ma anche 1 trutti prodacono sempre
ad ogni istaute nuovi frutti . Cio posto,

I. Abbia lnogo il primo degli accennati inte-
ressi, € preso per unith di tempo un anno sia

I g :
=n+ -, essendo n, m due interi >0, ed n

1l numero degli anni. Al fine del primo anno, es-

sendo , per la ipotesi fatta, a/ il {rutto del capi-

tale «, per V’anno secondo il capitale sarda dive-

nuto «+«h=a(r+/%). Chiamato questo ', nel fi-
Alseira 17
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ne dell” anne primo sara esso divenuto a' (1+7%) 3
cosi posto a'(1+h)=da"', a' (1+h)=a"", a""(1+h=d'" ,ec.
(rr=—1 (1) (72)
a (1+h)=a ,le d'ya",a’, ec.a esprime-
ranno ciocche il capitale € diventato rispettivamen-
te nel fine degli anni secondo, terzo, gnarto ec.
nesimo . Ora sostituendo successivamente, si ottiene
' =a(1+%), 8 ' =al1+h)a" " =a{1+h)3, a" =a(1+h)* ec.

(n)
(?2) % a b
a =a(1+/} . Dunque essendo

cio , che nel-

(n)

la frazione di tempo — frutta il capitale a al fi-

m
(n) (n)
ne del tempo supposto n + ., g4 P
{{ m

n

n

// . s .
a (1+%) (1+.;:.) sara il valore acquistato dal

capitale ; ma tal valere € = & . Dunque

n
alr +7h) (1 +_§2_) =b sara in questo primo caso

P Eqrazione domandata.

If. Il supposto interesse sia continuo . In tale
ipotesi , chiamato i il frutto del Capitale 1 1n un
istante , denominato p il numero degl’istanti, che
si coniengone in un anno, € ritenuto, come nel

) . - . . . -
(prec. 1), n =+ — il numero degli anni, in cui il
m

capitale rimane a frutto, cosicché preso 1n questo
caso 1’ istante come unitda di tempo si abbia

= pn + P_. troveremo nel modo stesso del (prec. 1),
i

che al fine del primo anno il capitale sara dive-

P S
nuto a(i+i} , € al fine del tempo ¢ sara divenute
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¢ 1nLp -+ g pnu-+ x
a(1+1) =a (1+i) m=qa( (i) ) ., Ora, svi-

p . - f ;
luppata la potenza (1), suppongasi pi + L 11.*
2

«+¢c. =/ ; risultando da cio (1=+/) = 14/ avremo

ali+i) — a=ak; ma a (1+/) —a altro non & evi-

dentemente che i1l frutto totale che si & ricavato

al tine del primo anno. Duanque tal {rutto venendo

espresso eziandio dal prodotto e/, ne segue , che

/i rappresentera, come nel (prec. 1), 1l fratto to-

tale del capitale 1 al fine dell’anno primo, e poi-
1

che con la sostituzione si ottiene a (1+:7) =

I
77 ofo —
a1 +"n) ™, ne segne che stabilito gia I"indicato
frutto £ del primo anno I’ Equazione richiesta sara
.
-t —
a(1-+11) e =0, | (LXXIV)

173. Scol. 34.° Le Equazioni (LXXII!), (LXXIV)
ora truovate c¢i serviranno alla soluzione di molti
fia 1 Quesiti.,__a Cl}e si sogliono proporre d’ interesse
composto. Difatti,

I. Se dato il capitale @, 1l frutto 2 del primo

anno, ed il tempo 7 =n-+ — si cerchi qual sia 1’ ul-
n

timo risultato &, oppure se dato questo &, dati ¢,
ed /r , si cerchiil primo capitale ¢, le due (LXXIII),
(LXXIV) sommmlstreranno tosto 1 valort doman-

dati .
II. Date le quantlta a,b, It, si domanda il

A | 5 g . -
tempo t=n+ - Sia in primo lnogo I’interesse

composto continuo, ¢ presa quindi la Equazione
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¢
(LXXIV), ossia la a(1+/%) =0, passo in essa dai nu<
& » - - - ; L% ‘{
meri ai logaritmi . Risultando da cio log. a (1 + £}

=log.b, ed essendo log. af 1-+1) =log.a =+t log.(1+A),

otterremo £ =—7n - - = log b—=lag a . Cerco dalle Ta-
m log. (s =+ h)

vole log.a, log. b, log.(v+/) , sostituisco, ed effet-
tuata la divisione, cit risultera il chiesto valore del

3 . I
tempo , e pero la sua parte intera n, e la fratta — .
m

Sia 1n secondo luogo I’ interesse discreto. Con-
sidero , anche in questo caso, tale interesse co-
me se fosse continuo , e supposta I’ Equazione

n4 —

(1 1) P =1b, truovo come precedentemente la

parte intera n del tempo, e la parte fratta — .
r

Ora I’ Equazione, a cui conduce il Problema pre-

so nel suo vero aspetto, ¢ la a(l-a-]z)n (1 -+--%) = b,

e frattanto I’ intero n € Jlo stesso in amenduo i ca-

n-+_
st (n.° 172). Donque avendosi a(1+/) _——
n ; "-{-
a{1=+/0) (1 -+-_."_.), risulterd (1472 UV = 4+ , & pe-
i 7%
P
r\ T - ‘/(!+;i)'-l . - LY
0 —= — ; ma n, € p sono numeri gia

determinati . Dunque ec.
II. La precedente riduzione dell” Equazione

(LXXIV) alla log. a + (n + —;—z-) log. (1 + /) = log. &,
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e 1a riduzione fatta nello stesso modo della {LLXXIII)
alia log. a 4+ nlog. (v} + log. {m=+1)— log. m=log.b
potranno nel caso di ¢ graude, agevolare di molto
il calcolo per la soluzione del Problema proposio
nel (prec. 1). Imperciocche , truovato con I’ ajuto
delle Tavole, e col mezzo delle esposte due Equa-
zioni il valore di log.&, oppure quello di log. «,
secondoche si cerca I’ nltimo risultato &, oppure
il primo capitale @, potremo tosto da questo valo-
re logaritmico dedurre , mediante le Tavole mede-
sime . 1l corrispondente valore di 4, o di a.

IV. Cogniti finalmente 1 valori @ , &, £ s1 vo-
glia il valore di % . Quando }I’interesse e continuo

log.b — log.a

dedotta dalla (LXXIV) la log. (1 /)= ) ;

conascerd il valore di log. (1+4), e da questo col
mezzo delle Tavole si ritrarra il valore di 57+ 4,
e pero quello di /.
Che se 1’ interesse & discreto; poiche si ha
n log. (1+7) = log. (1 + 7—;:—) = log.b—log. a , poiche
]&2 h IL kz

log. (1+h)=h—— +ec., log. (1 + 5 )= — =+ ec.,

e poiche finalmente % per cssere 1l fratto del ca-
pitale « , ponesi di un valore notabilmente 1nie-
riore all”’ uniti, ende amendue le serie trovate so-
no convergenti ; terro wvelle indicate serie conto
golamente dei primi due termint, e fattane la so=-

1]

. : . . . h* h
stituzione , si ayra prossimamente 7n (= =) 4+ —
a2, F{EA
A . amimn~=r1l}
- ——=1loz.b—=log.a, € peroh? — —;- —
% Oc°b log a P - oy

am

a . .
3m*  (log.a —log.b) , Liuazione in % del se-

min—41
condo srado . dalla eni solnzione si otterra prossi-

mamente il chiesto valore di 4. Se si volesse nn’
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approssimazione maggiore , 1 potrcbbe nelle serie

h2 ) h h*

h —— +ec.,— =—— =+ &C. tener conto anche det
2 n Ll

A3 IIK
37 3m3
: ; L4 L4 s .

gli altri — — , —— ;5 ma ci0 facendo risulterebbe

4 4m4
% ; . v » .
per 7z un’ Equaziene in corrispondenza di 3°, 0
di 4.° grado . Che se nelle solite serie non si fos-
se tenuto conto che del primo termine; allora per
h sarebbe con minore approssimazioue , ma pero

termini ; oppure di questi, e inoltre de-

. BN . . ] I""“"]
con semplicitd maggiore risnltato 7/ = milog o &)

710t = |
Se st fosse supposto £ ugunale semplicemente

N . ¥ . . .
all’ intero » : allora avendosi — =0, il Quesitosi
g

risolvera eome nel caso dell” interesse continuo,

. ‘ 1og.7) e log.a
risultando log.{1+/) = = 2 s
7

V. Det due interessi composti cercasi, se sia pin
Tucroso i1l continno, od il discreto . Poste percio
ugualt tanto nell’uno, come nell’ altro le quantita
a, h,n, m, e chiamato b I’ ultimo risaltato ne!l’
interesse continuo , € B nel discreto, per le (LXXIII) ,

ke — . n 5
(LXXIV)avremo &:D:: a(1+#) M. a (1-+7:) (1-4-——7—?;

. m h Vi
ti{r=+/)7 1 14—, e supposto m = s 0Ve q>ps

i
P

—

/
avremo b:B::(rﬂ-/’z)? IR S

9
qg P q 7 q )
Vi) oy (1 I sy (1o phe 4 2224 . s
4

7
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; 9
pp=1)(p=2)...(p—a+1), " . o 9le—n ,
1...3... o lv +ec.): ¥ (1+plh+ 2(]4’]) L*
60 i(g-—r)(g-—-z)(g—-?))..‘. (ir-—qr—_f—_g Pf;;- ¥ o oo \
(1.2.3...%)9

::V(r-t—pk-t—ﬁg(plgzq) "+ eC. —+

—)pg—2q) - - - (pg—'T—1)p)IT g
prlpg—q)pa—2g) - PTG | o0 Y i (1 -

v/

1.2.3...9rg

1 pa—iMpg—apY.. (pg—"'op e F
By P pa—2apl.. (pg—'me=1)pl. ~ec.).

v

Pyl pg—ph?

sagz

-4 O
1.2..3...72'1

Ora a cagione dl p<g, e perb d1 ﬁ?""‘?<])?“"[)g
Pi—29 < pg—2p, ec., pqg —le—1)qg <pg—ix—1)p si ha

1 Pg—pg—29) - - (pg—im-—=1)g) AT
T
1.2.3...7y¢g
e o N St - /"' .
< P1Pi—prg—2p) - - - (pg—(m—Dp) Dunqne cia-
1.2.3...7 gqr

senn termine del primo degli esposti radicali ge-
siii , a riserva der primil due , essendo minore dj

ciascuno corricpondente nel radicale secondo, ¢ di
piu 1l numero de’ termini in quest’ ulilino seperan-
do 1l nnumero de’ termint nel primo; ne sepue, che

nello sara minore di questo; e per conseguenza
risultando & < B sara meno lucroso I’ interesse comi-
posto continno di quel che sia 1l discreto . Perd
quando sia ¢ namero intero, i1 due interessi sono

uguals .
174. Esen. 2.° Tizio ha presse di Cajo un Ca-
pita]e a, da 11 ricava ad 1interesse sem_plice un
frutto annuno i 7z per 1. Vorrebbe egli nel corso di
7 annt estinguere :l sno credito, ritirando tra ca-

pitale , e frutto un egual porzione in ciascun an-

il termine generalep
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no . Cercasi quanta debla esscre uest’ annua pors
zione .

Sol. Chiamata essa x, slccome deve Tizio ri-
tivare vel primo anno il frutto af, ritirera la par-
te x—alr it capitale, e il eapitale . che gli rimor-
ria presso Goioosaid n.——,zr‘-l-frfzxa(r-l—/z)-—-:r Denomi-
vato o' Guesto valore, «'le sava 3l frotto, che gl si
deve al fime dell’anno secondo, ed mtmgnvmlo egh
per conseguenza ib laie anno la porzmne x— 'l
di Guapitale, vmarra eroditore dell altra ¢'—a=+a'lt
=:"(1=4=/)=r, che b o', Nella maniera medesima

; et v (1) . , "
cliiaimate o', a'", ec. o7 le parti di eapitale, che
vesinno  suecessivamente in mano di Cajo depo gli
anni terzo , aunavte, ec, nesino , traoveremo dover
essere A" = '(1l)—x. @t =a"" (v + h)—x , ec.

M= a,( ri==1) {1+/%) — . Faccio le successive sosti-
tuzwzu , € risuliera

o= (1+l)—x,

a'"'=a(1+)) P —x(14-])~x

a'"=a(1+l)pP—r (14— (v D),

a' ' =alt+ljp—x(14-4)3—x(s -f2)aemz (1Dt}
ec.

(1) n S 71w,

a =i{iel) —oliwl)  —i(yaeh) —ec—x(14-])—z.
Ora per le condizioni del Problema deve essere
(1)

¢ =c, ¢ per la natura delle serie geometriche ab-

rn p— n—2a
biamo (!-f—-:(/) —+ | 1-1-.-'7:) -+ (1+/z) e e(‘,.+(1+7;)+1
SR . n
= . . Dunque avendosi af{1-+/0) —
fi

f'f . r n_.‘ . ; '3 n

( L..iw_,m ) =0, [aAra = ‘“('+-] la doman—
.".’. (I-i'/f'n—l

1 : '
Gdla Gunua _[}Cl'lSiUIle .
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y-5. Scol. 35.* N¢l P.oblema ora proposto se
invece dolla x si fvsse posto incogntito il numero n
log x—log (r=mah)
1ng.(1+&} 2

e se si fosse constdersto incognito 1l valere di 7,
operando come nel (IV. #.° 173) e tenendo conto
nelle serie fino alla terza potenza di £, avrebbesi

degli anni, sarebbeci risultato n=

- . nad — uld 1t ——a?
ottenuta 1" Equazione "7 /2 — X2 70
a3 ax

NL - O _

= o, dalla cni soluzione sarebbesi ricavato

-
prossimamente 1l valore cercato. '

1=6. Lsemp. 3.° Nella supposizione , che nel
corso i soli 6co anni dal Diluvio possa essersi la
Terva popolata nel modo stesso , in cul lo & pre-
sentemente , cercasi in (ual ragione avrebbe dovu-
to la popolazione anmentarsi annualmente.

Sel. 1 nomero totale degli uwomini sul-

la Terra si calcola , che di presente ascenda a
00 , 000 , 000 {7)

Dungue dalle 6 persone, che sole rimasero do-
po il Dilavio a popolare la Terra , avra dovuto
nella nostra ipotest con le suceessive generazioni
prodursi nel corso di 600 anni I’ indicato numero
700, 000, 000 di viventi, e ponendo, che nell’ aca
cennato tempo altrettanti siano stati 3 morti, avran
dovuto nascere 1gcoccoccoo di womini. Cio posto
sia 1:/4 Ja ragion domandata dell” aumento di po-
polazione, cosieche chiamata A tale popolazioue al
principio di un anno, essa al fine dell” anno me=
desimo divenga A4+ A=A (1+/). Iy conseruenza
di cio le 6 sovraindicate persone al fine del pri-
mo anno saran divenute O (1 +/), a2l fine de! se-

(") Lesage Atlas histerigue clironologiqna geegraphinqme;
et g{J'T]((‘t{l{lf_‘T’;"][]ﬁ . _f:}('al‘f‘*n(‘t"_‘ (f?mz T\l()“lli Li‘ai'ldl 1806 . Cdl‘t&
supplementaire du Mappemonde .
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condo 6(r+7)*, e cosi proseguendo , ecome nel
(n.°172), al fine dell’ anno 6ocesimo saran diven-

6oo
tate 6(r +~4) , e avrem quindi I’ Equazione

600
6(1+%) = 1400,000,000 . Cercando ora il valo-

re di %, passo dai numeri ai logaritmi, e truovato
1 .
Yog.(1+%) = — (log.1400,000,000 —log.6), sic-

come dalle Tavole si ha log. 1400, 000, 000 =
, 1461280, log.0=0, 7781512, otterremo log. (1+h)=

600X8 3679708=0, 0139466, e passando dai loga-
1032634

ritmi al numeri, s1 truoveria 1/ = , € pe-
I1000QL00
N h —_— 32634 I I
Y0 1 = = —3 N s 1080 pro=51mamente 35 -
5205+

Dunque affinche la popolazione del Mendo fosse

diventata quale abbiamo supposta, bastava, che es-
Y

sa crescesse ogni anno di 37, cioe in clascin an-

no per ogni trenta persone se me accrescesse una .
Siccome 1l rapporto ora determinato e assal discre-
to specia]mente presso quei priii abitatorr della
Terra, 1 quali per la loro vita pin semnlice, era-
no di noi pia robusti , e perd pin fecowmli; e sic-
come nell’ epoca da noi stabilita la popoiazion del-
l. Terra non era certamente cosi grande , come si
e supposto presentemente; quindi apparisce quan-
to sia assurda 1’ obbiezione di coloro, 1 quali per
opporsi alle Sagre Carte asseriscono non essere pos-
gibile, che da sei sole Persone siansi prodotte quel-
le popolazioni, che dalla Sacra Scrittura veungono

accennate .
177. Esem. 4.° Essendo D la densita dell’ aria
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eontenuta sotto Ja campana di una maechina pneu=
matica ; cercast dopo quante esantlazioni potra tal
aria riJurst alfa densita d.

Soé. Chuamata a la capacita della campana, e &
qnella del tubo, per eni scorre lo stantuflo deila mac-
china ; e cliamate D', D", D" ec. le densitadell’ aria
soito la campana dopo la prima, la seconda, la terza
esantianzione., ec., ed x 1l numero delle esantlazioni
supposte ; osservo, che la quanuta dell’ aria a princi-
pio € aD, e che, ritirato lo stantuffo, essa deve occupa-
re lo spazio a-+h, diradandosi pereio, e acquistando co-
si la densita D'. Dunque tal quantita essendo ancora
= («+0) D', avremo I’ Equazione (¢a+4)D'=aD,

, o abD
donde D' = 7

posizione , aD’ sary la quantita dell® aria esistente

«0ito la campana; danqgne rinnovato il precedente

discorso, vedremo, che dalla scconda esantlazione
al)'

$i avra D'—=-—— : in ernal modo dalla terza D'’
Qmt=is o

. Rimesso lo stantuffo alla prima

OT)” -l 1] D,V (ZDW Al dc L4
— r ) i o oy -
= Zid dalla qgnarta — =% B € CcOos1 d1i segul

to . Dunque con le suecessive sostituzionl truovan-

) , aD a*D 37
dosi D=——, D'=— —, D''=—""1—, cc. la
u— b { @ +3‘1)3 {a,—f— ‘)3
(?In L) LY . b ] 4 -
——— esprimera la Jensita dell” aria dopo Ia zesie
(=t n,*®
(xxn

(u-}ﬂ;v"’
per risolvere questa Equazione la riduco alla

({'+;z ‘.I‘ D

)= T passo ai logaritmi, e otterrassi pel

ma csantlazione , e perd avremo —d . Ora

log.D—log.d

valore richiesto = = foetal=loga"
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Molti alivi sono i Problemi simili” agli espo<
sti, la cul soluzione o dipende, o si facilita dai
logavitmi ; ma |’ esposizione dei precedenti e suf-
ficiente ad indicare come dobbiamo regolarci ne-

eli altri

FINE.
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