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PREFAZIONE.

B

Se, come scrisse Pascal nei suoi Pensiery, « la
Géométrie seule sail les véritables régles du raison-
nement, et, sans sarréter aux reégles des syllo-
gismes qui sont tellement naturelles qu'on ne peut
les ignorer, s’arréte et se fonde sur la vértable
mdthode de conduire le raisonnement en toutes
choses que presque tout le monde 1gnore, et qu’il
est si avanlageux de savoir, que 1ous vo)ons pdr
expérience qu'entre esprits égaua et loules choses
pareilles, celui qui a de la Géométrie Ueimporte el
acquicrt wne viguewr toule nowrvelle,” » egli ¢ indu-
bitato che coloro 1 quali per debito d’ ufficio sono
chiamati a dirigere | educazione nazionale, come
quelli a cui essa é affidata o ne fruiscono, hanno
stretlo obblico di curare che I insegnamento della
geometria nella istruzione media raggiunga quel-
I’ alto fine che da Pascal con tanta efficacia era

espresso.

' De Uesprit géomélrique, tom. 1; des Pensces, Fragments
et Lettres de Pascal, Paris, 13%%.
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v PREFAZIONE.

Se non che negli elementi della geometria non
st cerca da molti sollanto il mezzo forse pili accon-
cio di ginnastica intellettuale, ma bensi una con-
veniente preparazione a studi pit alti nelle scienze
matematiche od anche uno strumento che possa
tornare utile nelle applicazioni. Di qui la grande
varietad di melodi coi quali in ogni tempo ed in nu-
merosi lrattati furono esposti quegli elementi, se-
condo che indirizzavansi piutlosto ad uno che ad
un allro scopo. Parve perd ai soltoscritti, che, seb-
bene come voleva dire il Galileo, la geomelria sia
« maestra dell’ onesto acquistare 1’ utile, il dilet-
tevole, 1l bello ed il buono » pure in molte pubbli-
cazioni mnostrall ¢ forestiere, le quali servono di
ouilda ai giovani nello studio della geometria ele-
mentare, siasi fatta una dannosa confusione fra
(queglt scopi, e non siasi veduto che I'insegnamento
matematico coordinato al sistema degli studii clas-
sicl e deslinato a far parte di un inseenamento co-
mune, non puo confondersi coll’insegnamento ma-
lematico inleso ad uno scopo professionale.

No1 abbiamo per ora rivolta specialmente la
nostra altenzione allo insegnamento matematico che
s1 di nelle scuole classiche, dalle quali debbono
uscire giovani opportunamente preparati agli alli
studi del diritto, della filologia, delle scienze di
osservazione ed esperimentali, delle matematiche ;
ed abbiamo percio dovuto domandarci se alla parie
che 1" insegnamento della geometria ¢ destinato ad
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avere in questo lavoro di preparazione della mente
del giovane corrisponda 1 indirizzo che nei nosiri
lice1 ¢ dafo all’ insegnamento stesso.

« Le maleric dell’ insegnamento classico mu-
tano e si modificano secondo 1 luoghi ed 1 tempi,
osserva il Cournol,' ma il carattere essenziale di
quell’ insegnamento rimane sempre lo stesso dap-
pertutto ove si stabilisce un sistema di studi libe-
rali, considerati come necessari a tutti gli spiriti
colti, e come la introduzione comune a differenti
professioni studiose. » Ma se¢ 1l determinare la qua-
lita, 1 limit, I estensione di quegli studi necessari
¢ uno det problemi di cui la scluzione non puo
aspetiarsi che da una lunga ed intelligente espe-
rienza, 1 resullati che da quella varietd di stud si
attendono sono ormai prefiniti. Si ¢ ripetuto mille
volle che lo studio delle lingue classiche e quello
delle matlematiche sono una specie di ginnastica
intellettuale, che essi addestrano e fortificano 1’ in-
telligenza, che senza aprire ai giovani una carriera
determinata preparano a tutte le carrierc; ¢ ormat
acceltalo da tutti gh educatori (anche da quelle
scuole inglesi le quali non senza qualche ragione
temevano che I’ aggiunta di nuovi insegnamenh
nuocesse all’ intensitd degli studi classicl e mate-
maticl), ¢ accetlato che I’ insegnamento delle scienze
naturall sviluppa nei giovanetii lo spirito di osser-
vazione; che mfine lo studio delle lingue e letiera-

' Les institutions d'instruction publique en France.
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ture moderne, della storia, della geografia, fornisce
quel grado di coltura gencrale che é richiesta dalla
posizione sociale nella quale si trovera piu tardi 1l
giovane che esce dalla scuola classica. Ora sc Ia
funzione principale di questi vari insegnamenti pud
cosi prefinirsi, perch¢ non potra determinarsene 1l
metodo?

Ristringendoci all’ insegnamento della geome-
tria, non dubitiamo affermare che tanto 1l punto di
vista melafisico nel quale ¢i sono posti alcunt au-
tori, considerandola come una scicnza di ragiona-
mento puro, quanto 1" altro pel quale si fa quasi di
essa una scienza applicata, facendo segunire ad ogni
proposizione 1" ugo pratico della medesima, sono da
condannarsi perché¢ evidentemente contradditiorii
agli scopi prefissi. Percid dobbiamo lamentare che
quell” inimitabile modello di logica ¢ di chiarezza
lasciatoci dai Greei negli Elementi d'Euclide sia stato
pressoch¢ abbandonato dalle nostre scuole, ¢ siansi
invece introdotti ¢ raccomandati libri, nei quali esa-
cerandosi il metodo di Legendre, ' al rigore del ra-
gionamenlo si ¢ sostituito il meccanismo del pro-
cesso aritmetico. La suprema accuralezza ' Euclide®
non ¢ pia apprezzala nelle nostre scuole, ¢ vi s
preferiscono dimostraziont inesalle di proprietd, le

t Hoiiel, Essai critique suy les principes fondamentawr de
la Géométrie élémentaire, Paris, 1867, — Duhamel, Des méthodes
dans les sciences de raisonnement. 2¢ Partie, 1366,

3 Dialoyhi delle Nuove Scienze. Giornata quinia.
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quall non ponno esserci rivelate che dai sensi, ! a
quegli assiomi e postulati che il Galileo giudicava
« domande cosi onesle e concedibili che se la fab-
brica della geometria veniva inalzata sopra tali fon-
damenti, non poteva essere che fortissima e stabi-
lissima. »

« In Euclide, scrive il sig. foiicl, nel rimar-
chevole opuscolo che citammo piti sopra, in Euclide,
la Geomelria forma una scienza completa, che basta
a sé stessa ¢ non invoca da nessuna parte nelle sue
dimostrazioni il soccorso della scienza dei numeri.»
Che se qualche appunto fu fatto agli Elementi di
Euclide, se, come osserva Clairaut: «Ce Giéomeélre
avoit a convaincre des sophistes obstinés, qui se
faisotent gloire de se refuser aux véritds les plus
¢videntes: 1l fulloit donc qu’alors la Géométrie edt,
comme la Logique, le secours des raisonnements en
forme pour fermer la bouche a Ia chicane. » Se
percio {u costretto di fare continuo uso del ragio-
namento indiretto che non sempre s’ accorda colla
maggiore semplicila della dimostrazione, pure né
questa, ne qualche altra lieve menda varranno a
modificare od a diminuire in alcun modo gli effetti
che dallo studio di quel libro ci aspettiamo, di
svegliare, cioé, nei nostri giovani il gusto delle no-

* Vedi gli Elementi di Matematica del prof. Baltzer tradotti
dal prof. Cremona; Parte 4, Planimetria. Raccomandiamo que-
st'Opera a quei giovani che intendono progredire negh studi ma-
tematici.
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sioni nettamente determinate e I’ abitudine del ri-
core nel raziocinio.

Fra le molte edizioni italiane degii Elementi
di Fuclide, abbiamo prescelta per la nostra pub-
blicazione quella del Viviani, come una fra le pin
accurale, non senza pero introdurvi aleune modifi-
cazioni di forma e di sostanza, prendendo anche a
quida le migliori edizioni stranere. Vi agglunge-
remo il trattalo della misura del circolo di Archi-
mede ed alcune proposizioni di cui la soluzione o
la dimostrazione sard lasciata come utile esercizio
agli allievi. Profondamente convinti che soltanto
dalle eminenti qualita di precisione e di chiarezza
che distinguono la Geometria Euclidiana, si ponno
sperare per lo sviluppo intellettuale dei nostri gio-
vani quei risullati, in vista dei quall presso tutte
le nazioni civili I’ insegnamento della geometria
tienc posto lanto importante nella pubblica edu-
cazione: ci siamo accinti a questa pubblicazione,
col fermo inlendimento di migliorarla via via che
nuove pubblicazioni straniere, e I esperienza che
¢ andra facendo nelle nostre scuole, ne additino
la convenienza. Noi abbiamo fiducia che 1 profes-
sori dei licei vorranne aiutarci in quest’ opera, ed
accetleremo con gralo animo le loro osservazioni
ed i loro suggerimenti.

2 Novembre 1867.

E. DeTTIL
I'. Brioscil.



]

Ty o R

j
i
i
4
;
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Definizioni.

I. Il punto ¢ ci0 che non ha parte, ovvero
che non ha grandezza alcuna.

II. La linea ¢ una lunghezza senza lar-
chezza.

[iI. [ termini della linea sono 1 puntl.

IV. Lalinea retta ¢ quclla che é situata egual-
menle rispelto a tulli i stoi punti.

V. La superficic ¢ c10 che solamenle ha lun-
rhezza ¢ larghezza.

VI. I termini della superficie sono le lince.

VII. La superficic piana é quella che & situata
ugualmente rispetio alle sue linee relte.

VII. Angolo piano ¢ I inclinazione di due li-
nee che §” incontrano in un piano, e non son poste

dirittamente {ra loro.
Elementt " Euclide. }
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IX. E quando le linee che contengono |’ an-
golo sono rette, I’angolo st chiama retlilineo.

Le linee che comprendono 1" angolo ed il punto dove si
segano, diconsi rispettivamente laft e vertice dell’ angolo.
a0, I 5

X. Quando la linea retta, stando sopra un’al-
(ra retla, fa ghli angoli conseguenti fra |
loro uguali, questi sono amendue relli, e i
la prima retta si chiama perpendicolare all’ altra.

XI. I angolo ottuso ¢ quello che ¢ p
maggiore del retto. —

XIl. L’ angolo acuto & quello che ¢ "~ _
minore del relto. '_

XIH. Dicesi limate 1] termine di qualunque cosa.

XIV. La figura é cio6 che é contenuto da uno
o da pia limiti.

AV. Il cerchio é una figura piana contenutla da
una linea rienirante, che s1 chiama circonferenza,
alla quale quante linee rette (raggi) pervengono -
rate da un cerlo punto, che & denfro alla figura,
tutte fra loro sono uguali.

XVI. E questo punto si chiama cenlro del
cerchio.

XVH. 1 dianetro del cerchio é una linea retta
che passa per 1l centro, e dall’ una e I'altra parfe
¢ terminata dalla circonferenza, la quale eziandio
divide il cerchio per mezzo.

XVIIL. It semacerchio ¢ la figura contenula
dal diametro e dalla metd della circonferenza.
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XIX. Segmento di cerchio é una figura con-
tenula dalla linea retta e da una porzione (arco)
della circonferenza.

XX. Le figure, che sono contenute da linec

rette si chiamano relfelinee.

XXI. E se sono contenute da tre rette, s” ad-
dimandano (rilalere (friangolr).

XXII. Se da qualtro, quadrilatere(quadrangoli).

XXIII. Se da pia di quattro, moltilatere (po-
ligont).

Le linee finite che costituiscono il contorno d' una figu-
va, ed i termini di esse linee, diconsi rispettivamente lalt e
vertici della figura. Diagonale ¢ una retta che congiunge
due vertici non consecutivl.

XXIV. Frale figure trilatere, 1l trian-
golo equilaiero ¢ quello che ha tre lat /\
uguali. T

XXV. Il triangolo isoscele, ovvero /\
equicrure, ¢ quello che ha solamente due

/

[ —Y

lali ugual.
XXVI. I triangolo scaleno ¢ quello /\
che ha tulli tre 1 lati disugual. .
XXVII. Inoltre fra le figure trilatere y
vi é il triangolo rettangolo, che € quello 1l |
quale conliene in s¢ un angolo rello:
XXVIH. L’ottusangolo, che ha un an-\‘:‘“\ﬂf\_
golo olluso: L
XXIX. L acutangolo, che ha tutl

tre gh angoli acull. A

Lz
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NXX. I'rale ficure quadrilatere vi é 1l
quadrato, il quale ¢ equilatero e rettangolo:

XXXL 1T rettangolo, che ¢ una fi- =
cura reftangola ma non equilatera: :

AXNIL I romibo, che ¢ una figura ,,-*_7
equilatera ma non rettancola: S

XXX TErombeide o parallelogram- ——— ~-
mo, che ¢ una figura avente i lati ¢ gli an- | -
coil opposti fra loro vguali, ma né (lqmlaiela né ret-
fangola.

XXXIV. Tutte le altre figure limitate da quat-
tro rette diconsi quadrilaterd.

XXXV, Le lince pearallele o cqm’ch’- -
stantt sono quelle le quali, essendo in — —
un medesimo piano ¢ prolungate indefinitamente
dall'una e I"altra parte, non si congiungono giam-
mal insieme.

Postulati.

I. Si pud tirare da qualsivoglia punto a qual-
sivogha punto una linca retta.

II. S1 pud prolungare indefinitamente ¢ se-
condo la sua direzione una linea retta terminata.

III. Da qualsivoglia centro e con qualsivoglia
intervallo s1 puo descrivere un cerchio.

IV. Tutti gli angoli retti sono uguali fra loro.

V. Se sopra due linee retle —
cadendo una terza retta fara gli
angol intern1 da una medesima — !

————
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parte la cui somma sia minore di duc relti, quelle
linee prolungate in infinito concorrono insieme da
quella parte, dove gli angoli valgono meno di duc
retti.

VI. Due linee rette non racchiudono spazio
alcuno.

Assiomi.

I. Quelle grandezze che sono uguall ad un:
medesima sono ancora {ra loro uguall.

II. Se alle grandezze uguali s1 aggilungono
crandezze uguali, le somme sono ugual fra loro.

1II. Se dalle grandezze uguali s1 sottraggono
erandezze uguali, eziandio le rimanenti sono uguali
fra loro.

1V. Se alle grandezze disuguall si aggiungono
crandezze uguali, le somme sono disuguali.

V. Se dalle grandezze disuguali si sotlraggono
orandezze eguali, le rimanenti sono disuguali.

VI. Le grandezze che sono doppie di una me-
desima, sono uguali {ra loro.

VII. Le grandezze che sono la metd di una
medesima, sono uguali {ra loro.

VII. Quelle grandezze che si possono far coin-
cidere I’ una sull’ altra sono uguali.

IX. 1I tutto é maggiore delia sua parte.

11 signor HotEL (*) dopo aver delinita una figura «un

(") Lssai critique sur les principes fondamentaux de lu géomelrie ele-
mentaire (Paris, Gautbier-Yillars, 1847},
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insieme di punti, di linee e di superficie, considerato come
imvariabile di forma» propone di fondare la geometria ecle-
mentare sopra quattro proposizioni desunte dall’esperienza:

1. Trec punti bastano in generale a stabilire nello spazio

la posizione di una figura.
2. Esiste una linea (la refta) la cui posizione nello spa-

zio ¢ individuata da due qualunque de’ suoi punti, ed & tale
che ogni porzione di essa puo applicarsi esattamente sopra
un’ altra porzione qualsivoglia, purché queste due porzioni
abbiano due punti comuni.

3. LE:iste una supeificie (il piano) tale che una retta
passante per due suoi punti qualisivogliano vi giace per intero,
e che una porzione qualunque di essa superficie pud essere
apphcata esattamente sulla superficie medesima, sia diretta-
mente, «ia dopo essere stata rovesciata.

4. Per un punto dato non si pué condurre che una sola
retta parallela ad una retta data.

PROPOSIZIONE 1.

IPROBLEMA.

Sopra una data retla finita, costruire il trian-
golo equilatero.

Sia la retta dala AB; bisogna sopra essa costruire
1l triangolo equilalero. Dal centro 4 con | intervallo AB
descrivast [post. 8] 1l cerchio BCD; similmente dal
centro B con Tinlervallo BA descrivasi un allro cer-
chio ACE, ¢ dal punto C, nel quale i cerchi fra loro
31 segano, siano lrate [post. 1] l¢ lince rette CA, CB ai
punti A e B,

Perche A ¢ centro del cerchio BCD, sard [def. 15]
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la AC uguale alla AB; e perchi¢ ancora B ¢ centro
del cerchio ACE, sard la BC

uguale alla BA. Adunque I' una e e
I’ altra di esse C4, CB ¢t uguale k. 7 \\ \\
alla AB. Ma quelle grandezze che/ [ N
sono uguali ad una medesima, sono. 4 ‘:"B
ancora fra loro uguali{ass. /§; onde \ /
la CA ¢ uguale alla CB, e le tre \,
linee CA, AB, BC sono uguali fra

loro: dunque il triangolo ABC ¢ equilatero ed & costruito

sopra la data retta finita AB, il che bisognava fare.

I due cerclii si segano necessariamente, perché ciascuno
di essi ha un punto interno ed un punto esterno rispetto al-
I" altro cerclio.

e —

PROPOSIZIONE 1.

IPROBLEMA.

Da un punto dato tirare una linea relta uguale
ad un altra retta data.

Sia A il punto dato, e BC la linea retla data; biso-
ena dal punto A tirare una linea
rella uguale alla retta BC. Tirisi dal
punto A al punto B la rella AB
|post. 1], e sopra cssa costrui-
scasi [prop. 1] il triangolo equila-
tero DAB, e siprolunghino] post.?]
per diritto slle DA, DB le lince
retle AE, BF, e dal cenlro B con
I intervallo BC descrivasi [post. 3] il cerchio CH, ¢
finalmente dal centro D con Vintervallo DG descrivast il
cerchio GKL.
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Perche il punto B ¢ centro del cerchio C3H,
sara [def. 15] la BC uguale alla B4 oltre a cio perche
¢ centro del cerchio GKL, sard la DL uguale alla DG:
e poiche la parte DA ¢ uguale alla parte DB, anche la rima-
nente AL sard uguale [ass. 2] alla rimenente BG. Ma si o
dimosiralo clie la BC & uguale alla BG, onde |’ una e 'al-
tra AL, BC ¢ ugnale alla B&. Ma quelle orandezze che
sono uguah ad una medesima, sono uguai fra loro
lass. /]; dunque fa AL ¢ uguale alla BC, e cosi dal punto
dato A si ¢ tirata la linea refta AL uguale alla data
retta BC, 1l che bisognava fare.

Questa Prop. II ¢ un caso particolare di una proposizione
pit generale che si suole assumere come postulato « che una
figura possa essere trasportata in un modo qualunque nello
spazio, senza che si alteri alcuno de'suoi elementi (distanze
scambievoll ed angoli).

PROPOSIZIONE 111,

PRODLEMA.

Date due linee rette disuguali, dalla maggiore
tagiiare una parte uguale alla minore.

Siano date due linee relte disuguali AR, € delle

quali AB sia la maggiore. Bisogna .
datlamaggiore A B lagliare una reita //, \_D
uguale allaminore C.Tirisi| prop. 2] L e

dalpunto 4 laretta A Dugualealla C, :
¢ dal cenlro 4 con intervallo 4D /
descrivast | post. 3] il cerchio DEF s

Poiche 4 ¢ cenltro del cerchio DEF, la AE sara
uguale alla AD [def. 15]. Ma ancora la € & vguale
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alla AD; quindit AK ¢ € sono ambeduc ugnali alla 4D,
e pero ancor Ja AE ¢ vguale elfa € lass. /). Dale dunque
due lince rette disuguali AR, €, dalla ADB st & taghata
la AE uguale alla minore €, | che bisognava fare.

PROPOSIZIONE 1V,
TEOREMA.

Se due triangoli hanno due lati rispettivamente
uguall a due lati, ed harno uguale I angolo che ¢
contenuto dar latt eguali, avranno ancora la base
vguale alla base, cd il triangolo sard uguale al
triangolo, ¢ degh allry angoii saranno uguali, I'uno

all” altro, quelli che sono oppesti ai lati uguali.

Stano due triangoli ABC, DEF | i quali abbiano due
lati AR, AC uguali a due lati DE, DF, I’ uno all’ altro,
ciot 1l lato AL uguale al lato DE, ed il lato AC a DF,
e I"angolo BAC uguale all’ angolo EDF. Dico ancor la
Lbase DO esser uguale alla base EF, ¢d il triangolo ABC
uguale al (riangolo DEF, ¢ g¢li aliri angoli uguali agli
allrl angoli, cive I angolo ABC al-

A 23
I'angolo DEF, e I'angolo ACB ol \
" angolo DFE. | .
Percioccht, se si adatta i1 N
triangolo A BC sul triangoto DEF, J 5
posto il punto A sopra D, ¢ la f iy
retla A Bsopra DE, ancor il punto B };*“'““\c e

s1 adatfera al punto I, per esser
la AD uguale alla DE, ¢ adatlandosi la AB alla DE,
cziandio la retta AC si adatlerd alla DF, perche I’ an-

L
o A



10 GL1 ELEMENTI D EUCLIDE.

golo BAC ¢ uguale all’ angolo EDF. Onde ancor il punto €
si adatlerd ad F, percheé la linea vetta AC ¢ uguale alla
linea retta DF. Ma cziandio il punto B sla sopra E.
Adunque aitresi la base BC si adatterd alla base EF; per-
ciocche, se adaltandosi il punto B al punto E ¢ C ad F,
la base BC non si adaltasse alla base EF, due linee
refte chiuderebbero uno spazio, il che non ¢ [post. 6].
Adunque la base BC si adatterd alla base EF, e sard
uguale ad essa [ass. &]. Onde ancor tutlo il (rian-
golo ABC si adatterd a tutto il triangolo DEF ¢ gli sara
ugua'e {ass. &], e gli altri angoli si adatteranno agli altri
angoli, e saranno uguali ad essi, cioe 'angolo ABC all” an-
golo DEF, e I'angolo ACB all’angolo DFE. Adunquc
se due triangoli hanno due lati uguali a due lali, ecc.,
come dovevasi dimostrare.

PROPOSIZIONE V.

TEORLEMA,

Gli angoli alla base del triangolo isoscele sono

uguali fra loro, e se si prolungano i lati uguali, gli
angoll solto la base saranno ancora fra loro uguali.

Sia il triangolo 1soscele ABC, che abbia il lato AB
uguale al lato AC, ¢ si prolunghino ?’
le vette BD, CEperdivitto alic AB, A
AC. Dicol'angolo A BC esser uguale A
all’ angolo ACR, e l'anzolo CBD y A
alf angolo BCE.

Piglisi nella linea BD un punto 5
qualsivoglia F, ¢ dalla maggio- n/
re AE taglisi AG uguale alla mincre AF |prop.

B
51;
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e si tirino FC, GB. Poiché la AF & uguale alla 4G, e
la AB alla AC, le due FA, AC sono uguali alle
due GA, AB, I"una all’ altra, e contengono I’ angolo co-
mune FAG, onde [prop. 4] la base FC & uguale alla
base GB; ed il triangolo AFC ¢ uguale al triangolo AGB;
e degli aliri angoli saranno uguall, I'uno all’altro, quelli
chie sono opposli ai lati uguali, ciot 'augolo A CF uguale
all’angolo ABG, el angolo AFC all’ angolo A GB. E poiche
tuttala linea AFC¢ugualea tutlala A6, e la parte A B della
prima ¢ uguale alla parte AC della seconda, sara {ass. 3]
ancor la rimanente BI della prima uguale alla rima-
nente CG della seconda. Ma la FC fu mostrala uguale
alla GB. Adunque le due BF, FC sono rispettivamente
uguali alle due CG, GB, ¢ " angolo BI'C uguale all’an-
golo CGR?, e la base di essi BC ¢ comune. Duuque
il triangolo BFC sard uguale [ prop. 4] al triangolo-CGHB,
oli angolt opposti ai lati uguali saranno uguali. Adun-
que I'angolo FBC & uguale all’angolo GCB, e I'an-
golo BCEF all’angolo CBG. Siccome poti tutto I'angolo ABG
e stalo dimos(rato uguale a tutto I'angolo ACF, de’ quah
la parte CBG ¢ uguale alla parte BCIE, sara [ass. ]
il rimanente ABC uguale al rimanente ACB. Dunque
gle angoli alla buse del triangolo isoscele, ecc. c. 4. d.

PROPOSIZIONE VI.
TEORLEMA,
Se due angoli & un triangolo sono uguali fra
loro, eziandio i lati che sono opposti agli ango'i
uguali saranno fra loro uguali.

Sia il triangolo4 BC,che ablbia'angolodA BCuguale al-
I'angolo A CB. Dicoancor il lato A Besserc uguale allato A G,
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Perciocche se la AB non ¢ uguale alla AC, una
di esse sard maggiore. Sia maggiore lu AL, e da
essa taghst [prop. 3] DB uguale )
alla minore AC, ¢ si tivi DC. A
Siccome la DB ¢ uguale alla A¢ »/ \\
e la BC ¢ comune, saranno le AR
due DB, BC vguali alle due AC, N
CB, I'una all’ altra, ¢ Vangolo DB( !
uguale all” angolo ACH ;  onde g
la base DC sarebbe uguale alla 27 &
base AL, ed il triangolo DBC uguale [ prop. 4] al trian-
golo ACE, civt il minore al maggiore, il che ¢ Hnpos-
sibile. Non ¢ dunque la 48 disuguale alla AC, ma sari
uguale. Lpero se due angoli ' un triangolo siano uquali
fra loro, eziandio @ luti, ece. c. 4. (.

PROPOSIZIONE VI,
TEOREMA.

Se 1 termint di una medesima rella si con-
giungono a due diversi punti, le due congiungenti
del primo punto non possono essere rispeltivamente
uguall a quelle dell” altro punto.

Gonducansi, se sia possibile, dai termini dells
medesima retta AB le relle AC, G e due altre retic
rispettivamente uguali AD, DB, a D
diversi punti €, D e dalla mede- fff // \
sima parte, di modo che la €4 sia /
uguale alla DA, che ha il me- b \ \
desimo fermine 4, e la CB sia / \\
uguale alla DB che ha il medesi- L N\

Al s

mo lermine £, ¢ si conduca €D AN

C

B
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Poiche la AC ¢ uguale alla AD, anche angolo ACH
sard uguale ali'angolo ADC | prop.5]. Onde 'angolo A DC
¢ maggiore dell angolo DECH. K pero T angolo CDRB sara
mollo maggiore dell’angolo DCB. Ma siccome la CB ¢
uguale alla DB, eziandio "angolo €DE sarebbe uguale
all’ angolo DR, cio che ¢ impossibile. Adunque se @
termine A4 una medesima retla, ece. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE VI

TEORLEMA.

Se due (riangoli hanno due lati uguali rispet-
tivamiente a due lati, ed hanno la base uguale alla
hase, avranno ancora ugualt gii angoh contenuli da

uguali lati.

Siano due triangoli ABC, DEF, chie abbiano duc
lati AR, AC ucuali a due lah DE, DF, V'uno all’altro,
di modo che AD sia ngnale a DE, ed AC a DF, ed
abbiano la base B uguale alla base FEF. Dico ancor
I”angolo IBAC essere ugnale all’ angolo EDF.

Perciocchie, se si porta il {riangolo ABC sopra i
triangolo DEF, posto il punto B sopra E, e la linea
retla B sopra la EX, eziandio 1
punto € cadrd sopra il punto F. 4 4e .n
perche la BC ¢ unguale alla KT N
Onde stando BC sopra Ki, sla- ’ P
ranno ancora le BA. AC sopra - ¢\
le ED, DF. Yerche se il punto 4~
non cade in I, ma in unalro ;0 . N
punto come ¢, avremo le ret- = 4
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te EG, FG, uguali rispettivamente alle ED, D, e con-
giungenti i termini della medesima retta EF a due punti
diversi &, D, dalla medesima parte, il che & impossibile
[prop. 7]. Non & dunque vero che, sc la hase BC &
sopra la base EF, non cadano i lali BA, AC sopra i
lati ED, DF. Adunque combacieranno insicme, e I’ an-
golo BAC sard sopra I’angolo EDF, e gli sard uguale.
Ounde se due triangoli hanno due luti uguali a due lati,
ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE 1X.
PROBLEMA.

Dividere per mezzo un angolo rettilineo dato.

Sia 1" angolo BAC rettilineo dato; bisogna dividerlo
per mezzo. Piglisi nella linea AB un qualsisia punto D,

¢ dalla linea A taglisi [prop. 3] y

la AE ugnale alla AD, ¢ condotla /\

DE coslruiscasisopra essa|prop. /] /|

il triangolo equilatero DEF, e D/—‘] §

tirisi AF. WA
Dico I'angolo BAC essere di- f N \,\

viso per mezzo dalla hneareltla AF: - el

/£3 '

perciocehe, essendo la 4D uguale
alla AE, e la AF comunc, saranno le duc DA, AF
uguali alle due F4, AF, 'una all'altra, ¢ la base DF
uguale alla hase EF. Adunque [prop. &) Vangolo DAF
¢ uguale all’angolo EAF,e pero 'angolo rethilineo
dato BAC ¢ diviso per mezzo dalla linea relta AF;
il che bisognava fare.
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PROPOSIZIONE X.

PROBLEMA.

Dividere per mezzo una dala retla terminala.

Sta AD la dala relta terminala, bisogna dividerla
per mezzo. Costruiscasi sopra essa c
[prop. 1] il (riangolo equilatero N
ABC, ¢ dividasi per mezzo Y an- /
golo ACB con la linea relta CE. . \

Dico che la linea retta AB ¢ S \
divisa per mezzo nel punto E. /| N
Perciocchié, essendo la AC uguale 4 & H
alla CB, e la CE comune, le due AC . CK sono uguali
alle due BC. CE, I'una all’ altra, e " angolo ALK & nguale
all’angolo BCE. Adunque [prop. 4] la base AE & uguale
alla base BE, ¢ perolalinearella terminata 4B & divisa
per mezzo nel punto E; il che bisognava fare.

r——

PROPOSIZIONE XI.
PROBLEMA.

Tirare una linea rctla perpendicolare ad una
dala relta da un punto dato in essa.

Sia AR la data relta, e Cil punto dato in essa. Bi-
sogna dal punto € lirare una linea r
retla perpendicelare alla A B.Piglisi / \
nella AC un punto qualsivoglia D, 7
e prendasi la CKE uguale alla €D /
Lprop. 3], e sopra DE costruiscasi
(prop. 1} il triangolo equilate-
ro IFDE, e lirisi CF. R T e

LEr e T

£o8
T L

A . e At

T e

L ST
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Dico che la linea retla FC sara perpendicolare alla
retla data A B; perciocchc cacendo la DC uguale alla CF,
e la FC comune, le due DC. Gf7 saranno uguali alie
due EC, CF, I'una all’altra. ¢ Ta hase DI ¢ uguale alla
base FE. Adungue [prop. 8| I'angolo DCF ¢ uguale al-
I'angolo ECE, e sono conscguenti. Ma quando una li-
nea relta stando sopra un’altra relta fa cli angoli con-
seguenti pguali {1 loro, ciascuno degli angoli ucualt ¢
retto [ﬁﬁpffﬁ] sdunque ciascuno d'essi DOE, FCE ¢
retto, e pero si ¢ tirala lalinea reita FC perpendicolare
alla data retta AB, dal punto € dalo 1n essa; il che

bisognava fare.

PROPOSIZICNE NI
PROBLEMA.

Sopra una data retla indefinita, da un punto
dato che non sia in essa, lirare una linea retla

perpendicolare.

Qia A Bla data retta indefinita,
¢ € il punto dato che non sia o
essa. Dal punto €, bisogna lirare /'/ et
una retta perpendicolare allan AR, -
Piglisi dall’altra parte della linea 1 A ‘
retta AB qualsivoglia punto E, ¢ TN

dal centro € con lintervallo CE 7 G~ 3 @

descrivasi [post. 3] il cerchio EFr.
e la EG sia segala [prop. 40] per mezzo nel punto H,e
si conducano C&, CH, CE.

Dico che la CI & perpendicolare alla AB. Percioc-
cheé , essendo la GIT uguale alla HE, ¢ la [IC comune,
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le due GH, HC sono uguali alle due EH, HC, I’una al-
I"altra, e la base €/ ¢ uguale alla base CE. Adunque
[prop. & V' angolo CHG ¢ uguale all’ angolo EFHC, ¢
sono conseguenll. Ma [def. 10] quando una linea relta
stando sopra un’altra fa gh angoli conseguenti uguali
fra loro, ciascuno degli angoli uguali ¢ retto, e quella
prima retta s chtama perpendicolare all’altra, duon-
(que ecc.

PROPOSIZIONE XTI
TEOREMA.

Quando una linca retta stando sopra un’ altra
retta fa due angoli, o questi sono ambedue retti,
o la loro somma é uguale a due retti.

La linea retta 4B slando sopra la relta CD faccia
¢l angoli CBA, ABD. Dico che gli angoli CBA, ABD o
sono rettismbedue, o la loro somma ¢ nguale a due retti.
Perche se €B4 € uguale ad ABD, sono due retti
[def. 10]; ma sc no, tivisi [ prop. /1 |dal punto B sopra la Ch
la BE perpendicolare. Allova gli angoli CBE, EBD s:rauno
due retti [def. 101, e perche CBE ¢ uguale alla somina
dei due CBA, ABE, posto EBD
comune, la somma degli ango- I
li CBE, EBD sara uguale a quella | =
dei tre angoli CBA, ADE, EBD. Si-
milmeunte, perché I'ancolo DBA ©
uguale alla somma dei due an- »
goli DBE, EBA, posto ABC ¢co- 2 _» .
mune, sard la somma degli an-
¢o't DBA, ABC uguale a quelladeitre DBE, EBA, ABC.

Elementi € Ene'tde, 2
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Ouelle grandezze che sono nguali ad una medesima sono
uguali fraloro [ass. /]:adungue eziandio la somma degl:
angoli CBE, EBD ¢ uguale alla somma degh an-
goli DBA, ABC. Ma CBE, EBD sono due retti, onde gl
angoli DBA, ABC valgono insieme due retti, ¢ pero
quando una linea relia stando sopra un'altra retla fu
e angoli ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE NIV,
TEOREMA.

Se con una linea relta, ed in un punto di essa,
due rette non poste dalla medesima parte facciano
oli angoli conseguenti la cul somma sia uguale a
due relli, esse rette saranno per diritto fra loro.

Con una retta AL, nel punto B3
che ¢ in essa, due linee retle BC. BD A
non poste dalla medesima parte fac-
ciano ¢li angoli conseguenti ABC, i
ABD, la cui somma sia due relti.
Dico la BD esserc per diritto i E
alla CB. B
Perciocche, se¢ la BD non ¢
per diritto alla CB, sia la BE per diritio alla €B. Perche
dunque la linca rette AL sta sopra la rella CBE, gl
angoli ALC, ABE valgono insieme due relti [prop. 13}
Ma eziandio gli angoli ABC, ABD hanno per somind
due reiti; onde gli angoli CBA, ABE varranno insieme
come CBA, ABD [ass. | ¢ post. 4]. Sollraggasi I'angolo
A RBC comunc; il rimancnte A BE sarebbe uguale al rima-
nente ABD, ciog il minore al maggiore; il che non puo
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essere. Adunque la BE non ¢ per diritto alla BC. Dimostre-
remmo similmente non cssere alcun’ altra, fuori che
la BD,; adunque la CD sara per dirvilto alla BD. E pero
se con una reflta ed «n un punto di essa, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE XV.
TEOREMA.

Se due linee retle si seghino insieme, farann:
gli angoli opposti al vertice uguali fra loro.

Due linee rette ADB, €D si seghino insieme nel
punto E. Dico I'angolo A EC essere ugunale all’angolo DLZ,
¢ I'angolo CEB all angolo A KD,

Perche stando la linea rella AE sopra la retta €7,
essa fa gli angoli CEA, AED, la cui somma ¢ uguale a due
retti. Similmente, perche la linea

retta DE sta sopra laretta ABessa A n
fa gli angoli AED, DEB, la cuisom- T B T
ma sard uguale a due retti. Adun- — e

qgue gli angoli CEA , ALLD valgono

insieme come gli angolt AED, DED [ass. 1 ¢ post. /.
Sottraggasi ’angolo comune AED; il rimanente €74
sard uguale al rimanente BED [ass. 3]. Si dimostreranio
parimente uguali CEB, DEA, e pero se due linee relie
si seghino insieme, ecc. c. d. d.

COROLILALIO.

Da questo chiaramente si vede che se pin h-
nee relte si segano insieme, la somma degli angoli
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consecutivi formati intorno al punto comunc ¢
uguale a qualtro retli.

PROPOSIZIONE XVI.
TEORLEMA.
Se si prolunga un lato di un triangolo, I' an-
«olo esterno & maggiore di ciascuno degli angoll
interni oppostl.

Sia il triangolo ABC, ed un P -
lato di esso BC si prolunghi 1n . 2N\ ,.//'"
Liico 'angolo esteruo ACD esser EA P //
maggiore dell’uno e dell’altro 1o- B,{//z:;.{ c\‘_n..;______,___,p_
leruo opposto, ctoe CBA, BAC. DK "-\

a S i . g _— ’ f_rz

Seghisi A C per mezzo [prop. e

/¢] nel punto E, ¢ condotla BE F;'l"
prolunghisi nel punto I, e pongasi

la EF ugnale alla BE [prop. 3]; giungasi poi FC. Pot-

che la AE ¢ uguale alla EC, e la BE alla EF, le
due AE, EB sono uguali alle due CE, EF,I'una all’altra,
¢ I'angolo AEB ¢ uguale all’ angolo FEC, perciocche sono
opposti al vertice [prop.15]; onde labase Al ¢ uguale alla
base I'C [prop. 4], ed iltriangolo ABE al triangolo FEG
ed uguali ghi altri angoli, che si oppongono ai lati uguall.
Adunque 1 angolo BAE & uguale all’angolo EGE; ma
Pangolo ECD ¢ maggiore di ECF; dunque 'angolo ACD
¢ maggiore dell’angolo BAE. Parimente segandosi la
linea retta BC per mezzo, si dimostrera 1"angolo BGG,
ciot ACD [prop. 15] maggiore dell’ angolo ABC. Laonde
se st prolunga un lato di un triangolo I'angolo esterno.
cee. €. d. d.

—

ST
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PROPOSIZIONE XVII.
TEOREMA.

Due angoli di un {triangolo, presi in qualun-
que modo, danno una somma minore di due refii.

Sia il triangolo ABC. Dico che due angoli del trian-
golo ABC, presi in qualsivoglia modo, valgono meno di
due retti.

Prolunghisi la BC nel punto D. L’ angolo ACY,
esterno del triangolo ABC, & maggiore [prop. 1G] d:l-
I" interno opposto ABY, per conseguenza gli angoli
ACD, ACB fanno una somma
maggiore [ass. 4] degh angoli A
ABC, BCA. Ma gli angoli ACD, /o
ACB valgono due retti | prop. 13},
quindi la somma di ARC, BCA
sard minore di due retli. Dimo- /
streremmo similmente che lasom- 5¢—— ~ -,
ma degli angoli BAC, ACB e quella |
degli angoli CAB, ABC sono ambedue minori di due
retti. Adunque due angoli di un triangolo, ecc. c. 4. (.

—— e

PROPOSIZIONE XVIII.

TEOREMA.

II maggior lato di un triangolo é opposto ai
maggiore angolo.

Sia il triangolo ABC, che abhia il lato A€ maggiore
del lato AB. Dico ancor 1'angolo ABC esser maggiire
dell’ angolo BC A.
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Perciocche, essendo la AC maggiore della A B, pon
casi [prop. 3] la AD uguale alla AB, e aggiungasi BU.
Riccome nel triangolo BDC 1" an-
colo esterno ¢ ADE, =ara que- 4
sty maggiore dell” inlerno oppo- '
<o DCB {prop. 16]. Ma ADB ¢\ DO
venale ad ABD, essendoil lalo AB />
vouale al lato AD | prop. 5], Adun- \// “\\
cue 'angolo ABRD ¢ mageiore del- ) C
I angolo ACH. Onde ABC sara
molto maggiore di ACH, ¢ perd il maggior lato di un

A S S Sl e e

triangolo ¢ opposto al meggior angolo; ¢. d. d.
PROPOSIZIONE  XIX.

TEOREMA.

Al mageior angolo di un triangolo ¢ opposto

1 maggelor lato. §
Sia il trianzolo A BC che abbia I'angolo ABC mag-

cior dell' angolo BCA Dico il lato AC essere maggiore
del lto AL

Perciocehio'se non ¢ mageiore, ovvero AG ¢ uguale
a4 AR ovvero ¢ minove di csso.
Saonon ¢ ouguale o perche ancora 4
Cangoloe ABC savebhe prop. Sp
cowale allangolo ACH, ci) che \
con 0. ¢ pero A0 non ¢ uguale |
cd A Ma pe o anche ¢ ominore, \
serche ancor Uangoto ARG =avebhe B
oeop 1€ minove dellangolo ACE,
¢ vonen ¢ Onde A0 won ¢ minore di AL Adunque AG

. P TR
%
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¢ maggiore & AB. Laonde al maggior angolo di
triangolo, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE XX
TEOREMA.

La somma di due lati di qualunque triangoio.
presi in qualsivoglia modo, ¢ maggiore del lato
rimanente.

Sia il triangolo ABC. Dico che la somma di due
lati del triangolo ABC, come BA, AC, ¢ maggiore del
rimanente BC. »

Prolunghisi B.1 nel punto /),
¢ pongasi A uguate a CA {prop. 7|
¢ conducasi DC. Poiche DA ¢ uguale

- ) . /?
ad AC, [prop. 51 sard ancor I'an-
colo AD uguale all’angolo ACT.
Ma 1" angolo BCD ¢ maagiore det-
T

Fangolo ACH [ass. 9], Adunduie Van-
colo BCD ¢ maggiore dellangolo A DC. Toperchie DY
o un triangolo che ha Uangolo PCH maggiore detban-
zolo BDC, cd al maggior angolo ¢ oppesto 1l maggioy
tato, sara il lato BD maggiore del lato BG [prop. 14
Va DB ¢ uguale atlla somma di B4 e AC: onde la sominia
dei tati B4, A6 ¢ maggiore di B Dinostreremino si-
wilmente ancora che la somma dei lati AL PO ¢ mag-
ciore del lato €4, ¢ che la semma deijai BO, € ¢
maggiore di AL Adunque le vommea Jidie lali e e, d.

-
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PROPOSIZIONE XXI.

TEOREMA.

Se dai termini ¢’ un lato del triangolo s1 con-
ducono due linee rette ad un punto interno, la som-
ma di queste sard minore della somma deglt altri
due lati del triangolo, ma conterranno un angolo
maggiore.

Sopra un lalo BC del {triangolo ABC, dai ter-
mini 72, € conducansi di dentro due rette BD, DC.
Dico che BD, DC fanno una somma minore degl altr:
due Iati del triangolo B4, AC. Ma contengono I an-
oolo BDC maggiore dell’angolo BAC.

Prolunghisi BD nel punto E. Poiche due lati di qualun-
que triangolo fanno una somma maggeiore del rimanente
| prop. 20}. cosi la somma di due lati BA, AE del trian-
golo A BE sari maggiove dellato BE. Pongasi EC comune.
L.a somma di B4, ACsard maggiove della somma di BE,
EC [ass.4]. Finalinente perché due lati CF, ED del triango-
lo CED fanno una somma maggiore dellato CD{prop. 20].
ponendo comune DB sivedriche la somma di CF, EB ¢
maggiore della somma di €D, DB. Ma si & dimostrato
che B4, AC presi insieme superano BE, EC; adunque Ia
somma di BA, AC tanto pia supe-

rera quella di BD, DC. Oltre a ¢io, f

perche I'angolo esterno di un trian- ~

golo ¢ maggiore dell” interno op- ..-"/ \.E

posto [prop. 16], sara V angolo | “D<\
eslerno BDC del triangolo GDE, // o
maggiore di CED. Per la medesima - o f:\b

ragione, anedr 'angolo csternoCEB
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del triangolo ABE & maggiore di BAC. Adunque I’ an-
golo BDC sard molto maggiore dell’angolo BAC. Onde
se dat termind di un lato del triangolo, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE XXII.

PROBLEMA.

Gostruire un triangolo i cui lati siano uguali a
tre rette date, tali che la somma di due qualun-
que fra esse sia maggiore della rimanente.

Siano (re linee refle date A, B, C, due delle quali
diano una somma maggiore della rimanente, prese in
qualsivoglia modo, ciocche le A, B

prese insieme superino G, ele 4,C ‘“g“‘

superino I3, ed ancora le 2, € su- a4

perino A. Bisogna con fre linee 7\

rette uguali alle A, B, € costruire /% o

un {riangolo. % Ny
Pongasi la lincavetta DE ter- e

minala nel punto D, ma indefinita
verso 1l punfo E. E pongasi la DF uguale aila 4, ela F(;
uguale alla B, e la GH alla €. E dal centro I con I'in-
tervailo FD descrivasi il cerchio DKL. Poi dal cen-
tro ( con lintervallo GH descrivasi un’aliro cer-
chio KLH, e conducansi KF, K¢;.

Dico che KFG t il (riangolo domandato. Percioc-
che, essendo il punto F ceniro del cerchio DKL . sard
la FD uguale alla FK [def. 15]; ma FD ¢ uguale alla A ;
adunque ancor la FK & uguale ad 4. Oltre a ¢io, perche
il punto G & centrn del cerchio LKH, sard la GH uguale
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alla GK. Ma la I ¢ uguale alla €, adunque eziandio
la GK ¢ uzuale alla €. Inoltre la FG ¢ uguale alla B,
quindile tre KF, FG, GK sono uguali alle tre rette 4,8,6
E pero colle tre linee rette KI, F(;, (1K, che sono uguali
alle tre rette date A, I3, Csi ¢ costrullo il triangolo KIG
il che bisognava fare.

Le due circonferenze DKL e KLH s’ incontrano neces-
sariamente in K. Infatti, DG che ¢ eguale alle A e I prese
insieme sarda mageiore di HG, che ¢ cguale alla ¢ ed es-
sendo FKcehe ¢ eguade ad A4 minore di FIT che @ eguale alle I
e (' prese insieme, sottraendo I rimared GIainore di Hi.
Dunque la cireonferenza KLII ha un punto I iuterno ed
uno I esterno alla civconferenze KLIH. e dovrd necessaria-
mente incontrarla.

PROPOSIZIONE  XXNIIL
PRROLLLMA.
Sopra una data retta, ed in un punto dato 1n
essa, costruive un’angolo rettilineo uguale ad un al-
tro angolo rettilineo dato.

Sia A5 laretia data, e 4 il punto dato in essa, ¢ NI

I angolo rettilineo dato. Bisogna nella data retta AB,
e nel punto dale In esse A, - P
costruire  un apgolo rettilinco ',
uguale all’ angolo retiilineo dato.
Piglinsi nell'una, e netlaltra dede
rette C1, CF due panti quali si vo- “-\ / '
alinno I, L ¢ conducast DE, econ N \

tre velte che siano ueuali alle e 2 Do F

retic C0, Dl E5, L prop, 27| co- B
striviscast il triangolo A4G, di modo che la CD sia
uenale alla A7 e la CF alla Ads e la DE alfa F1..

T e I s e S T SR .. " o T A S
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Perchi le due DC, CE sono uguali alle due F4,
AG, 'una all’altra, e la base DE ¢ uguale alla ba-
se FG, sarhi ancor I angolo DCE uguale all’ ango-
lo FAG |prop. 8]. Adunque nclla data rvetta AB, e nel
punto in essa dato A, si & costruito 1" angolo retiili-
neo I'A6 uguale all’ altro angolo rettilineo dato DCE;
il che bisognava fare.

PROPOSIZIONE XXIV.
TEOREMA.

Se due triangoli hanno due latt uguali a due
lati, 1" uno all’ altro, ¢ hanno diseguali gli angoli
compresi da questi lali, Ja base del triangolo in cui
I" angolo ¢ maggiore sard maggiore della base del-
I’ altro (rtangolo.

Siano due triangolt ARC. DiF) che alibiano due
lati AD, A€ vguali & due tati DE. DF, 'uuo all” altro,
cioe il Tato AL uguale al fito DE. ed 1l Tato AC vgunale
a DI, e Vangole BAC sia maggtore dellangolo EDE
Dico ancora la base DO esser maggrore della base KF.

Perche angole BAC ¢ mageiore dell angolo EDE,
costrulscasi soprala hncaretta DI,

¢ nel punto che ¢ in essa ), 1 an- - 2

cole DM uguale ali'angolo A0

Lprop. 271 ¢ poneasi fa DE ugaale L

ad A€, ¢ conducasi (0 I al- K

lora nel trianeolt ADC, DES o T N D
B CE~IN . G

lati B4, AC sono uguali ai lali D,
DU unoall altro, e Vangolo BAG
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Fo)

¢ nguale all’angolo EDG. Adunqgue la base BG e uguale
alla base EG [prop. 4]. Oltre a cio, siccome la D/ir ¢
uguale alla DF, e I"ango!o DFG uguale all’ angolo DGF
[ prop. 5], sard I angolo DF(G; maggiore deli’ an-
golo EGF. Dunque 1 angolo EF{Gr ¢ mollo maggiore
dell” angolo EfZF. E perché EFG: ¢ un triangolo che ha
I"angolo EFG maggiore dell” EGF, ed al maggiore an-
golo ¢ opposto 1l maggior lato, sard ancor il lato Ef;
maggior del lato EF. Ma il lato E{/ ¢ uguale al lato B,
dunque ancor PC sard maggiore di EF. Laonde se due
triangoli hanno due lald uguali a due lati, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE XXYV.
TEOREMA.

Se due triangoli hanno due lati uguali a due
lati, I'uno all’ altvo, e le basi disuguali, I' angolo
compreso fra 1 lall uguali nel triangolo in cui la
base é maggiore sara maggiore dell’ angolo corri-
spondente dell” altro triangolo.

Siano due triangoli ARC, DEF. che abbiano due
lati AB. AC uguali a due lati DE, DF, I'uno all’ altro,
ctoe 1l lato AR uguale al lato DE,
ed 1l tato A€ al lato DF, ¢ la ba-
se Bf sia maggiore delia base EF. b
Dico ancora I'angolo BAC essere |
maggiore dell’angolo EDF. N

Percioccheé s¢ non & mag- | N \
giore, o & uguale o minore. Ma - - o — R
Iangolo BAC non ¢ uguale al-

5N
o
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I"angolo EDF, perche eziandio la base BC sarebbe
uguale [prop. 4] alla base EF, il che non ¢. Ma né an-
che ¢ minore: percheé la base BC sarebbe minore della
base EF { prop. 24], che non &. Adunque Pangolo BAC
non ¢ ne eguale né minore dell” angolo EDF. Dunque
Fangolo BAC sard necessariamente maggiore dell’an-
colo EDE, ¢ pero se due triangolt hanno due lati ugquals
¢ due late, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE XXYVI.

TEOREMA.

Se due triangoli hanno due angoli uguali a due
angoli, 'uno all’altro, ed un lato uguale ad un
lalo, avranno ancora gh allri lati uguali agh altri
fat1, 1" uno all’altro, e I angolo rimanente uguale
al rimanente.

Siano due triangoli ABC, DEF, che abbiano due
angolt, ALC, BCA uguali av due DEF, EFD, |'uno
ail” altro, cio¢ Vangolo A ¢ uguale

all” angolo DEF, ¢ I"angolo BCA i T’
all” angolo EFD, ed abbiano un ¢ A
tato uguale ad un lato; e couside- / ‘\-_\',:H,\ \-.\\
viamo prima il caso che questo P
lato sia quello che ¢ fra gli angoli  ~ u - \
uguali, cio¢ 1l lato B sia uguale [-’; - H{\E x

al lato EF. Dico che ancora gli al-

tri lati saranno ugrali agli altrilati, I’ uno all” altro, cioe
il lato AD al lato DE, ed il lato AC a DF, ed il terzo
angolo f34C uguale al terzo angolo EDF.
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Perciocche se la 4D non ¢ uguale alla DE, una di
esse sard maggiore; sia maggiore AB, ¢ pongasi la Gi3
uguale alla DE, ¢ tirisi GC. Allora i due lati GD, BG
sono ucuali ai due lati DE, EF, VYuno all’altro, e I an-
golo FBC ¢ uguale all angoulo DEF; adunque la basc GG
¢ uguale alla base BF | prop. 4], ed il triangolo GBG al
triangolo DEF, e sono uguali gli angoli opposti ai lati
uguali, ciod 1"angolo GCB ¢ uguale all’ angolo DFE.
Ma I angolo DFE si suppone uguale all’ angolo BCA.
onde ancor Pangolo BCG sarebbe uguale all'angolo BGA.
civt il minore al maggiore, che non pud essere. hon ¢
adunque la AD disuguale alla DE. E pero sard uguale.
La BC ¢ uguale alla EF; onde le due AD, BG sono
uenali alle due DE. EF, I'una all’altra, e angolo
ABC ¢ ugnale all angolo DEF. Adungue la base AG ¢
nguale alla base DI, ed il rimanente angolo BAG al
rimanente EDF [prop. 1.

Siano ora invece uguali quei lati che si oppongono
acli angoli uguali, come A DB ¢ DE. Dico ancor gli alir lali
essere uguali agli aliei lati, cio® AC a DF, ¢ BC ad EF.
ed eziandio il rimanente angolo BAC uguale al rima-
nente EDF.

Perciocche se la BC non ¢ uguale alla EF, una di
esse ¢ maggiore. Sia maggiore la BC, se esser puo,
e pongasi la DH uguale alla EF, ¢ conducasi AH. Allora
le due ADB, DI sono uguali alle due DE, EF, 'una all’ al-
tra, ¢ contengono gli angoli uguali. Adunque la base A1
¢ uguale alla base DF [prop. 4], ed il triangolo ABY
ucuale al triangolo DEF; ¢ sono uguali gli altri angoll
ai quali sono opposti i lati eguali. Dunque Fangolo BHA ¢
nguale all’ ang lo E#D. Ma I angolo EFD ¢ uguale all’ an-
zolo BCA. Dunque ancor I angolo BHA ¢ uguale all’an-
colo BCA. Onde Uangolo esterno DA deltriangolo A1iG
sarebbe uguate all’ interno ed opposto BGA, che non puo
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essere |prop. 16], e pero la BC non ¢ disuguale alla EF,
ma ucuale. & AD ¢ uguale alla DE; onde le due AL BC
sono uguali alle due DE, EF, V' una all” altra, e conten-
gono gli angoli uguali, e percio la base AC ¢ uguale
alla base DF, ed il triangolo ADC al triangolo DEF,
¢ Vangolo rimanente BAC al rimanente EDF. Adunque
se due triangoli hanno due angoli uguali a due un-
goli, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE NXVIL
TEOREMA.

Se una retta cadendo sopra due altre retle fa
¢li angoli alterni uguali fra loro, le due rette sa-
ranno parallele.

La linea retta EF, cadende sopra le due linee
rette AB, CD, faccia gli angoli alterni AEF, EFD uguali
fra loro. Dico che la linea retta AD sara parallela alla CD.

Perciocche se non ¢ parallela, le AL, CD prolun-
gale o verso la parte BD, o versola A€ concorreranno
insieme. Prolunghinsi, ¢ concor-

rano insieme dalla parte DD nel &
punlo G. Allora I'angolo esterno =+ £ B

AEF del triangolo GEF ¢ mag-
agiore dell” interno opposto L4 G |
[prop. 16], ma ¢ ancora uguale, ?“F B
il che non puo essere. Adunque

la ADB, CD prolungate non concor-

reranno dalla parte B1. Si dimosirerd parimente che esse
non concorrono dalla parte AC, onde la AB ¢ paralicla
alla CD [def. 35]. Dunque se una relta cadendo sopra
dice altre relle ece. ¢. d. d.

oy
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PROPOSIZIONE XXVIII.

TEOREMA.

Se cadendo una linea retta sopra due alire
rette fa I” angolo esterno uguale all” interno opposto
dalla medesima parte, ovvero gli interni dalla
stessa parte la cul somma sia uguale a due retti,
te lince relle saranno parallele fra loro.

Lalinearetta EF cadendo soprale due linee relteAB,
CD faceia langolo esterno EGB uguale all'interno oppo-
sto GHD, ovvero ¢li angoli interni

dalla medesima parte BGH, GHD £/
lacul somma siauguale a duerelli. A C, B
Dico c¢he la linea retia AD sard Fa
parallela alla €D, /”'
Perciocche essendo I' ango- g7 D

lo EGB uguale all’ angolo GHD,
e I'angolo EGD all’angolo AGH
[ prop. 15], sard ancor I'angolo AGH uguale all’ an-
golo GGHD. Quesli sono alterni; adunque la AB ¢ paral-
lela alla €D [prop. 27].

Oltre a cid, se la somma degli angoli BGH, GHI)
¢ uguale a due retti, siccome anche gliangoli A GH, BGH
fanno due retti, la somma degli angoli AGH, BGIT sar
uguale a quella degli angoli BGH, GIID. Sotlraggasi
I'angolo comune BGH; risulta il rimanente A GH uguale
al rimanente GHD. Ma questi angoli sono alterni; dunque
la AD sard parallela alla CD.

Dunaue se cadendo una linea retta ecc. c. d. d.



LIBRO PRIMO. GO

PROPOSIZIONE XXIX.

TEOREMA.

Se una linea retta cade sopra duc retle pa-
rallele, fard gli angoli allerni wguali fra loro, e
I’ esterno uguale all’ interno opposto dalla medesima
parte, e avrd la somma degli internt dalla stessa
parte uguale a due retl.

Ria la retta EF che cade sopra le lince rette paraile-
le AB, CD. Dico che essa fa ¢li angoli alterni AGH, GHD
uguali fra loro, e I'eslerno EG I uguale all interno opposto
dalla medesima parte GJID, ed ha
la somma degli interni dalla g'essa
parte BGILGIID eguale a due retti. A 6. B

Perciocche se AGH non ¢
uguale a GHD, uno di e¢ssi sard
maggiore. Sia  maggiore AL E /j}”“'*‘""“"“};
Poiche I angolo AGH ¢ maggiore ’
dell’ angolo GHD, aggiungendo ad
ambeduc BGH, gli angoli AGI LY H faranno uind somma
maggiore degli angoli BGH.(; HD. Ma gliangoli AGH BGIT
fanno due retti {prop. /3] Adunquegliangoli BGIT, (GHD
sommerebbero meno di doe retti. Ma le rette che segite
da un’ altra fanno gli angoli da una stessa parte la cul
somma sia minore di due refti, se si prolungano da
(uesta parte, concorrono fra loro [ post. £]. Onde le lince
rette 4B, CDprolungate fra loro dovrebbero concorrere.
Ma non concorrono. poiché esse sono parallele. Dunque
Pangolo AGH non ¢ disuguale all’angolo GHD. Onde &
necessario che sia uguale. Ma I"angolo AGII ¢ ugua-
le [prop. 15] all’angolo EGB; dunque anche EGLD sard

Elementi d' Eueiide. 3

o
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uguale a GHD e quindi aggiungendo BGH ad ambedue,
s1 avra che gli angoli EGB, BGH sommano come gli an-
goli BGH, GHD. Ma gli angoli EGB, BGH fanno due
retti [prop. 13]. Adunque eziandio la somma di BGH,
(+HD sara uguale a due relli; e perd cadendo una linea
retla sopra due rette parallele , ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE XXX.

TEOREMA.

Quelle reite che sono parallele ad una mede-
sima retta sono anche parallele fra loro.

Siano ambedue le AB, CD parallele alla EF. Dico
che le AB e CD sono anche parailele fra loro.
Tirisi sopraesse la linea retla

GK. Poicht la linea retta GK cade </ B
sopra le linee refle parallele AB, =~ /7
EF, I'angolo AGHeugualeall’ an- ./ ;
golo GHF [prop.29].Inoltre, poiche 7

B>

la linearetta GK cade sopralelinee ¢ x/
relteparalicle EF,CD,Vangolo GHF ’

¢ uguale all’angolo GKD. Adunque

anche I'angolo AGK sard uguale all’angolo GKD,; ma
cssi sono alterni; dunque la AD ¢ parallela alla CD. E
pero quelle rette che sono parallle, ecc. c. d. d.
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PROPOSIZIONE XXAXI.
PROBLEMA.

Per nn punto dato tirare una linea retta pa-
rallela ad una reita data.

Sia A il dato punto, BC la reita data. Bisogna pel
punto A tirare una linea retta paraliela alla BC. Piglisi
nclla BC un punto qualsivoglia D, e
conducasi DA , e sopralaretta DA

nel punto A di essa costruiscasi g Ay
[prop. 23] 1" angole DAE uguale / h
all'angolo ADC, e prolunghisi la li- /

nea retta AF per diritlo alla EA. = 7 G

Siccome la linea retta AD ca-
dendo sopra le due linee retle BG,
EF fa gli angoli alterni EA D, ADC uguali {ra loro, la EF
sard parallela alla BC |prop. 27]; e cosi pel dato punto A
si ¢ tirata la linea retta EAI" parallela alla retta BC;

il che bisognava fare.

PROPOSIZIONE XXXII.

TEOREMA.

Se si prolunga un lato di qualunque triangolo,
" angolo esterno ¢ uguale alla somma der due
interni opposti, e la somma dei tre angoli interni
del triangolo ¢ uguale a due retts.

Sia il triangolo ABC e si prolunghi uno de’ suoi

lati BC fino in un punto qualungue 7). Dico che I'an-
golo eslerno ACD. ¢ uguale alla somma dei due interni



20 GLI ELEMENTI D' EUCLIDE.

oppostt CAB, ABC, ed i tre angoli interni ABC, BCA,
GAD del triangolo presi insieme sono uguali a due vetti.
Tirisi pel punto C la CFE pa-
rallela alla linea retta AR [prop.31|. p I}
Poiche la AD ¢ parallela alla CF, !
ed in esse cade la C4, gli angoli
alterni BALC, ACE sono uguali fra \
toro [prop. 29. Oltre a cid, poi- |
che la AD ¢ parallela alla CE. ed . o R
Im csse cade la linea vetta DD,
Pangolo esterno FOD ¢ uzuale all'interno opposto ABC.
Onde tutto I'angolo esterno A CD ¢ ugunale alla somma
dei due interni opposti BAC, ABC. Ponendo dur-
que A CD comune, gli angoli ACD, ACD sommano co-
me i tre ADC, BCA, CAD. Ma ¢li angoli ACD, ACD
fanno due retti. Onde ancor ACE, CBA, CAD faranno
due retti. Adunque prolungundosi un lato di qualungue
triangolo, ecc. ¢. 4. d.

La proposizione XXIX e le seguenti si fondano sopra
it Postulato 'V, al quale si potrebbe sostituire il IV del
sig. Ho"EL. Senza ammeltere quel Postulato, si possono di
mostrare le seguenti proposizioni,

In due pavallele seqate da una terza retta la somima
degle angole inlernt dalla wicdestima parte non pud supe
rare duc relti.

In e triangolo (reltilineo) qualunque, la somma de-
gli wigoli interni non puod superare due retti.

Se fra v triaingoli veltiline! «e esisle uno nel quale lu
soinnma degli angole indernd sia wguale a due retti, anche
la somina degle angoli interni tn qualsivoglic altro (rian-
golo veltilineo, ¢ la somima degli angoli interni dalla me-
desima parte in qualsivoglia pajo di vette parallele segale
da una terza vetla, sarda uguale a due retti.

Soltanto I"esperienza ha fatto conoscere che un cosi
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fatto triangolo esiste, e che per conseguenza il Postulato 'V di
FCCLIDE ¢ in accordo colla realtd dei fatti naturali. — Veg-
casi la quarta Parle degli Elewenti di Matematica del
dott. Bartzer, tradotti dal prof. L. CrEmoNa. (1)

PROPOSIZIONE XXXIIL

TEOREMA.

Le linee rette che congiungono dalle medesi-
me parti gli estremi di rette uguali ¢ parallele
sono anche esse uguali ¢ parallele.

Siano le rette uguali e parallele AL, CD, ¢ le linee
rette 4C, BD le congiungano dalle medesine parti. Dico
che le AC, BD sono purce uguali
¢ parallele.

&
Conducasi BC. Poiche ladAD ¢ ‘?"*" Ty
ta CD sono parallele, e cade in esse - L
la BC, gli angoli alterni ARC, BCD /- -
sono uguali |prop. 29|. Allora le C [ D’

due AB,BCsono uguali alle due DC,
('B,eVangolo ABC ¢ uguale all’an.
colo BCD; dunque la base AC ¢ uguale alla base BD
[ prop. 4], ed 1l triangolo ADC al triangolo BCD, e sono
aguali gli angoli rimanenti a’ quali si oppongono 1 lati
uguall., Onde 'angolo A CB ¢ uguale all’ angolo CLD. kb
poich? sulle due lince rette A C, BD cade la linea retta BC
facendo gli angoli allerni ACB, CBD uguali fra loro,
ln AC ¢ parallela alla BD [prop. 27]. Adunque quelle
linee rette, ecc. c. d. d.

(') Genova, tipografia del R, Istituto dei Sordo-muti.
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PROPOSIZIONE XXXIV.

TEOREMA.

In un parallelogrammo 1 lati e gh angoli op-
posti sono fra loro uguali, e la diagonale lo taglia

per meta.

S1 chiama parallelogrammo un quadrilatero che ha i
latr opposti paralleli.

Sia 1l parallelogrammo ACDB, la cui diagonale
¢ BC. Dico che i lati opposti del parallelogrammo A CDD,
e gl angoli opposti sono uguali fra loro, ¢ la diago-
nale BC lo sega per metd.

Perciocché essendo la AD parallela alla CD, e ca-
dendo in esse [a linearetta DC, gliangolialterni ABC,BCD
sono uguali fra loro [ prop. 29|. Similmente perche la AC

& parallela alla LD, ed n esse cade A 5
la BC ¢li angoli alterni ACB, CBD / -

sono uguah fra loro. I due trian- P
goli ABC, CBD, hanno dunque due // /
angoli ABC, BCA ugualt a due /¢
angoli BCD, CDD, I'uno all’ altro,
e hanpo comune il tato BC che ¢ fra gh angoli uguali.
Adunque avranno [ prop.2o]ancorai lati rimanenti uguali
al rimanenti, I'uno all’ altro, e I’ angolo rimanente uguale
al rimanente, ciot il lato AD uguale al lato CD, ed
il lato AC a LD, ¢ I angolo BAC uguale all’ ango-
io BDC. E percheé 'angolo ABC ¢ uguale all’angolo BCD,
¢ l'angole CBD all’ angolo ACD, sari tutto I'angolo ALD
uguale a tutto ACD. Adunque nel parallelogrammo i
lati e gli angoli opposli sono uguali fra loro.

Dico ancora che la diagonale sega il parallelogrammo
in due parti uguali. Perciocché c¢ssendo 1due lati AR, BC




LIBRO PRIMO. 39

uguali ai due DC, CB,1'uno all’ altro, e I’angolo ABC
uguale all’ angolo BCD, sara la base AC uguale alla
base DB [prop. 4], ed il lriangolo ABC uguale al trian-
golo BCD. Adunque la diagonale BC divide il paralle-
logrammo ACDD in due triangoli uguali; c. d. d.

—r——

PROPOSIZIONE XXXV,

TEOREMA.

[ parallelogrammi costruili sulla medesima
base e fra le medesime parallele sono fra loro
eguall.

Siano i parallelogrammi ABCD, EBCF collocati sulia
medesima base BC e tra le medesime parallele AF,
BC. Dico che il parallelogrammo

) F
ABCD & eguale al parallelogram-  { D~ =
mo EBCF. \é /
Perciocche essendo 4BCD un / |

parallelogrammo. la AD ¢ uguale / "-.\ /
alla BC [prop. 34]. E per la medesi- | i \ /

ma ragione la EF ¢ uguale alla BC. |

Onde la AD sarda uguale alla EF,

e ageiungendo ad ambedue DE, avremo lutla la AE
uguale a tatta la DF. Ma la AB ¢ uguale alla CD, onde
le due E4, AD sono uguali alle due FD, DC, 'una
all’ altra, e Vangolo esterno FDC & uguale all’ interno
opposto EAB. Dunque la basc EB ¢ uguale alla
base FC [prop. 4], ed il triangolo EAB & uguale al
iriangolo FDC. Soltraggasi la parte comune DGE. Lo
spazio rimanentc ABGD sard eguale al rimanente
EGCF [ass. 3]. Aggiungasi 1l triangolo GBC ad ambe-
due: verrd tutto il parallelogrammo ABCD cguale a
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tutto 1l parallelogrammo EBCH |uss. 2], ¢ pereio ¢ pa-
rallelogrammi costruiti sulla medesima base, ece. c. d. d.

Quando LEverivr dice che due figure sono eguali, m-
tende solo che hanno la stessa grandezza.

PROPOSIZIONE XXXVI.
TEOREMA,

I parallelogrammi costruiti sopra basi uguali
¢ fra le medesime parallele sono fra loro eguali.

Stano i parallclogrammi ARCH, EFGH costruiti sulle
basi nguali BC. G, ¢ fra le medesime paralicle AT,
B4, Dico che il parallelogramio
ABCD ¢ eguale al paraliclogran-

mo EFirH A 1\) i I‘ /{I
Conducansi BE ¢ CH; ¢ per- \ \ Vo \

che la BO e ugualealla Fa e a7
RN \

alla KN, sard ancova la BC uguale VWV __ .
alla BN Male BC e EN sono ay- 2 ¢ & ¢
che paralelle; dunque le BE e €1

che le congiungono sono uguali anch’ esse o paral-
lele [ prop. 33]. Onde EBCIT ¢ un parallelogramino
cguale al parallelogrammo ARCD [ prop.35], perche ha
la medesima base BC ed ¢ compreso (ra le medesime
paralicle LC, AD. Per la medesima ragione il paralle-
logrammo EFGIT & cguale al medesimo parallelogram-
mo ELCIH, ¢ perd il parallelogrammo ABCD sari eguale
al parallelogrammo EFGII. Adunque 7 parallelogrammi
costrude sopra uguali basi | ecc. ¢. d. d.
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PROPOSIZIONE XXXVIIL
TEOIEMA.
I triangoli costruiti sulla medesima base e fra
le medesime parallele sono fra loro eguall.

Siano i triangoli ABC, DBC collocati sulla mede-
siima base BC, ¢ fra le medesime parallele 4D, BC. Dico
il (riangolo ADBC cssere cguale al

triangolo DDC. Z AD T
Prolunghisi la AD dall’ una e \ A i
dallaltra parte linoa dae punti £ K. 7 '/'\"\\ /
¢ per Botivisi {prop. 3/ la DE pa- Y F Yoo
ralicla alla CA. ¢ per C la CF pa- § o
rallela alla BD. Cosi si ottengono n ¢

i parallelogrammi EBCA, DDBCF,

egualt, perche sono collocati sully medesima base L,
¢ tra le medesime parallele BC, EF [ prop. 35]. Tl trian-
golo ABC ¢ la metd del parallelogrammo EBCA, per-
chie la diagonale AD divide questo per meta [ prop. 34, ed
i triangolo DG ¢ la metd del paraliclogrammo DBCF,
che ¢ diviso per mezzo dalla diagonale DC. Ma quelie
crandezze che sono le meld di grandezze uguali sono
anche uguali fra loro [ass. 7]. Dunque il triangolo ADC ¢
eguale al trangolo DBC. Onde ¢ (riangoli costruiti sullu
medestma base, ece. c. d. d.

PROPOSIZIONE XXXVIII.

TEORLMA,

I triangoll costruiti sopra uguali basi e fra
fc medesime parallele sono fra loro eguali.

Siano 1 triangoh ABC, DEF aventi basi uguali BC,
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EF, e compresi tra le medesime parallele BF, AD. Dico

1l triangolo ABC esser eguale al

triangolo DEF. G A D H
Prolunghisi AD dall'una e dal- \ N

I’ altra parte fino ai punti G, H , e F A\ /’ \ /

per B tirisi B( parallela alla . \ ;’f \ /  p
[prop. 31], e per F tirisi FH paral- RN
lela alla DE. Allora gli spazi GBCA, B CE F

DEFH sono ciascuno un parallelo-

grammo, e sono fra loro eguali, poich® hanno basi
uguall BC, EF, e sono compresi tra le medesime pa-
ralicle BF, GH [prop. 36]. Ma il triangolo ABC ¢ la
Ineta del parallelogrammo GBCA, perche la diagonale AD
Sega questo per mezzo [prop.34]; e il triangolo DEF
¢ la metd del parallelogrammo DEFH, perché questo ¢
diviso per mezzo dalla diagonale DF Ora quelle gran-
dezze che sono le metd di grandezze ugualt sono uguali
fra loro; dunque il triangolo ABC ¢ eguale al trian-
golo DEF. E perd ¢ triangoli costruiti sopra uguals
basi, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE XXXIX.

TEOREMA,

I triangoli eguali costruiti sulla medesima
base e dalla medesima parte sono eziandio com-
presi tra le medesime parallele.

Stano 1 triangoli eguali ABC, DBC collocati sulla
medesima base BC e dalla medesima parte. Dico es-
sere ancora compresi tra le medesime parallele.
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Conducasi AD. Dico la AD p | A

essere parallela alla BC, percioc- v H__r_f,,jf/ /
ché se non ¢ parallela, tirisi per A \ N Yo

la linea retta AE parallela alla LC | \ W
[prop.31], e conducasi EC. Allora  \ |~

Y
il triangolo ABC ¢ eguale al trian- |~ \j
golo EBC {prop. 37|, essendo |
costruiti sulla medesima base BC < B
e tra le medesime parallele BC, AE. Ma il (rian-
golo ABC ¢ eguale al triangolo DBC. Onde eziandio
il triangolo DBC sarebbe eguale al triangolo EBC,
cioé il maggiore al minore, il che non pud essere. Non
¢ adunque AE parallela alla BC. Similmente dimostre-
remmo niun’altra retta esserc parallela alla BC, fuorche
la AD. Adunque la AD ¢ parallela alla BC, e pero ¢frian-

goli equali costruiti sulla medesima base, ecc.c. d.d.

P A

PROPOSIZIONE XL.

TEOREMA.

I triangoli eguali costruiti sopra basi uguall,
e dalla medesima parte, sono anche compresi tra
le medesime parallele.

Siano i triangoli uguali ABC, CDE costruiti su basi
uguali BC, CE. Dico eziandio essere compresi tra le me-
desime parallele.

Si tiri AD. Dico la AD es- e — \
sere parallela alla BE. Perchie se \ “““ﬂ/
non ¢, lirisi per 4 la AF parallela \\
alla BE, e conducasi FE. 1l trian- )

\
h\
E

golo ABC sari eguale al trian- ,:
golo FCE, perché sono costruili :
sopra basi uguali, e fra le mede-
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sime parallele BE, AF. Ma il triangolo ABC & cguale
al triangolo DCE; onde ancor il triangolo DCE sa-
rebbe eguale al triangole I'CE, cioé il maggiore al mi-
nore, il che non puo cssere. La AF dunque non & pa-
raliela alla BE. Dimostreremmo similmente non essere
alcun’altra retta parallela fuori che la AD. Adunque
la AD sard parallela alla BE, e pero ¢ triangoli equali
costruiti, ece. c. . d.

PROPOSIZIONE XLI.
TEOREMA.

Se un parallelogrammo ed un triangolo hanno
la medesima base, ¢ sono fra le medesime paral-
lele, 1l parallelogrammo ¢ doppio del triangolo.

Il paraliclogrammeo ABCD, ed il triangolo FBC ab-
Liano la medesima base DC, ¢ siano tra le medesime

parallele BC, AF. Dico il parallelo- A rn T
grammo ABCD esser doppio del /T,
triangolo FBC. i

Siotivi infatti AC. Allera it | 7
triangolo ABC ¢ eguale al trian- i
golo FBC [ prop. 37, perché sono _;:// /
collocati sulla medesima base BC, ¥
e trale medesime paralicle BC AF. e =
Ma il parallelogrammo ABCL ¢ doppio del triangelo A BC
| prop.34]; onde sari anche doppio di esso triangolo FBC.
ki pero se un parallelogrammo , ed un triangolo, ecc.
¢. d. d.
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PROPOSIZIONE XLII.

PRODBLEMA.

Cosltrutre in un angolo rettilinco dato un paral-
lelogrammo eguale a un triangolo dato.

Sia ABC 1] dato triangoclo, e D 'angolo rettilinco
dato. Bisogna costruire un parallelogrammo eguale al
riangolo ABC, e che abbia un
angolo retlilinco uguale a D. Se- ' —.—

ghisi BC per mezzo nel punto E, ¢ L, d
conducasiAE e colla linearettaEC. . __,/
e nel punto E di essa [prop. 231 | ./
costruiscasi angolo CEF, uguale N/ ,/

¥ N N /D

all'angolo D, e per A tirist la Al 55— —¢
parallela alla EC, ¢ per C lirisi
ta Cf7 parallela alla FE.

La figura FECG ¢ un parallelogrammo; e poi-
chi la BE ¢ uguale alla EC, il triangolo ABE sari
eguale al triangolo AEC. perche giacciono scpra le basi
uguali BE, EC, ¢ fra le medesime parallele BC, AG.
Dunque il triangolo ABC ¢ doppio del triangolo AEC.
Ma anchie il parallelogrammo FECG ¢ doppio del trian-
golo AEC, percht ha la medesima base, ed ¢ tra le me-
desime parallele; dunque it parallelogrammo FECGr ¢
eguale at triangolo ABC, cd ha I angolo CEF uguale al-
I”angolo dato D, come appunto era stato richiesto.

PROPOSIZIONE XLIIL
TEOREAMA.
Se per un punto della diagonale di un paral-
Ielogrammo si tirano due retic parallele ai lati, der
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quattro parallelogrammi che cosi si formano 1 due
che sono situati per inliero, uno da una parte e
uno dall’altra della diagonale, e che si chiamano
supplementi degli altri due che sono dintorno alla
diagonale, sono eguall.

Sia il parallelogrammo ABCD, la cui diagonale
& AC: pel punto qualsivoglia K di questa diagonale s
tirino le rette EF, HG, con che si

f A I D
ormeranno quaitro parallelogram- ‘\\ X
mi FH, BK, FG, KD. Dico che i 1\ = 2|
parallelogrammi BK e KD, vale a \E S \
dire i supplementi dei due EH, FG, | e
saranno eguali. \ S

Infaiti, siccome ABCD &un pa- |
rallelogrammo, e AC la sua diago- B ¢
nale, il triangolo ABC sard uguale [prop. 34] al trian-
golo ADC. Inoltre poiché EKHA ¢ un parallelogrammo,
e AK ¢ la sua diagonale, il triangolo AEK sard uguale
al triangolo AHK, e per la medesima ragione il trian-
golo KGC sara uguale al triangolo KFC. Dunque la som-
ma dei due triangoli AEK e KGC sard eguale alla som-
ma dei due triangoli AHK ¢ KFC; e quindi sottraendo
la prima di queste somme dal triangolo ABC ¢ Ia se-
conda dal suo uguale ADC i rimanenti supplementi BK
¢ KD saranno uguali; e cosi ¢ dimostrato che se per un

punto della diagonale, ecc. c. d. d.

i
L
\
1
~
| C
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PROPOSIZIONE XLIV.

PROBLEMA.

Sopra una linea retta dala in un angolo rettili-
neo dato costruire un parallelogrammo eguale ad
un iriangolo dalo.

Sia AB la retta data, C il triangolo dato, e D I an-
golo rettilineo dato. Bisogna sopra la retla data AB nel-
angolo ABG che ¢ uguale a D) costruire un paralielo-
grammo che sia eguale al dato triangolo C.

Costruiscasi il parallelogrammo BEKAM eguale al
{riangolo C ncll’angolo EB M, che ¢ uguale a D [prop. 42];
pongasi in modo che la BE sia nella stessa linea relta che
AB, e per A tirisila AH parallela alle BM, EK, e condu-
casi HB. Poiche sulle paraliele AH, EK cade la linea
vellta HK [prop. 29] la somma degh angoli AHK, HKE
¢ uguale a due relli, e quindi BHK e HKE fanno meno
di due retti, e le HB, KE prolungate [post. 5] concor-

reranno. Sia F 1l loro punto d’ in- -
contro. Per F si conduca FL pa- /‘ \
rallela alle EA, KH, ¢ si prolun- 26 J 18
ghino le AH, MB fino ai punti L r
GedL. 7
Poiche KHLF & un paralle- B/// ,“'
logrammo, fa cui diagonale & HF; [~ G

£a

e d’intorno ad HF sono i parallelo- HA
grammi MA, EG, ed i supplementi KB, BL; questi
supplementi LB, DK saranno eguali [prop. 43]: e
poicht LK ¢ eguale al triangolo C, anche LD sard
eguale allo stesso triangolo C. E cosi, poiche¢ I an-
golo MBE ¢ uguale all’ angolo ABG, ed anche all’ ango-
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lo D, sopra la data linea retta AL nellangolo AL,
che ¢ uguale all’angolo D, si ¢ costruito il parallelo-
grammo LB, eguale al dalo triangolo C; il che biso-
cnava fare.

PROPOSIZIONE XLV,
PLOBLEMA.

In un angolo rettilineo dato costruire un pi-
rallelogrammo eguale ad un dato poligono.

Sia ABCD il poligono dato, ed E I'angolo retl-
lineo dato. Bisogna in un angolo uguwe ad E coslruire
un parallelograinmo eguale ata
icura ABCD. Tivisi BD, e co- T 0 D

struiscasi [ prop. 42| il paralie- N
logrammo FIT, eguale al (ria- R o
colo ADD, nell’ angolo 11 VO
uguale ad E, e poi sulla linea 3“*;" — 4T

retta (F ¢ nell angolo G,
che ¢ uguale ad [, coslruiscasi [ prop. 44] il paralle-
logrammo (M, egaale al triangolo DBC.

Poiche angolo K ¢ ugunale a ciascuno del
due HKF, GHM, sard anche HKF uguale a GHIU ¢
quindi aggiungendo ad ambeaue K6, la somma deeh
angoli FKH, KH{( sari uguale a quella degli angoli KH'/,
(I Ma FEI, KHAG fanno duae retti, quindi anche K1,
e G favanno due retti, e pero nella linea retta (/1
e nel dalo punto M, che ¢ in essa, le due lince
retle KII, FIM non poste dalla medesima parte fanno ¢l
angoli conseguenti la cui somma ¢ uguale a due retli,
e pereid la K ¢ per divitto alla LM [prop. 11]. Poiclit
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sopra le parallele Kil, I cade la linea retta H, gli an-
goli alternit MH(;, HGF sono uguali [ prop. 29]; quindi
aggiungeudo ad ambedue HGL, ¢li angoli MHG, IIGL
sommano come ghrangolt /14 F, H//L. Ma gli angoh MHG,
HGL fanno due relti; quindt anchie gli angoli H7F, HGL
faranno due retti [prop. 44}, ¢ pero la Fei & per diritto
alla GL. Ora poich¢ la AF ¢ parallela alla 114 ed H{7 ¢ pa-
rallela alla L} anchie K# sara parallela alla ML | prop 30];
inoltre KM c¢d FL sono pur esse parallele; dungue la
figura KFLM sari un parallelogrammo. Ma il trian-
golo ABD ¢ cguale al parallclogrammo HF, ed il
triangolo DBC al parallelogrammo (), quindi tulta
la figura ADCD sarii eguale a tutto il parallelogram-
mo AfML. i cosi sl ¢ costruito nell” angolo FR Y, che
¢ uguale al dato angolo [E, 1l paraliclogrammo FRLI,
eguale al dato poligono ABCD, il che bisognava fare.
Cornorranio. — Dalle cose dette ¢ manifesto in qual modo
si possa ad una data retta, in un angolo dato, adattare un pa-
rallclogrammo uguale ad un poligono dato; imperocche basta
adattare [ prop. 44} alla retta data, nell’ angolo dato, un pa-
rallelogrammo uguale al primo triangolo ABD.

PROPOSIZIONE XLVI.
PROBLEMA.

Sopraunadalalinearelta descrivere un quadrato.

Sia AD la linca retla dafa. Bisogna sopra AB de-
scrivere un quadrato. Tirisila AD C
ad angolo relto sopra la AB dal D .. .. K
punto A dato In e¢ssa, ¢ pongasi
la AD uguale alla AB, e per D (i-
risi la DE parallela alla AB, ¢ per B
la BE parallelaalla AD [ prop. 3/]. |

Allora ADED ¢ un parallelo- AT g

Elements d’ Euclide. 4
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erammo, ¢ la AB & uguale alla DE, e la AD alla BE; ¢
poiche ancora la B.A ¢ uguale alla AD, le quattro BA,
AD, DE, EDB sono uguali fra loro, e pero il parallelo-
grammo ADERB ¢ equilatero. Dico mnoltre chie ess0 ¢ rel-
tangolo, poicht cadendo sopra le parallele AB. DE la li-
nearelta AD, la somma degli angoli BAD, ADE ¢ uguale
a duc relli; e siccome LAD ¢ velto, anche ADE sara retlo.
Ma in un parallelogrammo |prop. 34} 1 lati e gli angoli
opposti sono ugnali fra loro: quindi ciascuno degli an-
goli opposti ABE, BED ¢ retto, ed ADED ¢ rettangolo.
Ma si ¢ gid dimosirato che esso ¢ equilalero; quindi
sara necessariamente un quadrato ecc.

© s —re——————

PROPOSIZIONE XLVII.
TEORMA.

In ogni triangolo rettangolo il quadrato de-
seritto sul lato opposto all’angolo retto ¢ eguale
alla somma dei quadrati descritti sul lati, che con-
tengono 'angolo retto.

Sia il triangolo rettangolo ABC, che abbia I'an-
golo BAC relto. Dico che il quadrato descritlo sulla
retta BC ¢ eguale alla somma del quadrati descritt
sulle B4, AC.

Descrivasi sulla BC 1l quadrato BDEC esulle BA,AC
vquadrali B, HC: e per AtirisiAL £/~
parallela alle BD, CE: e condu- G >R
cansi AD, FC. Poiche gl angoh )
BAC , BA( sono ambedue retti, ne Fom/i NS

e

seguc che le duerette AC, AG che B75‘""«.\__,,_"h | jc
passano pel punto dato A della /! \ |
saf{a J2 . - \ |
retla BA, ¢ non sono dalla mede- [ N

siina parle di questa retta, fanno D L L



!

L

LIBRO PRIMO.

con essa due angoli conseguenti la cut somma ¢ uguale
a due retti, e quindi CA ¢ per divitto alla AG {prop. 14)].
Per la medesiina ragione la AL ¢ per diritto alla AH.
Ora siccome " angolo DBC ¢ uguale al’angolo FBA, poi-
che sono ambedue retti, se st aggiunge a citascuno di essi
FBC tutlto Pangolo DDA sardouguale a tutto FBC e quindi
poichic auche le due AL, BD sono uguali alle due FB,
BC, 'una all’ altra, ne segue che anche la base 4D del
triangoto ADD savicucuale alla base 1€ del triangolo FBO.
¢ questi due riangoli saranno uguali | prop. 4], Ma il
paraliciogramnmo LL ¢ doppro del rrangolo ALD, perche
hanno la medesima base LD, ¢ sono tra le medesime
pavallele LD, AL [ prop. £1]; ed il gnadrato B ¢ dop-
pio del triaugolo FOC, perchie anch’ esst hanno la ine-
desima base £ ¢ sono (ra le medestme pavaliele FI?
GO quindi poichie quelie grandezze che souno doppie di
erandezze ugunali, seno uguah fra loro. ne segue che
il parallelocvammo DL ¢ couale ol quaadrato (0. Pa-
rimente conducendo AF . LK <1 dimosteera che il pa-
rallelogrannno CL ¢ ecguale ol quadrato O ¢ quindi
sommandgo =1 ha che (atto 1t quadrato BOEC descrifto
sul lato LC ¢ ceuale alla somma del quadrati €L, HC
deseritty sui fatt B4, AC, ¢ cost resta dimoestrato chie v
ogne Lricigolo rellangolo (0 qualdralo descrilto sul lafo
opposto all’ angolo relto, ece. ¢. d. d.

In un triangolo rettangolo ¢ chiama ipofeansa il lato
opposto all augolo retto, e cafelt gli altvi due lati.

L Y

PROPOSIZIONTEE XLVIIL.
TEOREMA,
Se il quadrato descritto sopra uno dei lati di
un triangolo sta cguale alla somma dei quadrati
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descritti sugli altri due lati, T'angolo contenulo
dagli altri due lati del triangolo sard retto.

Suppongasi che il quadrato descritlo sopra un la-
to BC del triangolo ABC sia eguale alla somma
dei quadrati descritti suglt altri

lati bA, AC del triangolo. Dico /9
che Tangolo BAC ¢ relto. K
Tirisi dal punto A la AD ad a7
angoli retti sopra la AC, pongasi P N
la AD ucuale alla BA, e condu- 7 o
casi DC. Poichie la DA ¢ uguale </ o)
I3 C

alla AD, anchie il quadrato deila DA

sard uguale al quadrato della AR, ¢ quindi sggiungendo
ad ambedue il quadrato della AC, la somma del qua-
drati delle Ini, AC sard eguale a quella del quadraty
detle 2.4, AC. Ma Iz somma dei quadrati delle D4, AC
¢ eceunale al quadrato della LC, perchie Pangolo DAC
¢ retlo; la somma det quadrati delle 4.4, AC si sup-
pone eguale al quadrate della DC; adungue i qua-
drato della DC ¢ uguale al quadrato della /C, e pero
il lato DC ¢ vguale al lato CL. E poiche ne1l due
triargcli DAB, ACH, auche, la DA ¢ uguale alla AD,
e la AC ¢ comune; I'angelo DAC ¢ uguale all’an-
oolo BAC [prop. 8], ¢ DAC & retto. Onde anche BAC
<ard retto, e quindi se i quadrato descritlo sopra uno
ded lati di un triangolo, ecc. ¢. d. d.
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Esercizi.

1. La somma delle rette condotte da un punto situato
nell’ interno di un triangolo ai tre vertici ¢ minore delia
somina dei tre lati e maggiore della meta di quest’ ultima
somma.

2. T punti equidistanti da due punti dati sono nella retta
che biseca ad angolo retto quella chie unisce 1 punti dati.

3. 1 punti equidistanti da due rette date sono nelle rette
che dividono per mezzo gli angoli delle rette date.

%. Se da un punto qualunque della base di un triangolo
isoscele si conducono le perpendicolari ai lati, la somma di
queste ¢ uguale alla distanza di un iermine della base dal
lato oppnsto.

5. Sopra una retta data descrivere un triangolo isoscele.
nel quale ciascuno dei lati uguali sia doppio della base.

6. Se due circoli si segano fra loro, la retta che con-
ciunge i loro punti d’ intersezione ¢ bisecata ad angolo retto
dalla retta che passa pei centrl.

7. Se due punti dati sono ugualmente distanti da clascun
punto di una retta data, questa biseca ad angolo retto la retta
che congiunge 1 due punti datl.

8. Delle rette che da un punte dato si possano condurre
ad una retta data la perpendicolare ¢ la minmma; quella
che ¢ pit vicina alla perpendicolare ¢ minore di quella che ¢
pit lontana ; e due sole rette uguali si possono condurre
dal punto dato alla retta, I'una da una parte e 1 altra dal-
P altra parte della perpendicolare.

9. Da un punto dato fuori di una retta data tirare una
retta che faccia colla data un angolo dato.

10. Costruire un triangolo, dati due lati e I’ angolo oppo-
sto all’ uno di essi.

5
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11. Descrivere un circolo che passi per due punti dati ed
abbia il centro sopra una retta data.

12. Da due punti dati dalla stessa parte di una retta data
condurre due rette che s'incontrino sulla retta data e facciano
con (ueste angoli uguall.

13. Intorno ad una retta data, come diagonale, descrivere
1] quadrato.

=« 14. La differenza di due lati di un triangolo ¢ sempre
minore del terzo lato.

15. La somma delle diagonali di un quadrilatero ¢ mi-
nore della somma delle quatiro rvelte che conglungono un
punto qualunque ai quattro vertici.

 16. Costruire un triangolo, essendo datt un lato, un an-
golo adiacente e la somma o la differenza degli altri due lati.

17. Da un punto dato condurre tre rette di grandezze
date, in modo che i loro termini cadano in linea retta e vl
determinino due segmenti uguali.

¢ 18. Nella figura della prop. 5 (Euvcr.), se DG, CF si
inconirano in H, mostrare che A1 divide per mezzo I’ an-
oolo DAC. .

‘ 19. Se una retta, che divide per mezzo I’ angolo al ver-
tice di un triangolo, divide per mezzo anche la base, 1l trian-
oolo ¢ isoscele.

20. Da un punto dato condurre una retta che faccia an-
cohl uguwihi con due rette date.

21. Per un punto dato condurre una retta che sia ugual-
mente distante da due altri punti dati.

"o 22, Le rette che dividono per mezzo gli angoli di un
triangolo concorrono in un punio.
e 23. Le rette che bisccano ad angolo retto i lati di un
triangolo concorrono in un punto.

- 24. Se si prolungano due lati di un triangolo, le rette
clie bisecano 1 duc angoli esterni e quella che biseca il {erzo
angolo interno concorrono in un punto.

— 95, Se una retta avente 1 termini su due rette parallele
e divisa per mezzo, ogni altra retta tirata pel punto di divi-
sione fra le due parallele, sara ivi divisa per mezzo.
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= 20. Le diagonali di un parallelogrammo si dividono scam-
bievolmente per mezzo.

~ 27. Un rombo ¢ un paralielogrammo, e le sue diagonali
si bisecano fra loro ad angolo retto.

<~ 28. La retta che congiunge i punti medi dei lati non pa-
ralleli di un trapezio ¢ uguale alla semisomma dei due lati
paralleli.

—= 20. Se un parallelograramo ha le diagonali uguali, esso
e rettangolo.

~— 30. Da un dato triangolo isoscele segare un trapezio che
abbia la stessa basc del triangolo e ¢li altri tre lati uguali
tfra loro.

— 31. Se si congiungono fra loro i punti medi dei lati di un
triangolo, 1 quattro triangoli risultanti sono ugunali.
~ 32, Il quadrilatero le cui diagonali si bisechino scambie-
volmente, ¢ un parallelogrammo.

— 93, Gondurre una retta che, se fosse proluncata divide-
rebbe per mezzo I"angolo di due rette date ; e ¢io senza pro-
lungare queste {ino al loro incontro.

~ 34. Condurre una retta DF parallela alla hase BC di un
triangolo ADC, in modo che DE sia uzuale alla somma o
alla difterenza di B e CL.
== 35. Se AD ¢ divisa per mezzo in G, e da A, B, C si ti-
rino delle rette parvallele a incontrare una retta data in D,
E, I', dimostrare che CF ¢ uguale alla semisomma o alla
semidifferenza di AD ¢ DL,
_ 3b. Per un punto dato fra due rette date tirare una retta
in modo che 1 segmenti intercetti fra esso punto e le rette
date siano uguali.
~ 37. ADCD ¢ un parallelogramnio; per A tirare una retta
qualunque ¢ mostrare che la distanza di € da questa retta é
uguale alla somma o alla differenza delle distanze di B e D
dalla retla medesima.
== 38. Da un punto dato entro I’angolo di due rette date
tirare una retta in modo che i1 segmenti compresi fra esso
punto e le rette date siano I’ uno doppio dell” altro.
~. 39. Di tutti i triangoli che hanno lo stesso angolo al ver-
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tice ¢ le cui basi passano per un punto dato, il minimo é quello
la cui base ¢ bisecata 1n questo punto.
_  40. Nella diagonale prolungata di un quadrato trovare
un punto dal quale se si tiva una retta parallela ad un lato e
segante un altro lato prolungato, essa formi colla diagonale
proluncata e col lato prolungato un triangolo uguale al gua-
drato dato.
~ /1. Nella ficura della prop. 5 (Evcr.), se BG, CF s
incontrano in JI. e se ¢li angoli F'BG, ABC sono uguali, al-
lora Iancolo BIIF & doppio dell’ angolo AB&  BACG

42. Nella figura della prop. 4 (Kucr.), se si prolun-
gano C.A, CB ad incontrave le circouferenze m D, I, e se
Jo Taltro punto d intersezione dei due cerchi, mostrare
che I, F, I'sono in linea retta.
— 43, Dividere un angolo retto in tre parti ugual.
—  44. Se uno degli angoli acuti di un triangolo rettangolo
¢ triplo dell” altro angolo acuto, dividere in tre parti uguali

" angolo acuto minore.

- 4D, Se si prolunga la base di un triangolo isoscele, 1l
doppio dell” angolo esterno supera di due retti 1" angolo al
vertice.

— 4. Dividere una retta data in tre parti ugualn.
— 47. Dividere un triangolo equilatero in nove parti eguali.
—  48. La differenza decli angoli alla base di un triangolo
qualungque ¢ doppin dell” angolo contenuto da due rette ti-
rate dal vertice, I'una che bisechi 1"angolo al vertice, e
I altra perpendicolare alla base.

— 49, Noellabase DG A4 un trinagolo isoscele ADC prendasi
un punto I); in €A faccias] (:I7 uguale a (D e sia I' I'inter-
sezione di ED con AB; dimostrare che 1l friplo dell” an-
golo AFF supera di quattro vetd I angolo AFL.

50, Se Vaneolo alla base di un triangolo isoscele e la
quarta parte dell’angolo al vertice, e sc dal vertice di quello
si tira la perpendicolare alla base sino ad Incontrare 1] lato
opposto prolungato, allora la parte prolungata, la perpendi-
colare ed il lato rimanente formeranno un triangolo equi-

latero.
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51. ABC ¢ un triancolo rettangolo in 4, ed avente I'an-
golo B doppio di C; mostrare che il lato CF ¢ doppio del
lato AD.

592, Se si dividono per mezzo 1 tre angoli diun triangolo,
ed una delle bisettrici sia prolungata a segare il lato opposto,
I’ angolo contenuto da questa retta prolungata e da una delle
altre due bisettrici ¢ uguale all”’ angolo contenuto dalla terza
bisettrice e dalla perpendicolare calata dal loro punto comune
sul lato suddetto.

53. Un quadrilatero nel quale i lati opposti o gli angoli
opposti siano uguali ¢ un parallelogrammo.

54. La ficura formata da quattro punti presi rispettiva-
mente nei quattro Jati di un quadrato dato a distanze uguali
dai quattro vertici, ¢ un altro quadrato.

50, Siano A, AL 1 quadrati costruiti sui cateti del
triangolo rettangolo ARBC, ¢ conducansi DF, EI perpendico-
lari sull’ ipotenusa prolungata; allora B ¢ uguale alla som-
ma di DF, LG, ed il triangolo ABC ¢ uguale alla somma det
triangoli DD ed ECG.

5G. Se si dividono per mezzo due Iati opposti di un pa-
rallelogrammo , le vette tivate dai punti didivisione al vertiel
opposti dividono la diagonale in tre parti ugual.

« 57. Data la perpendicolare dal vertice alla buse, e duta
la differenza fra ciascun lato ed il segmiento adiacente alla
base, costruire il triangolo.

5. Le rette che dividono per mezzo ¢li angoh di un pa-
rallelogrammo formuno un parvallelogranino reftangolo, le
cui diagonali sono parallele ai lati del parallelogrammo dato.

50. AD, BC sono due vette parallele segate obliqua-
mente du AL ¢ perpendicolarmente da AC: BED ¢ una retta
condotta a secare A€ in £ in modo che KD sia doppia
di AB : dimostrare che I angolo A & triplo dell” an-
aolo DD(.

¢0. Adattare in un angolo dato una retta uguale ad una
data e parallela ad un’ altra data.

61. Ciascuna retta che passa pel punto comune altle dia-
conali di un parallelogrammo e terminata a due lati oppo-
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sti ¢ ivi divisa per mezzo, e divide anche il parallelogrammo
in due parti uguall.

62. Per un punto dato condurre una retta in modo che il
segmento di essa compreso fra due date rette parallele sla
uguale ad una retta data.

— 03. In un triangolo rettangslo il punto medio dell” ipote-
nusa ¢ uguahmente distante dai tre vertict,

~ 64 In un triangolo qualungue ADC, se BE, (I sono
perpendicolari ad una vetta tivata in modo qualunigue per A,
ese D ¢ il punto di mezzo di B€  dimostrare chie DL = DF.

63. Se dal vertice defl” angolo retto di un triangolo ret-
tangolo si tirano due vette, 1" una a dividere T ipotenusa per
mezzo e 1" altra perpendicolure all” ipotenusa medesima, I'an-
colo di quelle due rette sara uguale alla differenza degli an-
ooli aculi del triangolo.

66. Trovare il punto nella base di un triangolo, dal quale
tirate le rette parallele i lati sino ad incontrarli, queste rie-
scano uguall.

07. Un trapezio ¢ la meti di un parallelogrammo com-
preso fra le stesse parallele, la cul base sia nguale alla somma
di due Tati pavalleli del teapezio.

68, Sy bati L1, A4 diun trianzolo deserivansi i paralle-
logrammi ABDE, ACEG, e st prolunghimo DI, G ad meon-
trarsi in J1: Tsomma di questi paralielogrmni sard uguale
al parallelozrmmmo eontenuto da B e dauna retta ucuale e
pavallela ad A1

69. Sopra una data base desevivere un triangolo 1soscele
uguale ad un trinngoelo dato.

70. 11 perimetro di un trizngolo isoscele ¢ minore di
quello di qualsivoglia altro triangolo uguale descritto sulla
stessa base.

71. Di tutti i trianzoli deseritti sulla stessa hase e che
hanno lo stesso perimetro, il pit grande ¢ ' isoscele.

79. Se uno degli angoli acuti di un triangolo retlangolo
¢ doppio dell’ altro, dimostrare che 1l triangolo equilatero
descritto sull ipotenusa ¢ uguale alla somma dei triangol
equilateri descritti sui catet).
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73. Trasformare un trapezio in un triangolo uguale, con
un angolo comune; e quindi mwostrare come si pud trasfor-
mare un policono qualunque in un triangolo il cui vertice
debba essere in un dato angolo del poligono e la base in uno
dei lati.

74. Dato un triangolo ABC ed un punto 1) in AP, co-
struire un altro triangolo ADE uguale al dato ed avente lo
stesso angolo A.

75. Trasformare un triangolo in un altro uguale, la cui
altezza sia data.

76. Se si congiungono i punti di mezzo dei lati di un
quadrilatero, la fizura inscritta & un parallelogrammo uguale
alla meta del quadrilatero dato; dimostrare inoltre che le
rette congiungenti i punti di mezzo dei dati opposti si bise-
cano fra loro.

77. Per I, E punti di mezzo dei lati %}, AC di un
triangolo, =i tirino DF, EI parallele a DE, AL ; mostrare
che 1 lati del triangolo DCF sono ugnal alle tre rette con-
dotte dai vertici del triangolo dato ai punti medi dei lati op-
posti.

78. Dividere per niezzo un triangolo con una retta con-
dotta da un punto dato mn un lato.

79. Se un punto qualunque della diagonale di un paral-
lelogrammo si congiunge ai vertici, il parallelogrammo sara
diviso in due paja di triangoli uguall.

80. Per F, punto di mezzo delia diagonale BD di un
quadrilatero ABCD, conducasi F'EG parallela ad AC ; mo-
strare clie AG divide la figura in due parti uguali.

81. Se dei quattro triangoli in cui le diagonah dividono
un quadrilatero , due opposti sono uguali, il quadrilatero ha
due lati opposti paralleli.

82, Le tre rette (mediune) che congiungono 1 vertici di
un triangolo ai punti medi dei lati opposti, concorrono in un
punto e dividono il triangolo in tre parti ugual.

83. Ciascuna mediana del triangolo ¢ divisa nel punto
d’ intersezione in due parti, una delle quali ¢ doppia del-
1" altra.
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84%. Se due lati di un triangolo sono dati, 1l triangolo ¢
massimo quando contenvono un angolo retto.

85. T due triangoli formati dalle rette clic uniscono un
punto presoad arbitrio dentro un parallelogrammo aitermini di
due lati opposti, valgono insieme la metd del parallelogrammo.

8G. Se dai termini di uno dei lati obliqui di un trapezio
si tirano due rette al punto medio del lato opposto , 1l trian-
oolo cosi formato col primo lato ¢ metd del trapezio,

&7. Se dai termini della base di un triangolo isoscele si
tirano le rette perpendicolari ai lati, la retta che congiunge
il loro punto d’intersezione col vertice bisecherd la base ad
angolo retto.

83. Nella figura della prop. 47 (EvcL.), dimostrare che,
se sl conducono Dy o CH, queste rette sono parallele.

&0, Nellu stessa ficura, se DI, E( sono prolungate ad
icontrare G- e K1 in M, N, 1 trinngohh BFM, (AN sono
equiangoli ed ugwadi al triangolo AL

O0. Nellastessaticura, se 81 congiungono GIL KE FD, cla-
scuno dei friangoli cosi formati ¢ uguale al triangolo dato ABC.

1. Nela stessa figura, prolunghinsi I'(v, K11 ad incon-
trarsi in M congiuncansi VI, MO, e st prolungii M1 a ta-
chiave /¢ 1 1 : mostrare che ML ¢ perpendicolure a BC.
(Le tre rette AL, BK, CF concorrono in uno stesso punto.

32, Le perpendicolart abbassate dai vertici di un trian-
anlo sui lati opposti concorrono in un punto.

63. Dati due segmenti uguali di due rette date di posi-
zione, trovare un punto che con quellt determini due trian-
goli ugnali in tutte le loro parti.

U4. Se O ¢ un punto qualungue nel piano di un paralle-
logrammo ADLCD, la somma o la differenza der triangohi
ABO, ADO ¢ uguale al triangolo ACO.

Correczione.

Nella Def. 33 (pag. 4 invece di « 1l romboide o parallelogrammo, »
si legga « 1l romboide ».

s
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Definizioni.

I. Ogni parallelogrammo rettangolo dicesi con-
tenuto da quei due lati, che sono intorno all’ angolo
retlo.

II. In ogni parallelogrammo, si chiamerd gno-
mone lo spazio che si olliene prendendo uno del
parallelogrammi che sono intorno alla diagonale in-
sieme coi due supplementi.

e ———

PROPOSIZIONE 1.

TEOREMA.

Se di due linee rette, I’ una sia segata in piu
parti, il rettangolo contenuto dalle due linee é
eguale alla somma dei rettangoli contenuti dalla li-
nea non scgata e da ciascuna parte dell’ altra.

Siano due linee rette A, BC, e la BC sia segata in
qualunque modo ne’ punti D, E. Dico il rettangolo con-

fenuto dalle lince relte 4, BC cssere eguale al rel-
Eiementi &’ Euclide. )
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tangolo contcnuto dalle A, BD, al retlangolo conlenuto
dalle A, DE, ed a quelio .cl_le {:con- - D E C
tenuto dalle A, CE, presi insicme. " —
Perciccche tirisi dal panto B -'
12 BI' ad angoli retti soprala BC | | ;
¢ pongasi la BG uguale alla 4. G| K L H
Poi per G tirisi la GH pavallela | . .
Alla BC, eper i punti D, E Cti- F 4
rinsi le DK, EL, CH parallele alla BG. Allora il retian-
colo BIH ¢ la somma dei reltangoli BEK, DL, EH. Ma il ret-
tangolo BH ¢ qaello che sicontiene dalle 4, BC, essendo
contenuto dalle G5, BC, ed essendo la BG uguale alla 4.
Gosi il retlangolo BK ¢ quello che si contiene dalle A,
BD; ed il rettangolo DL ¢ quello che si contiene dalle A,
DE. Parimente it retlangolo E7T ¢ contenulo dalle A, EC.
tnde se di due linee relle, ecc. ¢. 4. d.

—_—————

|

PROPOSIZIONE 1.
TEOREMA.

S¢ una linea retla sia segata in pin parti, la
somina del rettangoli contenuti da tutla la linea e
da crascuna delle parti ¢ eguale al quadrato costruito
sopra tutta la linea.

La linea retta A8 sia segata in qualsivoglia modo
nel punto C. Dico che il rettangolo \ C B
contetiuto dalle AR, BC insieme f.""' T
con quello che si conticne dalle B4,
AC sard eguale al quadrato di AB.

Descrivasi sulla AR il qua-
drato ADEB [1, 467, ¢ tivisi per €
la CF parallela alle AD, BE. Allora _____ -~

i
1
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i1l quadrato AL ¢ eguale alla somma dei retlangoli AfF
CE. Ma AFE ¢ 1l quadrato di AD; il retiangelo A &
contenuto dalle BA, AC, ed il rettangolo C£ ¢ contenuto
dalle AL, BC. Dunque se una lincu retia, ece. c. d. d.

PROPCSIZIONE i,

TEORREMA.

Se una linea retla sia segata in qualunque
mnodo, il rettangolo contenuto da tuila la lineca e
da una parte di essa ¢ eguale al rettangolo conte-
nuto dalle due parti preso insieme col quadrato di
detta parte.

La linea retta AB sia segata in qualunque modo nel
punto C. Dico che il rellangolo dclle AZ, LC & eguale
al rettangolo delle AC, BC, preso
insieme col quadrato della BC. A ¢ = FE

Descrivasi sulla BC il qua-
drato CDER, prolunghisi ED in |
. ¢ per A iirisi la AF parallela !
alle €D, BE. Allora il reuan-f
golo AE ¢ eguale airettangoliAD, ¢ »
CE, presi insicme. Ma il rettan-
golo AE & conlenuto dalle AB, BC; il rettangolo AD
¢ contenuto dalle AC, CB, ed ¢ DB il quadrato
della £C. Dunque se una linea retia, ecc. c. d. d.
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PROPOSIZIONE 1V.

TEOREMA,

Se una linea reffa sia segata in qualunque
modo, 1l quadrato di tutta la linea ¢ eguale ai qua-
drati delle parti ed al doppio rettangolo contenuto
dalle dette parti, presi insieme.

Sia la linea retta AR divisa in qualunque modo nel
punto €. Dico chie il quadrato di AB & eguale ai qua-
drati di AC, CB, ed al doppio del A C 12

reftangolo contenuto dalle AC, €. ' "/
Descrivasi sulla AB il qua- o G

drato ADER, conducasi BD, per //

€ tirisi C(“F parallela alle AD, f 4

AE e per G tirisi HK parallela =

alle AR, DE. Perché la CF ¢ n _ [ 1

narallela alla AD ed in esse cade
la BD, sard I" angolo esterno BGC uguale all’ interno
opposto ADE, ma 1 angolo ADRB & uguale all’ an-
zolo ARD, perche il lato 24 ¢ uguale al lato AD [I, 5].
Onde I'angolo €GB ¢ uguale all’ angolo GBC, e per-
10 1l lato BC ¢ vguale al lato CG [I, 6]; ma il lato CB
¢ anco uguale al lato GK, e €4 a BK; adunque ezian-
io GK ¢ uguale a KB e CGKB ¢ equilatero. Dico olire
a ¢id essere retlangolo, perche essendo la CG parallela
alla BK, ed in esse cade la CB, la somma degli an-
colt KBC, (GCB & uguale a due retti; ma & rette I’ an-
volo KBC, adunque cziandio GCB ¢ retto, e retti sono
eli angoli oppostt CGK, GKB. Onde CGKB ¢ rettangolo.
Mafu dimostrato che & ancora equilatero, adunque CGK B
¢ 1 quadrato [def. 30} della BC, e per Ia medesima ra-
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gione HF ¢ il quadrato della HG, ciot della AC, e per-
che il retlangolo AG & uguale al reltangolo GE [I, 43],
ed AG & quello che si contiene dalle AC, CB, sara an-
cora GE uguale a quello che si conticne dalle A€, CB.
Ora la somma degli spazi F, CK, AG, GE fa tutlo 1l
quadrato ADER, costruito sulla AZ. Laonde se unu Ii-
nea retla, ecc. c¢. d. d.

COROLLARIOL.

Da questo si vede chiaramente clie nel qua-
drato 1 parallelogrammi che sono intorno alla dia-
gonale sono anch’ essi quadrati.

PROPOSIZICNE V.
TEOREMA,

Se una linea retla sia segata in parti equali,
ed 1n parli disuguali, il rettangolo contenulo dulie
parti disuguali, preso insiemic col quadrato della
linea che ¢ fra i due punli di divisione ¢ eguale al
quadrato della meta di tutta la linea.

Sia 1a linea retta AB segala in parti ecuali nel
punto €, ed in parti disuguali in D. Dico che il reltau-

golo contenuto dalle AD, DB, in-
sieme col quadrato di CI, ¢ eguale

al quadrato di CB. A r DB
Descrivasi sopra BC il qua- 5/ ;——1/!0
drato CEFDB, conducasi LDE, ~~ 7~ L M/If‘l
per D tirisi la DHG parallely » X;L’ |
alle CE, BF, per I tivisi KLO )]
E G r

parallela alle CB, EF, ¢ finalmenle
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per A tirisi AX parallela alle CL, BO. Poiché il sup-
plemento CH ¢ eguale al supplemento HF (I, 43], ag-
giungendo DO si otterrd tutto il rettangolo CO eguale
a tutto DF. Ma CO ¢ eguale ad AL (1, 36], perche AC &
eguale a CB. Onde eziandio AL & eguale a DF. Ag-
clungasi CH ad ambedue; verra tutto il reitangolo AH
eguale alla somma del due FD, DL. Ma AH & contenuto
dalle AD, DB, ed i rettangoli FD, DL formano il gno-
mone MNX. Adunque il gnomone MNX ¢ eguale al
reftangolo contenuto dalle AD, DB. Aggiungendo ad am-
hedue LG,che & il quadrato fatto sopra CD, abbiamo cheil
gnomone MNX insieme con LG, ossia il quadrato CEFB,
costruito sopra CB, ¢ cguale al rettangolo conlenuto
dalle AD, DI insieme col quadrato di CD. Ma il gnomo-
ne MNX ed il quadrato LG formano il quadrate CEFB,
costrutto sulta CB. Adunque il rettangolo delle AD, DR
insieme col quadrato di €D & eguale al quadrato di C4.
Dunque se wna linea retta, ece. c. d. d.

PROPOSIZIONI. VI

TEOREMA,

Se una linea relta sia segata per meld, e v
si aggiunga un’altra linea per diritto, il rettangolo
contenuto da tutta la linea composta e dalla ag-
oiunta, insieme col quadrato della metd della pri-
ma retla, ¢ eguale al quadrato costruito sulla linea
che ¢ composla della meta della prima retta ¢ della

aggiunta.

Seghisi la linca retta AR per metd nel punto €, e
seriungavisi D per divitto. Bico che il retlengolo

aue
g
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delle AD, BD, insieme col quadrato di BC, ¢ uguale

al quadrato della CD. A C B__D

Descrivasi sulla €D il qua-| s
drato CEFD, conducasi DE, L ' :/ »
per B tirisi BH(G parallela alle & L;l }OH |
CE, DF, e per H tirisi KLM |/ .

ligsi]

o
4
T

parallela alle AD, EF, e final-
mente per A tirisi AK pavallela alle €L, D} Perche
la AC & eguale alla €B, Ul rettangolo AL sard uguale al
rettangolo CH (I, 3b6]. Ma CII & eguale ad IIF |1, 43;
onde AL sard eguale ad HF. Aggiungendo €} ad am-
hedue, avremo tutto il rettangolo AM che ¢ contenulo
dalle AD, DD eguale al gnomone NYXO0; similmente ag-
ciungendo LG, chie ¢ cguale al quadrato di CB, oller-
remo il rettangolo delle AD, DB, insteme col quedrato
di €B, eguale al gnomoue NXO e ad LG. Ma 1l gno-
mone NX0O ed LG fanno tutto il quadrato CEFD, co-
struito sulla €0. Laonde il rettangolo delle AD, DP in-
sicme col quadrato di BC ¢ eguale al quadrato di CD.
Dunque se una linea retlu, ece. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE Vi
TEORLEMA.

Se una linca rella sla segala In quaiunque
modo, la somma dei quadrati costruiii su tulla la
linca e sopra una parte ¢ eguale al dopplo rettan-
molo conlentto da tutta la linca ¢ dalla detta parte,
insicme col quadrato dell” altra parte.

Sia la linea retta AP segata in qualunque modo nel
punto €. Dico chic la somma dei quadrati di AL, BC
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¢ uguale al doppie rettangolo coutenuto dalle AB, BC,
insieme col quadrato di AC.

Descrivasi sulla AB il quadrato ADEB, e costrui-
scasi la figura. Perche il rettangolo AG & eguale al
retlangolo G E, aggiungendo ad am-

bedue CF, avremo tutlo il rettan- [ /_f“\L/Q
golo AIF uguale a tutto CE. I ret- /
tangoli AF, CE formano il gno- f—- T g
mone KLM, ed U quadrato CF. S
Adunque il gnomone KLM, ed il | ___// M
quadrato CF fanno il doppio del / | J
retlangolo AF che ¢ coutenulo p - I

dalle 4B, BC. Aggiungendo DG, che & il quadrato
di AC, 1l gnomone KLM ed i quadrati BG, GD danno
la stessa somma come il doppio retlangolo conte-
nulo dalle AB, BC, ed il quadrato di 4C. Ma il gno-
mone ALM cd 1 quadrati BG, GD fanno i quadrati
d1 AL, BC. Laonde se una linea retta ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE VHI.
TEOREMA.

Se una linea rella sia segata in qualunque
modo, 1l quadruplo retlangolo contenuto da tulta
la Iimea ¢ da una delle parti, insieme col quadrato

dell’ altra parte, sard eguale al quadrato costruito
sulla linea composta della detta parte e dell’ intera

retla data.

Sia la linea relta AR segata in qualunque modo nel
punto €. Dico che I quadruplo rettangolo contenuto
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dalle AR, BC, insieme col quadraio di AC, & eguale

al quadrato della linea composta ¢C_B D
di 4B, BC. " o
Prolunghisi ha linea reita 42 G‘ / \I
in D, ¢ sia la BD uguale alla C72, §f / |
¢ sulla 4D descrivasi il quadru- X[ g
o AEF D, e facciasila figura dop- /-/y__._.-— '*

pia. Poiche la €B & uguale alla B D, ;
ed ¢ la € uguale alla GK [1.34], E LT

ela BD alla KNV, sard eziandio la GK uguale alla AN, e
per la medesima ragione la P22 ¢ uguale alla 80 ¢ per-
che la €B ¢ uguale alla BD, e la GK alla KN, sard
il rettungolo CK uguate al rettangolo A D, ed il rettan-
golo G al retiangolo RN, Ma CK & ufruale ad RN, co-
me supplementi del parailelogrammo €O; onde ezian-
dio A ¢ eguale a G#, e i qualtro rettangoli DX, KC,
GR, RN sono uguali fra loro, e pero €O & quadruplo
del rettangolo CK. Similmente perche la €B & nguale
alla B, e la BD alla BK cioe alla €6, e la Cp
alla GK, cioe alla G P, sard ancora la €G uguale alla G P.
Issendo poi Ja PR uguale alla 20, il rettangolo AG
e uguale al retlungolo M P, ed il rettangolo PL al ret-
tangolo RF; ma MP ¢ uguale a PL, essendo supple-
menti del parallelogrammo ML: e percio 4G & uguale
ad BF. Oude I qualtro rellangoli 4G, MP, PL, RF
sono uguall fra loro, e la loro somma ¢ quadrupla
di AG. Dunque il gnomone STY e quadruplo di AA,
che ¢ il retlangolo contenuto dalle 4B, BC. Aggiun-
gendo XU, che ¢ uguale al quadrato di AC, avremo il
quadruplo retlangolo conlenuto dalle AB, BC, insieme col
quadrato di 4C, eguale al gnomone ST'Y ed al qua-
drato X/, ossia al quadrato AEFD costruito sully 4D.
Laonde se una linea rettu, ecc. c. d. d.
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PROPOSIZIONE IX.
TEOREMA.

Se una linca reffa sia segata in parti eguali,
ed in parti disuguali, la somma dei quadrati co-
strutti sulle parti disuguali ¢ doppia della somma
del quadrato della metd e del quadrato della linea
che é fra 1 due punti di divisione.

Sia la linea retta AP scgata in parti uguali nel
punto €, ed in parti disuguall in D. Dico che la somma
deil quadrati di AD, DB ¢ doppia
della somma dei quadratididC,CD.

Tirisi dal punto € la CE ad E
angoli retti sopra la AR, e pongasi // f\p
uguale alle AC, CB, e si condy- ,/" /G =]
cano EA, LD. Poiper D livisi /7 | |
la DF paralicla alla CE, e per F 4~ o

tirisi la FG oparallela alla 4B e

conducast AF. Poiché la AC ¢ uguale alla CL, sard
U angolo ZAC uguale all’ angolo AEC [I, 5], ed es-
sendo retlo Iangolo €, gli angoli AEC, EAC faranno
lnsieme un retto [1, 52]. Ma sono uguali fra loro, adun-
que Funo e I aliro di essi ¢ la metd ¢’ un retto. E per
la medesima ragione 'uno ¢ Ialtro degli angoli CLD,
LLC ¢ la metd d’un retto, onde tutlo ) angolo AER &
retto. E perche I'angolo GEF ¢ la metd 'un retfo, ed ¢
retto EGE, essendo eguale all’interno opposto ECB [1.29],
sard cziandio il terzo angolo EFG la metd d’ un
retto [1, 82| Onde langolo GEF ¢ eguale allangolo E#e,
¢ pero 1l lato £t ¢ eguale al lato ¢F {1, 6]. Similmente,
perche angelo B ¢ Ja metd &’ un retlo, ed OB ¢ rello,
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perch¢ uguale all’ interno opposto ECR, sard BFD la
metd d’ an retlo. Dunque 1’ angolo B ¢ uguf’le all’ an-
golo DB, ed il lato DF al lato DB. E perche la AC &
uguale alla CF, sard anche il quadrato di A€ uguale al
quadrato di CF. Ma la somma dei quadrati di AC, CE
¢ eguale al quadrato di EA, per essere | angolo ACE
retto [1, 47]. Adunque il quadrato di E4 ¢ doppio del
quadrato di A4€. Similmente it quadrato di EF & doppio
del quadrato di GF, ossia del quadrato di €D. Onde la
somma det quadrati di 4E, EF & doppia della somma
del quadrati di A€, €D. Ma la somma dei quadrali
di AE, EF ¢ cguale al quadrato di AF, perciocche | an-
golo AEL ¢ retto: adunque it quadrato di AF ¢ doppio
della somma dei quadrati di AC, €D. Poi il quadrato
di AF ¢ cguale alla somma dei quadrati di AD, DF,
ossia A2, DB, essendo I angolo D retlo; dunque la
somma det quadrati di AD, DB ¢ doppia di quella dei
quadratt i AC, €D, Laonde se una linea retlu, ecc. ¢.d. d.

PROPOSIZIONE X.
TEOREMA.

Se ad una linca retta segala per mezzo si ag-
aqwnga un’ altra linea per diritto, il quadrato di
tutta la linea composta e il quadrato della aggiunta
fanno insteme 1l doppio del quadrato della metd
della linea data e del quadrato costruito sulla linea
che ¢ composta di detta meld e della aggiunta.

Sta fa linea retta AD scgata per mezzo nel punto C,
ed ageiungasi ad cssa per dirvitto fa hinca BD. Dico che
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la somma dei quadrati di 4D, DB
¢ doppia della somma dei qua- T
drati di AC, CD. 1, |
Tirisi dal punto € la CE 4 :/ _C' B ‘D
ad angoli retti sopra la AB, e S '
pongasiuguale alle 4C,CH; e con- R
ducansi AL, Ef3. Poi per I tirisi \
la EF parallela alla AD, e per o)
tirisi la DF parallcla alla CE. Poichip sopra le paral-
lele EC, FD cade la linea retta EF. ali apgoli CEF,
EFD presi insicme fauno due relii. Duuquv fa somina
deglt angoli FEB, EF ¢ minore di due retll; ¢ pero
prolungaundosi le EL£, FD concorreranno dd“d par-
te BD [post. 5]. [‘mmn“hum g concorrano nel pun-
to G, e trisi AG. Perche la AC o couale alla CL,
eziandio 1" ancolo ALC sara ugusle all” angolo EAC
ma " anzolo C ¢ retto, onde " uno ¢ I allro di
esst EAC, AEC sara ly mcla d"un retto [I, 32]. K
per la medesima ragione sard la metad & un retio
Puno e I"altro degli angoli CLB, EBC. Adunque ALY
e relto. E perche E£C ¢ la meld d un refto, sard auch.
la metd d’un relto DBG, opposto al vertice [I, 15].
Ma BDG altresi & retlo, per essere uguale all” al-
terno DCE {1, 291, dunqu(, DG e la metd & un relto,
¢ pero ¢ uguale a DRG: onde il lato BD @ uguale al
lato DG. Similmente perche EGF ¢ a mety d ui retlo,
ed ¢ rello I"angolo £, essendo uguale all” angolo op-
posto C, sari FE( la meta d’ un relto ed uguale
ad EGE ;- onde cziandio il lato GF ¢ usuale al lalo EF,
Essendo dunque la £C uguale alla C4, il (quadrato di EC
sara uguale al quadrato di CA, ma la somma dei (qua-
drali di EC, CA ¢ eguale al quadl o di £, dunque 1!
quadrato di Ed & doppio del quadrato di 4C. Similmente
if quadralo di EG ¢ doppio del quadrato di EF, ossia
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del quadrato di CD. Onde la somma dei quadrati di AE,
EG & doppia di quella dei quadrati di AC, CD. Ma la
somma dei quadrati di AE, EG & eguale al quadrato
di AG, e il quadrato di AG & eguale alla somma dei
auadrati di 4D, DG, ossia di 40, DB, per la qual cosa
la somma dei quadrati di AD, DB ¢ doppia della som-
ma dei quadrati di AC, CD. Laonde se ad una linea

relta, ecc. ¢. d. d.

[ Py

PiOPOSIZIONE XL
PROBLEMA,
Segare una linea retta data talmente, che 1l

retlangolo coutenuto da tuttalalinea ¢ da una delle
parli sia cguale al quadrato dell” altra parte.

Sia la retta data AB; bisogna segarla in tal modo
che 1l rettangolo coutenuto da tatta la linea, e da una

parte sia eguale al quadrato del-  fr———¢
I’altra parte. Descrivasl sulla 4B | ]

it quadrato ABCD, e seghist AC 4 ;.__[.} B
per meta nel punto E:. e Ui- | | =R
risi BE. Poi prolungata €A in F 7 | |

pongasi EF uguale a BE: e sul- T~ S

la AF descrivasi il quadrato FGHA | |

e GH prolunglisi in K. Dico ¢che ¢ K b
la AB € segata in H talmente, che il rettangolo delle AR,
LI ¢ eguale al quadrato di AI1.

Perciocche essendo la linca AC segata per mezzo
in E, se vi si aggiunge AF per diritlo, il reltangolo
delle CF, F4 insieme col quadrato di AE sard eguale
al quadrato di EF [II, 6], ossia al quadrato di EB,
ossia alla somma dei quadrati di B4, AE [I, 47]. Sot-
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{raggasi il comune quadrato di AE; rimarra il retlan-
colo FK eguale al quadrato AD. Sotlraggasi AK ad am-
hedue:; rimarra il quadrato F'H eguale al rimanenie
rettangolo HD. Laonde il reltangolo delle AB, Bl ¢
cguale al quadrato di AII: e pero la dala relta AD ¢ sc-
cata in H nel modo richiesto.

T S
PROPOSIZIONE XH.
TEOREMA.

D In un triangolo ottusangolo il quadrato del lato
opposto all’angolo otluso supcera di tanto la somma
dei quadrati degli altri due lati quanto ¢ il doppio
reltangolo contenuto da uno de’ Jati che sono din-
torno all’angolo otluso, e dalla porzione del prolun-
gamento di esso lato che ¢ compresa fra il vertice

dell’ angolo otluso e la perpendicolare abbassata
dal vertice opposto.

Sia il triangolo ottusangolo AEC, che abbia I’ an-
golo oltuso EAC, e dal punto E tirisi alla €4 prolun-
rata la perpendicolare ED. Dico 5
che il quadrato di CE e 1anto mag- N
giore della somma dei quadrali
di E4, A€, quanto & il doppio ret-
tangolo delie CA, AD. | A

Perciocche essendo lalinea €D N |
segata In qualunque modo nel D*— A C
punto 4, [II, 4] sard il quadrato
di CD eguale alla somma dei quadrati di C4, AD, e del
doppio retlangolo che & contenulo dalle C4, AD. Ag-
ciungendo il quadrato di DE; abbiamo che 1 quadrati
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di C£, DE [anno una somma uguale ai quadrati di CA4,
AD, DE, ed al doppio retlangolo che ¢ contenulo
dalle C4, AD. Ma la somma del quadrali di €D, DE
¢ cguale al guadrato di CE, perciocche I'<angolo D ¢
retto [1, 471, e la somma dei quadrati di AD, DE ¢ eguale
al quadrato di AE. Onde il quadrato di CE ¢ ecguale
ai quadrati di C4, AE ed al doppio rettangolo delle CA,
AD. Laoude ¢n un tricugolo ottusangolo il quadrato del

lato, ecc. c. d. 4.

PROPOSIZIONE X1,
TEOREMA.

In un triangolo qualunque 1] quadrato del lato
op: 0 to ad un angolo aculo ¢ superato dalla somma
dei quadrati degli altrl due lati di tanto quanto ¢ il
doppio rettangolo contenuto da uno dei lati che
sono dintorno all’angolo aculo e dalla porzione di
esso lato o del suo prolungamento che ¢ compresa
fra 1l vertice dell’ angolo acuto e la perpendicolare
abbassata dal vertice opposto.

Sia il triangolo ABC che abbia I' angolo & aculo, e

dal punto A alla BC tirisi la perpendicolare 4D. Dico
che 1l quadrato di 4€ e tapto mi-

nore della somma dei quadrati oy

di €B, BA, quanto & il doppio TN

rettangolo contenuto dalle €8, BD. o \
Perche essendo la linea ret-

ta CB scgata in qualonque modo /|

nel punto D, la somma dei qua- ;} e

drali €8, BD ¢ eguale [lI, 7] al
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doppio retlangolo delle CB, BD, insicme col quadrato
di DC. Aggiuncendo il quadrato di AD, avremo la som-
ma dei quadrati di CB, BD, DA eguale al doppio ret-
tangolo delle CB, BD insieme coi quadrati di AD, DC.
Ma invece dei quadrati di BD, DA si puo porre [f, 47]
il quadrato di AB, perciocche I angolo D ¢ retlo, ed
invece dei quadrati di AD, DC si puo porre il quadrato
di AC. Onde i quadrati di €B, BA fanno una somma
eguale al quadrato AC, ed al doppio rettangolo conte-
nuto dalle CB, BD. Dunque in un triangolo qualunque
il quadrato del lato, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE NIV,

PRODLEMA.

Costruire un quadrato eguale ad un dalo po-
ligono.

Sia A il dato poligono, bisogna construire un qua-
drato eguale al polizono A. Costruiscast [l, 45] il
parallelogrammo rettangolo BCDE, ecguale al poli-
gono A. Onde se BE ¢ uguale ad ED, sard falto quello
che si proponeva, perciocché si sard costruito il qua-
drato BD eguale al policono A. Ma se DE non e
nguale ad ED, una di essc sard macgiore. Sia mag-
ciore BE, e prolunghisi in F, e

" pongasi EF ugnale ad ED; poi di- A, ¢
visa FB per metd nel punio G, / r
dal centro G coll’intervallo GI / | -
o GF descrivasi il mezzo cer- | G /

¢ tivisi GII. Perche la linea rel- ¢

chio BHF, prolunghisi DE in H, x\ / /A
e . . | D
ta BF ¢ divisa in parti nguali nel \Jf-
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punto G, ed in parti disuguali nel punto E, sara [II, 5]
il rettangolo delle BE, EF insieme col quadrato di EG
eguale al quadrato di GF', ossia al quadrato di GH. Ma il
quadrato di GH ¢eguale alla somma dei quadrati di IIE
¢ di EG [, 47]; dunque il rettangclo delle BE, EF in-
sieme col quadrato di EG e eguale ai quadrati di JE, EG.
Sollraggasi il quadrato di EG; rimarra il rettangolo
delle BE, EF ossia BD eguale al quadrato di EH, e
pero 1l poligono A sard eguale al quadrato di EIL.
Laonde, ecc.

Elementi d’ Euclide. 6
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EEsercizi.

-— 1. Se si congiunge con una retta (mediana) il vertice di
un angolo acuto d’un triangolo rettangolo col punto di mezzo
del lato opposto, il quadrato di quella retta sard minore del
quadrato dell ipotenusa di tre volte il quadrato della meta
del cateto bisecato.

2. Se dal punto medio di un cateto di un triangolo ret
tangolo si abbassa la perpendicolare sull’ ipotenusa, la diffe
renza dei quadrati dei segmenti dell’ ipotenusa ¢ uguale al
quadrato dell’ altro cateto.

3. In qualunque triangolo, se dal vertice si abbassa la
perpendicolare sulla base, la differenza dei quadrati dei lati
¢ uguale alla differenza dei quadrati dei segmenti della base.

4. Sia OAB un quadrante di circolo, il cui centro ¢ 0, da
un punto qualunque € dell’ arco si abbassi €D perpendico-
lare sopra 04 od OB, la quale incontri in E il raggio che
biseca 1'angolo AOB; dimostrare che la somma dei quadrati
di CD e DE ¢ uguale al quadrato di 0A.
= 9. Se da un punto qualunque del diametro di un semicer-
chio si tirano due rette alla circonferenza, una al punto medic
dell’arco e I’ altra perpendicolare al diametro ; la somma dei
quadrati di queste due rette ¢ doppia del quadrato del raggio.

6. Se A é il vertice di un triangolo isoscele ABC, e CD
sia condotta perpendicolarmente ad AD, provare che la som-
ma dei quadrati dei tre lati ¢ uguale alla somma del quadrato
di BD, del doppio quadrato di AD e del triplo quadrato di CD.

7. Se da un punto qualunque si conducono le perpendi-
colari su tuttii lati di un poligono, la somma dei quadrati dei
segmenti non contigui dei lati ¢ uguale alla somma dei qua-
drati degli altri segmenti.

8. Se dal vertice di uno degli angoli acuti di un triangolo
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retfangolo st tira una retta sino al lato opposto, la sommu
del quadrati di questo lato e di quella retta ¢ uguale alla
semma dei uadrati dell” ipotenusa e del segmento del lato
adiacente all” angolo retto.

- 9. Deserivere un quadrato uguale alla differenza di due
guadrati duti.

- 10. Dividere, quando sia possibile, una retta data in due
parti, in modo che la somma del loro quadrati sta uguale ad
un quadraic dato.
= 11, Dal punto medio D del lato AC di un triangolo equi-
latero AL, condotta DE perpendicolare a BC, dimostrare
che 1l quadiate di BD ¢ tre quarti del quadrato di B,
¢ che Ja rettu £L ¢ tre quarti di BC.

- 420 Se dal vertice 4 di un triangolo rettangolo ABC,
s abbassa .1/ perpendicolare sull’ipotenusa, dimostrare che
1 rettangoli i BC e DD, di BC e €D, di BD e CD sono 1i-
spettivamente nouali al quadrati di AD, AC, AD.

13. Proiungwre una retta data in modo che il rettangolo
contenuto dulla tera retta prolungata e dalla retta data sia
uguale ad wn quadrato dato.

44. Se sul ragaio di un cerchio si descrive un semicer-
chio e si conduce una perpendicolare al diametro comune, il
quadrato della cerda del cerchio maggiore, compresa fra il
termine del diawetro ed if punto di sezione della perpendi-
colare , sura deppio del quadrato della corrispondente corda
nel cerchiov niinore.

= 45. Dividere una retta in due punti equidistanti dai suci
estremi, in modo che il quadrato della parte media sia uguale
alla somma del quadrati delle estreme; e dimostrare che al-
lora 11 quadrato dell’ intera retta ¢ uguale alla somma dei
quadrati delle parti estreme e del doppio rettangolo dell” in-
tera retta e della parte media.

16, Dividere una retta in due parti in modo che la somma
dei quadrati dell’intera retta ¢ di una puwrte sia uguale al
doppio quadrato dell’ altra parte; e dimostrare che allora il
(uadrato della parte maggiore & uguale al doppio rettangolo
dell’ mtera retta e della parte minore.



L
o)

GLI ELEMENTI D’ EUCLIDE.

17. Dividere una rettain due parti in modo che la som-
ma de’ loro quadrati sia la pia piccola possibile,

18. Dimostrare che la somma det quadrati di due retle
non ¢ mal minore del doppio loro rettangolo, ¢ che la diffe-
renza del loro quadrati ¢ uguale al rettangolo contenuto dalla
Yoro somma e dalla loro differenza.

19. ABCD ¢ un rettangolo, E un punto qualunque
in DC, ed IFin CD; dimostrare che il rettancolo ABCD &
uguale a due volte 1l triangolo AEF insieme col rettangolo
delle DFE, DI

20. Se una retta ¢ divisa in due parti uguali ed anche
in due parti disuguali, lasorama dei gquadrati delle due parti
disuguali ¢ uguale a due volte il rettangolo contennto da que-
ste parti, Insieme con quattro volie il quadrato della retta
compresa fra 1 due punti di divisione.

21. Se dal vertice di uno degli angoli ugnali di un trian-
golo 1soscele si cala una perpendicolare sul lato opposto, il
dopplo rettangolo contenuto da questo lato e dal secmento di
esso adiacente alla base ¢ uguale al quadrato della base.

22. A, I, €, D sono quattro punti nella stessa retta. E
¢ un punto detla retta medesima, ugualmente distante dai
punti medi deit segmenti AB,CD ; I'¢ un altro punto in AD;
dimostrare che la somma det quadrati di AF, DI, CF, DI
supera la somma dei quadrati dt AE, BE, CE, DE, di quat-
tro volte il quadrato di EF.

23. Se i termini di una corda qualunque di un cerchio
si congiungono ad un punto qualunque del diametro parallelo
alla corda, la somma det quadrati delle congiungenti ¢ uguale
alla somma det quadrati dei segmenti del diametro.

24. In un triangolo isoscele ABC, se AD congiunge il
vertice ad un punto qualunque della base, provare che la
differenza dei quadrati di AD e AD & uguale al rettangolo
di LD e GD.

25. Se nella fig. della prop. 47, Euel., 1, si uniscono i
verticl, la somma dei quadrati dei sei latt della {igura risul-
tanfe € uzuale ad otto volte il quadrato dell” ipotenusa.

26. Se un angolo di un triangolo ¢ quatiro terzi di un
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retto, il quadrato del lato opposto ¢ nguale alla somma dei
ruadrati dagli altri due lati insieme col rettangolo contenuto
da questi.

27. Se nel triangolo ABC, ciascuno degli angoli B, G &
doppio dell’angolo 4, il quadrato di AB & oguale al quadrato
di BC insieme al rettangolo di AB e BC.

9. In un triangolo qualunque ABC, se BP, € sono

condotte perpendicolarmente ad AC, AD, prolungate se ¢ ne-
cessario, il quadrato di BE ¢ uguale al rettangolo di AL, B(,
insieme col rettangolo di 4G, CP.
- 29. Sec il vertice dell” angolo retto di un triangolo rettan-
golo si congiunge ai vertici opposti del quadrato descritio
sull’ ipotenusa la differenza dei quadrati delle congiungentl ¢
nguale alla differenza del quadrati det due cateti.

30. In un triangolo qualunque la somma dei quadrati di
due lati ¢ doppia della somma del quadrato della meta della
base e del quadrato della retta che congiunge il punto medio
della base al vertice opposto.

31. Se DB divide per mezzo in D il lato AC del frian-
oolo ADC, e se AE ¢ perpendicolare a DC, dimostrare che
il quadrato di BD & uguale alla somma o alla differenza del
quadrato della metd di AC e del rettangolo di BE, BC, se-
condo che E sia in BC o nel prolungamento di BC.

32. Un rettangolo qualunque ¢ la metd del rettangolo
contenuto dalle diagonali dei quadrati de’ suol lati.

33. Sec un punto qualunque preso dentro ad un rettan-
oolo si congiunge ai vertici, la somma dei quadrati delle
congiungenti, condotte a due verticl opposti, € uguale alla
somma dei quadrati delle altre due.

34. La somma dei quadrati delle diagonali di un paralle-
logrammo ¢ uguale alla somma der quadrati dei quattro lati.

35. La somima dei quadrati delle diagonali di un quadriia.
tero ¢ superata dalla somma det quadrati deilaii di quattro volte
il quadrato della retta che umsece 1 punti medi delle diagonali.

36. La somma dei quadrati delle diagonall di un quadri-
latero ¢ doppia della somma dei quadrati delle due rette con-
giungenti i punti medi del lati opposti.
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37. La somma dei quadrati del lati di un triangzolo € tri-
pla della somma dei quadrati delle distanze dei vertici dal
punto comune alle mediane.

38. Se due lati opposti di un quadrilatero sono divis
per metd, la somma dei quadrati degli altri due lati insieme
coi quadrati delle diagonali & uguale alla somnia dei quadrati
dei lati bisecati insieme col quadruplo del quadrato della
retta clie unisce i punti di bisezione.

39. La somma der quadrati delle diagonali di un trapezio
¢ uguale alla soimnma dei quadrati de’ suoi lati non pavalleli
insieme col doppio rettangolo contenuto dailati non paralleli.

40. Se DD, CFE sono i quadratt descritti sui lati AB,
AC di un triangolo, mostrare che la somma dei quadrati di
BC ¢ DE ¢ doppma della somma del quadrati di AL ed AC.

41. Se si descrivono i quadrati sul latt di un triangolo
qualunque, e si congiungono 1 vertict di questi quadrati, la
somma dei quadrati dei lati della figura esagoni cosi otte-
nuta sard uguale a quattro volte la somma der quadrati des
lat1 del triangolo.

42. Prest due punti nel diametro di un cerchio, egual-
mente distanti dal centro, la somma dei quadrati delle due
rette condotte da questi punti ad un punto qualunque della
circonferenza sara costante,

43. L’ ipotenusa AB di un triangolo rettangolo ADC sia
divisa in tre partt uguall, ne’ punti D, E; provare che con-
giunte CD, CE, la somma dei quadrati dei latt del trian-
colo CDE ¢ due terzi del quadrato d1 AB.

44. Dividere una retta data in due partt contenenti un
rettangolo uguale ad un quadrato dato.

45. Se un triangolo ¢ uguale ad un quadrato, il peri-
metro del triaugolo ¢ magglore del perimetro del quadrato.

46. ALCD ¢ un quadrilatero, £ 1l punto medio della rette
congiungente i punti medi delle diagonalij se col centro £ si
descrive un cerclio, e sia P un punto qualunque delia circonle-
renza, dumostrare che la somma dei quadrati delle rette PA,
DB, PC, PDCuguale alla somma dei quadrati delle retie ££4.
(DB, EC, (D insieme con quattro volte il quadrato di EP.
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Definizioni.

I. I cercht uguali sono quelli 1 cul diametri
ovvero 1 cul raggi sono uguali.

II. Una linea retta si dice tangente al cerchio
quando, inconfra in un punto la circonfcrenza,
¢ prolungata oltre il punto d incontro non la
taglia.

III. Due cerchi si dicono tangenti quando le
loro circonlerenze s’ incontrano senza tagliarsi.

Nel concetto di Evcuipe due lince si dicono tangenti
Puna all’altra quando s"incontrano senza tagliarsi; vale a
dire quando si pud lungo ciaseuna linea attraversare il punto
d’ incentro senza attraversare I altra linea.

IV. Le inee retle nel cerchio si dicono essere
ugualmente distanti dal centro, quando le perpendi-
colarl tirate dal centro sopra quelle sono uguali.

Y. E quella linca si dice essere pin distante
dal centro, sopra la quale cade la perpendicolare
maggiore.

VI. 1l segmento di cerchio é la figura contenula
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da una retta (corde) e da una delle porzioni (archi)
nelle quali la circonferenza ¢ divisa dalla retta.

VII. L' angolo del seqmento é qucllo che ¢ com-
preso dalla corda e dall’ arco.

Y. L’ angolo nel seqmento é quello che é con-
tenuto da due linee rette tirale da un punto del-
I arco ai termini della corda di detto segmento.

IX. Quando le lince rette che conlengono un
angolo abbracciano un arco, si1 dice che I angolo
msisie su quell” arco.

X. Il setiore del cerchio ¢ la figura contenuta
da due raggi e dall’ arco da essi compreso.

XI. Segmenti semili di due cerchr sono quelh
che conlengono angoli uguali, ovvero quelh sui quals
insistono angoli (al centro) ugual.

—

PROPOSIZIONE 1.
PROBLEMA.
Trovare 1l centro &’ un dato cerchio.
Sia ADC 1 cerchio dalo, di cui bisogna trovare

1l centro. Tirisi in esso una corda AB, comunque si
vogha, ¢ seghisl per mezzo nel

punto D [I, 10], poi dal punto D T
tirata la DC ad angoli refti so- /
pra la AB|I, 11], prolunghisi fino ¢
in E [post. 2], e seghisila CE per 1’-*7\ )
mezzo nel punto F. Dico il punto F j\/ ey 8
¢ssere centro del cerchio ADC. P

Perciocelie se 1l cenlro non I
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¢ F, sia s” egli & possibile un altro punto (z, e condu-
cansi GA, GD, GB. Poicht AD ¢ uguale alla DB, ed e
comune la DG, saranno le due AD, DG uguali alle
due GD, DB, Y una all’altra, e la hase GA ¢ uguale
alle base G I, partendosi dal centro G {1, def. 15]. Dunque
I' angolo A DG ¢ uguale all angolo GDBI, 8]. Ma quaundo
una linca retla stando sopra un’ altra fa gli angol
conscguenti fra loro uguali, quesli sono amendue
retti [1, def. 10], e percio I' angolo GDB & Telto.
Ma ¢ relto ancora FDB. Adungue I’ angolo DD sa-
rebbe uguale all’ angolo GDB [post. 4], ciot il mag-
giore al minore, che ¢ impossibile. Onde il punto G
pon © ceutro del cerchio ARC. Dimostreremmo pari-

mente non essere altro punto fuori che F. Adunque I” ¢
il centro del cerchio 4 BC; che bisognava trovare.

COROLLARIO.

Da queslo si comprende chiaramente, che se
nel cerchio una linea relta sega una corda per mezzo
e ad angoli retti, il centro del cerchio é nella retla
seganie.

PROPOSIZIONE 1L
TEOREMA.

Se nella circonferenza del cerchio si piglino
due punti, qualsivogliano, la linca retta che li con-
giunge sard tulla dentro al cerchio.

Sia il cerchio ABC, ¢ nella circonferenza di csso
piglinsi due punti quali si vogliano 4, B. Dico che la
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linea retta tirata dal punto A al punto B cade dentro
al cerchio.

Perciocche s egli & possibile /J':.H\___
cada di fuori, come AEBR, e preso %
i1l centro D del cerchio 4 BCII, 1], D \
conducansi DA, DB: e prolunghisi "\_ /, | /
DFin E. Essendo 1a D uguale alla ;{“——“—*"}2
DB,sard anche langolo DA Eugnale  © &/

all’angolo DBE [1, 5]; e perche ¢ B

prolungato un lato del triangolo DA, ciod AET sard
I angolo DEB maggiore dell’ angolo DAFE [I, 16]. Ma
I"angolo DAE ¢ uguale all’angolo DBE, onde | an-
golo DED ¢ maggiore dell’ angolo DBE. All angolo mag-
giore & opposto il maggior lato |I, 19], adunque la DB
¢ maggiore della DE: ma la DB ¢ uguale alla DFE, e
percio la DF sarebbe maggiore della DE: ciot 1a minore
della maggiore | il che ¢ impossibile. Onde la linea retta
tirata dal punto 4 al punto B non cadra fuori del cer-
chio. Dimosireremmo parimente che né anche cade in
essa circonferenza, onde ¢ necessario che sia tutta di
dentro. Dunque se nella circonferenza, ece. c. d. d.

PROPOSIZIONE 111
TEOREMA,

Se una linea retta tirata nel cerchio per il
centro seght per mezzo una corda che non passa
per il centro, la segherd ad angoli retti; ¢ se Ia
sega ad angoli retli, la segherd per mezzo.

Sia 1l cerchio ABC, ¢ la lineca relta €D, tirata in
sso per il centro, seghi per mezzo in # la corda AR
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che non passa per il centro. Dico che la sega ad angoli
retli.

Piglisi 1l centro E del cer- /(?__M
chio ABC |HIf, 1], ¢ conducan- Vs LN

si 74 . EB. Perche la AF ¢ uguale L
alla FR, la FE ¢ comune e la | T }
basc EA ¢ uguale alla base EB, \-\ | 1 Nl
" angolo AFE sard uguale all’ an- Ak“j—-*—ﬁ;fﬂj%g
colo BFE {1, 81. Dunque {1, def. 10| s

ciascuno degli angolt AFC, BIE
¢ retto, e percio la linea retta €D & perpendicolare
alla retta AD.

Ora la € sezhila A DB ad angoli retti. Dico che ezian-
Gio la sega per mezzo, cioe chie la AF ¢ uguale alla FB.

Fatte le medesime costruzioni, perche la E4 raggio
del cerchio ¢ uguale alla EB [I, def. 15], sard anche
Pangolo EAF uguale ail’angolo EBF {1, 5], eVangolo AFE
retto ¢ neuale al retto BFE [post. 4). Dungque 1 due
triangoli €A, EBI hanno due angoli uguali a due an-
ooli, e comrune il lato EF che ¢ opposto ad uno degli
angoli uguali; e percio avranno gl alirt laty uguah aglh
aitri lat 1. 26], e la AF sard uguale alla 8. Adunque
se una linea retia tirata nel cerchio, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE 1V.
TEOREMA.

So due linee retle nel cerchio non passanti
ner il centro si seghino fra loro, non si segheranno
aai entrambe per meta.

Sia il cerchio AB, CD, ¢ sechinsi in esso due linee
roite che non passano per il centro, cioé AC, BD, nel

4 WL
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punto E. Dico che non si segano entrambe per mieti.
Perciocche, se sia possibile,

seghinsi per mezzo di maniera ’

che la AL sia uguale alla EC, e

la BEalla ED. Piglisi poiilcentro 4~ %~
del cerchio ALDC [, 1], e ti- L
rist EF. Poiche la linea reita FE B T

tirala per 1l centro sega per mezzo una corda AC che
non passa per 1 centro, la segherd ad angoli retti [111, 3];
onde I angolo FEA sard relto. Similmente perche la li-
nea relta FE sega per mezzo una corda BD che non
passa per 1l centro, la segherd ad angoli retti, e percio
I"angolo FEB sara retlo. Sarebbe dunque I’ angolo FEA
uguale all’angolo FEB, cio¢ il minore al maggiore, che
¢ impossibile. Dunque le AC, BD non si segano en-
trambe per mezzo: onde se nel cerchio due linee rel-
le, ece. c. d. d.

PROPOSIZIONE V.
TEOREMA.

Se due cerchi si seghino fraloro, non avranno
1l medesimo centro.

Duc cerchi ABC, CD(G seghinsi fra loro ne’punti B €.
Dico che non hanno il medesimo centro.

Sia E, se esser puo, il centro
comunc: conducasi £C e Urist 784 -
In qualstvoglia modo. Poiche E ¢ e
centro del cerchio ABC, la CE sara J,/ /"/ |~ \
uguale alla EF. Olire a cio, per- G———= } D)ﬂ
che £ ¢ centro del cerchio CDG, I
sara la CE uguale alla EG, adun- /
que la LF sarchbe uguale alla EG,
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ciot la minore alla maggiore, che non pud essere; e
pereio 1l punto E non ¢ centro dei cercht ABC, CDG.
Laonde se due cerche st seqhino fra loro, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE  VI.
TEOREMA.

Se due cerchi siano tangenti fra loro interna-
mente, non avranno il medesimo centro.

Due cerchi ABC, CDE siano tangenti internamente
tel punto €. Dico che essinon hanno il medesimo centro.

Sia F, se esser puo, il centro -

comune; si unisca F con C, e ti- s

vist FEB in qualunque modo. Per- 7 |t N
che F & cenlro del cerchio ABC, ! | zi )
ia CF sara uguale alla B, ed es- | \\\I" '__7*”"_')3
sendo F centro del cerchio CDE, S o
la CF sard uguale alla FE. Adun- Ao

que la FE sarebbe uguale alla FB, cio¢ la minore alla
maggiore, che non pud cssere. Laonde il punto £ non
¢ centro dei cerchi ABC, CDE. Dunque se due cerchi
stano tangenti fra loro, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE VII.
TEOREMA.

Se nel diametro del cerchio si pigli un punto
che non sia centro del cerchio, e da esso si tirino
alla circonferenza alcune linee rette, la massima
sird quella nella quale é 1l centro; e la minima sara
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la parte rimanente del diametro. Delle altre, la piu
vicina a quella che passa per 1l centro sempre ¢
maggiore della pitt lontana. E solamente due rette
uguali cadranno dal medesimo punto sulla circon-
ferenza dall’ una e I’ altra parte della minima.

Sja il cerchio ARCE, il cul diametro ¢ AD: ed
in essa AD piglisi un punto I, che non sia il centro:
e sia i contro del cerchio E: e

da! punto F' si tirino alcuue linee .

retie alla circonferenza ADBDC. F he!

E siano FB, FC, £G. Dico la FA4 :
essere maggiore di tutle, e la #D 81‘*“7"\1:‘““ X
minore: e delle alire, la FIt mag- €= /
giore della I/C, ¢ la FC maggiore \, Ty

della Fa. D

Conducasi BE, CE, GE. Percht la somma di due
lati di ciascun triangolo ¢ maggiore del lato rima-
nente [, 20], sard la somma delle BE, EF maggiore
della BF.Mala AE ¢ uguale alla EB; adunquele BE, EF
danno una somma uguale alla AF, ¢ perciola AF ¢ mag-
giore delia I'B. Oltre a ¢io, perche la BE ¢ uguale alla EC,
la FE comune, e I'angolo BEF ¢ maggiore dell’ango-
lo CEF, sara la base BF maggiore della base FC[I,24].
Per la medesima ragione ancor la CF ¢ maggiore
della FG. E perche la somma delle GF, FE ¢ maggiore
defla EG, e la GE ¢ ugualy alla ED, sard la somma
delle GF, FE maggiore della EL. Sotlraggasi la co-
mune EF; allora la rimanente GF ¢ maggiore della ri-
manente FD. Onde la maggiore di tuite ¢ A, e la
nminore I'D; e la BF ¢ maggelore della FC, e la CF
maggiore della FG.

Dico che dal punto F si possono abbassare due sole
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linee retie uguali alla circonferenza ABCD dall’ una
e I'altra parte della minore FD. Costruiscasi nella Ii-
nea EF, ¢ nel punlo dato in essa 1" angolo FEH uguale
all” angolo GEF {1, 23], e congiungasi F con II. Poiche
la GE ¢ uguale alla EIT, e la EF ¢ comune, e I'an-
golo GEF, uguale all’ angolo HEF, la base FG sard
uguale alla base FH [I, 4]. Dico che da F nel cerchio
non si puo conduarre alla circonferenza altra retta uguale
alla FG; sia, se esser pud una tal retta FK. Essendo
la 'K uguale alla £, ela FII uguale alla FG, sard ezian-
dio la IK uguale alla III, ciol la pin vicina a quella
che passa per il cenlro sarebbe uguale alla pit lon-
tana, che non puo esscre. Laonde dal punto F non
sl pud tirare che una sola linea relta alla circonfe-
renza, uguale alla GF; dunque se nel diametro del cer-
chio, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE VI

TEOREMA,

Se fuori del cerchio si pigli un punto, e da
quello s1 tirino pit linee rette alla circonferenza, una
delle quali passi per il centro, e 1" altre in qualsi-
voglia modo; di quelle che cadono sopra la circon-
ferenza concava la massima sard quella che passa
per il centro, e dell altre la pid vicina a quella
che passa per 1l cenlro sard sempre maggiore della
piu lontana. Ma di quelle che cadono sopra la cir-
conferenza convessa, la minima sard quella che
continuata passa pel centro, e delle altre la pit
vicina alla minima sard minore della pit lontena:
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e due sole rette uguali potranno tirarsi dal punto
sulla circonferenza, dall’ una e I’ altra parie della
minima.

Sia il cerchio 4BC, e piglisi fuori del cerchio un
punto D, e da quello tirinsi nel cerchio alcune linee

reite DA, DE, DI, D, e siala DA D
quella che passa per il centro. Dico ey

che di quelle che cadono nella cir- T
conferenza concava AFF(C la DA H \,\!«’V
che passa per il centro e la massi- ///’/{ o
ma: e la DE ¢ maggiore della DF,  gle-/—130, |
e la DF maggiore della DC.E i \7/
quelle che cadono nella circon- o \1‘::?—*;-//

ferenza convessa IILK( la mini-
ma ¢ la DA che prolungata passa pel centro, ¢ la pia
vicina alla mivima DG ¢ sempre minore della pia ton-
tana, cio¢ la DK minore della DL, e la DL minore
della DH.

In fatti trovisi il centro del cerchio APC [1Ii, 1},
che sia M: e conducansi ME, MF, MC, MK, ML. M.
Poich¢ la A M ¢ ugunale alla ME, aggiungendo ad ambe-
due la MD, avremo la AD uguale alla somma delle EH,
MD. Ma questa somma ¢ maggiore della ED [1, 20]:
adunque eziandio la AD ¢ maggiore della Ef). Oltre
a cio, perche la ME ¢ ugnale alla MF, saranno le EM,
MD uguali alle MF, MD, e I’angolo EMD ¢ maggiore
dell’ angolo FMD; onde la base ED sard maggiore della
base FD [1, 24]. Dimostreremmo similmente la FD es-
sere macgiore della €D. Adundque la maggiore di tutte
¢ la DA, e la DE ¢ maggiore della DF, e la DF maggiore
deila DC.,

Poi essendo la somma delle MK, KD maggiorc
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della MD [1, 20] e la MG uguale alla MK, sard Ia ri-
manente KD maggiore della rimancente G D. Laonde la GD
¢ minore della DK, e percid la GD ¢ la minima.

E perche dai termini di un lato del (riangolo MLD,
cioe di MD, si sono tirate dentro due lince relle MK,
AD, sard la somma delle MK, KD minore della somma
delle ML, LD [I, 21]; delle qnali la MK ¢ uguale
alla ML; dunque la rimanente DK ¢ minore della rima-
nente DL. Dimostreremmo parimente la DI esser mi-
nore della DH, ¢ percio la DK & minore della DL, ¢
la DL minore della DI,

Dico eziandio che due sole rette ugualt si possono
tirare dal punto D alla circonferenza, dali’una e Paltra
parte della minore. Costruiscasi nella linea retta MD, e
nel punto M dato in essa, I’ angolo DB uguale all’ an-
golo KMD, e congiungasi I) con B. Perch¢ la MK
¢ uguale alla MB, la MD comune, e |"angolo KMD
uguale all"angolo BMD, sard la base DI uguale alla
base DB. Dico che dal punto D niun’ altra retta si puo
tirare alla circonferenza uguale alla DB, Tirisi, se esser
puo, la DN. Perche la DK ¢ uguale alla DN, ed ¢
nguale alla DB, sard 1a DB uguale alla DN, cio¢ la pid
vicina alla minima sarebbe uguale alla pia lonfana, che
si & dimostrato impossibile. Laonde dal punto D non si
potranno abbassare alla circonferenza ABL pia di due
lince retle uguali, dall una e I"altra parte della mi-
nima GD. Duniue se fuori del cerclhio st pigle un
punto, ecc. c¢. d. d.

PROPOSIZIONIS 1X.
TEOREMA,
Se da un punto preso dentro al cerchio si

possono condurre alla circonlerenza pia di due li-
Elementi o Euclide. 7
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nee relte uguali, quel punto sara il centro del
cerchio.

Sia itcerchio ABC, e piglisi dentro di essoil punto D,
dal quale siano tirate nel cerchio piu di due linee relte
uguali, come DA, DB, DC. Dico H
che il punto D & centro del cer- A7 1

chio ABC. \ \
Tirinsi AB, BC, e seghinsi | D

5 L
per mezzo nei punti E, F[1, 10]; B{E N~
e condoite le ED, DF, prolun- / T /

//.

ghinsi nei punti G, K; H, L. B T

Poiche la AE & uguale alla EB, -
la ED comune, ¢ la base DA & uguale alla base DB,
I’ angolo AED sara uguale all’ angolo BED [1, 8]. E per-
cio amendue gli angoli AED, BED sono relti, e la GK
segando per mezzo la AB, la sega ancor ad angoli
retii [HI, 3]. E perché se nel cerchio una linea retla
sega per mezzo una corda e ad angoli relti, il ceniro
del cerchio & nella linea segante {1Il, 1 cor.], sarinella Gk
il centro del cerchio ABC, e per la medesima ragione
il centro del cerchio ABC ¢ nella HL. Le linee rette CK,
JIL non hanno alcun punto comune fuori che D. Adun-
que O ¢ il centro del cerchio ABC; laonde se da un punto
preso dentro al cerchio, ece. ¢. d. d.

PROPOSIZIOSE X.
TEOREMA.
Due cerchi non si segano fra loro in pia di
due punti,

Il cerchio ABZ seghi il cerchio DEF in piu di duc
punti, ciot in B, G, F, H: si trovi il ceatro del cer-
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chio ABC, che sia R [1II, 1]: e conducansi RD, G, RF.
Perché dentro al cerchio DEF
si ¢ preso un punio R, dal quale
arrivano alla circonferenza piu di
due lince rectle uguali BB, RF, £
RG, il punto B sard ceniro del cer-
chio DEF [Ill, 9]. Ma R & cenlro
del cerchio ABC; sard dunque il
medesimo punto R centro di due cerchi che si seguno,
il che non puo essere [IlI, 5]. Laonde due cerchi non
st segano, ecc. ¢. d. d.

B

PROPOSIZIONE XI.

TEOREMA.

Se due cerchi sono tangenti internamente, la
linea retla che congiunge i loro centri prolungata
passera pel punto di contalto.

Due cerchi ABC, ADE siano tangenti internamente
nel punto A, frovisi il centro del cerchio ABC, che

sia F [IlI, 1], ed il centro del cer- A

chio ADE, che sia G. Dico che la ra

. ) i A |

linea retta tirata dal punto Falpun- iy o )

{o G prolungata passa pelpunto 4. | \ ~ F ™~/ |
Se & possibile, la retta F¢ | ~__ .~ %

non passi per A, ma seghi le cir- T o

conferenze in D, H, e congiun- p>~. = _~

gasi A con F e con G.

Perche la somma delle AG, GFé maggiore della F4,
ciod della FH, sotiraendo la comune FG, rimarrd A¢
maggiore della GH. Ma la AG & uguale alla GD, onde
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la GD sarebbe maggiore della GH, cioé la minore della
maggiore, che ¢ nmpossibile. Adunque se due cerchi
stano tangenti inleriamente, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE XII.

TEOREMA.

Se due cerchi siano tangenti esternamente, la
linea retta che conglunge 1 loro centri passera per
il punto di contatto.

Due cerchi ABC, ADE siano tangenti esternamente
nel punto A: ¢ trovinsi il centro del cerchio 4 BCche sia F,
ed 1l centro del cerchio ADE ciot
{1, 1]. Dico che la linea rétta tirata -
dal punto Fal punto & passa per 4. _,——"'F““\\_‘A/ "“\\\

Non passi per A4, ma se & pos- [ \/
3 = . [ . _.i;\.\ i
sbile, incontri le circonferenze | — _~ i~
o C, D: e conducansi FA, AG. \T~—— ¢

\\..M___/C D e SRS S

Poiche F & centro del cer-
chio ABC, =ard la AF uguale
alla FC; e perche G & centro del cerchio ADE, la AG
sara uguale alla GD. Adunque le F4, AG sono uguali
alle FC, DG e tutta la FG sarebbe maggiore della som-
ma delle FA, A% ma cio ¢ impossibile [I, 20]; adun-
que se due cerche siano tangenti esternamente, ecc.c.d. d.
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PROPOSIZIONE XI11.
TEOREMA.

Un cerchio non pud essere tangenfe né infer-
namente ne esternamente a un altro cerchio in pin
di un punto.

Il cerchio ABDC, se ¢ possibile, sia tangente al cor-
chio £BFD prima inlernamente in pin di un punto, ciop
in B, D: etrovisi il centro del cor-

. K
chio ABDC [1Il, 1], che sia G. ed //’"“\.
il centro del cerchio ERFD, cioe I1. s |
; : A f--::'\--’C
La lincaretta tirata dal punto 6 / PR
ad H passerd peipunti B, D{111,11], e /,/,—\ e
perche Ge centrodel cerchiodBDC,  EBi——-- “*—*}“““}B
. . . \ G’]I v
sard la BG ugnale alla GD, ¢ quindi _*#/7
la BG maggiore della JID e la LT e B

molto maggiore della IID. Olire a questo, perche i é
centro del cerchio ERFD, sarebbe la BH uguale alla 1D -
il che ¢ impossibile. Dunque un cerchio non puo essere
langente Internamente ad un altro cerchio in pi di un
punto. Dico che n¢ anche pud essergli tangente esterna
mente; perciocche se € possibile, il cerchio ACK sia
langenic esternamente al cerchio ABDC in pin di un
punto, cioe in A4, C, tirisi AC. Poiche nella circonfe-
renza dell’ uno e I’ altro cerchio ABD7, ACK si sono
presi due punti quali si vogliono 4, C, la linea retty
che gli congiunge cadrebbe dentro all’ uno e Paltro [, 2].
Ma invece cade dentro al cerchio ABDC, e fuori de!
cerchio A CK; adunque un cerchio non puo essere lan-
gente ad un altro cerchio, ecc. c. d. d.
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PROPOSIZIONE X1V,
TEOREMA.

Nel cerchio le corde uguali sono ugualmente
distanti dal centro, e quelle che sono ugualmente
distanti dal centro sono fra loro uguall.

Sia il cerchio ABDC, ed in essole corde ugnali 4B,
CD. Dico ch’ esse sono ugualmente distanti dal centro.

Sia E il centro del cerchio AB
CD, e da esso tirinst EF, EG per- A e
pendicolari alle AB, GD, e l- f,/;_‘\
rinsi le AE, EC. foorN S

Poich¢ la linca retta EF Li- Fiot —lG
rata per il centro sega la corda |
4B ad angoli retti, la segherda N\ | |/
ancora per mezzo (HI, 3]. Onde L m=="1
lt AF ¢ uguale alla /B, ela AB
¢ doppia della AF: e per la medesima ragione la CD ¢
doppia della €4, La AR & uguale alla €CD; adunque
la AL ¢ uguale alla GG, ed essendo la AF uguale
alla: £C, 11 quadrato della AE sara uguale al quadrato
delia EC. Ma la somma del quadrati delle AF, FE &
uguale al quadrato della 4E |1, 47}, perche I angolo #
¢ retto; e la somma dei quadrati delle EG, GC ¢ uguale
al quadrato di EC, esscndo I angolo G rello; adunque
la sommma dei quadrati di AF, FE ¢ uguale alla somma
det quadrati di GG, GE. Di questi il quadrato della AF
¢ uguale al quadrato della €G, perciocche la A F ¢ uguale
alla. €G; adunque il rimanente quadrato della FE @&
uguale al rimanente della EG; e pero la FE ¢ uguale
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alla. EG. Ma nel cerchio si dicono le linee rette essere
ugualmente distanti dal centro , quando le perpendico-
lari tirate dal centro sopra quelle sono uguali LI, def. 4].
Adunque le AB, €D sono ugualmente distanti dal centro.

Orale AB, CD siano ugualmente distanti dal cen-
lro, cioe sia la FE uguale alla EG. Dico che la AR ¢
uguale alla CD.

Avendo fatto le medesime costruzioni, dimostre-
remmo eziandio che la AB ¢ doppia della AF, e la CD
doppia della CG. E perche la AE ¢ uguale alla EC, sard
ancora il quadrato della AE uguale al quadrato della EC;
ma la somma dei quadrati delle EF, F4 @ uguale al
quadrato della AE I, 47], e la somma dei quadrati
delle EG, GC & uguale al quadrato della EC: adungue
la somma dei quadrati delle EF, FA ¢ uguale alla somma
dei quadrati di EG, GC. Di questi il quadrato della EG
¢ uguale al quadrato della EF, perchie la EG ¢ bguale
alla. EF; adunque il rimanente quadralo della AF o
nguale al rimanente quadrato deila €@ ; e pero la AF
¢ uguale alla CG. Ma la AB ¢ doppia della AF, e la CD
doppia della CG; onde la AB savd uguale alla CD. Dun-
que nel cerchio le corde uguali sono, ecc. c. d. d.

———

PROPOSIZIONI: \V.
TEORENA.

Nel cerchio la corda massima ¢ il diametro, e
delle altre corde la pit vicina al diametro é mag-
giore della pit lonltana.

Sia il cerchio ABCD, il cui diametro ¢ AD, ed il
centro E; e la coerda piu vicina al diametro AD sig



100 GLI ELEMENTI D EUCLIDE.

la BC, e la piu lontana FG. Dico clic la 4D ¢ la massi
ma, ¢ la £C ¢ maggiore della FG.

Tirinsi dal centro le KM, EK Mo
perpendicolari alle BC, FG [1,12]. % Y
Poiche la BC & piavicina a quella /1§ S0 1
che passa per il centro, ¢ la FG ;1{:‘-‘:‘—;——---'—;5}-‘? ,"-”’
pi fontana, sard la K maggiore 1 770
della I {LAef 5).Prendasi la EL e\< ' )

uguale alla £, e per L tirata Ia N~

L ad angoli relti sopra la EF

prolunghisi in N, e tirinsi EM, EN, FIF, E:.
Pevche la EIN ¢ uguale alla KL, sara la BC uguale
alla JLY (11, 14]: e perché la AE ¢ uguale ad EM, e
la DE alla EXN | sardla AD uguale alla somma delle MI
EXN. Ma questa somma ¢ mageiore della MN [, 20];
adunque la AD ¢ maggiore della 3.N: poila MN ¢ aguale
alla BC; onde la AD ¢ maggiore della BC ed essendo le
due EM, EN uguali alle due FE, EG, ¢ I'angolo MEN
maggiere dell” angolo FEG |, sarda la base MY maggiore
della base FG |1, 24]. Ma si ¢ dimostrata la MN uguale
alla BC, e perd la BC & maggiore della FG: onde nel
cerchio la corda mussima ¢ 4l diametro, ece. ¢. 4. .

PROPOSIZIONE XVI.
TEORIEMA,

Quella linea retta che ¢ perpendicolare al dia-
metro alla sua estremitd, cade fuori del cerchio,
¢ nello spazio che ¢ fra la linea retta e la circonfe-
renza non cade alcun’ altra retta.

Sia 1l cerchio AR, 11 cul centro sia D e il diame-
tro AB. Dico che la retta BE tirata dal punto B ad an-
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goli retti sopra la AP giace tutta fuori del cerchio.

Sia € un punto qualsivoglia Fallo
della BE, e congiungasi D con C. JUnE——— G\
Sard CD che & opposta all’angolo ,/ g}\/‘p
relto VBC maggiore di DB che si / N
opponeall’angoloacuto DCB[I 19]. At ——3— e 3
Ma DB & uguale a DK; dunque DC .
& maggiore di DK, e perd il punto € \ g
¢ fuori del cerchio. — T

Dico che nello spazio chie © fra la linea retta H£ ¢
la circonferenza CHB non cade altra linea relta.

Infatli, vi cada, se sia possibile, la FB: ¢ dal
punto D tirisi la DG perpendicolare alla FB. Doiche
I"angolo B&D ¢ retlo, e DBG ¢ minore del rello, sard
la B maggiore della DG [1, 19]. Ma la DB ¢ uguale
alla. DU ; adunque la DH sarebbe maggiore della D6,
cioe la minore della maggiore, che ¢ impossibile. Dun-
que guella linea retia, ecc. c. d. d.

COROLLARIO.

Di qui ¢ manifesto che la linea refta, con-
dolla perpendicolare alla cstremita del diametro, &
tangente al cerchio, e tocca il cerchio in un punto
solo, perciocché quella che passa per due punti
cade di dentro, come gid si é dimostrato [HI, 2].
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PROPOSIZIONE XVII.

IPRROBLLEMA.

Da un punto dato tirare una linea retta tan-
cente ad un dato cerchio.

Sia A il punto dato, e BCD ildato cerchio; bisogna
dal punto A tirare unalinca rettatangente al cerchio BCD.
Piglisi il centro det cerchio

[lII, 1], e condotta la AE, dil /,-f' A

centro E coll’ intervallo E4, de- / / 12><:\f:;"\\

scrivasi il cerchio AFG, e dal g4 1?.-'/ N

punto D tirisi la DF ad angoli ‘\ ‘\ L/T
retti sopra la E4 [I, 11], econdu- % > 7 /

cansi EBF, AB. Dico clie la AL ¢ B ™

tangente al cerchio BCD.

Perciocche essendo E centro de’cerchi BCD, AFG,
sard la £4 uguale alla £F , e la ED uguale alla EB,
onde le due AE |, EB sono uguali alle due FE, ED, ¢
comprendono | angolo £ comune ; adunque gli altri an-
coli del triangolo DEF sono uguali aglh altri angoli del
triangolo EBA |1, 4] e percio I angolo EBA ¢ uguale
atl angolo EDF; ma D angolo EDF & rello, onde
anco EBA ¢ retlo; e siccome fa KB & semidiamelro, e
la retta perpendicolare ad up diametro alla sua estre-
mitd ¢ tangenle al cerchio [I11,16 cor.]; cosi dal punto dato
A sie tirala la linea retta A8 tavgente al cerchio BCD,
che bisoguava fare.
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PROPOSIZIONE XVIII.

TEOREMA.

Se una linea retta & tangente al cerchio, il
rageio tirato al punto di conlatto é ad essa per-
pendicolare.

La linea retta DE sia tangente al cerchio ABC. npl
punto C, e preso il centro F del cerchio ABC, tirisi

ta FC. Dico che la FC & perpen- Sy
dicolare alla DE. - oy

Se non ¢, tirisi dal punto F / \
la FG perpendicolare alla DE[1,12]. ! L. |

b

Perche I angolo FGC & rello, \ | /

sard. GCF aculo, e percid an- N\ \/\z

colo FGC sard maggiore del- > AP
! angolo FCG; ma il maggior lato ? & & 1
¢ solloposto al magziore angolo [I, 10] adunque la FC
sarebbe maggiore della FG; ma la FC ¢ uguale alla FB,
onde la FB sarebbe maggiore della FGr, cloe la minore
della maggiore, che & impossibile: la £¢ dunque non
¢ perpendicolare alla DE. Dimostreremmo parimente
che non lo ¢ altra linea che non sia la IFC: laonde
la £C ¢ perpendicolare alla DE; dunque se una linea
relta, ecc. c. d. d.
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PROPOSIZIONE XIX.
TEOREMA.

Se una linea retla é tangente al cerchio, I3
perpendicolare ad essa condolta dal punto di con-
tatlo passa pel centro del cerchio.

La linea retta DE sia tangente al cerchio ABC nel
punto €, e lirisi dal punto C la CA perpendicolare
alla DE [1,11]. Dico che i centro A
del ceﬁrclnooe nella A(,'. N / | Y

Non sia, ma se¢ ¢ possibile, A

sia I il centro e conducasi CF. 5! /
Poich la linea retta DE & tan- | c
genle al cerchio ABC, e la FC & '\ /o
tivata dal centro al punto di con- ~ _ ~ 4 7
tatlo, sard la FC perpendicolure 2 . L
alla DE [, 18]). Adunque I angolo FCE sarebbe retto .
ma | angolo ACE ¢ parimente retto ; onde I'angolo FCL
sarebbe uguale all’angolo ACE, cioé il minore al mag-
giore, che ¢ impossibile. Adunque £ non ¢ il centro de!
cerehio ABC. Dimosireremmo ancora che non puo es.
sere in alcun allro punto fuori della AC, onde se una
linea retta, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE XX,
TEOREMA.
L’ angolo che ha il vertice al centro del cer-
chio ¢ doppio di quello che ha il vertice alla cir-
conferenza ed insiste sul medesimo arco.

Nel cerchio ABC siano BEC e BAC due angoli,



LIBLO TELZU. 105

aventl " uno il vertice al centro, I’ altro alla circonfe-
renza ed insistenti sullo stesso
arco BC. Dico che I"angolo BEC
& doppio dell’ angolo BAC. \

. Tirisi la AE e prolunchisi E]
ino in F; e perche la A €& | _ /ff" 1y __..:\-/

v

nguale alla EB, sard eziandio — \ - _./‘,_ _/'
Cangolo EAPB uguale all’ anco- \B 4
lo EB4 [I, 5], onde la somma &

degh angoli EAB, EBA & doppia dell’angolo EAR. Ma
Uangolo BEF ¢ ugtlalc alla somma degli angoli FAB,
LZBA {1, 32]. Adunque 1"angolo BEF & doppio dell” an-
wolo EAR; ¢ per la medesima ragione 1 angolo FEC &
doppio dell’angolo E4C: onde tutto I'angelo BEC &
doppto di tulto I’ angoio £AC.

St consideri ora uin altro angolo BDC, e tirata
la DE prolunghisi fino in &. Dimostreremmo simil-
menle che I'angolo GEC & doppio dell’ angolo EDC, e
{"angolo GEB & doppio dell’ angolo EDP; onde il rima-
aciate BEC & doppio del rimanente BDC. Adunque I'an-
nolo che ha il vertice al centro, ece. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE XXI.
TEORLMA.
Gli angoli che sono nel medesimo segmento

del cerchio sono fra loro uguall.

Sia il cerchio ABCDE, e siano BAD, BED due
angoli nel medesimo segmeuto BAED. Dico che sono
uguall.
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Trovisi il centro del cerchio ABCDE, che sia F;
e conducansi BF, FD. Poiché I'an-

golo BFD & al centro, e I'ango- A E

lo BAD alla circonferenza, ed in- AN
sistono sul medesimo arco BCD, : LY i\ \
I’ angolo BFD sard doppio dell’an- ! f /1\\ \ }
golo BAD [IlI, 20]. Per la medesi- ‘| 7 Nt/
ma ragione I'angolo BFD & dop- \ﬁé\ e :71)

pio dell’ angolo BED; onde !’ an- ¢
golo BAD ¢ uguale all’ angolo BED. Adunque g¢li an-
goly, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE  XXIL

TLEOREMA.

La somma degli angoli opposti di un quadrila-
tero che abbia 1 suoi vertici sulla circonferenza di
un cerchio € uguale a due retti.

Il quadrilatero ABCD abbia i vertici sulla circon-
ferenza del cerchio ADCR. Dico che la somma de’ suoi
angoli opposti € uguale a due retti.

Conducansi AC, BD. Poiche ) i ‘
la somma dei tre angoli @ ogni / e
(riangolo eugualeadueretti [1,32], | |
sara la somma deitre angoli C4AB, | | ~ -
ABC, BCA del triangolo ABC \ / et
nguale a due retti. Ma I'ango- A~ D
lo CAB & uguale all’ angolo BDC, "
perché sono conlenuti nel medesimo segmento BADC:
[II,21], e I'angolo ACE & uguale all’angolo ADB, percie
pure conlcnuli nel medesimo segmento ADCRB; adunque
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tutto I'angolo ADC ¢ uguale alla somma degli an-
goli BPAC, ACB. Aggiungasi I’angolo ABC a questa
somma e all’ angolo ADC separatamente: sard la som-
ma degli angoli ABC, ADC cguale a quella degli an-
goli ABC, BAC, ACB, e perd eguale a due retti.
Dimostreremmo similmente che la somma degli an-
goli BAD, DCB & uguale a due retli. Adunque la som-

ma degli angoli, ecc. c. 4. d.

PROPOSIZIONE X XIIL

TEOREMA.

Sulla medesima linea retta dala come corda,
non si possono coslruire, dalla stessa parte, due
segmenti di cerchio simili e disuguali.

Costruiscansi, se pero ¢ possibile, sulla medesima
linea rella AB due segmenti di cerchi ACB, ADB si-
mili, non coincidenti, e dalla medesima parte: e (i-
risi ACD, e congiungasi C con B, B con D.

Poiche¢ il segmento ACB ¢

simile al segmento A DB, e simili o ,{3\
segmenti di cerchi sono quelli /’i_,,. f;féi?-m\'_ \
che contengono angoli uguali [III, /)/-// Y
def. 11], sard I'angolo ACB uguale Praan ~—---—-‘fﬁﬁ

all’angolo ADD, cioe I esterno
allinterno; che ¢ impossibile [I, 16]. Adunque sulla
medesima linea relta, ecc. c. d. d.

————————



{08 GLI ELEMENTI D’ EUCLIDE.

PROPOSIZIONE XXIV,

TILOREMA.

Simili segmenti di cerchi descritti su relte
uguali sono ugualt fra loro.

Siano descritti sulle linee rette ugnali AB, CD si-
mili segmenti di cerchi AE8, CFD. Dico che i
segmento A EB & uguale al segmento CFD.

Altrimenti, sovrapponcndo >
' un segmento all’allro in moslo o
che la base CD si adatti alla ba- 7 B
se AB, riuscirebbero sopra la Al — —  p
stessa corda descritti due segmenti e
simi'i e disnguali, che ¢ 1m ossi- , \
bile |11, 23], Dunque simili seg- \
menli, ece. ¢, d. d. T

PROPOSIZIONLE XXV.
PROBLLEMA.
Dato un seemento di cerchio trovare il centro
del cerchio al quale esso appartiene.
Sia ABC il dato segmento di cerchio; hisogna {ro-

vare il centro del cerchio a cui esso appartiene.
Seghisi la A C' per mezzo in 1)

[I,10], e dal punto D tirisi la D2 -

ad angoli retti soprala AC [I, 11] /{//’ i
¢ congiungasi A con B.Dal puntod . — P >
lirisi la AE, la quale faccia colla * ~~_| ¢

A8 U angolo BAE uguale all’an- B
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golo ADD [1, 23], e incontri la BD, prolungata se oc-
corre, nel punto E; dico essere E il centro richiesto.

Gondotta EC, poich¢ I’ angolo A BE ¢ uguale all’ an-
golo BAE, sard la linea retia BE uguale alla E4 [I, 6]:
¢ perciie la AD ¢ uguale alla € e 1a DE comune, e 'an-
golo ADE & uguale all’ angolo CDE, I uno e I aliro
essendo retio; sarila hase AE ¢ uguale alla base EG [L4].
Ma si ¢ dimostrata la AE ugunale alla EB . onde la BE &
tguale alla EC, ¢ percio le tre linee relte AE. FEB, EC
ano fra loro uguali. Dunque il panto E sara il contro
cei cerchio al quale appartiene il scgmento dato {HI, 9].
Laoude dato, ecc.

PROPOSIZIONE XXV
TEOREMA.

Ne' cerchi uguali gli angoli uguali, aventi i
verlici a’centri o alle circonferenze , insistono sopra
archi uguall.

Siano ARC, DEF cerchi uguali, e siano uzuali in
essiogh angoll BGC, EHE ai cenlri, ¢ BAC EDF a'le
circonferenze. Dico che l'arco BRC

E

¢ uguale all’arco ELF. R
Gonduacansi 134, EF: e perché i / 11\\
cerchit ABC, DEF sono uguali, t\/ .
saranno ancue i loro raggi uguas- LN g
1, def. 1), Adunque le due G, foAl
&€ sono uguali, alle due Eff, HE, N
¢ I"angolo & uguale all'angolo 7 | ¢ ,
onde la base BC ¢ uguale alla G e = 20l
hase EF[I, 4). Oltre a cl) perche s

Elemont! d' Eu lide.

o
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I"angolo A ¢ uguale all’angolo D, i segmenti BAC,
EDF saranno simili, ed essendo descritti sulle retle
vguali BC, EF, saranno uguali {ra loro [Ilf, 24]. Adun-
que il segmento BAC ¢ uguale al segmento EDF: ma
tutto il cerchio ABC ¢ uguale a tulio DEF ; onde il ri-
manente segmento BRC sard uguale al rimanente ELF,
e I"arco BRC eguale all’ arco ELF. Adunque e’ cerchi
uquali, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE XAV,
TEOREMA.
Ne’ cerchi uguali sono uguali gli angoli a” cen-
trt, o alle circonferenze, che insislono sopra archi
uguall.

Ne'cerclii uguali A BC, DEF, e sugli archi uguali BC,
EF, insistano gli angoli ai centr1 BGC, EITF, e gli an-
goli alle circonferenze BAC, EDF.

Dico che I angolo BGC € uguale AN
all’ angolo EHF, e I'angolo BAC 7 8
all’ angolo EDF. |
_ . . . 1‘4\ /‘E
Perciocche se 1'angolo BGC e ot
non € uguale all” angolo EHF, uno e
di essi sard maggiore. Sia mag- SN
. 1 . e i G .i
giore BGC, e costruiscasi 1’ angolo 1;_;/-”"\\\? Ko
BGK uguale all'angolo EHF [1, 23]. X

Ma gl angoli al cenlro uguali in-

sistono sopra archi uguali, adunque I’ arco BK sarebbe
uguale all’arco EF; mal arco EF ¢ uguale allarco BC,
onde BK sarebbe uguale a BC, cio¢ il minore al mag-
giore, che ¢ 1mpossibile. Adunque I' angolo BGC non &
disuguale all’angolo EHF, e percio ¢ uguale. L’ an-



LIBRO TERZO. 114

golo A ¢ la metd dell’ angolo BGC [I1], 20], e I’ ango-
lo Dla metd dell’ angolo EHF: onde 1’ angolo 4 & uguale
all’ angolo D. Adunque ne’ cerchi uguali, ecc. c. d. d.

[P

PROPOSIZIONE XXVIII.
TEOREMA.

Ne’ cerchi uguali le corde uguali tagliano ar-
chi uguali, cio¢ il maggiore uguale al maggiore,
ed 1l minore al minore.

Siano ABT, DEF i cerchi uguali, ed in essi lo

corde uguali BC, EF, che taglino gli archi BAC, EDF
maggiori, e gli archi BGC, EHF

minori. Dico che I"arco BAC mag- T
giore ¢ uguale al maggiore EDF S
ed il minore BGC al minore EHF. K__/ =,
Trovinst i ceniri K, L de’ due £ NH - F
cerchi, e conducansi BK, KC, EL, A
LF. Poiche i cerchi sono uguali, sa- / K
ranno eziandio uguali i loro rag- \ S
gi. Adunque le due BK, KC sono B 7€
uguali alle due EL, LF, e la ba- =

se BC ¢ uguale alla base EF. Onde I'angolo BKC ¢
uguale all’angolo ELF [I, 8]. Ma gli angoli al ceniro
uguall insistono sopra archi uguali [II, 26], e pero
I'arco BGC & uguale all’ arco EHF. Ma tutta la circon-
ferenza ABC ¢ uguale 4 tutla la DEF. Onde il rima-
nenle arco BAC sard uguale al rimanente EDF. Adun-
que ne’ cerchi uguali ece. c. d. d.

————
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L

PROPOSIZIONE XXIX.
= TLEORLMA,
Ne’ cerchi uguali agli archi uguali sono sot-
iese corde uguall.

Siano i cerchi uguali ABC, DEF, e prendanst in
essi gli archi BGC, ENF uguali, e tivinsi BC, EF. Dico

che la linea retta BC ¢ uguale alla -

retta EF. A TN
Trovinsi 1 centri K. L.de’ due fL

cerehiesiconducanol . K FLLF. LYY
Poiché I arco BGC ¢ uguale &~ F

ali’arco ENF, sara I'angolo DA C #F
nguale all’ angolo ELL [1IL, 27). B fK
nerche i cerchi ABC, DEF sono _ o
uguali, saranno uguali ancora i oA
ragel. Adunque le due BK, K€ sono

ucaali alle due EL, LF, ¢ comprendono angoli uguali.
Onde la base BC cuguale alla base EF. Adunque ne’ cer-
chi wquali, ece. c. d. d.

PROPOSIZIONE AL N,
PRRODLEMA.
Dividere un dato arco per meta.

Sia ADB il dato arco. Bisogna dividerlo per meld.
Conducasi AB, e dividasi per meta in C [I, 10}, e
dal punto C tirisi la CD ad angoli

retti sopra la AD [I, 11] e tirinsi P

AD, DB. TN
Perche la AC ¢ uguale alla /7 | \\\

CB, e la CD comune, e Van- . =&
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golo ACD ¢ uguale all’'angolo BCD, essendo I uno e
I"altro retto, sard la base AD uguale alla basc DD,
Ma ne’ cerchi uguali, epperd anche nel medesimo cer-
chio, le corde nguali tagliano archiuguali [ill, 28], onde
Parco AD sara uguale all’ arco DB, Adunque il dato
arco si ¢ diviso per metd; il che bisognava fare.

PROPOSIZIONE ANA]LL
TLORLEMA.

Nel cerchio I angolo che € nel mezzo cerchio
¢ rello, quello che ¢ nel maggior segmento ¢
acuto ¢ quello che ¢ nel minor segmento ¢ otluso.

Qia il cerchio ADCD, il cul diametro sia B, ed il
cenlro E, ¢ conducansi B4, AC, AD, DC. Dico che
I’ angolo BAC clie ¢ nel mezzo E
cerchio ¢ refto, e quello che ¢ s 13
nel secgmento ABC maggiore del o
mezzo cercliio, cioe 'angolo ABC, ; o
& aculo, e quello che ¢ nel seg- B~
mento ADC minore del mezzo /
cerchio , ciot I'angolo ADC, ¢ ot- “ |
(uso. T

Conducasi AE, ¢ prolunghisi la 4 in F. Poiclie
la BE ¢ uguale alla EA, I angolo EAD sard uguale
all’ angolo ELA [I, 5]. E similmente perche la Zd
¢ uguale alla EC, sard I'angolo ACE uguale all’an-
eolo CAE. Adunque tutto I’angolo BAC ¢ uguale alla soim-
ma del due angoli ABC, ACE; ma anche 'angolo FAC
esterno al triangolo ADC ¢ uguale alla somma dei
due ABC, ACD |1, 32]. Dungue I' angolo BAC ¢ uvguele

T
e
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all angolo FAC, e percid 'uno e l'altro di essi @
retto [I, def. 10]. Onde I' angolo BAC nei mezzo cer-

chio BAC ¢ retlo.
E perch¢ la somma dei due angoli ABC, BAC del

triangolo ABC ¢ minore di due retti [I, 17], e DAC &
retto, sara 1" angolo ABC, minore del retto. Dunque
I"angolo ABC nel segmento ABC maggiore del mezzo

cerchio & acuto.
Essendo poi i vertici del quadrilatero ABCD nella

circonferenza, sard la somma degli angolt ABC, ADC
ucuale a due retti [1II, 22]. Ma I" angolo ABC ¢ minore
del retto; onde il rimanente ADC sard maggiore del
relto. Dunque I" angolo ADC nel segmento A DG minore
' del mezzo cerchio ¢ ottuso; adunque nel cerchio ¥ an-
qole, ece. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE ANNILL
TEOREMA.

Se da un punto della circonferenza di un cer-
chio si tirino la tangente ed una segante, 1" angolo
da esse compreso sard uguale a quelli contenul
nel scgmento che ¢ fuori del detto angolo.

La linca retta EF sia tangente al cerchio A BCD nel
nunto I, ¢ dal punto B tirisi nel cerchio ADCD una
itnca retta DD, che lo seghl in

- ’ N
qualunque modo. Dico che I an- L g
oolo FBD ¢ uzuale all’ angolo nel /-’ | D
seamento DAL, e Pangolo EDO | \
govale all” angolo nel segen- | I /
o \ A
‘0 ir}v';B i /z e
Tirisi dal punto I la BA ad e U

angoli retti sovw la K8 e pichisi ¥ T
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nella circonferenza BD qualsivoglia punto C, e condu-
canst AD; DC, CB.

Poiché la linea retta EF & tangente al cerchio ABCD
nel punto B, e dal punto di contatto B ¢ tirata una linea
retta BA ad angoii retli sopra la EF, sard nella B4 1l
ceutro del cerchio ABCD {1II, 19]. Oude la B4 ¢ diame-
iro del medesimo cerchio, e ’angolo ADP nel mezzo
cerchio & retto {III, 31]. Ma la somrma dei tre angoli del
triangolo ABD ¢ uguale a due retti {I, 32], adunque gli
angoli rimanentt BAD, ABD fanno un retto. Anche I' an-
golo ABF & relto, e percio € uguale alla somma degli
angoli BAD, ABD. Sotlraggasi il comune ALD. Onde il
rimacente DDE ¢ ucuale al rimanente BAD. £ perche
il quadrilatero ABCD ha 1 suot vertict sulla circonfe-
renza, ¢ quindit in esso gli angoll oppostt fanno due
retti [T, 22], sard la somma degli angoh DBF, DBE
uguale a quella degli angoli BAD. BCD |1, 13]; de’ quali
BAD st ¢ dimostralo ueuale a DEEF Adungue il rima-
nente DUE savd ucuale al rimanente DCB. Cude se
da un punto, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE XXX,
PRODLEMA.
Sopra una dala corda coslruire un segmento di
cerchio capacediun angolo uguale ad un arigelo dato.

Sia AB la linea retta data e € 1l dato angolo. Ii-
sogna sopra A D cume corda descrivere un scgniento di
cerchio, nel quale st contengaso

angolt uguuli all’ angolo C. s s

Nella data retta A8, ¢ nel o { _G;'f
punto A4 dato in essa, coslruiscasi d e, "
I angolo BAD uguale all’ angclo ¢ e

(1, 23], e dal punto A tivisi la AE o
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ad angoli retti sopra la AD [I, 11], e seghisi la AD per
meld in £ |1, 10], e dal punto F tirisi F& ad angoli retti
sopra la AD, e trist GB.

Poiche Ja AF ¢ uguale alla FB, e la FG comune,
e Vangolo ARG uguale all’ angolo GL‘B sara la base
AG uguale alla base 4B, Onde dal centro G, coll’ inter-
vallo 44, descritto il cerchio, questo passera ancor per B,
Descrivasi, e sia ABE, e conducasi EB. E perche dalia
estremita 1 del diametro A ¢ tirata AD ad angoli retti
soprala AE 1a A D sard tangente al cerchio [ 16,c0r. ). 1
perche fa reita AD ¢ tangente al cerchio ADE, e dal punto
dicontaito A ¢ tiratala segante AD nel cerchio ABL, U'an-
golo DAL =ard uguale ail aingelo AED contenuto nel-
I"altra perzione del cerchio (11, 321 Ma essendo ! an-
golo DAB uguele all”angoio €, sard 1"angolo C uguale
all’angolo AED. Onde sulla data corda AD s1 ¢ -
seritto 1l segmento di cerclhio AEDB, capace di un an-
colo AED uguale all angolo dato C; 1l che bisognava fare.

ROPOSIZIONE XXXIV,
PROLLENA.
Da un dato cerchio tagliare un segmento ca-
pace di un angolo uguale ad un angolo dato.
Sia ABC il cerchio dato ¢ D il dato angolo. Li-

sogna dal cerchio ABC tagliare un segmento capace i
un angolo uguale all’ ancolo D.

\
Tivisila linea retta EFtangente :."1_,_'__._----7- C\
al cerchio ABC nel punto B 17, / \\.,
¢ nclla linea retta EF, ¢ nel pun- { /
o B che ¢ in essa, coslruiscasi \ ' | S
I"angolo FBC uguale all” ange- > [ 7 »

lo D [1, 23], o e
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Perche lalinea retta K7 ¢ tangente al cerchio AB7
nel puulo B, e dal puuto di contatto B € tivata la BC
Fangolo FBC sard uguale all angolo BAC [, J.Z;.
Ma FBC ¢ uguale al’angolo D. Adunque eziandio I an-
golo B4 sard ugnale atlangolo 1. Onde dal dato cer-
chio ADC si ¢ lagliaio il segmento BAC, capuce di us
angolo uguale all” angolo dato D; 1l chie b!bogmva fare.

""" T T -

PPOPL "im()\ AGLOAY
TLOREMA,

Se nel cerchio due corde st taghno fra lovo.
il rettangolo contenuto dable partt di una ¢ eguals
al reltangoio contenuto dalle party dell” altra.

Nel cerchio ADRCD sechwst fra lore le duc

corde AC, D2 nel [}[ nto £, Dico che 1 1ultm 2050 Coti-

tenuto dalle AL, FC © egusle T
a (quello contenuto ddllt, br EB. A s
Sia 1l centro del cerchio 5
AD0D, e da Foliviast le G, Fil, G\\/}
perpencolari alle rette 40, l)b’. \ >\\
¢ conducansi FB, FC, FE. e = o ?
T

Poiche la reita (77 tivata pel L
centro sega una corda AC ad angoli retti, la sexa ancora
per metd 1L 3], Code la AG ¢ uguale a 6C. 1§ pfcrch'é la
liea retta A€ ¢ divisa 1n parlt uguali nel punto &4, ed
m purtr disuguali In Ig; sard il reltangolo contenuto dalic
AL EGmsieme col quadrato di EG eguale al quadrato
di GC [If, 5]. Aggiungasi il comune quadrato di G
Allora 1l rettangolo delle AE, EC iusieme co’ quadrati
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di EG, GF ¢ eguale alla somma dei quadrati di
CG, GF. Ma il quadrato di FE & eguale alla som-
ma dei quadrati di EG, GF [I, 47], ed 1l quadrato
di FC ¢ eguale alla somma dei quadrati di CG, GF.
Dunque il rettangolo delle AE, EC insieme col quadrato
di FE ¢ eguale al quadrato di FC ossia al quadrato
di FB.Per la medesima ragione il retfangolo delle DE, EB
insieme col quadrato di FE & eguale al quadrato
di FB. Adunque il rettangolo delle AE, EC insieme col
quadrato di FE ¢ eguale al reltangolo delle DE, EB
insieme col quadrato di FE. Sottraggast il quadrato co-
mune di FE. Sard il rettangolo rimanecnte della AE, EC
uguale al rimanente delle DE, EB. Onde se nel cerchio
due corde, ecc. ¢. d. d.
P PR

F PROPOSIZIONE XXXVI.
TEOREMA.

| * ¢ Se da un punto fuori del cerchio si tirino una
o~ relta tangente ed un’altra sexante, il rettangolo con-

tenuto da tulta la linea segante e dalla sua parte

eslerna & eguale al quadrato della linea tangente.

Piglisi un punto D fuori del cerchio ADC, ¢ da esso
si tirino la linea retty NCA che seghi il cerchio in €A,
¢ la DB tangente in B. Dico che il |
rettangolo delle A, DC ¢ eguale P
al quadrato della DL, AT

Sia E il centro, e da E tirist -
la EF perpendicolare alla AC, ¢
conducansi EB, EC, ED. { Er\” |

Poiche la linea retta EF G- )
rala pel centro sega una corda A C .y
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ad angoli retti, Ia segherd ancor per metd [II[, 3].
Onde la AF & uguale a FC. Ollre a cido perche la li-
nea retta AC ¢ segala per mezzo nel punto F, ¢ le
si aggiunge la CD, il retiangolo della AD, DC in-
siteme col quadrato di FC ¢ eguale al quadrato di FD
[, 6]. Pongasi il quadralo di FE comune. Allora il
rettangolo delle AD, DC insieme co’ quadrati delle
CF, FE ¢ eguale alla somma dei quadrati delle DF,
FE. Ma il quadrato di DE € eguale alla somma del
quadrati dr D, FE, perciocche I’ angolo EFD & rel-
to [f, 47], ed 1l quadrato di CE & eguale alla somma
det quadratidi CF, FFE. Adunque il rettangolo delle 4D,
DC insieme col quadrato di CE ¢ eguale al quadrato
di £D. Ma la CE ¢ vguale alla EB; onde il retlangolo
delle AD, DC insieme col quadrato di EB & eguale al
quadrate di En. Ma il quadrato di ED & eguale alla
somma dei quadrati di KB, B, perciocehe I'angolo ELD
e retto. Adungue il rettangolo delle AD, DC insieme
col quadrato di ED ¢ eguale alla somma dei quadrati
di ER, BD. Sottraggasi il quadrato comune di ER, e
avremo il rimaunente rettangolo delle AD, DC eguale
al quadrato di UL, Laonde se da un punto, ecc. c. d. d.

COROLLARIO.

D1 qui ¢ maniiesto che se da un punto fuori
del cerchio si tirino due seganti, il rettangolo con-
tenuio dall’ una segante e dalla sua parte esterna
sard ecuale al rettangolo contenuto dall’ alira
serante ¢ dalla sua parte esterna; perocchd eia-
scuno di quest rettangoli é cguale al quadrato della
tangente tiraia dal medesimo punto al cerchio.
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PROPOSIZIONE XXXVIL.
TEOREMA.

Da un punto fuori del cerchio tirala una sc-
cante ed un’ aitra retla che tlermini alla circorn-
forenza, se il retiangolo dell” intera segante e dellx
sua parte esterna ¢ eguale al quadrato della se-
conda linca, questa sard tangente al cerchio.

Piglisi fuori del cerchio ABC un punto I, ¢ da
quello tirinsi al cerchio due Luee relie, cive DCA che
seghi il cerchio in C) A, ¢ LD che -
termini al punto B; ed il redangoio Zins
delie AD, DC sia cguale al gua- /E,L
drato della DB.Dico che la 1123 sara 5”1 &
tangente al cerchio ALC. g

Tirisi una hinea retta DFE, (an- -y F

eente al cerchio ABC I, ’1;] il eni N
ccrmo sia F, ¢ conducanst 17, K e o
FD. Alloral’ dl]”{)lO FED e retto |1, 18] E perc i la DE ¢
langente al cercino A2C, e la DCA lo sega, il rettancolo
delle AD, DC sara eguale al guadrato di DE |UI, 3}
Ma il rettangolo delle A D, DC si suppone uguale al qua-
drato di DD, Onde il quadrato di DE sard uguale al qua-
drato della DD, B percio 1a linea DE ¢ uguale alla DE.
Allora le due DE, EF sono uguali alle dug DI, Bir.
e 1a base FD ¢ comune; onde 1" angolo DEF ¢ ugudl:
all’ angolo DBF {1, 8]. Ma DZF & retto; dunque DD~
ancora ¢ retto. Ma FB prolungala ¢ un diametro, e lu
retla che ¢ tirata ad angoli retti alla estremitd del d:‘
meltro ¢ (angente al cerchio [IIL, 16, cor.]. Adunque la D>
¢ tangente al cerchio ABC necessariamente. Laoude da
un punto, ecc. c. d. d.

S S R
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ITsercizi.

~= 4. Descrivere con un raggio dato una circonferenza, che
passi per due punti dati.

— 2. Se col vertice di un triangolo isoscele, come centro,
si descriva una circonferenza che taglh la base o la base pro-
lungata, le parti di questa intercettate tra la circonferenza e
I’ estremita della base saranno ugualr.

— 3. Se due circonferenze st tagliano scambievolmente, e
per 1 punti 4’ intersezione si tirino due rette parallele, le parta
di esse intercettate tra le due circonferenze saranno ugnall.

« 4. Tirave per un punto d’ intersezione di due circonfe-
renze una linea retta prolungata fino ad incontrarle di nuovo
ambedue, e che sia bisecata n questo punto.

~ 5. Una corda PAQ tagla il diametro di un cerchio in un
punto A e fa col diametro un angolo eguale alla meta di
un retto; dimostrare che la somma der quadrati di AP e
di AQ ¢ 1l doppio del quadrato del raggio.

-~ 6. Se due corde s’intersecano in un cerchio, la diffe-
renza det loro quadrati & ecuale alla differenza del quadrati
delle differenze de1l segmenti.

= 7. Due corde parallele in un cerchio hanno rispettivamente
5 ¢ 8 metri di lunghezza, ¢ sono distanti di un metro; quanti
metri ¢ il diametro ?

« 8. Tirare una linea retta che tagli due cercht concentri-
ci, in modo che la parte di essa intercettata dalla circonfe-
~enza del maggior cerchio, sia il doppio della parte intercet-
:ata dalla circonferenza del minore.

- 9. Se due circonferenze si tagliano scambievolmente, la
linea retta di maggior lunghezza, che si possa tirare per un
punto d’ intersezione, ¢ quella che & parallela alla retta che
unisce 1 centri.
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== 10. Descrivere tre cerchi eguali tangenti tra loro, e quindi
un altro tangente a tutti tre.

11. Quanticerchi eguali possono descriversi intorno a un
dato cerchio della stessa grandezza, che siano tangenti a quc-
sto e tra loro?

12. Descrivere una circonferenza, che passt per un punto
dato, e sia tangente a un cerchio dato in un dato punto, non
essendo i1 due punti in una tangente al cerchio dato.

13. Descrivere un cerchio tangente a un cerchio dato in
un dato punto, e tangente ad una linea retta data.

14. Due linee rette tirate da un punto dentro un cerchio
in modo da fare angoli eguali colla retta tirata da questo
punto al centro, tagliano dal cerchio segmenti uguali.

15. Tirare per un punto dato dentro un cerchio la corda
di minima lunghezza.

16. Se due cerchi sono tangenti internamente , di tutte le
linee tangenti al cerchio interno e terminate al cerchio esterno, -
fa massima & quella che ¢ parallela alla tangente comune ai
due cerchi.

17. Dimostrare che le due tangenti a un cerchio tirate da
uno stesso punto, sono eguali tra loro; e quindi provare che
le somme dei lati opposti di un quadrilatero descritto intorno
al cerchio sono eguali, e che gli angoli sotiesi al centro del
cerchio da due lati opposti, sommati insieme fanno due retti.

48. La parte di una tangenie a un cerchio, compresa
trale tangenti condotte all’ estremita di un diametro, sottende
al centro un angolo retto.

19. Determinare sopra il prolungamento del diametro di
un cerchio, un punto, dal quale !irando una tangente al ce:-
chio, questa sia eguale al diametro.

20. Descrivere una circonfercnza che passi per un punto
dato, abbia un raggio dato, e sia tangente ad una retta data.

21. Descrivere una circonferenza che abbia il centro so-
pra un cateto di un triangolo rettangolo , che passi per il vei-
tice dell’ angolo retto e sia tangente alla ipotenusa.

22. A é un punto di un diametro (o di un diametro pro-
lungato) di un cerchio, il cui centro ¢ O; OB un raggio
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perpendicolare al diametro; se AB taglia la circonferenza
in P, e la tangente nel punto P taglia AO in €, dimostrare
che AC ¢ eguale a CP,

23. Tirata una tangente comune a due cerchi, e descritla
sopra la parte di essa compresa tra i punti di contatto, co-
me diametro, una circonferenza, questa passerd per i punti
di contatto dei due cerchi, e le sara tangente la linea che con-
giunge 1 loro centri,

o 2% Descrivere una circonferenza con un dato raggio,
col ceniro in una linea data, e tangente ad un’ altra linea
data.

-~ 25. Descrivere una circonferenza tangente ad una linea
data in un punto dato, e tangente a una data circonferenza.

e 26. Tirare una tangente comune a due cerchi, con i
punti di contatto dalla stessa parie, e da parti opposte della
retta che congiunge 1 centri.

= 27. Tirare una linea retta tangente a un cerchio dato, e
che faccla un dato angolo con una linea data.

~— 28. Descrivere con raggi dati due circonferenze fangenti
tra loro, e ad una medesima hinea data dalla stessa parte.

29. Se due cerchi sono tangenti tra loro, e si tirano dia-
metri paralieli, le linee che congiungono 1 estremita di
questi diametri passeranno per il punto di contatto.

30. La retta tirata da un vertice di un triangolo equila-
tero a un punto della circonferenza circoscritta al triangolo
¢ eguale alla somma o alla differenza delle due rette condotte
dalle estremita della base a quel punto, secondo che quella
linea taglia o non taglia la base.

31. AB, BC sono due corde qualunque di un cerchio, D,
E 1 punti di mezzo degli archi AB, AC; DE taglia AB, AC
nei punti ¥, G: dimostrare che AF é eguale ad AG.

32. Dimostrare che si pud far passare una circonferenza
per tuttiivertici di un quadrilatero, quando la somma dei
suoi angoli opposti & uguale a due retti, e trovare il centro e
il raggio di questa circonferenza.

33. ABCD é un parallelogrammo; condoita CE perpen-
dicolare alla diagonale BD, e Je perpendicolari ad AB, AD
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nei punti B, D, dimostrare che queste tre rette s” incontrano
in un medesimo punto.

34. Le tre circonferenze che passano ciascuna per due
vertici di un triangolo, e per il punto d” intersezione delle tre
nerpendicolari condotte dai vertici sut lati opposti, sono egnali
tra loro.

35. Due circonferenze si taglianonei punti A, B, e il centro
di una é sopra I altra: tirata una corda AGD che le tagha
ambedue , dimostrare che €5 ¢ eguale a €D,

36. Degli angoli che fanno le rette condofte da due
punii dati sopra una circonferenza a un punto di una tan-
rente alla medesima, il massimo ¢ quello che st ottiene
quando i} punto della tangente ¢ 1l punto di confatto.

~ 37. Dati tre punti di una circonferenza, dimostrare come
si possano trovare quanti altri punti si vogliano della mede-
sima, senza conoscere la posizione del centro,

38. Se per i vertici di un quadrilatero si conducono Te
Ligettrici dezli angoli, tutti 1 punti nei quali una hisettrice
incontra 1’ adiacente, saranno sopra una medesima-civconte-
renza.

39. ABC ¢ un semicerchio, ADC ¢ un quadrante sopra
la stessa linea A€ e dalla medesima parte: tivate da un punto
qualunque B della semi-circonferenza BA o BDC, dimo-
strare che BA e DD sono cgnali, e che delle rette ADB, AC
soltanto la maggiore puo tactiave il cerchio ADC.

40). Se una corda sia bisecata da un’altra, e prolungata
fino all’ incontro colle tangenti all’ estremita della bisettrice,
le parti di essa comprese tra le tangenti e la circonferenza
sono eguall.

4. Se a partire dalle estremiti A, € di un dato arco
cerchio si prendono in direzioni opposte due archi eguali A5,
.0, le corde AC, B sono parallele.

42. Gli archi intercettati da duc corde parallele =ono
eouali; e se due corde qualunque ¢ intersccano, la somma
decli archi intercettati da esse ¢ eguale alla somma degli ar-
¢hi intercettati dai diametri parallelt alle medesime.

43. A, B, C, A", I, €' sono punti di una circonferenza:
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se AD, AC sono rispettivamente parallele ad A D', A'C; BU
sard parcllela a I'C.

44. Se due circonfercnze cguali si tagliano, e col centro
in uno dei due punti d’intersezione si descrive un’ altra cir-
conferenza, i punti nei quali questa taglia una delle due cir-
conferenze eguali ¢ in linea retta coll’ altro punto d’interse-
zione di queste.

45. Se due circonferenze si tagliano, e da uno dei punti
d’ intersezione si tira una linea retta che le tagli, la parte di
questa compresa tra loro sara bisecata dal cerchio, 1l cui dia-
metro ¢ la corda comune ai due cerchi eguali.

46. Se due circonferenze si tagliano, e siano presi due
punti qualunque in una di esse, e dai punti d’ intersezione
delle due circonferenze siano tirate a ciascuno di questi dug
linee che taglino 1’ altra circonlerenza, le linee rette che con-
giungeranno 1 punti dove le rette tirate dallo stesso punto
d’ intersezione delle due circonferenze tagliano I’ ultima cir-
conferenza, saranno eguali tra loro.

47. A e D sono punti dati; se sitirano per questi quante
si vogliano coppie di rette AC, BC che facciano tra loro an-
coli uguali ad un angolo dato, le bisettrici di questi angoli
passeranno tutte per uno stesso punto.

48. Se si tirino dall’estremitd di un diametro Ie perpendi-
colari ad una corda di un cerchio, le partt della corda com-
prese traloro e la circonferenza saramio eguali, ela perpendico-
lare minore sara couale al segmento della maggiore compreso
tra la corda e la circonferenza.

49. Se la base di un triangolo sia bisecata dal diametro del
cerchio circoseritto, e si tiri dall’ estremitd di questo diametro
una perpendicolare sul lato maggiore, questa dividera il lato
stesso in due segmenti, uno dei qualt sard eguale alla semi-
somma e 1’ altro alla semi-differenza degli altri due lati,

50. Dato il raggio di un cerchio tangente a due linee date
non parallele, determinarne 11 centro.

51, Trovare un punto nel diametro prolungato di un
dato eerchio, tale che tirando da esso le due tangenti al cer-
chio, la parte concava della circonferenza sia doppia della
CoNvessa.

Elementi J Euelide
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52. La retta condotta per il punto di mezzo di un arco
parallela alla corda, & tangente al cerchio in questo punto; e
il raggio che biseca la corda di un arco, biseca anche I’arco.

53. Se conducansi dall’ estremitd di due archi adiacenli
eguali, lince rette a due punti dati sopra la rimanente circon-
ferenza, ¢ si prolunghino fino al loro incontro, gli angoli di
queste linee saranno eguali tra loro.

5%4. Se dal punto di mezzo di un arco di cerchio si tiri
una perpendicolare al diametro che passa per una delle suc
estremita, questa perpendicolare bisechera il segmento fatto
nella corda dalla retta che congiunge il medesimo punto del-
I’ arco coll’ altra estremitda del medesimo diametro.

55. Due circonferenze eguall,i centri delle qualisono A,B,
passano ciascuna per il centro dell’altra; tirata una corda
comune CEFD parallela ad AD, dimostrare che le ACED,
AFBD sono parallelogrammi, ¢ se AF si prolunght fino ad
incontrare di nuovo le due circonfercnze in G, H, dimostrare
che EF ¢ eguale ad I'Ill, e (D a GII.

56. ADBC & un triangolo iseritto in un cerchio, e DEJ un
diametro perpendicolare a ¢ in F; dimostrare che la diffe-
renza degli angoli B e C ¢ doppia dell’ angolo AFD.

57. ACB, ADD sono archi di cerchi eguali soprala stessa
linca retta AD e dalla medesima parte di questa; tirata una
corda che h toglt ambedue, dimostrare che B¢ ¢ eguale
a BD.

08. Se in un cerchio due corde si segano scambievol-
mente, I’ angolo che fanno ¢ la meta dell’ angolo al centro
sotteso da un arco eguale alla somma o alla differenta degh
archi intercettati da esse, secondo che s incontrano dentro
o fuori del cerchio. Dimostrare inoltre che se s’ intersecanc
ad angolo retto la somma dei due archi opposti sard eguale
alla semi-circonferenza.

59. 1 cerchio, che ha il centro nel punto di mezzo del-
I’ 1potenusa di un triangolo rettangolo, ¢ il diametro eguale
alla somma dei cateti, ¢ tangente ai due cerchi descritti so-
pra 1 cateti, come diametri,

60. Dimostrare che le perpendicolari: Aa, Bb, Ce ab-
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bassate dai vertici di un triangolo ABC sopra i lati opposti,
bisccano gli angoli del triangolo abe.

61. Se una circonferenza ¢ descritta sopra un rageio di
un’ altra come diametro, una linea qualunque condotta dal
punto d’incontro delle due circonferenze fino ad incontrare
di nuovo la circonferenza esterna, sard bisccata dalla circon-
ferenza interna.

02. Le circonferenze descritte sopra i lati di un trian-
golo, come diametri, si intersecheranno sopra ilati, o sopra
1 lati prolungati del tiiangolo.

63. Le meta delle corde tirate in un cerchio dalla estre-
mita di un diametro, giacciono tutte sopra una stessa circon-
ferenza.

— 4. Sc un triangolo equilatero sia inscritto in un cerchio,

¢ gli archi adiacenti sottesi da due dei suoi lati siano divisi
per meti, la liea che congiunge i punti di mezzo sara tri-
secata dai fall.

6o. L’ angolo al vertice di un triangolo obliquangolo in-
scritto In un cerchio, ¢ maggiore o minore di un angolo retto
dell’ angolo fatto dalla base e dal diametro condotto per una
estremiti della base; e nessun parallellogrammo, tranne il
rettangolo, puo essere inseritto in un cerchio.

66. Tirare una perpendicolare a una estremita di una
retta chie non pud prolungarsi.

67. ABC ¢ un triangolo equilatero, D, E, F sono i punti
di mezzo del suol lati; dimostrare che DF ¢ tangente al cer-
chio CDE.

GS. Se sopra un rageio di un cerchio, come diametro,
si descriva un altro cerchio, e si tivino due altri ragei che
taglino questo ultimo, la corda dell’ arco intercettato da essi
¢ eguale alla perpendicolare condotta dall’ estremitd dell’ uno
sopra 1’ altro.

(9. Se due cerchi siano tangenti tra loro e si tirino due
rette per il punto di contatto, le corde degli archi intercet-
tati saranno parallele.

70. Descritto un semicerchio sopra il lato di un qua-
drante, e tirato un raggio a un punto dell’ avco del quadran-
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te, la parte del raggio, compresa tra I'arco del quadrante
e il semicerchio, sard eguale alla perpendicolare condotta
dallo stesso punto alla tangente comune. -

71. Dato un aneolo, i lati opposti, ¢ la somma degh al-
tri due lati, costruire il trianzolo.

72. Data I’ area e I’ ipotenusa di un triangolo rettangolo;
costruirlo.

+ 73. Data la base, 1’angolo al vertice ¢ I'altezza, co-
struire 1l triangolo.

74. Di tutti i triangoli che hanno la stessa base e lo
stesso angolo al vertice, il triangolo isoscele ¢ 1l massimo; ¢
reciprocamente di tutti i triangoli sulla stessa hase e tra le
medesime parallele, I isoscele ha il massimo angolo al ver-
tice.

~ 75. Per tre punti dati condurre tre rette in modo che
facciano un triangolo equilatero.

76. Tirare per un punto ¢’ intersezione di due cerchi
una retta che tagli ambedue i cerclhi e sia eguale a una retta
data; e quindi per tre punti dati tirare tre lince rette in
modo che facciano un triangolo clie abbia 1 suoi latt ed an-
goli eguali a quelli di un triangolo dato.

77. Trovare un punto dentro un triangolo, tale che le
rette condofte at vertici adiacenti facciano angoli eguali: ¢ di-
mostrare che se soprai tre Iati di un triangolo si descrivano
simili segmenti di cerchio dalla stessa parte, e si conducano
dall’ estremitid della Lase tangenti al secmento descritto sopra
la medesima ¢ si prolunchine sino all’ incontro colle altre
circonferenze, i punti d”incontro e il vertice del triangolo
saranno sopra la medesima retta parallela alla base. s
~— 78, AD & diametro di un cerchio, CD una corda perpen-
dicolare ad AD; se per un punto quatlunque P di (7D si tira una
corda APQ, il rettanzolo contenuto dalle AP, A ¢ costante.

79. Data I’ area, un angolo, e una linea tirata dal ver-
tice di uno degli alfri angoli alla meta del lato opposto ,™o-
struire il triangolo.

=  80. Descrivere una circonferenza che passi per due punti
dati, e sia tangente a una retta data,
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- 7 81. Descrivere una circonferenza che passi per due punti
dati, e sia tangente a una retta data in uno dei due punti.

- 82. Per un punto dato descrivere una circonferenza tan-
gente a due rette date.
~ 383. Descrivere un cercliio tangente a due rette date e ad
un altro cerchio.

-~ 84. Descrivere un triangolo isoscele, dato I’ angolo alla
base, e la perpendicolare condotta dall’ estremitd della base
sul lato opposto.

- O0. Se dal centro di un cerchio si conduca una retta a
un punto di una corda, il gquadrato di questa retta insieme
col rettangolo contenuto dai segmenti della corda sara eguale
al quadrato del raggio.

—  80. Sia un diametro di un cerchio perpendicolare ad una
corda data, e un’altra corda qualunque LC tagh la stessa
corda in I'; la sornma del quadrato di AD e del rettangolo
contnuto da LD, CD sard costante,

- 87. Se per un punto qualunque che sia dentro o fuori di
un cerchio due linee si taghano ad angolo retto, le somme
dei quadrati delle due linee che congiungono le loro estre-
mitd, e la somma der quadrati dei quattro segmenti, sono
cigscuna eguale al quadrato del diametro.

88. Dati tre cerchi qualungue in un Piano, e descritti
tre cerchi, ciascuno dei quali passi per i centri di due qua-
lunque dei tre cerchi dati e sia tangente al terzo, le linee
che congiungono il centro di ciascuno dei primi cerchi col
punto in cut il cerchio che passa per il medesimo ! inter-
seca, s"incontreranno nello stesso punto.

& 89. Presi due punti nel diametro di un cerchio a distanze
qualunque dal centro eguali, e tirata per uno di questi una
corda, e congiunte le sue estremiti coll’ altro punto; dimo-
strare che il triangolo cosi formato ha invariabile la somma
deci quadrati dei suol laty

e 90. ADC éun triangolo, 4 11 vertice di un angolo acuto
dimostrare che il quadrato di BC ¢ minore del quadrati
di AD, AC di due volte 1l quadrato della retta condotta da .4
tangente al cerchio descritto sopra BC, come diametro.
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91. Descritte quante circonferenze si vogliano che pas-
sino per due punti dati, le rette che congiungono i loro punti
d’intersezione con una circonferenza data, incontreranno tutte
nello stesso punto la retta che unisce i due punti dati,

92. Se tre circonferenze si tagliano due a due, le loro
tre corde d’ intersezione s’ incontreranno in uno stesso punto.

93. Sia ABCD un semicerchio, il cui diametro ¢ ADB,
e AD, BC siano due corde qualunque che si tagliano in P;
dimostrare che il quadrato di AD ¢ eguale alla somma dei
rettangoli contenutida AD, AP, e da BC, BP.

94. Tirata la tangente comune a quanti si vogliano cerchi
tangenti tra loro internamente, e descritto un cerchio col cen-
tro in un punto qualunque di questa tangente, il quale tagli
ghi altri cerchij se dal centro di questo cerchio si tivino linec
rette alle intersezioni dei cerchi, i1 segmenti di queste rette
dentro tutti 1 cerchi saranno eguali tra loro.

95. Una retta PQ di data lunghezza si muove tra due
rette fisse CP, C0); le perpendicolari condotte da P ¢ Q so-
pra CP e (0 s’incontrano in I, e quelle da P e O sopra CQ
e (P s’ incontrano in S; dimostrare che i punti I si trovano
tutti sopra una circonferenza e i punti S sopra un’ altra, ¢
queste circonferenze hanno lo stesso centro.

96. Se un semicerchio sia inscritto in un triangolo ret-
tangolo in modo da esser tangente all’ ipetenusa e ad un ca-
teto, e dall’estremita del suo diametro sia condotta una linea
per il punto di contaito coll’ ipotenusa sino all’ incontro del
cateto prolungato, la parte prolungata sara eguale al cateto.

O97. La circonferenza che passa per due vertict di un tri-
angolo, e per 1 intersezione delle perpendicolari abbassate
dai vertici sui lati opposti, sard eguale alla circonferenza che
passa per i tre vertict del triangolo.

- U8, AD, CD sono corde «i un cerchio, di centro O, le
qualt s1 taghano in E ad angoli retti; dimostrare che i qua-
drati di AL, GD, presi insicme con guattro volte il quadrato
di OL, fanno 11 doppio del quadrato del diametro.

99. ABGD ¢ un parallelogrammo, ed ¢ descritto uu
cerchioche passa per A, ¢ tagha1latiADB, AD ¢ la diagonale
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AC rispettivamente nei punti F, H, G; il rettangolo conte-
nuto da AC, AG sara eguale alla somma dei retlangoli con-
tenuti da AB Al eda AD, AL

100. Datl I’angolo al vertice, la differenza dei lati che
lo comprendono, ¢ la differenza de1 segmenti fatti sulla base

dalla perpendicolare abbassata dal vertice ; costruire il trian-
golo.

R L T R 1
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Definizioni.

I. Un poligono i dice @nseritfo in un altro
poligono, quando i vertici del primo cadono nei lati
del secondo.

II. Similmente, un poligono sidice circoscritto
ad un altro poligono, quando 1 lati del primo con-
tengono 1 vertici del secondo.

I[II. Un poligono s1 dice inseritto nel cerchio,
quando tuttl 1 suo1 verticl sono nella circonferenza

del cerchio.
IV. Un poligono si dice circoscritto al cerchio,

quando tuttl 1 suoi lati sono tangenti al cerchio.
V. Il cerchio si dice #nscritfo In un poligono,
quando la circonferenza del cerchio é tangente a

tutti i lati del poligono.
VI. II cerchio si dice circoscritto ad un poli-

gono, quando la circonferenza del cerchio passa
per tutti 1 vertici del poligono.

VII. Una hnea retta si dice adattata nel cerchio
Elementi d’ Euclide. 10
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qrando 1 suoi termini sono nella circonferenza del
cerchio.

PROPOSIZIONE 1.

PRODBLEMA.

In un dato cerchio adattare una linea retla
uguale ad un’ altra data, la quale non sia mag-
giore del diametro.

Sia ABC il cerchio dato, e D la linea refta data,
non maggiore del diametro del cerchio: bisogna adat-
tare nel cerchio ABC una linea

refta uguale alla D, D

Tirisi un diametro LDC, ¢ s =LJp
LC ¢ uguale alla I, sard fatto /" \
¢10 che si proponeva, percioeche : C{ A Q)
rel cerchio ADC sl sard adattata ;A /
la BC uguale alla linea retta B. =5~

Ma se non ¢ uguale, la BC ¢ mag-

ciore della D: pongasi la CE uguale alla D, e dal cen-
tro ¢ coll’ intervallo CE duescrivasi 1l cerchio AEF, ¢
conducasi CA.

Perchiec il punto € ¢ centro del cerchio AEF,
la CA sard uguale alla CE: ma la D & uguale alla CE;
adunque eziandio la D sard uguale alla AC. Onde nel
dato cerchio ABC st ¢ adattata la AC uguale alla data
Jinea retla D, non maggiore del diamelro del cerchio:
it che bisognava fare.

- WP ey s e aaaprt” AT AT R b T
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PROPOSIZIONE 11.

PROBLEMA.

In un dato cerchio inscrivere un triangolo
cquiangolo ad un altro triangolo dato.

Sia ABC il dato cerchio, ¢ DEF il triangolo dato;
bisogna inscrivere nel cerchio ABC un triangolo equian-
golo al triangolo DEF.

Tirisi una linea retta GAH

langente al cerchio ABC nel pun- , A_ _,,.,H

toA [HI, 17], e cosltruiscasi I’ an- ”/’ "x\ o~ \‘ D
golo HAC uguale all’ angolo DEF \ PN Y SN

IL23] e l'angolo GABuguale allan- \. /=
golo DFE, ¢ congiungasi B con . B w/CE;*---—*-H}‘

Poiche la linea retta HAG ¢

tangente al cerchio ABC, e dal punto di contatto & tirata
nel cerchio la AC, I'angolo HA C sari uguale a quello che
¢ nell” altro segmento del cerchio [III, 321, cio¢ all’ an-
golo ABC ; mal angolo HAC ¢ uguale all’ angolo DEF:
adunque I angolo ABC ¢ uguale all’ angolo DEF. Per
la medesima ragione 1'angolo ACB ¢ uguale all’ an-
golo DFE, ¢d il rimanenle BAC sard uguale al rima-
nente EDF [1, 32]. Adunque il triangolo ABC ¢ equian-
golo al triangolo DEF, ed ¢ inscritto nel cerchio ABC :

onde nel dato cerchio si & inscrillo un triangolo equian-
golo ad un altro triangolo dato: il che bisognava fare.
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PROPOSIZIONE II.

PROBDLEMA.

Ad un dato cerchio circoscrivere un triangolo
equiangolo ad un altro triangolo dato.

Sia ABC il dato cerchio, e DEF il triangolo dalo.
Bisogna circoscrivere al cerchio ALC un triangolo

equiangolo al triangolo DEF. v
Prolunghisi da ciascuna parte 7 B

la EF nei punti H, (7, e dal centro K i’ %

del cerchio ABC tirisi la linea ret- y (‘7 E I m

1a BB in qualsivogha modo, e co- A// K /\C
struiscast ' angolo K4 uguale

all” angolo DEG {1, 23], ¢ I angolo / \

BKC uguale all’ angolo DFII, e per M

i punti A, B, C tirinsi le lince rette LAM, MBN, NCL.,
tangenti al cerchio ADC [III, 17].

Siccome LM, MN, NL sono tangenti al cerchio ABC
ne’punti A, B, C, e dal cenlro K a’punti ABC si sono
iiralt 1 raggt KA, KB, KC, gli angoli a1 punti A, B, C sa-
ranno retti [1I, 18]. I siccome la somma dei quattro an-
goli del quadrilatero A MBK ¢ uguale a quattro retti (per-
che si1 puo dividere in due triangol), ¢ gli angoli KAM,
KBM sono retli, i rimanentt AKB, AMB faranno in-
siecme due retti: ma anche gh angoli DEG, DEF fanno
insieme due retti: dunque la somma degli angoli AKD,
AMB ¢ uguale a quella degli angoli DE(:, DEF. Di
questi, AKB ¢ uguale a DEG : dunque il rimanente AMB
sara uguale al rimanente DEF. Si dimostrerd parimente
che 1’angolo CNB & uguale all’ angolo DFE: e per¢ il




LIBRO QUARTO. 137

rimanente /LN sard uguale al rimanente EDF. E adun-
que 1l triangolo LMN equiangolo al triangolo DEF, e
circoscritto al cerchio ABC: onde al dato cerchio si ¢
circoscritto un iriangolo equiangolo ad un aliro trian-
2olo dato: 1l che bisognava fare.

PROPOSIZIONE 1V.

PROBLEMA,

In un dato triangolo inscrivere un cerchio.

Sia il triangolo dato ADLC; bisognanel triangolo ABC
mscrivere un cerchio.
Seghinsi gli augoli ABC, BCA
per metd colle hinee retic DD, A
CD L, 9], le quali concorrano in- -
sieme nel punto D, e dal punto D

. . . = ~ ~ - ¥ " - ’./'I.-—'"""_ '“-\\-‘
tirinsile DE, DF, Diperpeudicolari 1-"< &
alle linee rette BC, AB, CA [1,12]. / /D,/ -\}\.\

Siccome I angolo ADD ¢ Y \j\ .\
o K ! s Y
uguale all’angolo CBD, e Tangolo e,

retto BED ¢ uguale al reito BiD,

ed 1l lalo BD comune, sard DE uguale a DF [1, 26].
Per la medesima ragione DG sara uguale a DF; onde le
tre linee rette DE, DF, DG sono fra loro uguali. E per-
¢io 1l cerchio descritto dal centro D, coll’ intervallo
di una di esse, passeri pei punti E, I), G, e sari tangente
alle linee rette AB, BG, CA, essendo gli angoli E, F, G
retti [T, 410]. Laonde nel dato triangolo si ¢ inscritto
un cerchio: il che bisognava fare.

———
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PROPOSIZIONE V.

PROBLEMA.
Ad un dato triangolo circoscrivere un cerchio.

Sia il triangolo dato ABC; bisogna circoscrivere
ad esso un cerchio.

Seghinsi le AL, AC per meta
ne’ punti D, E [I, 10], e dat pun-
ti D, E lirinsi ad angoli relti sopra
le BA, AC {1, 11] le rette DF, EF
le quali concorrano nel punto F, e
conducansit FB, FC, FA.

Perche la AD ¢ uguale alla
DD, la DF ¢ comune, e gli angoli
ADF,BDF sono uguali,la hase AF
sard uguale alla base FB. Si dimostirerd parimente che
ta CF e uguale alla FA; onde le FA, FD, FC sono fra
loro uguali, e Il cerchio descritto dal centro F, col-
I"intervallo di una di esse, passerda pei punti A, B, C,
cioe sard circoscritto al triangolo ABC: 1l che biso-
egnava fare.

COROLLARIO.

E manifesto che il centrc del circolo cadrd dentro o
fuori del triangolo o sopra un lato, secondo che il triangolo
~xia acutangolo, ottusangolo o rettangolo [II1, 31].
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PROPOSIZIONE V1.

PROBLEMA.

In un dato cerchio inscrivere un quadrato.

Sia 1l dato cerchio ABCD. Bisogna in esso inscri-

vere un quadralo.
Tirinsi AC, BD diametr: del cerchio ABCD ad
angoli retti fra loro, e conducansi

AB, BC, CD, DA. -

Perqhé' la BE € uguale alla ED, / P --\\\
essendo £ il centro, ela EA ¢co- (/" g
mune, e gli angoli BEA,DE A sono "-.\f B '___'/}D
retti,sara la base B4 uguale alla ba- o/
se AD. E per la medesima ragione HCJ

I'una el’altra delle BC,CD & uguele
all’ una e 1" allra delle B4, AD: dunque il quadrila-
tero ABCD ¢ equilatero. Dico che inoltre ¢ reltangolo.
Perciocché essendo la linea retta BD diametro del cer-
chio ABCD, sard BDA mezzo cerchio, onde I an-
colo BAD & retto [IlI, 31]. E per la medesima ragione
ciascuno degli angoli ADC, BCD, CDA ¢ retto: dunque
il quadrilatero ADBCD ¢ rettangolo. Ma si ¢ dimostrato
che & equilatero, onde sard necessariamente un qua-
drato: & inoltre inscritto nel cerchio ABCD: adunque
nel dato cerchio si & inscritto un quadrato: il che biso-
gnava fare.
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PROPOSIZIONE VILI.

PROBLEMA.
Ad un dato cerchio circoscrivere un quadrato.
Sia 1l cerchio dato ADBCD. Bisogna ad esso circo-

scrivere un quadrato.
Tirinsi due diametri AC, BD

ad angoll retli fra loro, e pei C A F
punti 4, B, €, D, tivinsi le #G, T 0 )
GH, HK, KF, che siano tangenti al f// J
cerchio ARCD. Bl ——tE___ip

Perche la FG & tangente al cer- \

chio ABCD, e dal centro E al |~ |

punto di confatto 4 ¢ condolta 1~ ¢ K
la EFA, glt angolt che sono al

punto A saranno relti [HI, 18]. Per la medesima ra-
gione gli angoh ne’punti I, C, D sono ancora relti; e
perche I'angolo AEB ¢ retlo, ed ¢ retlo parimente 1’ an-
golo EBG, sara la GIT parallela alla AC [1, 28], e simil-
mente la AC parallela alla FK,; e percio sard la GH pa-
rallela alla FK [I, 30|. Dimostreremmo similmente, che
Puna e I"altra delle GF, HK ¢ parallela alla BD , e per-
cio la GF ¢ parallela alla HK. Sono dunque GK, GC,
AK, FB, BK parallelogrammi; onde la GF ¢ uguale
alla HK (1, 34], e la GH alla FK. E siccome la AC ¢
uguale alla BD, e la AC & uguale all’una e I allra
delle GH, FK, ¢ la BD uguale all’ una ¢ I’ altra delle GF,
HK; saranno le GF, HK, GH, FK uguali tutte fra loro:
dunque i1 quadrilatero FGHK & equilatero. Dico che
eziandio ¢ retlangolo. Perciocché essendo GBEA paral-
telogrammo, ed essendo I'angolo AEB retlo, sara retto
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ancora AGRD {1, 34]. Dimosireremmo parimente che gli
angoll ne’ punti #, K, F sono retti: adunque il quadri-
latero FGITK ¢ rettangolo. Ma si ¢ dimostrato che e equi-
latero, onde ¢ necessariamente un guadralo: ¢ inoltre
circoscrilto al cerchio ABCD: adunque al dato cerchio
si ¢ circoscritto un quadrato: il che bisognava fare.

PROPOSIZIONE VI1I.

PROBLIIMA,
In un dato quadrato inscrivere un cerchio.

Sia il dato quadrato ABCD. Bisogna in €350 inscri-
vere un cerchio.

Seghisi 'una e l'altra delle AB, AD per mela
ne’ punli F, E; e per E lirisi

la EH parallela ad uva delle 48, 4t P
CD: ¢ per Fla FK parallela ad .~
una delle AD, BC. c :

Froe — g

Adunque ciascuno dei quadrila-  © R
teri AK, KB; AH,HI; AG, GC; BG, o |
GD ¢ parallelogrammo, edilorolati .
opposli sono uguali, Poiche la DA = = ke
euguale alla AB, ela AE ¢ la meta della AD, ¢ la AF la
metd detfla ABsardla AE ugunalealla A F, ¢ pereio la F&G o
uguale alla GE. Dimostreremmo similmente che 1'una,
eValtradelle GH GK ¢ uguale all’'una el'altra delle FG,GE;
dunque le quattro GE, GF, GH, GK sono fra loro
uguali. I pero il cerchio descritto dal centro G, col-
Fintervallo di una di esse, passera per i punti F.H K ,E,
e sara tangente in essi alle linee rette AB, BC, CD, DA,
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perciocché gli angoli nei punti E, F, H, K sono ret-
ti I, 16]. Adunque nel dato quadrato si & inscritto un
cerchio: 1l che bisognava fare.

PROPOSIZIONE IX.

PROBLEMA,
Ad un dato quadrato circoscrivere un cerchio.

Sia il dato quadrato ABCD. Bisogna ad esso circo-
scrivere un cerchio.

Conducansi A C,BD, clie siseghino fraloro nel punto E.

Siccome la DA ¢ uguale al-
la AB, ¢la AC ¢ comune, e la el
hase DL ¢ uguale alla base C8, gl B
|”angolo DAC saril uguale all” an- 7 // >
golo BAC {1, 8]: dunque Pango- =0 7 7
lo DAB & segato per mezzo dalla S
lnea retia AC. Dimostrercmmo si- Sl
milmente che ciascun angolo A DBC, &
BCD, €DA ¢ segato per mezzo dalle linee retic AC,
BD: e perche I"angolo DAB ¢ uguale all’ angolo ARC,
ed & I'angolo EAD la meti dell’ angolo DAB, e I’ an-
volo EBA dell’ angolo ABC, sard ' angolo EAB uguale
all’angolo EBA. Onde ancora il lalo E4 & uguale al
lato EB [I, 6]. Dimostreremmo similmente che 1’ una
e I’ alira delle lince rette E2, ED ¢ uguale all’ una ¢
I altra delle EA, EB : adunque le quattro linec retle EA,
EB, EC, ED sono fra loro uguali. Percio il cerchio de-
scritto dal centro E, coll” intervallo di una di csse, pas-
sera per i punti A, B, G, D; e pero al dato quadrato si
¢ circoscritto un cerchio: il che bisognava fare.
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PROPOSIZIONE X.

PROBLEMA.

Costruire un triangolo isoscele che abbia ambe-
due gl angoli alla base doppi del rimanente.

Sia data una linea retta AB, e seghisi nel punto C
di modo che il rettangolo contenuto dalle AB, BC
sia uguale al quadrato descrillo TR T
sulla €A [lI, 11]: e dal centro A ~
coll” intervallo AP descrivast il 7/
cerchio BDE, e siadalti nel cer- !
chio BDE una linea retta BD, \
ugnale alla 4 C che non ¢ maggiore
del diametro del cerchio DDE
[TV, 1], ¢ condotte DA, DC, circo-
scrivasi il cerchio ACD al triangolo ADC {IV, 5|,

Poiche 1l rettangolo delle AD, B4 ¢ eguale al
quadrato della AC, ed ¢ la AG uguale alla BD, sard il
rettangolo dellc A}, DC uguale al quadrato di BD.
E siccome fuori del cerchio ACD si e preso un punto B,
¢ da D sono tirate al cerchio ACD due linee rette DCA,
BD, ' una delle quali sega e I’ altra incontra il cerchio,
ed il rettangolo delle B4, BC & uguale al quadrato di BD,
fa linea retta DB sard tangente al cerchio ACD [III, 37].
Inoltre, poichic BD ¢ tangente ¢ dal punto di contalio D
¢ tirata la DC. I’ angolo BDC sard uguale & quello con-
tenulo nell’ altro segmento del cerchio, cio¢ all’ ango-
o DAC [lIl, 32]. Aggiungasi ad cnirambi I” angolo CD.A:
sard tutto BDA4 eguale alla somma dei due angohi CD.A,
DAC. Oral angolo esterno BCD ¢ uguale alla somma
dei due angoli CDA, DAC, laonde BDA ¢ uguale a DCD.
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Ma I" angolo DDA ¢ uguale all’ angolo CBD, perciocché
il lato 4D ¢ uguale al lato AD [I, 5]: adunque DBA
sard uguale & BCD, cioé 1 tre angoli BDA , DB4, BCD
saranno fra loro uguali. E siccome 'angolo DBC ¢ uguale
all” angolo BCD, sara il lalo BD uguale al lato DC [I, 6}:
na BD ¢ posta uguale a €4, adunque eziandio AC ¢
uguale a CD, e pero I’ angolo CDA all’ angolo DCA; onde
gli angoli COA, DAC insicme fanno il doppio dell’ an-
golo DAC. Ma I"angolo 2CD ¢ uguale alla somma degli
angoli CDA, DAC; adunque BCD ¢ doppio dell’ ango-
lo DAC.Ma BCD ¢ uguale all’'uno e I altro dei due DBA .
DBA; ¢ percio entrambi questi sono doppi dell” an-
golo DA B: laonde si e costruilo un triangolo isoscele AR £
che ha amnhedue ghi angoli che sono alla base BD doppi
del rimancute: il che bisognava fare.

A, PROPOSIZIONE XI.
S PROBLEMA.
"In un dato cerchio inscrivere un pentagono

equilaiero ed equiangolo.

Sta il dato cerchio ABCDE': bisogna in esso inscri-
vere un pentagono equilatero ed equiangolo.

IFacciasi un triangolo isoscele A
FGHche abbia ciascuno degli ango- TN
li G, H doppio dell'angolo F[IV,10], Bf(j._\_ / \ ‘;!;E
ed inscrivasi nel cerchio ABCDE il \\/“\f ///
triangolo ACD equiangolo al trian- }f:_./ﬂ ,,~F
golo FGIT[IV,2],dimodoche CAD // \
sia uguale all” angolo F, e ciascuno GL_, ;:

dei due ACD, CDA sia uguale a
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ciascuno degli angoli (i, H: sard adunque l'uno e 1" al-
tro dei due ACD, CDA doppio dell’ angolo CAD. Seghisi
ciascuno di essi ACD, CDA per meta colle linee rei-
te CE, DB [I, 9]; e conducansi AB, BC, DE, EA.

Perche ciascuno degli angoli ACD, CDA & dop-
pio dell” angolo CAD, e sono segali per mezzo colle li-
nee relte GE, DB, i cinque angoli DAC, AGE, ECD,
CDB, BDA sono fra loro uguali; ma gli angoli uguali
insistono sopra archi uguali (I, 26]; adunque 1 cingue
archi AB, BC, CD, DE, EA sono uguali fra loro. Ma
sli archi uguali sottendono corde egualt [Hi, 291, onde
le cinque corde 4B, BC, CD, DE, EA sono uguali fra
loro, ed il pentagono ABCDE & equilatero. Dico
che ¢ ancora equiangolo. Perch® essendo I'arco AB
nguale all’ arco DE, aggiungendo ad ambedue DCD, sard
tutto 1’ arco ABCD uguale a tutto 'arco £DCB: ma sopra
I arco ABCD insiste I angolo AED, e sopra Uarco EDCDB
I angolo BAE ; adunque I’ angolo BAE ¢ uguale all” an-
golo AED: ¢ per la medesima ragione ciascuno deglt
angoli ABC, BCD, CDE & uguale a ciascuno det due BAE,
AED: onde il pentagono ABCDE ¢ equiangolo. Ma st
¢ dimostrato essere equilatero; adunque nel dato cer-
chio si ¢ inscritto un pentagono equilatero ed equian-
golo: il che bisognava fare.

PROPOSIZIONE XII.

PRODLEMA,

Ad un dato cerchio circoscrivere un pentagono
equilatero ed equiangolo.
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Sia il dato cerchio ABCDE : bisogna circoscrivere
ad esso un pentagono equilatero ed equiangolo.

IntendansiipuntiA, B,C D, E G
essere 1 vertici del penlagono equi- o el o
latero ed equiangolo inscritto nel e N
dato cerchio, di modo che gli ¥

archi AB, BC, CD, DE, EA siano \' -f”"}"“""*xl'
fra loro uguali [IV, 11], e per i /
punti 4, B, C, D, E tirinsi le li- P,
nee GH, HK, KL, LM, MG tan- ¥ T L
genti al cerchio [IIl, 17], e preso il centro del cer-
chio ABCDE, che sia F, conducansi FB,FK, FCFL, 6FD.
Percheé la linea retta KL ¢ tangente al cerchio A BCDE
nel punto C, e dal centro F al punto di contatto C sj o
tirata la linea relta FC sarala FC perpendicolare alla KL:
dunque gli angoli in C sono retti, e per la medesima
ragione gli angoli in B, D sono pur retli. E perche
I"angolo FICK ¢ relto, il quadrato di FK & uguale alla
somma dei quadrati di F'C, CK |I, 47], e parimente il
quadrato di FK ¢ eguale alla somma dei quadrati di FB,
BK; onde la somma dei quadrati di FC, CK ¢ uguale
alla somma dei quadrati di FB, BK. Di (questi il qua-
dralo di FC & uguale al quadrato di FD; adunque i
(uadrato rimanentc di CK sari uguale al quadrato
di BK, e perd Ja BK ¢ uguale alla CK. | perche FB ¢
uguale alla FC, ed FK ¢ comune, e la base BEK ¢ uguale
alla base KC, 'angolo BFK ¢ uguale all’ angolo KFC |1, 8],
¢ I"angolo BKF all’ angolo IF'KC, onde I’ angolo BFC ¢
doppio dell” angolo KFC, e I’ angolo BKC ¢ doppio del-
I"angolo /'KC. Per la medesima ragione | angolo CFD
¢ doppio dell’ angolo CFL, e I’ angolo CLD & doppio del-
I angolo CLI; e perche I’ arco BC ¢ uguale all’arco €D,
I" angolo BIC sard uguale all’ angolo CFD [11I, 27], onde
I"angolo KFC & uguale all’ angolo CFL. Adunque i due
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triangoli FKC, FLC hanno due angoli rispettivamente
uguali ed il lato FC comune, laonde sard KC uguale a CL,
e I"angolo FKC all’angolo FLC [, 26]: e perch¢ KC ¢
uguale a CL, sard la KL doppia della KC. Per la mede-
sima ragione si dimostrera che la HK € doppia della BK:
¢ perche la BK si ¢ dimostrata uguale alla KC, sara
la HK uguale alla KL. Similmente ciascheduna delle GH,
GM, ML si dimostrerd uguale all’ una e\’ altra delie HRK,
KL; adunque il pentagono GHKLM ¢ equilatero. Dico
che eziandio ¢ equiangolo. Perciocch¢ essendo I ango-
lo FKC uguale all’ angolo FLC e I’ angolo HKL doppio
dell’angolo F'KC, ¢ 'angolo A'LM doppio dall’angolo FLC,
sara anche I’ angolo HAL uguale all’ angolo ALM: e
parimente si dimostrerd che ciascuno degli angoli AHG,
HGM, GML ¢ uguale all’uno e I’ altro dei due HAL,
ALM: adunque i cinque angoli GHA, HKL, KLM, LM(;,
MGH sono fra loro uguali, e pero il pentagono GHKLM
¢ equiangolo. Ma si ¢ gid dimostraio che & equili-
tero, ed ¢ circoscritto al cerchio ABCDE ;: onde al dato
cerchio si ¢ circoscritto un pentagono edquilatero ed
equiangolo: il che bisognava fare.

PROPOSIZIONE NIII.
PROLLEMA,

In un dato pentagono equilatere ed equian-
golo inscrivere un cerchio.

Sia ABCDE il dalo pentagono equilatero ed equian-
golo. Bisogna in esso inscrivere un cerchio.
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Seghisi per metd I'uno e I'aliro angolo BCD,
CDE {1, 9] colle linee rette CF, DF, e dal punto /', nel

quale s’incontrano CF, DF, ti- A
vinsi le linee retic F'B, F'd4, FE. Y Y
Poich¢ la BC & uguale alla , | / "o
, B, S NE
CD. e la CF comune, e angolo V7~ g! [y
BCF & uguale al’ angolo DCF, .« N~ 1
: N i .
sara la base B/ uguale alla bhase ¥ by //
FD, el angolo CBF uguale all'an- e,
¢ Tk D

colo CDF : e perche 'angelo CDE®
doppio del’angolo CDF, e 'angolo CDE & uguale all’an-
colo ABC, e V' angolo CDF agnale all’ angolo CBF| sard
| angolo CBA doppio deil’ angolo CBF, e pero I’ an-
golo ABF uguale all angolo FBC, adunque 'angolo ABC
¢ diviso per metd dalla linea retta BF. S1 dimoslrerd
cosi che ciascuno degli angoli BAE, AED ¢ diviso
per meld dalle linee rette Af, FE. Dal punlo F tirinsi
alle linee rette 4B, BC, CD, DE, EA le perpendico-
lavi F'G, FH, FK, I'l., FM, ¢ perch¢ U angolo HCF &
uguale all’ angolo ACF ed ¢ 1l retto FHC ugnale sl
retto FAC, i due triangoli FHC, FKC avranno due
angoli uguali a due angoli, ed 1l lalo I'C comune;
onde sard la perpendicolare F'H uguale alla perpendico-
jare IFK [I, 261. Si dimostrerd cziandio che ¢iascuna
delle FIL, F}, FG ¢ uguale alt’ una e I altra delle F'H,
FK: adanque le cinque linee rette F'G, FIl, F'K, FL,
FM sono fra loro uguali; e pero il cerchio descritto
dal centro F', cell’intervallo di una di esse, passeri
per i punli &, H, K, L, M ¢ sard tangenle in essi alle
linee rette AR, BC, CD, DE, EA, percioccheé gli angoli
in ¢, H, K, L, M sono retti [IiI, 16]. Adunque nel dato
pentagono equilalero ed equiangolo si & inscritfo un
cerchio: 1l clie bisognava fare.



LIBRO QUALTO. 149

PROPOSIZIONE XIV.

PROBLEMA.

Ad un dato pentagono equilatero ed equian-
golo circoscrivere un cerchio.

Sia A BCDE il dato pentagono equilatero ed equian-
colo; bisogna ad esso circoscrivere un cerchio.
Seghisi per metd colle linee
retle CF, FD ciascuno degl an- ,/-;‘—%’?ﬁ---__\
goli BCD, CDE, ¢ dal punto I, nel LR
quale s incontrano, tirinsi le FI, B!f-_-'

FA, FEa punti I, 4, E. |t AN
» A 4 .
Come nell’antecedente propo- N /
sizione, si dimosirerd che clascuno D

degh angoli CBA, DAE, AED

¢ secalo per meta dalle linee rette BF, FA, FI': e perche
I" angolo BCD ¢ uguale ali’ angolo CDE | ¢ I angolo FCD
¢ la metd del’angolo BCD, e "angolo CDF lu meld
dell’ angolo CDE, sard U angolo FCD ugueale all’ an-
colo CDF, onde il lalo CF ¢ uguale al lato FD. §i di-
mostrera parimente che ciascuna delle FB, FA, FE ¢
vguale a ciascuna delle FC, FD. Adunque le cinque li-
nee rette FA, FB, IFC, FD, FFE sono ira loro uguali:
onde dal centro F coll’ intervallo d1 una di esse descri-
vendosi un cerchio, questo passeraper i punti A, B,C D)E.
Adunque al dato pentagono equilatero ed equiangolo si
¢ circoscritto un cerchio: il chie bisognava fare.

Elementi & Euclide. 1l
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PROPOSIZIONE XYV.

PROBLEMA.

In un dato cerchio inscrivere un esagono equi-
latero ed equiangolo.

Sia ABCDEF il cerchio dato; bisogna in esso in-
scrivere un esagono equilatero ed equiangolo.
Trovisi il centro G del cer-

chio ABCDEF, e tirisi il diame- //74“
(ro AGD; e dal centro D col F\G ’i}
I"intervallo DG descrivasi il cer- {[ o N
chio EGCH; e condolle EG, C, X e
prolunghinsi ne punti B, F, e e
lirinsi 4B, BC,CD,DE,EF, FA. S apd

Dico che I’ esagono ABCDEF ¢ -

equilatero ed equiangvlo.
Essendo il punto & centro del cerchio ABCDEF,

la GE sard uguale alla GD; ¢ perche D e cenltro
del cerchio EGCH, anche la DE sard uguale alla DGy
onde il triangolo EGD ¢ equilatero, e pero 1 tre
angoli di esso EGD, GDE, DEG sono uguali fra
loro, perciocche gli angol: che sono alla base dei Lrian-
goli isosceli sono uguali. Ma la somma dei tre angoli
del triangolo ¢ uguale a duec retti: adunque 1’angolo
EGD & la terza parte di due relli. Dimosireremmo
anche che DGC ¢ la terza parte di due retti; e percheé
la somma degli angoli EGC, CGB ¢ uguale a due
retti [I, 13], sard il rimanente CG B la terza parte di
due retti; onde gli angoli EGD, DGC, CGB sono fra loro
uguali. Ma gli angoli BG4, AGI, FGE sono uguali agli
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angoli EGD, DGC, CGB [I, 15]; dunque i sei angoli
EGD, DGC, CGB, BGA, AGF, FGE sono fra loro
uguali: e siccome gli angoli al centro uguali insistono
sopra archi eguali, saranno i sei archi 4B, BC, CD, DE,
EF, FAfra loro eguali [Ill, 26], ed eguali pure le corde
ad essi soltese {liI, 29|, e pero I' esagono ABCDEF ¢
equilatero. Dico che & inoltre equiangolo. Perciocche es-
sendo I’ arco AF uguale all’arco ED, pongasi I ar-
co ABCD comune; sard tutto I'arco FABCD uguale a
tutto I’ arco EDCBA, e |’ angolo FED che insiste sopra
I'arco FABCD eguale all’ angolo AFE che insiste sopra
I"arco EDCBA. S1 dimosireranno ancora gli altri angoli
dell’ esagono ABCDEF uguali all’uno e 1’ altro di essi
AFE, FED: onde | esagono ABCDEF ¢ equiangolo. M:
si ¢ dimostrato che & equilatero, ed & inscritio nel
cerchio ABCDEF: adunque nel dato cerchio si ¢ in-
scrilto un esagono equilatero ed equiangolo, il che bi-
sognava fare.

COROLLARIO.

Di qui é chiaro che il lato dell’ esagono ¢
uguale al raggio del cerchio. E se per i punti A,
B, C, D, E, F si tireranno le rette tangenti al
cerchio, sard circoscritto al cerchio un esagono
equilatero ed equiangolo, 1n virtu delle cose dette
pel pentagono; e similmente dato un esagono equi-
latero ed equiangolo, Inscriveremmo e circoscri-
veremmo ad esso un cerchio, come si ¢ fatto nel
pentagono.



152 GLI ELEMENTI D’ EUCLIDE.

PROPOSIZIONE AVI.
PROBLEMA.

In un dato cerchio inscrivere un pentedeca-
cono equilatero ed equiangolo.

Sja ABCD il dato cerchio; bisogna in esso inscri-
vere un pentedecagono eqnilatero ed equiangolo.

Adattist nel cerchio ABCD 1l A
lato AC de! (riangolo equilatero s
inscritto in esso[VL2].edillatoAB =7 7 N\
del pentagono equilatero ed equian- r, | /i‘f
golo [IV, 11]. Di quelle parti delle =\ - S
quali I'intiera circonferenza ABCD é’\_ R ;D
ne conliene 15, ’arco ABC, essen- RS
done la terza parle, ne conterra o, R
¢ Varco A, che ¢ la quinta parte, ne conterra 3; dungue
la differenza BC ne contiene 2. Seghist | arco BC per
mezzo nel punto E, onde 'uno ¢ Paltro degli archi BE,
EC sarid la quindicesima parte della circonfercnza A BCD.
Dunque, adattando successivamente nel cerchio ABCD
delle corde uguali alle congiungenti BE, FC sari inscritto
in esso un peutedecagono equilatero ed equiangolo: il
che bisognava fare.

Simigliantemente alle cose dette pel pentagono, s¢
nci punti di divisione del cerchio tireremo le rette ad esso
tangenti, si circoscrivera al medesimo un pentedecagono
equailatero ed equiangolo : ed oltre a questo, come nel
pentagono, potremo in un dato pentedecagono equild-
tero ed equiangolo inscrivere e circoscrivere un cerchio.

NN
\
pY
/

e
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Esexrcizi.

= 1. Adattare in un cerchio una linea retta di lunghezza
data e che passi per un dato punto.
~ 2, Tirare un diametro di un cerchio, che sia distante di
una lunghezza data da un dato punto.

- 3. Il quadrato del lato di un triangolo equilatero inscritto
in un cercliio ¢ triplo del quadrato del lato dell” esagono re-
volare inscritto nel medesimo cerchio. (7)

—~ 4. Un triangolo equilatero ¢ inscritto in un cerchio, e
sono condotte per i suol vertici le tangenti al cerchio; dimo-
strare che queste formano un triangolo equilatero eguile a
quattro volte il primo {riangolo.

~ 3. Dimostrare che si puo descrivere una circonferenza che
passi per 1 centrl di quattro cerchi, ciascuno dei quali sia
tangente a un lato e al due adiacenti prolungati, di un qua-
drilatero.

—~ 6. La somma dei diametri dei due cerchi, uno inscritto
¢ D'aliro circoseritto a un triangolo rettangolo, ¢ eguale alia
somma del due cateti.

= 7. La perpendicolare abbassata dal vertice alla base di un
triangolo equilatero e eguale al lato di un triangolo equila-
tero inscritto in un cerchio 11 cul diametro é la base.

= 8. Inscrivere un quadrato e un cerchio in un dato qua-

drante. (7)

- 9. Trovare 1 centri dei tre cerchi, ciascuno det quali &
tangente a un lato ¢ al prolungamento degli altri due di un
triangolo; e dimostrare che la retta, che conglunge due qua-
lunque di questi centri, ¢ perpendicolare alla retta che con-
giunge 1l centro del cerchio inscritto al triangolo col vertice
compreso tra essl.

(*: Un poligono dicesi regolare, se é equilatero ed equiangolo,
(77) Quadrante & la quarta parte del cerchio.
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= 140. La bisettrice di un angolo di un triangolo inscritto in
un cerchio taglia la circonferenza in un punto equidistante
dalle estremita del lato opposto all’angolo bisecato e dal cen-
tro del cerchio inscritto.

-~ 14. ABCD & un rettangolo: se nel triangolo ABC sia
inscritto un cerchio, e siano E, F i punti di conlatto di
questo col lati AB, B(, e si tirino FGH, FGK parallele
ad AD, CD, il rettangolo HK sara eguale al gnomone AFH,
— 12, Il luogo dei centri dei cerchi inscritti nei triangoli
rettangoli che hanno la stessa ipotenusa, & I’arco del qua-

drante descritto sopra la ipotenusa comune.
— 413. Se in un triangolo qualunque ABC, la retta AD bi-

seca I’ angolo A e taglia BC in D, e si tira dal centro O del
cerchio inscritto la OF perpendicolare a BC, I’ angolo BOE

sara eguale all’ angolo COD.
~ 14. Inscrivere un quadrato in un dato triangolo rettan-

golo e isoscele.

-~ 15. Descrivere una circonferenza tangente a un dato
cerchio e che passi per due punti dati; e dimostrare che di
tutte le rette condotte dai due punti a un punto della parte
convessa della circonferenza del dato cerchio, quelle condotte
al punto di contatto faranno il massimo angolo.

-~ 16. Un esagono regolare inscritto ¢ */, di quello eirco-
scritto al medesimo cerchio.

- 17. Sopra una retta data come diagonale descrivere un

rombo, che abbia due dei suoi angoli.doppi degli altri due.
Quindi mostrare come si pud trisecare un angolo retto.
~ 18. Dati I’ angolo al veriice, la bisettrice di questo an-
volo, e la differenza della base e della somma dei lati; eco-
struire il triangolo.

— 19. Tirare dal vertice deli’ angolo ottuso di un dato trian-
volo una retta alla base, in modo che il suo quadrato sia
cguale al rettangolo contenuto dai segmenti della base.
= 20. I centri dei cerchi inscritto e circoscritto a un trian-
volo equilatero coincidono, e il diametro di uno ¢ doppio di

quello dell’ altro.
21. La retta che congiunge i centri del cerchio inseritto
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e di quello circoscritto a un triangolo, sottende a ciascuno dei
vertici un angolo eguale alla semidifferenza degh altri due
a{lgoli del triangolo.

< 22, Dati ghi angoli di un triangolo e il raggio del cerchio
inscritto; costruire il triangolo.

23. Dati I’ angolo al vertice di un triangolo, e i raggi
del cerchio inscritto e circoscritto; costruire il triangolo.

24. Porre in un dato cerchio otto cerchi tangenti tra loro
e al cerchio dato.

25. Le rette che congiungono i vertici alterni, o le inter-
sezioni dei lati alterni, di un pentagono regolare, formano
un altro pentagono regolare.

26. Sopra una data retta descrivere un ottagono regolare.

27. Inscrivere in un dato cerchio un rettangolo eguale &
un dato poligono.

28. L’ ottagono regolare inscritto in un cerchio é eguale
al rettangolo contenuto dai lati del quadrati Inscritto e circo-

scritto.
29. Inscrivere un quadrato nello spazio compreso da due

cerchi eguali che si tagliano.
-~ 30. Inscrivere un cerchio in un rombo dato.

31. ABCD ¢ un quadrilatero inscritto in un cerchio:
prolunghiamo AD, BC fin che s’incontrino in L'; da un
punto qualunque F di DE tiriamo FH parallelaa BE, chein-
contri (D 1n H, e conduciamo I'D chie tagli la circonferenza
in G: dimostrare che GII tagliera di nuovo la circonferenza
in un punto fisso K.

32. Inscrivere un triangolo equilatero in un dato qua-
drato, con un vertice nel mezzo di un lato, e poi con un
vertice in un vertice del quadrato.

33. Inscrivere in un dato quadrato il quadrate minimo.

34. Descrivere una circonferenza che passi per un ver-
tice e sia tangente a due lati di un dato. quadrato.

35. Nella figura (Euce., IV, 10) dimostrare che AC ¢
il lato di un decagono regolare inscritto nel cerchio maggiore
e di un pentagono regolare inscritto nel minore.

3€. Nella figura (Evcr., 1V, 10), prolungata DE fino
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all’incontro col cerchio in F, I' angolo ABF sari triplo del-
1"angolo BFD.

37. Se ABCDE ¢ un pentagono regolare, la somma de-
gh angoh ABE, BCA, GDB, DEC, EAD sari eguale a
due retti.

38. Dato un pentagono regolare, descrivere un triangolo
che gli sia eguale ed abbia la stessa altezza.

39. Se si tirino in un pentagono regolare due diagonali
che si taglino tra loro, 1 segmenti maggiori saranno eguali a
un lato del pentagono.

40. Dividere un angolo retto in cinque parti eguali.

41. T lati opposti di un esagono regolare sono paralleli ;
¢ se due lati di un esagono inscritto sono paralleli a due al-
trl lat1, saranno paralleli anche i rimanenti.

42, Inscrivere un esagono regolare in un dato triangolo
equilatero e confrontarne la grandezza con quella del triangolo.

43. Inscrivere un decagono regolare in un dato cerchio,
¢ dimostrare che ¢ eguale al quadrato di un lato del trian-
golo equilatero inscritto nello stesso cerchio.

4%. Due lati alterni AB, ¢D di un poligono regolare
prolungati s’incontrino in L dimostrare che la figura AECO,
essendo O 1] centro del poligono, pud essere inscritta in un
cerchio,

45. Dato un poligono regolare inscritto in un cerchio:
mostrare come sl pud inscrivere e circoscrivere allo stesso
cerchio un altro poligono regolare di un doppio numero di lati.

46. Se It ed » siano 1 raggi dei cerchi inscritto e circo-
scrifto a un poligono regotare, ed 1Y, + i raggi corrispondenti
del poligoni regolari dello stesso perimetro e di un numero
doppio di lati, dimostrare che » ¢ eguale alla semisomma
di £ ed r, e che il quadrato di ' ¢ eguale al retiangolo con-
tenuto da It ed »'.

47. Se da un punto qualunque preso dentro un poligono
regolare di » lati si tirino le n perpendicolari ai lati, la sonyma
di queste sara eguale ad n volte il raggio del cerchio inscritto
al poligono. Come si pud far comprendere a questo teorema
anche 1l caso in cui il punto & preso fuori del poligono?
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48. Se dai vertici di un triangolo equilatero si tirino
rette parallele tra loro (ordinate) fino ad una retta data
fuori del triangolo, la somma di queste ordinate e quella delle
ascisse (cioé del segmenti della retta data compresi fra le or-
dinate ed un punto preso fuori di esse) saranno rispettivamente
eguali a tre volte I’ ordinata e 1’ ascissa del centro del cerchio
inscritto al triangolo. Dimostrare che questo ¢ vero anche di
un poligono regolare qualunque, e splegare come si possa
far comprendere a questo teorema anche il caso in cui la
retta data tagh la figura, e il punto fisso sia situato comunque
sopra la retta.

4). Se dai vertici di un triangolo equilatero si tirino le or-
dinate fino ad un diametro del cerchio circoscritto, la ordi-
nata che cade sola da una parte del diametro sara eguale alla
somma delle due che cadono dall’altra parte, e il segmento
del diametro che solo ¢ da una parte del centro, ¢ eguale alla
somma del due che rimangono dall’ altra parte.

00. Se ABC ¢ un triangolo equilatero; e P un punto qua-
lunque di un cerchio concentrico al cerchio circoseritto al
triangolo, la somma del quadrati di PA, PB, P( sara co-
stante; e se ABCP, A'D'C"P' siano cerchi concentrici ed ABC,
A'B (7 triangoli equilateri inscritti, in essi la somma dei qua-
drati di P’A, PB, P'C sard eguale alla somma dei quadrati
di PA, P, PC.

ey b‘r..‘:éﬁ':_:_‘-,.__._
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Detinizioni.

I. Di due grandezze omogenee la minore si
dice parte della maggiore, quando quella misura

questa esatlamente.
II. Di due grandezze omogenee la maggiore sl

dice molliplice della minore, quando quella ¢ mi-

surata da questa esatlamente.
III. Ragione é una scambievole relazione fra

due grandezze omogenee 1n ordine alla loro quan-
lta.

IV. Le grandezze si dicono avere ragione fra
loro quando la minore puod essere moltiplicata in
modo da superare la maggiore.

In altri termini, non vi pud essere ragione che fra
arandezze omogenee e terminate.

V. La ragione di una prima grandezza ad una
seconda sl dice essere uguale a quella di una terza
ad una quarta, quando, prese della prima e della
lerza le ugualmente moltiplicl secondo qualsivoglia
numero, e dellaseconda e della quarta pure le ugual-
mente moltiplict secondo qualsivoglia numero, sc
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la moltiplice della prima é maggiore della molti-
plice della seconda, anche la molliplice della terza
sta maggiore della moltiplice della quarta; se
uguale, uguale; se minore, minore.

VI. Le grandezze che hanno la medesima ra-
cione fra loro si dicono proporzionali.

Quando quattro grandezze sono proporzionali (cioé la
ragione della prima alla seconda sia uguale alla ragione della
terza alla quarta) si suol dire chie la prima ¢ alla seconda co-
me la terza alla quarta.

A. Se piu grandezze omogenee saranno tali
che le ragioni fra la prima e la seconda, la seconda
e la terza, la terza ¢ la quarla e cosi via via sieno
uguali fra loro, quelle grandezze si diranno conii-
nuamente proporzionali.

ViI. Date qualtro grandezze, sc prese le equi-
moltiplici della prima e della terza ¢ le equimolti-
plict della seconda e della quarta, la moltiplice della
prima fosse maggiore della moltiplice della seconda,
¢ la moluiplice della terza non fosse maggiore della
moltiplice della quarta, s1 dird avere la prima alla
seconda maggior ragione che la terza alla quarta.

VIII. Proporzione ¢ uguaglianza di ragioni.

IX. Una proporzione consiste almeno in t{re
termini.

Tre grandezze omogenee sono in proporzione quando
la ragione della prima alla seconda sia uguale alla ragione
della seconda alla terza.

A. Quando tre grandezze sono continuamente
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proporzionali, la prima alla terza si dice avere r¢-
gione duplicala di quella che la prima ha alla se-
conda.

Al. Quando quattro grandezze sono continua-
mente proporzionali, la prima alla quarta si dice
avere ragione triplicata di quella che la prima ha
alla seconda: e cosi di seguito quadruplicate , ecc.

B. Se saranno quante s1 vogliano grandezze
omogenee, la prima all’ ultima si dird aver ragione
composta di quelle che hanno la prima alla seconda,
la seconda alla terza, la terza alla quarta e cosi di
seguito fino all’ ultima.

XII. Di pit grandezze proporzionall s1 dicono
omologhe le antedecenti alle antecedenti, le conse-
guenli alle conseguentl.

Delle seguenti parole si fa uso quando st mutano sia P'or-
dine, sia la grandezza dei termini proporzionall, in modo pe: o
che rimangano ancora proporzionall.

M. Permutaudo o alternando; quando quat-
tro grandezze siano proporzionali, e si conclude es-
sere la prima alla terza, come la seconda alla
quarta. |V, 106.]

XIV. Tnvertendo: quando quallro grandezze
siano proporzionali, e si conclude esserc la se-
conda alla prima, come la quarta alla terza. [V, .|

XV. Componendo: quando quattro grandezze
slano proporzionall, e si conclude essere la somma
della prima e della seconda alla seconda, come la
somma della terza e della quarta alla quarta. [V, 18.]
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XVI. Dividendo: quando quattro grandezze
siano proporzionali, e si conclude essere l'eccesso
della prima sulla seconda alla seconda, come I’ ec-
cesso della terza sulla quarta alla quarta. [V, 17.]

XVII. Convertendo: quando quatiro grandezze
slano proporzionali, e sl conclude essere la prima
all’ eccesso della prima sulla seconda, come la terza
all’ eccesso della terza sulla quarta. [V, E.]

AVIH. Per ugualita (ex equaly): quando, es-
sendo date parecchie grandezze ed altre grandezze
in numero uguale ed alle prime ordinatamente pro-
porzionali, si conclude essere, nelle prime gran-
dezze, la prima all’ ultima come, nclle seconde
grandezze, la prima all’ ultima.

Di questa definizione sono casi particolari le due seguen-
ti, e nascono dal diverso modo col quale si prendono le gran-
dezze, a due a due.

XIX. Per ugualita in proporzione ordinata:
quando, essendo date due serie di grandezze e
sia, nelle prime grandezze, la prima alla seconda
come, nelle seconde grandezze, la prima alla se-
conda; e sia ancora, nelle prime grandezze, la
seconda alla terza come, nelle seconde grandezze,
la seconda alla terza; e cosi di seguilo: e si con-
clude essere, nelle prime grandezze, la prima
all’uitima come, nelle seconde grardezze, la pri-
ma all’ ultima. [V, 22.]

XX. Per ugualila in proporzione perturbala :
quando, essendo date, come dianzi, due seric di




LIBRO QUINTO. 165

grandezze in numero eguale, e sia, nelle prime
grandezze, la prima alla seconda come, nelle se-
conde grandezze, la penultima all’ ultima, e sia an-
cora, nelle prime grandezze, la seconda alla terza
come, nelle seconde grandezze, la terzultima alla
penultima; e cosi di seguito: e si conclude essere,
nelle prime grandezze, la prima all’ ultima come,
nelle seconde grandezze, la prima all’ultima. [V,23.]

Assiomi.

I. Le grandezze equimoltiplici della medesima
grandezza o di grandezze uguali sono uguali fra
loro.

II. Le grandezze, delle quali una medesima
grandezza ¢ equimoltiplice o delle quali grandezze
uguall sono equimoltiplici, sono uguali fra loro.

III. La moltiplice della grandezza maggiore ¢
maggiore della equimoltiplice della grandezza mi-

nore.

IV. Di due grandezze, delle quali si siano
prese le equimolliplici, quella ¢ maggiore della
quale I’ equimoltiplice é maggiore.

ere— —

PROPOSIZIONE 1.

TEOREMA,

Se quanle grandezze si vogliano siano equi-
moltiplicl d1 altrettante grandezze, ciascuna di cia-
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scuna, quanie volte una ¢ moltiplice della sua
corrispondente, tante volte la somma delle prime
sara moltiplice della somma delle seconde.

Siano quante grandezze si vogliano A, CD, equi-
moltiplici di altretlante grandezze E, F, ciascuna di
ciascuna; dico che quante volte &
la AB ¢ molliplice della E, tante
volte la somma delle AB, CD sara | '
moltiplice detla somma delle E*F. | e

Immperocche¢, essendo la AB |
moltiplice della I come la CD ¢
moltiplice della F, quante gran-
dezze sono nella AR uguali alla E,
tante saranno nella €D uguali alla F. Siano AG, 8
nella AB parti uguali alla E; e nella €D siano CH, HD
parti nguali alla F; sard il numero delle CH, HD uguale
al numero delle AG, GB. E poiché¢ la Af; & uguale
alla £ ¢ la CI alla F, sard la somma delle AG, CH
uguale alla somma delle E, F: cosi pure, poich¢ la GB
¢ uguale alla E e la HD alla I, sard la somma delle G5,
HD uguale alla somma delle E, F. Quante grandezze
adunque sono nella AD uguali alla F, altrettante saranno
nella somma delle AB, CD uguali alla somma delle E, F;
e perd quante volte la AB ¢ muoltiplice della E, tante
volle la somma delle AB, CD sard moltiplice della
somma delle E, F. Adunque se quanle grandezse st v0-
gliano, ecc. c. d. d.

B E D F
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PROPOSIZIONE 1.

TEOREMA.

Se la prima grandezza sia moltiplice della se-
conda come la terza della quarta, e la quinta sia
moltiplice della seconda come la sesta della quarta;
saranno anche la prima e la quinta insieme mol-
tiplici della seconda, come la terza e la scsta in-
sieme sono moltiplici della quarta.

La prima AR sia molliplice della seconda € come
[a terza DE della quarta F; e la quinta BG sia molti-
plice della seconda C come la se-
sta EH della quarta F: dico che la
prima e la quinta insieme (A &) song -
moltiplici della seconda C come la :
terza e la sesta insieme (DI sono L
moltiplici della quarta F. ' ;

Imperocche, essendo la ABL |
moltiplice della € come la DE
della F, quante grandezze sono “
nella 4B uguali alla €, tante saranno nella DE uguali
alla F: per la medesima ragione, quante grandezze
sono nella BG uguali alla C tante saranno nella EH
uguali alla F. Quante grandezze adunque sono in futta
la AG uguali alla C, fanle saranne ancora in (ulla
la DH uguali alla F: ¢ perd gquante volte la 4G ¢ mol-
tiplice della €, tante volte la DH sard moltiplice della F.

Adunque se la prima, ecc. ¢. d. d.
Elementi d’ Iuclide. 12

C i1 I
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CONOLLARIO.

Da c¢i0 ¢ manifesto che se quante si vogliano
grandezze AB, BG, GH sono
moltiplici della stessa € ed al- |
trettante DE, EK, KL sono 4 -
rispettivamente  equimoltiplici - *
della stessa F, sard la somma
delle prime, cio¢ la AH, mol- .
tiplice della €, come la somma ¢
delle scconde, ciod la DL, & i 5'
moltiplice della F. -

-B

PROPOSIZIONE 1IT.

TEOREMA.

S>e la prima grandezza sia moltiplice della
seconda come la terza della quarta, e si prendano
le equimoltiplici della prima e della terza; queste
ancora saranno cquimoltiplici, I'una della seconda
¢ I"altra della quarta.

La prima A sia moltiplice della seconda I3, come 12
terza C della quarta D; prendansi le EF, GH equlmol
tiphei delle 4, C; dico essere n
la EF moltlphce della B come ¢
la (H della D,

Imperocche, essendo la EF
moltiplice della A come la GH
della €, quante grandezze sono
nella EF uguali alla 4, tante -
saranno ancora nella GH uguali £ 4 1 ¢ ¢ b
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alla C. Siano nella EFle grandezze EK, KF le parti eguali
alla A; ¢ nella GII le grandezze GL, LH le parti eguali
alla C: sard il numero delle EK, KF uguale al numero
delle GL, LK: e siccome & la A moltiplice della B3,
come ia C della D, saranno le EK, K'F rispeltivamerte
moltiplici della # come le GL, LH lo sono della D;
onde [V, 2, cor.] la somma delle EK, KF, ossia la EF,
sara moltiplice della 1 come la somma delle L, LH,
ossia la GH, ¢ molliplice della D. Adunque se la pri-
ma, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE TV,
TEORLEMA.

Se di quattro grandezze la prima alla seconda
ha la medesima ragione che la terza alla quarta,
ancora le equimoltiplici della prima o della terza
paragcnate colle equimoltiplict della seconda e
della quarta, secondo qualsivoglia moltiplicazione,
avranno fra loro la medesima ragione.

La prima A alla seconda B abbia Ia medesima ra-
gione che la terza C alla quarta D: prendansi le E, F

e o . s e S N ol
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equimoltiplici delle 4, €; e le G, H in qualunque allro
11odo equimoltiplici delle B, D: dico essere come la E
alla G cosi la F alla H.

Imperocche, prendansi di nuovo le K, L equimol-
tiplici delle E, F; e le M, N equimoltiplici delle ¢, H.
Riccome la E & moltiplice della 4 come la F della C,
¢ si sono prese le K, L equimoltiplict delle E, F, sara
la K moltiplice della A come la L della C[V, 3]. Per la me-
desima ragione ¢ la M moltiplice della B come la N della D.
E perche come la A4 alla B cosi ¢ la C alla D; e si sono
prese le K, L certe equimoltiplici delle 4, €, ele M, N
certe altre equimoltiplici delle B, D; se la k' & mag-
ciore della M anche la L sara maggiore della N, se uguale,
uguale ; se minore, minore [V, def. 5]. Ma sono l¢ K, L
equimoltiplict qualsivogliano delle E) F; e le M, N,
pure qualsivogliano equimoltiplici delle &, H: come
dunque la E alla (7 cosi sard la F alla H [V, def. 5]:
ande se la prima alla seconda, ecc. c. d. d.

COROLLARIO.

Similmente, se la prima alla seconda ha la
medesima ragione che la terza alla quarta, anche
le equimoltiplici qualsivogliano della prima e della
terza avranno alla seconda ed alla quarta la mede-
sima ragione: e¢d ancora la prima e la terza avranno
la medesima ragione alle equimoltiplici qualsivo-

cliano della seconda e della quarta.
. v
e " _i,(;‘

‘. 7,
N . B
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PROPOSIZIONE V.

TEOREMA.

Se una grandezza d’ un’ altra grandezza ¢
moltiplice ngualmente che una grandezza sottraita
dall’ una di una grandezza sottratta dall’ altra, sard
la rimanente moltiplice della rimanente come tutta
di tutta.

La grandezza AB sia moltiplice della grandezza Ci)
come la grandezza AE sottralla dalla prima ¢ moltiplice
dellagrandezza CF sottratta dallase- G
conda: dico essere la rimanente EB
moltiplice della rimanente FD co- A
me ¢ tutta la AB di tutta la CD.

Imperocche, si faccia la AG i G
moltiplice della FD come la AE .
della CF: sard adunque AE mol-
tiplice della CF come EG della CD b
LV, I]. Ma come la AL della CF cosi si & supposta la AR
moltiplice della €D : sono adunque la AB e la EG equi-
moltiplici della stessa CD, onde sard [V, ass. 1] la EG
uguale alla AB. Tolgasi la AE comune ; sard la rima-
nente Afs nguale alla rimanente EB: e poiche la AE &
moltiplice della CF come la AG della FD; ed ¢ la AG
uguale alla £B - sard la AE moltiplice della CF come
la B della FD. Ma la AE ¢ moltiplice della CF come
la AB della €D, sari dunque la EB moltiplice della FD
come la AL della €D: laonde se una grandezza, ece. c. d.d.

-

D
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PROPOSIZIONE V1.

TEOREMA.

Se due grandezze siano equimoltiplici di due
altre grandezze e da quelle si soltraggans grandezze
cquimoltiplici di queste, saranno le rimanenti o
uguali a queste o di queste equimoltiplici.

Le due grandezze AD, CD siano equimoltiplici delle
due grandezze E, F; ¢ si sollraggano dalle AB, CD le
grandezze Afr, CH equimoltiplici
delle stesse E, F: dico le rima- I
nenti GB, IID cssere o uguali |
alle E, F, o delle E, F equimolti- .
plici. LIS T

Imperocche, sia primieramen- ., . &
te la B uguale alla E; dico esscre
ancora la HD uguale alla F. Pon-
zast la CK uguale alla F; e poiche la AG: della ' ¢ mol-
tiplice ugualmente che la €l della F, ed ¢ la G uguale
ala E, e la CK uguale alla £, sard la AR della E
ugualmente moltiplice che la KI della . Mala AB e
della £ ugualmente moltiplice che la €D della I, onde
la KH e la €D sono eqaimoltiplici della stessa F': sari
dunque la HK uguale alla CD [V, ass. 1. Tolgasi la CII co-
mune; sara la rimanente K€ uguale alla rimanente HD:
ma la K€ ¢ uguale alla F, onde sard ancora la I1D uguale
alla . Adunque sc la GB ¢ uguale alla E la HD ¢
uguale alla 7.

Ora sia la ¢B moltiplice della E; sard anche la HD
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equimoltiplice della F. Imperocche prendas: la CK mol-
tiplice della &' come ¢ la GB del- -

la E; e perché la 4G della E ¢ = |

moltiplice ugualmente che la CII'

della F; e la 6B della E ¢ molti-

plice ugualmente che la CK della I}

sara [V, 2] la 4B della E ugual-

mente moltiplice che la KII del- &
la F. Mala AB della £ ¢ ugual- | ]
b D £ e

niente moltiplice che la €D delia I
dunque la HK ¢ la €D sono equimoltiplici della stessa F,
onde sard la €D uguale alla JIK. Tolzasi la CH comu-
ne; sard la rimanente CK uguale alla rimancnte HD:
e siccome la GB ¢ molliplice della F come la CK
della I, ed ¢ CK uguale alla IID, sard HD moltipiice
della I come la GB ¢ moltiplice della E. Adunque se
due grandezse, ece. ¢. d. d.

r————

PROPOSIZIONE VIL

TLEORLEMA.

Le grandezze uguali alla medesima grandezza
hanno la medesima ragione; ¢ la medesima gran-
dezza alle grandezze uguali ha la medesima ragione.

Siano le A, B grandezze uguali, ¢ la € un’alira
srandezza: dico I una e D allra delle grandezze 4, B
averc la medesima ragione alla
crandezza C; e la grandezza C 1
avere la medesima ragione alluna » 4
¢ all’ altra delle 4, B. o

Imperocche, si prendano del- 72 & ¢ p
le 4, B le equimoltiplici D, E; ¢ ?
prendasi purc la F in qualunque [
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altro modo moltiplice della €. Perche dunque la D ¢ mo}-
tiplice della 4 come la E della B, ¢ la A & uguale
alla B, sarid la D uguale alla E. [V, ass. 1]: dunque se
la. D ¢ maggiore della ', anche la E sard maggiore
della F: se uguale, uguale; se minore, minore: e sono
le D, E cquimoltiplici delle 4, B, e la F in qualunque
altro modo moltiplice della €: onde come la 4 alla €
cosi sard la B alla € [V, def. 5].

Dico inoltre avere la € la medesima ragione all’ una
e all’ altra delle 4, B. Imperocche, fatte le medesime
cose, dimostreremmo ancora essere la D uguale alla E;
onde se Ia F ¢ maggiore della D, sard ancora la F mag-
giore della E; se ¢ uguale, uguale; se minore, minore:
ma la F ¢ moltiplice della €, ele D, E sono in qua-
lunque altro modo equimoltiplici delle 4, B; dunque
come la Calla A cosi sard la € alla B [V, def. 5]. Laonde
le grandezze uguali, ece. c. d. d.

PROPOSIZIONE VIIL.

TEOREMA.

Di due grandezze disuguali la maggiore ad
una medesima grandezza ha maggior ragione che
la minore; e la medesima grandezza alla arandezza
minore ha maggior ragione che alla maggiore.

Siano le AB, BC grandezze disuguali, e sia AB la
maggiore: D un’ alira grandezza qualunque: dico la 42
avere alla D maggior ragione che la BC: ¢ la D avere
alla BC maggior ragione che alla AB.
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Se quella delle due grandezze AC, CB, che non @
maggiore dell’ altra, non sia minore della D, prendansi
di esse AC, CB le grandezze dop- E
pie EF, FG come nella prima
figura. Se poi quella delle due

grandezze AC, CB, che non & ;s
maggiore dell’ altra, ¢ minore j_c

!

defla D (come nell’altra figura),
essa moltiplicata opportunamente ¢ B
potra superare la D: si moltiplichi
finche diventi maggiore della D, |
e quante volte ¢ stata essa molti- |
plicata altrettante volte si moltipli- | |
chi I' altra; e sia EF la molteplice
della AC, G I’ equimoltiplice della
CL:; onde le EF, G saranno entrambe maggiori della D.
In ogni caso poi prendansi la H doppia della D, la &
tripla, ¢ cosi di seguito finche si E
ollenga quclla moltiplice della D,
che per la prima ¢ maggiore . p
della FG. Sia dessala L, esiala K =
quella moltiplice della D che ¢ im- @
mediatamente minore della L. I |

Poiche la L ¢ fra le moltiplici ¢ B
della D quella che per la prima ¢ £ & I
maggiore della F'fz, non sari la K | ‘ '
maggiore della I°¢;. e perd non [
sara la I'(x minore della K- ed es- |
sendo la EF moltiplice della AC |
come la Fés della OB, sard la Fe7 moltiplice della CB come
la Eir della AB [V, 7]: ¢ pero le EG, FG sono ugual-
mente moltiplici delle AL, CB. Fu poi dimostrato es-
sere la I'G non minore della K, e per costruzione ¢
la. EF maggiore della D: sara adunque tutta la EG
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maggiore della somma della K ¢ della D. Ma quesla
somma non ¢ che la L; pertanto la EG ¢ magglore
della L. Ora la F& non ¢ maggiore delfa L, ¢ le EG, IFG
<ono equimoltiplici delle AB, BC, e la L ¢ una certa
moltiplice della D : laonde |V, def. 7] la AB alla D
avri maggior ragione che la BC alla stessa D.

Inoltre la D haalla BC maggior ragione che alla 4B.
imperocche, fatte le medesime costruzioni, st dimo-
strerd essere la L maggiore della F(7 ¢ non maggiore
della EG: ed ¢ la L moltiplice della D e sono le FG, EG
equimoltiplici delle BC, ABR. Avri dunque la D maggior
ragione alla BC che alla AB [V, def. 7. Perlanlo di
lue grandezze disuquali, ecc. ¢. G. d.

PROPOSIZIONE 1IN,

TLOREMA.

Quelle grandezze che alla medesima grandezza
sanno la medesima ragione sono ugualt fra loro:
¢ quelle alle quali la medesima grandezza ha la
nicdesima ragione sono pure fra loro uguall.

L’una e 1'altra delle grandezze 4, B abbia alla
srandezza C lz medesima ragione: dico la A essere
aguale alla B.

Imperocche, se 4 non & uguale
a B, una di esse sard maggiore del- 1‘ b
I’altra; sia 4 la maggiore. Allora (come f
in 'V, 8) visaranno certe grandezze D, ¢
E equimoltiplici delle 4, B ed una |
cerla grandezza F moltiplice della ¢ 5,
in modo che D sia pit grande di F, |
ma £ non maggiore di /. Poiclic 4 ¢ a € come B a C,



LIBRO QUINTO. 179

¢ sl sono presc certe grandezze D, E equimoltiplici
delle 4, B, ed una certa grandezza F' moltiplice di C,
¢ poich¢ D ¢ maggiore di F', anche E dovrebbe essere
maggiore di F' [V, def. 5]. Ma £ non ¢ maggiore di F;
dunque ¢ impossibile chic 4 ¢ B non siano uguali.

Abbia ora la € all’una e all’altra delle 4, B la me-
desima ragione: dico ancora la 4 essere uguale alla B.

Perché, s¢c A non & uguale a B, una di esse ¢ mag-
giore dell’altra: sia A la maggiore. Allora (come in V, 8)
vl sard una certa grandezza F moltiplice di C, e vi sa-
ranno certe grandezze D, E equimoltiplici delle 4, b,
in modo che F sia maggiore di £ ma non maggiore
di D. Ora, poich¢ € & a B come Cad 4, ed I molti-
plice della prima € ¢ maggiore di E moltiplice della se-
conda B, dovrebly essere [V, dej. 5] F moltiplice della
terza C maggiore di D moltiplice della quarta A. Ma non
¢: dunque € impossibile chie le 4 e B non siano uguali.
Laonde quelle grandezse, ecc. c. d. d.

ROPOSIZIONE X,

TEOREMA.

Delle grandezze, che hanno ragione alla me-
desima grandezza, quella che ha magglor ragione
¢ maggiore: ¢ quella, alla quale la medesima ha
ragione niaggiore, ¢ minore.

La 4 alla C abbia maggior ragione che la & aila C:
dico la 4 essere maggiore della B.

Imperocchie, avendo A maggior ragione a € che B
a C, vi sono [V, def. 7] certe grandezze D, E cqui-
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moltiplici delle 4, B, ed una certa
crandezza F moltiplice di C, in modo
che D sia maggiore di F, ma E non
maggiore di F; onde sari D maggiore
di £. Ma D, E sono cquimoltiplici
delle A, B; dunque [V, ass. 4] 4 &

maggiore di B.
Ora la C abbia alla B maggior ra-

gione che essa medesima C alla 4, dico essere la B

minore della A.
Imperocché vi & una certa grandezza F moltiplice

di €, e vi sono certe grandezze D, E equimoltiplici
delle 4, B, tali che F sia maggiore di E ma non mag-
giore di D; onde E ¢ minore di D. Ma D, I sono
cquimolliplici delle A, B; dunque B & minore di 4.
Laonde delle grandesze, ece. c. d. d.
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PROPOSIZIONE XI.

TEOREMA.

Le ragioni che sono uguali ad una medesima
sono pure ugual {ra di loro.

Sia come la 4 alla &2 cosi la C alla D; ¢ come la €
alla D cosi la E alla F: dico come la A alla B cosi es-
sere la F alla F.

Imperoccheé si prendano delle
4, C, E lc equimoltiplici &, H, K ;
e delle 7, D, F dltre in qualun-
que modo equimoltiplici L, A, N. |
Poiche come la 4 alla B cosi ¢ 4 b
e la € alla D; ¢ si sono prese
le G, Il equimoltiplici delle 4, C, . | )
e le L, M altre equimoltiplici | |
delle B, D;se la G ¢ maggiore # ¢ & U
della L, sard ancora la IT maggiore
della M, sc uguale, uguale; se mi- _
nore, minore. Di nuovo, poiche L
come la C alla D cosi ¢ la E alla ’ |
F, e s1sono prese le H, K equi-
moltiplici delle C, E e le M, N altre equimolliplici
delle D, F; se la H ¢ maggiore della M, sard ancora
la A maggiore della N, se¢ uguale, uguale; se mi-
nore, minore. Ma se la I ¢ maggiore della M, anclhe
la G & maggiore della L, sc uguale, uguale; se minore,
minore; dunque se la & ¢ maggiore della L, anche la &
sara maggiore della N, se uguale, uguale, se¢ minore,
minore. E le G, A sono qualsivogliano equimoltiplici
delle A, Iy e le L, N sono in qualunque altro modo

B
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equimoltiplici delle B, F; onde [V, def. 5] come la 4
alla B cosisarala Ealla F. Adunque le ragioni, ecc.c. d. d.

PROPOSIZIONE A

TEORLEM .

Se la prima di qualtro grandezze alla seconda
ha la medesima ragione che la terza alla quarta,
e sia la prima maggiore della seconda, sara la terza
magcglore della quarta: se uguale, uguale, se mi-
nore, minore.

Imperocche prendansi di tutte le grandezze date le
equimoltiplici, per esempio, le doppic: e se la doppia
della prima sard maggiore della doppia della seconda
sard [V, def. 5] anche la doppia della terza maggiore
della doppia della quarta. Ma se la prima ¢ maggiore
della scconda, sara [V, ass. 8] la doppia della prima
maggiore della doppia della seconda: quindi anche la
doppia della terza ¢ maggziore della doppia della quarla,
e pero la terza ¢ magglore della quarla. Similmente si
dimostrerebbe che se la prima ¢ uguale o minore della
seconda, anche Ja terza sari uguale o minore della
quarta. Adunque se la prima, ecc. c. d. d.

* Le proposizioni segnate con letiere dell’ alfabeto sono tolte dall’ Eu-
clide del Siwsox. Cfr. anche I' Euclide del Corexso, dal quale si sono presi

gli Esercizii.
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PROPOSIZIONE B.

TEOREMA.

Se qualtro grandezze sono proporzionali, au-
che invertendo saranno proporzionali.

Sia Ia 4 alla B come la € alla D: dico essere inver-
samente la B alla A come la D alla C.

Imperocche, prendansi in qua-
lunque modo delle B, D le equi-
moltiplicit I/, I, e delle 4, C le
altre equimoltiplici &, H: ¢ sla -
primicramente la I maggiore del-
la ¢, onde sard la & minore ¢ a4 p E
della E. Poiche come la A allaz ,, . .
cosi ¢ la € alla D, ¢ si sono prese |
delle 4, C le equimoltiplici G, H,
¢ delle B, D le allre equimolli-
plici I, F; ed ¢ la & minore
della E; sard ancora la H minore della F, e perod la F
maggiore della H. Se adunque la E & maggiore della G,
anche la I ¢ maggiore della H. Similmente si prove-
rchbe che se la F fosse uguale alla G sarebbe anche
la I uguale alla H; s¢ minore, minore. Ma le E, F sono
equimoltiplict qualsivogliano delle B, D; e le &, H al-
tre qualsivoglhiano equimolliplici delle A, €: dunque
come la Balla A cosi sardla D alla € [V, def. 5]. Laonde
se quattro grandezze, ecc. ¢. d. d.
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PROPOSIZIONE (.

TEOREMA.

Se la prima grandezza ¢ ugualmente moltiplice,
o la medesima parle della seconda come la terza
della quarta, sard la prima alla seconda come la
terza alla quarta.

Sia primieramente la A moltiplice della B come
la C della D: dico essere la A alla B come la C alla D.

Imperocché, si prendano del-
le A, C le equimoltiplici E, F
qualsivogliano: e delle B, D altre
In qualunque modo equimolti-
plici &, H: e siccome la £ ¢ mol-
tiplice della A come la F della C;
¢ la A & moltiplice della B come
la € della D; sard [V, 3] la E
moltiplice della B come la Fdella D.
Ma sono ancora la &, H equimol- !
tiplici delle B, D: se adunque la E |
sara maggior molliplice della B
che la & della stessa B, sard an-
che la F maggior moltiplice della D
che Ja H della stessa D; se uguale,
uguale; se minore, minore; ¢ pero
se la E sard maggiore della &, ‘
anche la F sara maggiore della H;
se uguale, uguale; se minore, minore. E sono le E, F
in qualunque modo equimoltiplici delle A, C; ele &, H
alire in qualunque modo equimoltiplici delle B, D:
dunque come la A alla B, cosi sara la C alla D. |V, def. 5.]
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Sia ora A la siessa parte di B come C & di D; dico
the A ¢ a Bcome C a D.

Imperocché D & ugualmente moltiplice di A come D
¢ di €; quindi pel caso precedente sard B ad 4 come D
a C; e invertendo [V, B] A & a B come € a D. Laonde
se la prima, ecc. c. d. d.

——

PROPOSIZIONE D.

TEOREMA.

Se é la prima grandezza alla seconda come la
lerza alla quarta: ed ¢ la prima moltiplice o parte
della seconda; sard la terza ugualmente moltiplice
o la medesima parte della quarta.

Sia la A alla B come la € alla D; e sia primiera-
menie la A moltiplice delta Z: dico la € essere ugual-
mente moltiplice della D.

Prendast la E moltiplice del-
la D come ¢ la A della B: sari |
[V, C] come la E alla D cosi la 4 | |
alla B: ma come la 4 alla B cost * #
ta € alla D: sard dunque [V, 11]
come la E alla D cosi la C alla D.
L’ una e I’ altra delle E, C ha dun- ..
que alla stessa D la medesima ragione, onde saria [V, 9]
la C uguale alla E. Ma si e presa la E moltiplice della D
come la 4 é moltiplice della B: come dunque la A &
della B cosi sara la € moltiplice della D.

Orasia A una parte di B, sard C la stessa parte di D.

Imperocche, essendo A a B come C a D, sard in-
vertendo [V, B] B ad 4 come D a C. Ma A & una parte
di B, cio¢ B ¢ moltiplice di A; dunque, pel caso pre-

Elementi d’ Euclide. 13
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cedente, D ¢ ugualmente moltiplice di C, ossia € & la
stessa parte di D come A ¢ di B. Laonde se é la pri-
ma , ece. ¢. d. d.

- ————

PROPOSIZIONE XII.

TEOREMA.

Se quante grandezze si vogliano siano propor-
zionali, come una delle antecedenti ad una delle
conseguentl, cosi sard la somma delle antecedenti
alla somma delle conseguenti.

Siano le 4, B; C, D; E, F; quante si vogliano
grandezze proporzionali: ciog sia come la A alla B, cosi
la C alla D, cosila E alla F: dico
come la A alla B, cosi essere la
somma delle A, C, E, alla som-
ma delle B, D, F. | : |

Prendansidelle 4, C, Ele G, ¢ 4o 1 L
H, K in qualungque modo equi-
moltiplict; e delle B, D, F le al-
tre 1n qualunque modo equimol-
tiplici L, M, N.

Poichiee la A alla Bcomela C
alla D, ecome la Ealla F;esisono ,, .
presele G, H, K equimoltiptici del-
led,C, E, ele L, M, N alire equi-
moltiplicidelle B, D, F; se |V, def. 5] - i 5
la G ¢ maggiore della L, sarh an- £+ £ F N
cora la Il maggiore della M, ela K maggiore delia N;
se uguale, uguale; se minore, minore; onde se la G ¢
maggiore della L, sard ancora la somma delle G, H, K
maggiore della somma delle L, M, N, se uguale, uguale;
se minore, minore. Ma la G e la somma delle G. H, K
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sono qualsivogliano equimoltiplici, Funa della A e I'alira
della somma delle 4, C, E [V, 1]; ela L ¢ la somma
delle L, M, N sono altre in qualunque modo equimol-
tiplict, I’ una della B, 1’ altra della somma delle B, D,
F: come dunque [V, def. 5] la 4 alla B cosi sard Ia
somma delle A, €, E alla somma delle B, D, F. Laonde
se quante grandesse, ecc. c. d. d.

— -

PROPOSIZIONE  XIII.

TEOREMA.

Se la prima grandezza alla seconda abbia Ia
medesima ragione che la lerza alla quarta; e la
terza alla quarta abbia maggior ragione che la
quinta alla sesta; ancora Ia prima alla seconda
avra maggior ragione che la quinta alla sesta.

La prima A alla seconda B abbia la medesima ra-
gione che la terza C alla quarta D ; e la ferza C alla
quarta D abbia maggior ragione }
che la quinta E alla sesta F: dico f
la prima A alla seconda B avere |
maggior ragione che la quinta |
alla sesta F. MooaA BN

Imperocche, avendo la € al-
la D maggior ragione che la E °
alla F, vi saranno [V, def. 7] certe | |
grandezze G, H equimoltiplici ¢ ¢ 1 &
delle C, II, ¢ certe altre gran- -
dezze K, L equimoltiplici delle D,
F, tali che la G sia bensi maggiore
della A, mala H non sia maggiore ; )
della L. Gome poi la G & moltiplice o
della C, prendasi la M molliplice # 1 » |
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della A, e come Ia K ¢ moltiplice della D, prendasi la ¥
moltiplice della B. E perche come la A alla B cosi &
la € alla D, e sisono prese delle A, C le equimolti-
plici M, G, e delle B, D certe altre equimoltiplici X,
K, se la G sard maggiore della K anche la M sarad mag-
ciore della N; se uguale, uguale; se minore, minore.
Ma la G ¢ maggiore della K; dunque ancora la M sard
maggiore della N. Ora la H non & maggiore della L; e
sono le M, H equimoltiplici delle 4, E; ele N, L certe
altre equimoltiplici delle B, F. Avra dunque [V, def. 7]
la A alla B maggior ragione che la E alla F: onde se¢
la prima, ecc. ¢. d. d.

COROLLARIO.

Similménte se la prima grandezza alla seconda
ha maggior ragione che la terza alla quarta, ma la
terza alla quarta abbia la slessa ragione che la
quinta alla sesta, si pud dimostrare che la prima
alla seconda ha maggior ragione che la quinta alla
sesta.

PROPOSIZIONE XIV.

TEOREMA.

Se di quattro grandezze omogenee la prima
sia alla seconda come la terza alla quarta, e sia la
prima maggiore della terza, sar ancora la seconda
maggiore della quarta; se uguale, uguale; se mi-
nore Iminore.

Siano le 4, B, C, D quattro grandezze omogenee,
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¢ come la A alla B cosi sia la € alla D: sia poi la 4
maggiore della C: dico essere an-
cora la B maggiore della D.

Imperocche, essendo la A mag-
giore della C, la A alla B avra
maggior ragione che la € alla
stessa B [V, 8]: ma come la 4 ; ; 5
alla B cosi ¢ la C alla D: dunque :,- |
ancora |V, 13] la € alla D avra +* % ¢ Y
maggior ragioue che la € alla B. Ma di due grandezze
quella a cui la medesima ha maggior ragione ¢ minore
[V, 10}; dunque la D ¢ minore della 2, e pero la B ¢
maggiore della D,

Sia ora la A uguale alla ¢, sara pure la B uguale
alla D. Imperocche, essendo la A alla B come la €
alla D, ed essendo la € uguale alla A, sard la 4 alla &
come la A alla D; e perd la B sard uguale alla D.

Sia per ultimo la 4 minore della €: sard ancora
la B minore della D. Imperocche sara la € maggiore
della A: ed essendo come la € alla D cosi la 4 alla i:,
sard come nel primo caso la D maggiore della B, e
pero la B minore della D. Adunque se d¢ quatiro gran-
dezze, ecc. ¢. d. d.
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PROPOSIZIONE AY.

TECREMA.

Due grandezze hanno fra loro la medesima ra-
cione che hanno le loro equimoltiplict.

Sia la AB moltiplice della € come la DE della F;
dico essere come la C alla F cosi la AL alla DE.

Imperocché, essendo la AB
molliplice della € come la DE
della F, quante grandezze sono . L
nella. AB uguali alla € tante sa- 3
ranno nella DE ugualt alla I, Nella -1 L
AB siano AG, GH, HB le parti | |
uguali alla €, e nella DE sia- ©» ¢ b
no DK, KL, LE le parti uguali alla F, saranno adui-
cue le AG, GH, B in numero uguale alle DK, KL,
LE : ¢ poiche sono fra loro uguali le AG, GH, HB, ed
uguali pure fra loro le DK, KL, LE; come la A
alla DK cosi sard la GH alla KL, e cosi ancora la HB
alla LE [V, 7]. Ma come una delle antecedenti ad una
delle conseguenti cosi ¢ 1a somma delie antecedenti alla
somma delle conseguenti [V, 12]: come dunque la Al
alla DK cosi sard la AD alla DE; mala AG ¢ uguale
alla € e la DK alla F: onde come la € alla F cosi ¢
la AR alla DE. Adunque duz grandesze, ecc. ¢. d. d.

A
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PROPOSIZIONE XV

TEOREMA.

Se quattro grandezze omogenee siano propor-
zionali, ancora permulando saranno proporzionali.

Le quattro grandezze omogenee 4, 7, C, D siano
proporzionali, e sia come la A alla B cosi la C alla Li:

dico essere quelle grandezze anche
permulate proporzionali; cio¢ co-
me la A alla C cosi essere la D
alla D.

Prendansi delle A. I le equi-
moltiplict E, I; ¢ dclle C, D le
altre in qualunque modo equimol-
tiplici &, H.

Poichela E ¢ moltiplice della A
come la F della B; e le parti para-
conate fra loro hanno la medesima
ragionce delle loro equimoltiplici
|V, 15]; sard come la A alla B cosi
la £ alla F: ma come la A alla D cosi

£ A C G

{ D L H

¢ la Calla D; dunque come [V, 11]1a C alla D cosi la I
alla F.Dinuovo, poich¢ le G, H sono equimoltiplici delle C,
D, sara [V, 15] come la € alla D cosi la & alla H; ma
come la C alla D cosi la E alla F; adunque come la F
alla F cosi la (7 alla H. Ma se quattro grandezze omo-
genee siano proporzionall, e 1a prima sia maggiore della
terza, anco la seconda sard maggiore della quarta; se
uguale, uguale, se minore, minore [V, 14]; dunque se
la E sia maggiore della G ancora Ia F sard maggiore
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della H; se uguale, uguale; se minore, minore: ma
sono le E, I equimoltiplici delle A, B, ele G, H altre
qualisivogliano equimoltiplici delle C, D; dunque come
la A alla € cosi sard la B alla D. Laonde se quattro
qrandezze, ecc. ¢. d. d.

Aemickee e

PROPOSIZIONE XVII.
TiBOREMA,

Se quatiro grandezze prese insieme sono propor-
zionall, ancora prese separatamente saranno pro-
porzionali; vale a dire se la somma di due gran-
dezze ha ad una di esse la medesima ragione che
la somma di due altre grandezze ha ad una di que-
ste, la rimanente delle prime avra all’altra la me-
desima ragione che la rimancnte delle ultime ha
all’ altra di queste.

Siano AB, BE, CD, DF quattro grandezze che
prese insieme siano proporzionali; ciot sia come la AB
alla BE cosi la CD alla DF: dico che ancora prese se-
paratamenle saranno proporzio-
nali; ciod come la AE alla ED cosi |
sarda la C F alla FD.

Prendansi delle AE, EB,
CF, FD qualisivogliano equimol- P
tiplici GH, HK, LM, MN; e | )
delle EB, FD le allre ancora
in qualunque modo equimolti-
plici KO, NP. : -E D

Poich¢ la GH & moltiplice il
della AE come la HK della EB, |
sard [V, 1] la GK moltiplice ¢ d ¢ &

-1 N
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della AD come la GH della AE: ma come la GH ¢
moltiplice della AE, cosi & la LM moltiplice della CF:
come adunque la GK & moltiplice della AB, cosiela LY
moltiplice della CF. Tnoltre, perché la LM della CF ¢
moltiplice ngualmente che la MN della FD; sara la LM
moltiplice della C# come la LV ¢ moltiplice della CD:
ma si ¢ mostrato che la LM & moltiplice della CF come
la. GK della AD; dunque come la GK & moltiplice
della AR cosi ¢ la LN moltiplice della €D : onde le
due GR, LN sono equimoltiplici delle due AB, CD.
Dt nuovo, perche la HK ¢ moltiplice della EB come
la. MN della FD; ¢ la KO della stessa EB come
la NP della stessa FD; sard [V, 2] I'intiera H0O mol-
tiplice della EB come Pintiera MP ¢ moltiplice del-
la FD, ciot le HO, MP sono equimoltiplici delle EB,
ID. E poiche € come la AD alla BE cosi la CD alla DF ;
e st sono prese delle AR, CD le equimoltiplici GK, LN,
e delle BE, DF certe allre equimoltiplici O, MP;
se la GK ¢ maggiore delia 110, sard anclie la LY mag-
giore della MP; se uguale, uguale, se minore, minore.
Ma se la GH ¢ maggiore della K¢, aggiunta la HK ad
entrambe, sard la 6K maggiore della HO; e pero anche
la LN ¢ maggiore della MP; onde, sollratta la MN da
entrambe , sard la LM maggiore della N/’ : dunque se
la GH ¢ maggiore della KO, anche la LM sara maggiore
della NP. Similmente si dimostrerebbe che se la GH ¢
uguale alla KO, anche la LM & uguale alla NP; e se
minore, minore. Ma le GH, LM sono equimoltiplici
qualisivogliano delle AE, CF; e le KO, NP sono altre
pure qualisivogliano equimolliplici delle EB, FD : adun-
que come la AE alla EB, cosi sard la CD alla FD
Laonde se quattro grandezze, ecc. c. d. d.

— i,



190 GLI ELEMENTI D’ EUCLIDE.

PROPOSIZIONE XVIiI.

TEOREMA,

Se quattro grandezze prese separatamente siane
proporzionali, ancora prese insieme saranno pro-
porzionali, vale ¢ dire se la prima ¢ alla seconda
come la terza alla quarta, anche la somma delle
prime due sard alla seconda come la sornma delle
ultime due alla quarta.

Siano le qualtro crandezze AE, EB; CF, FD,
proporzionali; cio¢ come la AE, Y
alla ED cosi sia la CF alla FD: |
dico ancora cssere proporzionali, g
prese insieme: cio¢ come la AR 0
alla BE cosi esserc la CD alla DF, v

Prendansi delle AR, BE, Cp, ¥
DF le in qualunque modo equi- D
moltiplici GI. HK, LM, MN; ¢ T
ancora delle BE, DF le altre pure gl
I qualunque modo equaimolti- | .;
plici KO, NP, G 4«

Poicheé le KO, NP sono cquimoltiplici delle BE,
DF, e le KH, NM sono pure delle BE, DF equi-
moltiplici, se la KO sara della BE moltiplice mag-
giore che non sia la KH della medesima BE | sara
ancora la NP della DF moltiplice maggiore che non sia
o NM  della medesima DF;: se uguale, uguale; se
minore, minore; e perd le KO, NP saranno contem-

?‘p

L



LIBRO QUINTO. 191

poraneamente maggiori, ugualt o minori delle KH, VM.

Sia primieramente la KO non maggiore della A H,
onde sara ancora la NP non maggiore della NM. E
poiché le GH, HK sono equimoltiplici delle AR, BE,
ed e fa AB maggiore della BE, sard [V, ass. J] la GH
maggiore della /IK; ed ¢ la KO non maggiore della KH;
onde sard la GIT maggiore della KO. Similmente si di-
mosirerebhe essere la LM maggiore della NP. Adun-
que, se la KO non sia maggiore della K/, saranno
le GH, LY equimoltiplici delle AB, CD sempre mag-
giori delle KO, VP equimoltiplici delle BE, DF.

Ora sia la KO maggiore della KH, oude sard an-
cora la NP maggiore della NI, B
E poiche la GH ¢ della AB ugual- |
mente moltiplice che la fIK sol- M
tratta dalla prima, della BE sot- o
tratta dalla seconda, sard [V, 5] |
anche la rimanente GA molliplice | -V
della rimanente AE come la GH '
della AB, ¢ pero come la L3
della CD. Similmente si dimostre-
rebbe essere la LN moltiplice e
della CF come la LM della CD; .
onde sard la GK moltiplice della AE ., .
come la LN della CF. Sono adun-
que e GK. LN equimoltiplici delle AE , CF. E poiché
e KO, NP sono equimoltiplici delle BE, D¥, e nc
souo sottratte le KH, NM delle stesse DE, DF pure
cquimoltiplict, saranno [V, 6] le rimancentt O, MP o
ugualt alle BE, DF o delle medesime equimoltiplici.
Siano primieramente le HO, MP uguali alle BE, DF:
¢ poiche ¢ la AFE alla EB come la CF alla FD, e si
presero delle AE, CF le equimoltiplict GR, LN, sard
ancora [V, 4, cor.] la GK alla ED come la LN alla FD:
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ed & la HO uguale alla EB, e la MP alla FD; onde sara
la GK alla HO come la LN alla MP. Adunquesela GK
¢ maggiore della HO, sard anche la LN maggiore
della MP; se uguale, uguale; se minore, minore [V, 4].
Siano ora le HO, MP equimoltiplici delle BE, DF: e
perche ¢ la AE alla EB come la CF alla FD, e si pre-
sero delle AE, CF le equimoltiplici GK, LN, ¢ delle EB,
FD le equimoltiplici HO, MP, sard [V, 4] come la GK
alla HO cosi la LN alla MP: onde, come nel caso pre-
cedente, se la GK ¢ maggiore della 7O, sari anche la LN
maggiore della MP; se uguale, uguale, se minore, mi-
nore. Adunque, se la GH & maggiore della KO, tolta
la HK comune, sard la GK maggiore della HO; onde
sard anche la LN maggiore della MP: ¢ aggiunta la N¥
ad entrambe, sard la LM maggiore della NP. Adunque
se la GH ¢ maggiore della KO anche la LM sard mag-
giore della NP. Similmente si dimosirercbbe che se
la H fosse uguale alla KO, anche la LW sarebbe uguale
alla NP; e se minore, minore. Fu poi dimostrato, pel
caso in cul la K0 non ¢& maggiore della KH, essere
la GH sempre maggiore della KO cd insieme la LM
maggiore della NP. E sono le GH, LM in qualunque
modo equimoltiplici delle AB, CD; e le KO, NP altre
in qualunque modo equimoltiplici delle BE, DF; dun-
que come la AB alla BE cosi sarila CD alla DF, Laonde
se qualtro grandezze prese , ecc. c. d. d.
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PROPOSIZIONE XIX.
TEOREMA.

Se tutla una grandezza ¢ a tulla un'altra gran-
dezza come una grandezza soitratta dalla prima ad
una grandezza soltratta dalla seconda, anche la
rimanente sara alla rimanente come I’ intera al-

I’ intera.

Sia tutta la AB a tutta la €D come la grandezza AE
tolta da AB alla grandezza CF tolta da CD: dico che
la rimanente ED ¢ alla rima- A
nente FD, come tutta la AB a tutla |
la CD. 1 G

Imperocché, essendo come la |
AB alla CD cosi la AFE alla CF, ;. -F
sard ancora, permutando [V, 16},
come la AB alla AE cosi la CD
alla CF. E poiche, se le grandezze
prese insieme sono proporzionali,
ancora prese separatamente lo sono |V, 17], come la BE
alla EA cosi sara la DF alla FC: e di nuovo permutando,
come la BE alla DF cosi la EA alla FC: ma come la £4
alla FC cosi la AB alla CD; onde [V, 11] come la rl-
manente BE alla rimanente DF cosi sard tutta la AB a
tutta la CD. Adunque se tulla, ecc. c. d. d.

B D

COROLLARIO,

Se I’ intera é all’ intera come una grandezza
presa dalla prima é ad una grandezza presa dalla
seconda, anche la rimanente sard alla rimanente
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come la grandezza presa dalla prima alla grandezza
presa dalla seconda; cioé se AR a CD come ED
ad FD, anche AE sard a CF come EB a FD.

———

PROPOSIZIONE E.

TEOREMA.

Se quatiro grandezze siano proporzionali, an-
che convertendo saranno proporzionali.

Come la AB alla BE, cosi sia la CD alla DF; dico
Css€re ancora, conrerlendo, come la AR alla AE, cosi
la €D alla CF.

Imperocché , essendo come
la AB alla BE cosila CD alla DF, %
sara, dividendo [V, 17], come f
la AE alla EB cosi la CF alla FD;
¢d invertendo [V, B], come la BE
alla EA4 cosi la DF alla FC: onde,
componendo [V, 18], come la A B
alla AE cosi sara la CD alla CF.
Adunque se quattro grandezze, ecc. c. d. d.

A

I D

PROPOSIZIONE XX.

TEOREMA.

Se siano ire grandezze ed altre in numero
uguale, le quali prese a due a due abbiano la me-
desima ragione; e sia la prima maggiore della lerza,
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sara ancora la quarta maggiore della sesta; se
uguale, uguale; se minore, minore.

Siano A, B, C tre grandezze ed altre D, E, F, le
quali prese a due a due abbiano la medesima ragione;:
sia cio¢ come la 4 alla B cosila D
alla £; e come la B alla € cosi
fa F alla F; ¢ sia la A maggiore
della C: dico essere anche la D I (i,
maggiore della F, se uguale,
uguale ¢ se minore, minore,

Imperocche essendo la A mag-
ciore della €, avrd la 4 ad un’ al-
tra B maggior ragione che la € alia
medesima B |V, 8. Macome s b & K F
alla E cosi ¢la 4 alla B; adunque |V, 13], anche la D
aila £ avrd maggior ragione che la C alla B. E poiche
come la Ir alla € cosi la I alla I, sard invertendo |V, D]
come la € alla B cosi la F alla E. Ma si ¢ dimostrato
avere la D alla I maggior ragione che la C alla B;
onde avrd la D alla £ maggior ragione che la F alla E.
Ma delle grandezze che hanno ragione ad una medesima,
quella, che ha ragione maggiore, ¢ maggiore [V, 40]:
dunque la D & maggiore della F, Similmente si dimo-
sireri chie se Ia A & uguale o minore della €, anche
la D sarit uguale o minore della F. Adunque se siano
tre grandezze, cce. c. d. d.

PROPOSIZIONE XXI.

TEOREMA.

Siano tre grandezze, ed altre in numero uguale,
clie prese a due a due abbiano la medesima ra-
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gione, ma in ordine perturbato, se la prima ¢ mag-
giore della terza, anche la quarta sard maggiore
della sesta; e se uguale, uguale; se minore, mi-
nore.

Siano le A, B, C tre grandezze, ele D, E, I ul-
fre 1n numero uguale, le quali a due a due abbiano
la medesimna ragione, ma in or-
dine perturbato, sia ciot comela 4 _,
alla B cosi la E alla F; e come |
la B alla € cosi la D alla E: e sia
la A maggiore della €, dico che
ancora la D saria maggiore della F.

Imperocche essendo la A mag- , |
giore della C, avra [V, 8]la A ad
un’altra B maggior ragione che la | |
C alla B.Macomela A alla B cosi -
¢ la F alla F:ecome la B alla C cosi la D alla E, onde
invertendo |V, D}, come la € alla B cosi la E alla D:
avrd adunque la E alla F maggior ragione che la £
alla D. Ma di due grandezze, quella a cul la medesima
ha ragione maggiore ¢ minore [V, 10]: dunque la F
sard minore della D, e perd la D maggiore della F. Si-
milmente si dimostrerd che se la A & uguale alla C, an-
che la D sard uguale alla F; e se minore, minore.

Adungue se siano tre qgrandezze, ecc. ¢. d. d.
2

A B ¢
D F: F

PROPOSIZIONE XXIL

TEOREMA.

Se siano quante grandezze si vogliano, ed al-
lre in numero uguale, le quall prese a due a due
abbiano la medesima ragione; saranno ancora per

@ f o < /
Ug;.._ “ . r, ::L / ‘.(r' €
a:{ Y T € fe  ~/ |
/ - : t % { H(' re ;‘ i ' SELE .'f '
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ugualita (ex equali) nella medesima ragione, vale a
dire che la prima all’ ultima nella prima serie di
grandezze avra la medesima ragione che la prima
all’ ultima nella seconda serie.

Siano primieramente A, B, C ire grandezze ed
altre D, E, F, in numero uguale, che prese a due a
due abbiano la medesima ragione;
cioe s1a come la A alla Bcosila D
alla £, e come la £ alla C cosi
la E alla F: dico essere (per ugua- | .,
litt) come la 4 alla CcosilaD | , . . , &
alla F. G K M H L

St prendano le G, H equimol- |
tiplici qualisivogliano delie A, D;
le K, L pur qualisivogliano equi-
moltiplici delle B, E; ele M, N .
qualisivogliano alire equimoltiplici -
delle C, F. |

Poiche la 4 ¢ alla B comela D
alla £, e si sono prese le G,
H equimoltiplici delle 4, D, ¢ |
le K, L altre equimoltiplici delle B, E; sara [V, 4]
come la & alla K cosi la H alla L. Per la medesima ra-
gione, come la K alla M cosi la L alla N. Essendo
adunque le &, K, M tre grandezze, e le H, L, N altre
in numero uguale, prese a due a due nella medesima
ragione, se la G sard maggiore della M, ancora la H
sara maggiore della N; se uguale, uguale; se minore,
minore [V, 20]. Ma le G, H sono equimoltiplici qualisi-
vogliano delle A, D; e le M, N pure qualisivogliano
equimoltiplici delle C, F; adunque come la A alla C
cosi sardla D alla F.

Siano ora quattro grandezze A, B, C, D; ed altre

Elementi d’ Euclide., 1%
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in numero uguale E, F, G, H, prese a due a due nella
medesima ragione : cio¢ siacome la A alla B cosi la E
alla F; come la B alla C cosi la F alla G; e come la C
alla D cosila Galla H: sara come la 4 alla D cosi la E alla H.

Imperocche essendo le tre grandezze 4, B, C e le
altre E, F, G in numero uguale, prese due a due nella
medesima ragione, sara come la A alla C cosila E
alla G: ma ¢ come la C alla I’ cosi la G alla H: dunque
come Ia A alla D cosi la E alla H. Similmenle s1 pro-
cederebbe per un numero qualsivoglia di grandezze:
laonde se siano quante grandezze, ecc. ¢. d. d.

et rr——

PROPOSIZIONE XXIII.
TEOREMA.

Se quante grandezze si vogliano, ed altre in
numero uguale, prese a due a due abbiano la mede-
sima ragione, ma in ordine perturbato; ancora per
v gualily saranno nella medesima ragione, vale a dire
la prima all’ultima nella prima serie avra lamedesima
ragione che la prima all’ ultima nella seconda serie.

Siano primieramente le tre grandezze A, B, Ce
le altre in numero uguale D, E, F, che prese a due a
due abbiano la medesima ragio-
ne, ma in ordine perturbato; cioe
come la A alla B cosi 1a E alla F; o :
ecome laBallaCcosilaDalaE: , , ~ 5 & &
dico essere come la Aalla Gcosi 4 ;1 ¥ M N
la D alla F. I | 1

Prendansi delle 4, B, D le in
qualunque modo equimoltiplici G, L
H K:e delle C, E, Flealre . | |
pure in qualunque modo equi- -~ | | |
moltiplici L, M, N. '5

f
|
I
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Poicht le G, H sono equimolliplici delle A, B, sara
[V, 15] come la A alla B cosi la G alla H: e similmenle
come la E alla F cosi la M alla N. Ma ¢ come la A alla B
cosi la E alla F; adunque come la G alla Hcosila Malla ¥
|V, 41]. E poiche & come la B alla C cosi la D alla E,
e sl sono prese delle B, D le equimoltiplici H, K; ¢
delle €, E le altre equimoltiplici L, M; sard [V, 4]
come la H alla L cosi la & alla M. E fu dimosirato come
la G alla H cosi essere la M alla N. Perche dunque sono
tre grandezze G, H, L, e le altre in numero uguale K,
M, N, che prese a due a due hanno la medesima ra-
gione, ma in ordine perturbato; se la & sard maggiore
della L, anche la K sard maggiore della N; se uguale,
uguale; se minore, minore |V, 21]. E sono le G, K in
qualunque modo equimoltiplici delle A, D; e le L, ¥
in qualunque modo equimoltiplici delle €, F: dun-
que come la A alla C cosi sara la D alla F.

Siano ora quattro grandezze A, B, C, D, ed altre
m numero uguale E, F, G, H, che prese a due a due
abbiano la medesima ragione, ma in ordine perturbato:
cioe sia come la A alla B cosi la G alla H; e come la B
alla C cosi la F alla G; e come 1a C alla D cosila E
alla F: sard come la A alla D cosi la E alla H.

Imperocche, essendo tre grandezze 4, B, ( ed altre
in numero uguale ¥, &, H, che prese a due a due
hanno la medesima ragione, ed in ordine perturbato,
sard come la 4 alla € cosila F alla H: ma é come la C
alla D cosi la K alla F: e perd sara ancora come la A
alla D cosi la E alla H. Similmente si procederebbe ad
un numero qualsivoglia di grandezze: onde se quante
grandezze, ecc. ¢. d. d.

Fo % - (
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PROPOSIZIONE XXIV.
TEOREMA.,

Se la prima grandezza alla seconda abbia la me-
desima ragione che la terza alla quarta; ela quinta
alla seconda abbia la medesima ragione che la sesta
alla quarta; ancora la somma della prima e della
quinta avra alla seconda la medesima ragione che
la somma della terza e della sesta ha alla quarta.

La prima AB alla seconda € abbia la medesima
ragione che la terza DFE alla quarta F: e la quinta BG
alla seconda € abbia Ia medesima
ragione che la sesta EH alla quar-
ta F: dico la AG, composta della
prima e della quinta, avere alla H
seconda C la medesima ragione B
che la DH, composta della terzae | .
della sesta, alla quarta F. |

Perche , essendo come la BG
alla C cosi la EH alla F; sard in- .=' = |
vertendo come la C alla BG cosi , /. , .
la F alla EH: e perche come la AB
alla C cosi ¢ la DE alla F; ed ¢ come la C alla BG
cosi la Falla EH; sard per ugqualita [V, 22] come la AB
alla BG cost la DE alla EH: e componendo [V, 18],
sard come la AG alla GB cosi la DH alla EH: ma come
la GB alla C cosi la HE alla F; adunque per ugualita
come la AG alla C cosi la DH alla F. Laonde se la
prema, ecc. c. d. d.

COROLLARIO 1.
Fatta la medesima ipotesi, la differenza della
prima e della quinta sara alla seconda come la dif-
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ferenza della terza e della sesta alla quarta. Il che
si dimostra come la proposizione 24, dividendo|V,17]
in luogo di comporre.

COROLLARTIO 11,

La prop. 24 rimane vera per due serie di gran-
dezze, in numero qualsivoglia uguale, dove cia-
scuna grandezza della prima serie abbia alla seconda
la medesima ragione che la corrispondente gran-
dezza della seconda serie ha alla quarta grandezza :
il che ¢ manifesto.

PROPOSIZIONE XXV.
TEOREMA.

Se quattro grandezze omogenee siano propoi-
zionall, sard la somma della massima e della minima
d1 esse maggiore della somma delle due rimanenti.

Siano le AB, CD, E, F qualtro grandezze omoge-
nee proporzionali, e sia come la ADB alla CD cosila E
alla F: sia inoltre la A B massima,
onde sard la F minima [V, 4 e 14].
Dico cssere la somma della AB
¢ della F maggiore della somma |,
della €D e della E. "

Pongasi 1a AG uguale alla £ | ;
cla CH uguale alla F.Poich¢laAB H i
¢ alla €D come la E alla F; ed f |
¢ la AG uguale alla E e la CH
uguale alla F; come la AB alla 5 |
CD cosi sard la AG alla CH:¢ 4 G E
perché ¢ come tulta la AB a tutta

>
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el

fa CDcosi la sotiratta AG alla sottratta CH, sara [V, 19]
anche la rimanente GB alla rimanente HD come tutta
Ian AR a tutta la CD: ma ¢ la AB maggiore della CD,
onde sard [V, 4] la GB maggiore della HD: ¢ poichd
la AG ¢ uguale alla £ e la CH alla F, sard la somma
della AGG e della F uguale alla somma della CH e della E.
L se alla somma della AG e della F aggiungeremo
la 6B, e alla somma della CH e della E aggiungeremo
la HD, che ¢ minore della B, sard la somma delle AG,
F, GB maggiore della somma delle CH, E, HD. Ma
le AG, GB insieme sono uguali alla AB; e le CH, HD
msieme sono uguali alla CD; sard dunque la somma
della AB e della F maggiore della somma della CD e
della E. Laonde se quattro grandezze, ccc. c. d. d.

——— i

PROPOSIZIONE F.

TEODEMA.
Le ragioni composte di ragioni fra ioro uguali
sono uguali.

Come la A alla B cosi sia la D alla E; e come la B
alla € cosi la E alla F: dico essere la ragione composta
delle due ragioni della 4 alla B, e
della B alla C, ciot [V, def. B] Ia  ——— -
ragione della A alla C, uguale alla A B e
ragione composta delle due ragioni | D E F.
della D alla Ee della E alla F, 0s-
sia alla ragione della D alla F.

Imperocche essendo le tre grandezze A, B, Ce le
altre in numero uguale I', E, F prese a due a due nella
medesima ragione, sara per ugualita [V, 22] come
la A alla C cosi la D alla F.
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Sia ora come la A alla B cosi la E alla F; e come
la B alla C cosi la D alla E: sard per ugualitd in pro-
porzione perturbata [V, 23] come la A alla C cosi la D
alla F: cio® ancora la ragione della A alla €, che ¢ com-
posta delle due, della A alla B, della B alla C, e uguale
alla ragione della D alla F, che & composta delle due,
della D alla E, della E alla F. Adunque le ragiont, ecc. c. d.d.

e —

PROPOSIZIONE .

TEOREMA.

Se alcune ragioni sono uguali ad alcunc altre,
ciascuna a ciascuna; la ragione che ¢ composta di
ragioni uguali alle prime, ciascuna a ciascuna,
sard uguale alla ragione che ¢ composta di ragioni
uguali alle altre, ciascuna a ciascuna.

Siano come la A alla B cosila E alla F; e come
la C alla D cosila G alla H: e sia come la A alla B cosi
la K alla L: e come la € alla D
cosi la L alla M: la ragione della K — _
alla M & adunque, per definizione |4 55 G Di K L, M.
[V, def. B], compos!a delle ragioni .f‘ F; G, H; N, 0,71
della K alla L e della L alla M, le
quali sono uguali alle ragioni del-
la A alla B e della € alla D. Sia inoltre come la E alla F
cosi la IV alla O: e come la G alla H cosi la O alla P:
la ragione della N alla P &, per definizione, composta
delle ragioni della N alla O, e della 0 alla P, le quali
sono uguali alle ragioni della E alla F e della & alla H.
Dico essere la ragione della K alla M uguale a quella
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della N alla P: cioé come la K alla M cosi essere la N

alla P.
Imperocche € la K alla L come (la 4 alla B, cioé

come la E alla F, cioé come) la N alla O:ed & la L
alla M come (la C alla D, cio¢ come la G alla H, cioé
come) la O alla P: sara adunque [V, 22] per ugualita,
come la K alla M cosi la N alla P. Adunque se alcune
ragioni , ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE H.

TEOREMA.

Se una ragione composta di alcune ragioni sia
uguale ad una ragione composta di alcune altre ra-
gloni; e sia una ragione delle prime, o una ragione
composta di alcune delle prime, uguale ad una ra-
gione delle alire, o ad una ragione composta di
alcune delle altre; sara anche la rimanente ragione
delle prime, o la ragione composta delle rimanenti
delle prime, uguale alla rimanente ragione delle
altre, o alla ragione composta delle rimanenti delle
altre.

Siano le ragioni della 4 alla B; della Balla C; della €
alla D; della D alla E; e della E alla F: e le altre ra-
gionidella G alla H; della H alla &';
della K alla L; e della L alla M:e ——-—— ——
sia la ragione della A alla F,com- = 4 B, C D, E F
posta delle prime [V, def B], - G H K& L u
uguale alla ragione della G alla M,

composla delle seconde: ed inolire
sia la ragione della A alla D, (la quale & composta delle
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ragioni della 4 alla B, delia B alla €, della € alla D)
uguale alla ragione della G alla K (la quale & composta
delle ragioni della G alla H, e della H alla k): sard an-
cora la ragione della D alla F (la quale ¢ composta
delle rimanenti delle prime, cioé della D alla E, e della E
alla F) uguale alla ragione della K alla M (Ia quale e
composta delle rimanenti delle seconde, cio¢ della i
alla L, e della L alla M).

Imperocche, essendo per ipotesi come la A alla D
cosi la G alla K, sard invertendo come la D alla A cosi
la K alla G: ma come la A alla F cosi la & alla M;
adunque [V, 22] sara come la D alla F cosi la K alla M.

Laonde se una ragione, ecc. c. d. d.

——

PROPOSIZIONE K.

TEOREMA.

Se si abbiano delle ragioni in numero qualsi-
voglia, che chiameremo prime, ed alire pure in
numero qualsivoglia, che chiameremo seconde; e
sia la ragione che é composta di ragioni uguali
alle prime, ciascuna a ciascuna, uguale alla ragione
che é composta di ragioni uguali alle seconde, cia-
scuna a clascuna; ed una ragione delle prime, ov-
vero la ragione che é composta di ragioni uguali,
clascuna a clascuna, ad altrettante delle prime,
sia uguale ad una ragione delle seconde, ovvero
alla ragione che é composta di ragioni uguali, cia-
scuna a clascuna, ad altrettante delle seconde; sara
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ancora la rimanente ragione delle prime, ovvero
se sieno piu d’ una, sard la ragione che é composta
di ragioni uguali, ciascuna a ciascuna, alle rima-
nenti delle prime, uguale alla rimanente ragione
delle scconde, ovvero sc siano pit d’ una, uguale
alla ragione che é composta di ragioni uguali, cia-
scuna a ciascuna, alle rimanenti ragioni delle se-

conde.

Siano le prime ragioni A a B; Ca D: E ad F: e
le seconde siano G ad H; K ad L; Mad N; Oa P: Q

! ., k. L

J A B C. D; E, F; 8T B |
1 G, H; K, L; M, N; O.P; Q. R Y. Z,da b, c, d |
F e. [, g; m, 1. 0, P. !

adl R: esiacome 4 aBcosi SaT;ecomeCal cosi
TaV;ecomeE ad F cosi V ad X: onde sara, per
definizione della ragione composta, la ragione di S
ad X composta delle ragioni Sa T; Ta V; e Vad X;
le quali, ciascuna a ciascuna, sono uguali alle ra-
gioni A a B; C a D; E ad F: sia inoltre come (/ ad H
cosiYaZ:ecome Aad Lcosi Zad a;ccome MadN
cosigab; ecome O apP cosi bac; e come Qal R
cosi ¢ a d: onde, per definizione, la ragione di Y a d
¢ composta delle ragioni Y a Z; Zada; a ah:bac;
¢ a d; le quali, ciascuna a clascuna, sono uguali alle ra-
gionml ¢ ad ; Kad L; Mad N; Oa P; () ad R: per
I'ipotesi fatta sard come Sad X cosi Y a d. Sia oltre acio
la ragione A a B ossia la ragione S a T (una ciot delle
prime) uguale alla ragione ¢ a ¢, la quale ¢ composta
delle ragioni e ad f, fa ¢ uguali, ciascuna a ciascuna,
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alle ragioni & ad H, K ad L delle seconde: e sia la ra-
cione h ad 1 composta delle ragioni k ak, k ad [,
uguali, ciascuna a ciascuna, alle rimanenti delle prime
ciot alle C a D, E ad F: e sia la ragione m a p com-
posta delle ragioni m ad n; n ado; 0 a p, uguali, Cia-
scuna a ciascuna, alle rimanenti delle seconde, cio¢ alle
ragioni M ad N; O a P; () ad R. Sard la ragione & ad/
uguale alla ragione m a p: cioe come % ad [ cosi sara
m a p.

Imperocche & e ad f come (G ad H, cioé come) ¥
aZ;ed fag come (K ad L, cioé come) Z ad a: onde
sard, per ugualild, e a g come ¥ ad a: ed e per ipo-
tesidaBecioeSa T, come ¢ ag,onde sara SaT
come Y ad a; ed invertendo 7 ad S come ead Y: ¢
inoltre S ad X come Y a d: dunque, per ugualitd, sara
T ad X come a a d. Inolire € £ a k& come (C a D, cioe
come) Ta V;e &k adl come (Ead F, cio¢ come) V
ad X: onde sard per ugualita » ad ! come T ad X. Si-
milmente si dimosirerd essere m a p comea a d: ma si
o dimostrato essere T ad X come a a d: sard adunque A
ad 1 come m a p. Laonde se si abbiano, ecc. ¢. d. d.
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PR S

Definizioni.

I. Figure rettilinee simile diconsi quelle che
hanno gli angoli uguali, ciascuno a ciascuno, e
dintorno agli angoli uguali i lati proporzionali.

II. Due grandezze diconsi reciprocamente o
inversamende proporzionali a due altre, quando una
delle prime ¢ ad una delle seconde come la rima-
nente di queste alla rimanente di quelle.

ITI. Una linea retta si dice essere segata in
estrema e media ragione, quando sia tutta la linea
al segmento maggiore, come il segmento maggiore
¢ al minore.

IV. Altezza di una figura é la linea perpendi-
colare, che dal vertice é condotta alla base.

b ———

PROPOSIZIONE 1.

TEOREMA,

I triangoli e 1 parallelogrammi che hanno Ia
medesima altezza sono fra loro come le basi.

Siano i triangoli ABC, ACD, ed 1 parallelogram-
mi EC, CF, che hanno la stessa altezza, cioe 1a perpendico-
lare abbassala dal punto 4 sulla BD. Dico che 1 due trian-
goli fra loro e i due parallelogrammi fra loro hanno la
stessa ragione delle basi BC, CD.

Prolunghisi B dall’una e dall’altra parte, e pren-
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dansi quanti segmenti si vogliano BG, GH uguali
a BC; e quanti segmenli si vo-
gliano DK, KL uguali a CD; e ti-
rinst AG, AH, AK, AL.

I triangoli ABC, AGB, AHG ;
sono uguali (I, 38], onde quante /'J ; o
volte la base HC & moltiplice della ¢ B D K L
base BC, altrettante volte il triangolo A HC sard moltiplice
del triangolo ABC. Per la stessa ragione, il triangolo ALC
sara moltiplice del triangolo 4 DC quante volte la base LC
¢ moltiplice della base DC. E secondoche sia la LC
uguale, maggiore o minore della HC, anche il trian-
golo ALC sard uguale, maggiore o minore del trian-
golo AHC. Dunque gli ugualmente moltiplici del trian-
golo ABC e della sua base BC si accordano con gl
ugualmente moltiplici del triangolo ADE e della sua
base DC in uguagliarsi, superarsi o essere superali I'uno
dall’ altro; e pero [V, def. 51 come la base BC alla
base DC, cosi il triangolo ABC sara al triangolo ADC.

Siccome poi i parallelogrammi EC, CF sono doppi
dei triangoli ABC, ADC [1, 417, cosi essi sono nella
stessaragione dei triangoli [V, 15]; cio¢ come la base BC
alla base DC cosi sard il parallelogrammmo EC al paral-
lelogrammo CF. Laonde triangole, ecc. ¢. d. d.

COROLLARIO.

I triangoli o i parallelogrammi che hanno al-
lezze uguall sono fra loro come le basi.

PROPOSIZIONE 1I.
TEOREMA.

Se in un triangolo si conduca una retta paral-
lela alla base, essa seghera i lati o i loro prolun-
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gamenti in parti proporzionali; e se 1 lati 0 1 latn
prolungali siano segati proporzionalmente, la retta
che congiunge i punti di segamento sara parallela

alla base.

Tirisi la DE parallela ad un lato BC del trian-
colo ABC. Dico che, come la BD alla DA, cosi e la CE
alla EA. A

Si congiungano Bcon Ee C |
con D. i

Il triangolo BDE & uguale al Dr __
triangolo CDE perche sono sopra - N
la medesima base DE ¢ tra le mn<" —=>C
medesime parallele DE, BC {1, 37]; A
e perche le grandezze uguali hanno '
la medesima ragione ad una me- | N\,
desima grandezza [V, 7], sard 1l Y
triangolo BDE al triaungolo ADE, 1
com’ ¢ il triangolo CDE al trian- pk
golo ADE; ma come il triango- . .. p
lo BDE al triangolo ADE cosi &

la BD alla DA ; perche avendo la {a \
medesima allezza (cioé la perpen- x/ “ \
dicolare dal punto E abbassata so- ¥ \\
pra la AB) sono fra loro come le 5- =6

basi [VI, 1]; e per la medesima ragione, come il trian-
golo CDE al triangolo ADE, cosi ¢ la CE alla E4;
adunque come la BD alla D4, cost ¢ la CE alla EA
v, 111

Siano ora segati proporzionalmente i lati AB, BC
del triangolo ABC o i lati prolungati, cioé come la BD
alla DA, cosi sia la CE alia EA ; e tirisi DE. Dico la
DE essere parallela alla BC.
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Fatte le medesime costruzioni, come la BD alla DA,
cosi ¢ il triangolo BDE al triangolo ADE ; e come la CE
alla EA, cosi e il triangolo CDE al triangolo ADE: dun-
que come il triangolo BDE al triangolo ADE, cosi il
triangolo CDE al triangolo ADE : ed avendo ambeduc
i triangoli BDE, CDE la medesima ragione al trian-
golo ADE, sard il triangolo BDE uguale al triangolo
CDE [V, 9. Ma sono sopra la medesima base DE, ed i
triangoli uguali costruiti sopra la medesima base sono
eziandio tra le medesime parallele [I, 40]; adunque la
DE ¢ parallela alla BC; laonde se in un triangolo si

conduca, ecc. ¢. d. d.

T r—

PRROPOSIZIONE 1.

PROBLEMA.

Se un angolo di un triangolo sia segato per
mela da una retta che seghi ancora la base, i
segment1 della base saranno proporzionali agli altri
lati del triangolo; e se i segmenti della base siano
proporzionali agli altri lati del triangolo, la linea
retta, che dal vertice si tiri al punto di segamento
della base, dividera I’ angolo per meta.

Sia il triangolo ABC, e seghisi I angolo BAC per
meta colla linea retta AD. Dico come la BD alla DC,
cosi essere la BA alla AC. [0

Tirisi per € la CE parallela
alla DA, e la BA prolungata con- A

corra con essa nel punlo E. A ¢
Siccome fra le parallele 4D, / L
EC é tirata la linea retta AC, sara \
N
D G

F'angolo ACEuguale all’angolo CA I -
[[,29]; ma si suppone I'angolo CAD
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uguale all’ angolo BAD, adunque I'angolo BAD sara
uguale all'angolo ACE. Oltre a cid, perché la linea retta
BAE taglia le parallele AD, EC, I angolo esierno BAD
¢ uguale all’interno A EC; adunque ancor |’angolo ACE
sara uguale all’angolo AEC; e perd il lato AE sard
uguale al lato AC [1, 6]. Poi essendo la AD parallela ad
un lato del triangolo BCE, cio¢ ad EC, sard come la
BD alla DC, cosi la BA alla AE [VI, 2]; ma la AE &
uguale alla AC, adunque come la BD alla DC, cosi &

la BA alla AC.

Sia ora come la BD alla DC, cosi la BA alla AC,
e congiungasi 4 con D, dico 1’ angolo BAC esser segato
per metd dalla linea retta AD.

Perciocche, fatte le medesime costruzioni, sard come
la BD alla DC, cosi la BA alla AE, perché la AD é pa-
rallela ad un lato del (riangolo BCE, cioé¢ ad EC; ma
la BD ¢ alla DC come la BA alla AC: sard quindi come
la BA alla AC, cosi la BA alla AE [V, 11]: adunque
la AC & uguale alla AE [V, 9], e pero I'angolo AEC
uguale all’angolo ECA. Ma 1 angolo AEC & uguale al-
I"esterno BAD; el’angolo ACE ¢ uguale all’ alterno CAD;
onde eziandio 1'angolo B4 D sard uguale all’ angolo C4AD.
Dunque P'angolo BAC ¢é segato per metd dalla linea
relta AD; laonde se un angolo di un triangolo sia se-
galo per meta , ecc. . d. d.

et

PROPOSIZIONE A.

TEOREMA,

Prolungato un lato di un friangolo, se I" angolo
esterno sia segafto per metd da una retta che in-

contri la base prolungata, 1 segmenti della base
Elementi d’ Euclide. 15
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compresi fra 1 termini di essa e la segante saranno
proporzionall agli altr1 lati del triangolo; e se i
segmenti della base prolungata abbiano la stessa ra-
gione degli altri due lati, la retta che dal vertice
va al punto di segamento della base dividera per
metd I' angolo esterno del triangolo.

Mel triangolo ABC seghisi I’ angolo esterno CAE
per mela colla retta AD, che incontri la base BC pro-
lungata 1n D. Dico come BD a DC,
cosi essere BA ad AC.

Tirisi per C la CF parallela
alla DA. K

Sard [I, 29] I’ angolo ACF o7

uguale all’ alterno CAD, ossia al- /\ / \
I angolo DAE. Inoltre I'angolo 3 7l 53
esterno DAE ¢ uguale [I, 29] al-
I'inlterno opposto CFA, dunque gli angoli ACF, CFA
sono uguali, e quindi uguali anco ilati AF, AC del
triangolo AFC (I, 6]. Pol essendo AD parallela alla base
CF del triangolo BCF, sard [VI, 2] come BD a €D cosi
B4 ad FA, ossia come BD a DC, cosi B4 ad AC.

Ora sia BD a DC come BA ad AC; dico che I’ an-
golo esterno CAE & segalc per mezzo dalla AD.

Falta la medesima costruzione, essendo AD paral-
lela alla base FC del triangolo BFC, sari come BD
a DC cosi B4 ad AF; ma come BD a DC cosi ¢ B4
ad AC; adunquc come BA ad AF cosi BA ad AC [V, 11].
Percio [V, 9. AC & uguale ad AF, e " angolo AFC sara
uguale all'angolo ACF{I, 5]. Ma I’angolo AFC & uguale
all’ esterno EAD, e 1'angolo ACF & uguale all’ alter-
no CAD; dunque gli angoli CAD, EAD saranno uguali

fra loro. Laonde prolungato, ecc. c. d. d.
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COROLLARIO.

Se 1’ angolo esterno CAE del triangolo ABC e} an-
golo adiacente interno BAC sono divisi per meta dalle
retie AD, AG, sard BG a GC cone
BD a CD, cioé se dalla BD si to- E
glie GD e dalla 6D si toglie €D, -
sara 1l primo segmenio rimanente

A
al secondo segmento rimanenle / «
# /; N
& G

come BD a CD. Ossia 1 segmen-
ti BD, GD e CD sono in propor- ;5
zione armonica. Percid si dice
che BC ¢ divisa armonicamente in G, D, ossia che i
quattro punti B, €, G, D formano un sistema armonico.

D

PROPOSIZIONE 1V.

TEOREMA.

Nei1 triangoli equiangoli, i lati che stanno d’in-
torno agl angoli uguali sono proporzionali fra loro:
¢ lati omologhi sono quelli che sono opposti agli
angoli uguali.

Siano i triangoli equiangoli ABC, DCE, che abbiano
I"angolo ABC uguale all’ angolo DCE, ) angolo ACH
all’angolo DEC, e I' angolo BAC
all’ angolo CDE. Dico che sono .
proporzionali 1 lati che stanno din-
torno agli angoli uguali, e che ilai |
omologhi, ovvero nella medesima 4w~ .7
ragione [V, def. 13}, sono quelli che Ry k\
sono opposti agli angoli uguali. B i \E

Pongasi la BC per diritto
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alla CE, e poiche la somma degli angoli ABC, ACB &
minore di due retti, e I’ angolo ACB & uguale all’ an-
golo DEC, sara la somma degli angoli ABC, DEC mi-
nore di due retti, onde le BA, ED prolungate concor-
reranno fra loro in un punto F. Essendo 1" angolo DCE
uguale all’angolo ABC, sara la BF parallela alla DC{I,28];
similmente perché 'angolo ACB ¢ uguale all’angolo DEC,
la AC sard parallela alla FE; adunque FACD ¢ un pa-
rallelogrammo: e percio la FA ¢ uguale alla €D, e
la AC alla FD {1, 34]. Poich¢ la AC & parallela ad un
lato del triangolo FBE, ciot ad FE, sard come la B4
alla AF, cosi la BC alia CE [VI, 2]; ossia come la BA
alla CD, cosi la BC alla CE: e permutando [V, 16}
come la AB alla BC, cosi ¢ la DC alla CE. Similmente,
perche la CD ¢ parallela alla BF, sard come la BC
alla CE, cosi la FD alla DE, ossia come la BC alla CE,
cosi la AC alla FD : e permutando, come la BC alla CA,
cosi la CE alla ED. Per conseguenza sard moltre per
ugualith [V, 22] come la BA alla AC, cosi la GD
alla DE; onde nei triangoli equiangoli, ecc. c. d. d.

COROLLARIO.

Quindi si ha che i triangoli equiangoli fra loro
sono figure simili [VI, def. 1].

e ep———

PROPOSIZIONE V.

TEOREMA.

Se due triangoli abbiano i lati proporzionali,
saranno ancora equiangoli, ed avranno uguali gl
angoli opposti ai lati omologhi.

Siano due triangoli ABC, DEF che abbiano 1 lati
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proporzionali; e sia come la AB alla BC, cosi la DE
alla EF: e come la BC alla CA, cosi A
la EF alla F'D; ed in conseguenza / \
come la BA alla AC, cosi la ED
alla DF. Dico il triangolo ABC es- rd \
sere equiangolo al triangolo DEF,  ~ \
ed avere uguali gli angoli opposti B ¢
ai lali omologhi; cio¢ I'angolo A BC
all’ angolo DEF, I angolo ACB /
all’angolo EFD, e I'angolo BAC #
all’ angolo EDF. | £ / i
Costruiscansi I’ angolo FEG N /
uguale all’angolo ABC, e I’ ango- AN
lo EFG all’angolo BCA , onde I’an- \/
golo rimanente BAG ¢ uguale a G
rimanente EGF [, 32], e pero il triangolo ABC ¢
equiangolo al triangolo EGF. Sono dunque propor-
zionali i lati de’triangoli ABC, EGF, che stanno din-
lorno agli uguali angoli [VI, 4]: cio¢ come la AB
alla BC, cosi la GE alla EF; ma come la AB alla BC,
cosi ¢ la DE alla EF: adunque come la DE alla EFr,
cosi la GE alla EF; ed avendo ciascuna di esse DE, E¢;
la medesima ragione alla EF, sari la DE uguale alla EG
[V, 9]; e per la medesima ragione la DF sara uguale
alla ¥G; e perche la EF ¢ comune, nei triangoli DEF,
GEF, saranno uguali gli angoli opposti ai lati uguali [I, 8};
cioé I'angolo DFE uguale all’ angolo GFE, I’angolo FED
uguale all’ angolo GEF: e perché I'angolo GEF & uguale
all’angolo ABC, sard auche I’angolo ABC uguale all’an-
golo FED; e per la medesima ragione I’ angolo ACR
uguale all’angolo DFE, e ancora I’angolo A uguale al-
'angolo D. Adunque il triangolo ABC sara equiangolo
al triangolo DEF; laonde se due iriangoli abbiano ¢ lat;
proporzionali, ecc. c. d. d.

e ——
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PROPOSIZIONE V.

TEOREMA.

Se due triangoli abbiano un angolo uguale ad
un angolo e dintorno agli angoli uguali abbiano 1
lati proporzionali, saranno detti triangoli equian-
coli, ed avranno uguali gli angohi opposti ai lali
omologhi.

Qiano due triangoli ABC, DEF, che abbiano un an-
golo BAC uguale ad un angolo EDF, e dintorno agh

angoli uguali i lati proporzional, A

ciot sia come la BA alla AC, cosi /o

la ED alla DF. Dico iltriangolo ABG LY

essereequiangoloal triangolo DEF, ;o ilc

ed avere I’angolo A BC uguale al- B g

I angolo DEF, ¢ ! angolo ACB al- &3 j

I’ angolo DFE. | \
Costruiscansi 1" angolo FDG EL/___. F

uguale all’ angolo BACG, e I’ angolo DFG uguale al-
I angolo ACB, onde il rimanente angolo B sard uguale
2] rimanente G, ed il (riangolo ABG equiangelo al
triangolo DfiF; percio come la BA alla AC, cosi &
la GD alla DF [V, 41: ma come la BA alla AC, cost
o 1a ED alla DF; adunque [V, 11] come la ED alia DF,
cosi © la GD alla DF, e perd la ED & uguale alla DG
V, 9]. Sono adunque le due ED, DF uguali alle
due GD, DF, e angolo EDF uguale all’ angolo GDF;
onde nei triangoli DEF, GDF [1, 4], I’ angolo DFG
¢ uguale all’angolo DFE; e I’ angolo G all’ angolo E:
ma I angolo DFG ¢ uguale all angolo ACE, onde
U angolo ACB ¢ uguale all angolo DFE; e siccome
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si & supposto 'angolo BAC uguale al¥ angolo EDF, il ri-
manente B & uguale al rimanente E, ed il triangolo DEF
equiangolo al triangolo ABC. Onde se due triangolt
abbiano , ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE VII.

TEOREMA.

Se due triangoli abbiano un angolo uguale ad
un angolo, e dintorno ad un altro angolo abbiano 1
lati proporzionali, e I’ angolo rimanente sia minore
in entrambi, o in entrambi non minore del retto,
saranno detti triangoli equiangoli, ed avranno uguale
I’ angolo intorno al quale sono 1 lati proporzional.

Sjano due triangoli ABC, DEF, che abbiano un
angolo uguale ad un angolo, ciog I angolo BAC uguale
all’ angolo EDF, e dintorno agli
angoli ABC, DEF i lati proporzio-
nali, di modo che la DE sia alla EF,
come la AB alla BC; ¢ suppo-
piamno dapprima che i rimanentl
angoli, che sono ai punti G,F'siano

B' X
D
entrambi minori del retto. Dico il / \
P
E

C

triangolo ABC essere equiangolo
al triangolo DEF, ¢ I’ angolo ABC
uguale all’angolo DEF, ed il rimanente, cio¢ 'angolo C,
uguale al rimanente F.

Perciocche, se " angolo ABG sia disuguale all’ an-
golo DEF, uno di essi sara maggiore. Sia maggiore ABC,
e costruiscasi I’ angolo ABG uguale all’ angolo DEF. Sic-

I
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come ' angolo A ¢ uguale all’ angolo D, e !’ angolo ABG
all’ angolo DEF, sard eziandio il rimanente AGD uguale
al rimanente DFE. Adunque il triangolo ABG ¢ equian-
golo al (riangolo DEF, e come la AB alla BG, cosi ¢
la DE alla EF; ma come la DE alla EF, cosi si ¢ supposta
la AB alla BC; dunque come la AB alla BC, cosi [V, 11]
la AB alla BG; ed avendo la AB la medesima ragione
ad ambedue BC, BG, sard [V, 9] la BC uguale alla BG,
e percio |’angolo € sara uguale all angolo BGC. Ma
I’angolo C si & supposto minore del retto, adunque
eziandio BGC sarad minore del retlo, e 1’ angolo conse-
guente AGB maggiore del retto: e siccome si ¢ dimo-
strato I'angolo AGB uguale all’angolo F, cosil angolo F
dovrebbe essere maggiore del retto, il che & contrario al
supposto, onde |"angolo ABC non ¢ disuguale all’ an-
golo DEF': ed essendo I’ angoio A uguale all’ angolo D,
sara ancora il rimanente F al vimanente G, ed il trian-
golo ABC equiangolo al triangolo DEF.

Pongasi ora ciascuno degli angoli C, F non minore
del retto. Dico similmente il triangolo ABC essere
equiangolo al triangolo DEF.

Perciocche, fatte le medesime costruzioni, dimo-
streremo eziandio BC essere uguale a BG, e I’ angolo C
uguale all’angolo BGC: ma I’angolo C non & minore
del retto, adunque BGC non sard minore del retto, e
la somma di questi due angoli del triangolo BGC non
sard minore di due retti, che ¢ impossibile; laonde
I" angolo ABC non ¢ disuguale all’ angolo DEF, ma
uguale necessariamente; ¢ !”angolo 4 & uguale all’ an-
golo D, adunque il rimanenie C ¢ uguale al rimanente F,
e percid 1 triangolo ABC & equiangolo al triangolo DEF;
dunque se due triangoli abbiano, ecc. c. d. d.

o et
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PROPOSIZIONE VIIL

TEOREMA.

Se in un triangolo rettangolo si abbassa dal
vertice dell’angolo retto la perpendicolare sopra la
ipotenusa, i triangoli che le stanno dintorno sono
simili all’ intero triangolo e simili anche fra loro.

Sia il triangolo rettangolo ABC, che abbia I angolo
retto BAC, e dal punto A tirisi la AD perpendicolare
alla BC. Dico che i triangoli ABC,
ADC sono simili a tutto il trian
golo ABC, e simili anche fra loro.

Perciocche essendo 1 ango-
lo BAC uguale all’angolo ADD,
perché I"uno e I’ altro ¢ retlo, ed
essendo |” angolo B comune a’ due B D G
triangoli ABC, ABD, sara il rima-
nenie ACB uguale al rimanente BAD: adunque il trian-
golo ABC ¢ equiangolo al triangolo ABD e pero simile
ad esso [VI, 4, cor.]. Dimostreremmo ancora per la
medesima ragione il triangolo ADC essere simile al
triangolo ABC; e percid 1'uno e I altro di essi ABD,
ADC & simile a tutto il triangolo ABC.

Dico ollre a cid, che i triangoli ABD, ADC sono
fra loro simili. Perché I’angolo BDA relto ¢ uguale al
retto ADC; e si ¢ dimostralo BAD uguale all’ angolo C;
sard il rimanente B uguale al rimanente DAC, e il trian-
golo ABD equiangolo e perd simile al triangolo ADC,
Laonde se in un lriangolo rettangolo, ecc. c. d. d.
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COROLLARIO.

Da questo & chiaro che se in un triangolo ret-
tangolo dal vertice dell’ angolo retto alla ipotenusa
sla tirata la perpendicolare, questa ¢ media pro-
porzionale fra 1 segmenti della ipotenusa: ollre a
ci0 ciascun cateto ¢ medio proporzionale {ra la ipo-
tenusa e il segmento di questa, che gli ¢ adiacente.

Imperocche nei triangoli BDA, ADC ¢ BD a DA
come DA a DC [VI, 4]; nei triangoli ABFE, DBA & BC
a BA come B4 a BD: e nei triangoli ABE, DAC & BC
a (A come DA a CD.

PROPOSIZIONE IX.

PRODLEMA.

Da una data linearetla tagliare una parte pro-
posta.

Siala data linea retta 4B, bisogna dalla A B tagliarc
una parte proposta, cio¢ una linea retta della quale
la AB sia moltiplice in un dalo modo.

Tirisi dal punto A la linea

retta AC, la quale con AB con- 7
tengaun angolo arbitrario: e piglisi /\
nella AC un punto qualunque D, Difp
e facciasi AC ugualmenie molti- / \
plice di AD come AB deve essere / |

della parte che si vuol tagliare da ‘\
essa; poi congiungast B con C, ¢

per D tirisi la DF parallela alla CB.
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Perche ad un lato del triangolo 4BC, cioé a CB,
si & tirata una parallela DF , sard come la CD alla DA cosli
la BF alla FA e componendo [V, 18] come C4 a DA
cosi BA ad FA. Ma CA & un certo multiplo di DA: dup-
que [V, D] BA & lo stesso multiplo di AF; cioe AF e
la stessa parte di AB come & AD di AC. Laonde, ecc.

—— —

PROPOSIZIONE X.

PROBLENA.

Segare una data linea retta in parti proporzio-
nali e similmente disposte a quelle nelle quali é
divisa un’ altra retla.

Qja la data linea rectta da segarsi AB, c laltra
relta AC: bisogna segare la linea retta AB come gia ¢
segata la AC.

Sia segata la ACneipuntl D.E;
e pongansi le due reite in modo ,é
chie contengano un angolo qual sI b4
voglia, e congiunlo B con C per 1 \
punti D, E . tirinsi DF, EG paral- n/\ *"""\F
e olla BC.eper D tirisila DHE 2 —\EG

&K

i
s
5
s

zmrmd]

parallela alla AB. o

Qaranno FH, HB paralielo-
crammi, e perd la DH uguale alla FG, e la HK alla GB;
e percht ad un lato del triangolo DKC, cioé a KC, si ¢
tirata la parallela HE, sara come la CE alla ED, cosi
la kKH alla HD; ossia come la CE alla ED, cosi & la BG
alla GF. Similmente perché ad un lato del triangolo AGE,
ciot alla EG, si ¢ tirata la paralicla FD, come la ED
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alla DA, cosi sard la GF alla FA. Ma s1 ¢ dimostrato
che come la CE alla ED, cosi & la BG alla GF ; e come
la ED alla DA, cosi la GF alla FA ; adunque si & segata
una data linea retta, ece.

PROPOSIZIONE XI.

PROBLEMA.

Date due linee rette, trovare la terza propor-
zionale.

Siano le due linee retie date AB, AC, e pongansi
1n modo, che contengano qualsivoglia angolo ; bisogna
lrovare la terza proporzionale alle AB, A(.

Prolunghinsi le AB, AC, e si
prenda BD uguale ad AC; si con- 7\

giunga B con C, ¢ lirisi per D |

la DE parallela alla BC. GZ
Perche ad un lato del trian. o

golo ADE, ciot a DE, si & (irata |

la BC parallela, sara come la AB 2 /

alla BD, cosi AC alla CE; ma

la BD ¢ uguale alla AC; adunque

come la BA alla AC cosi ¢ Ia AC alla CE; laonde,

date due linee rette, si ¢ trovata la terza proporziona-

le; il che bisognava fare.

&
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PROPOSIZIONE XII.

PIROBLEMA.

Date tre linee rette, trovare la quarta propor-
zlonale.

Siano le tre linee retic date A,B,C, bisogna trovare
la quarta proporzionale.

Tirinsi due linee rette DE, DF, che contengano qual-
sivoglia angolo EDF; e pongasi B A C
la DG uguale alla 4, ela GE uguale '\
alla B, e la DH uguale alla C; e, |

IF
condotta GH tirisi per E la EF pa- ! \
i
T 128

rallela ad essa.

Percheé ad un lato del (rian.
golo DEF, ciot ad EF, si & tirata Ei o
la GH parallela, sard come la DG
alla GE, cosi la DH alla HF; ma la DG & uguale alla 4,
e la GE alla B, e la DH alla C; come dunque la A
alla B, cosi la € alla HF. Laonde, date ire linee reite,
si ¢ trovata la quarta proporzionale, il che bisognava
fare.

PROPOSIZIONE XIII.

PROBLEMA,

Date due linee rette, trovare la media propor-
zionale.

Siano le due linee rette date AB, BC: bisogna tro-
vare la media proporzionale.
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Pongansi per diritto, e sulla AC descrivasi il mezzo
cerchio ADC, e tirisi dal punto B
la BD ad angoli retti sopra la AC, /"“‘7‘2
¢ conducanst AD, DC. -
Perché I'angolo ADC nel mez- / '
z0 cerchio, & retto [1II, 31], e per- i
ché nel triangolo rettangolo ADC,
dal vertice dell’ angolo retto alla ipotenusa si & tirata
la perpendicolare DB, sard DB media proporzionale fra
1 segmenti della ipotenusa AB, BC [V], 8 cor.]. Dunque
date due linee rette, si ¢ trovata la media proporzio-
nale; 1l che bisognava fare.

B ¢

[ P

PROPOSIZIONE XIV.

TEOREMA.

Se due parallelogrammi sono uguali ed hanno
un angolo uguale ad un angolo, i lati dintorno agli
angoli uguali sono inversamente proporzionali: e se
due parallelogrammi hanno un angolo uguale ad un
angolo, ed 1 lati dintorno agli angoli uguali inversa-
mente proporzionall, 1 parallelogrammi sono uguali.

Siano 1 parallelogrammi uguali AB, BC, che ab-
Liano gli angoli al punto B uguali; e pongansi per
diritto DB, BE, omle saranno an-
cora per diritto FB, BG 'l, 14]. *“\ \T
Dico 1 lati, che sono dintorno agli B
angoll uguali, essere fra loro in-
versamente proporzionali, cioé, \
come DBaBE, cosiessere GBaBF. #}

Compiscasi il parallelogram- G ¢
mo FE.

\E
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Poiché il parallelogrammo AB & uguale al paral-
lelogrammo BC, sara come AB ad EF, cosi BCad FE
'V, 7]; ma come AD ad FE, cosi e DB a BE[V],1]; e
come BC ad FE, cosi GB a BF; dunque come DB
a BE, cosi GB a DF; onde i lati de parallelogram-
mi AB, BC, che sono dintorno agli angoli uguali, sono
fra loro Inversamenie proporzionali.

Siano ora 1nversamente proporzionali fra loro i
lati, che sono dintorno agli angoli uguali, cio¢ sia
come DB a BE cosi GB a BF. Dico 1l parallelogram-
mo ABD essere uguale al parallelogrammo BC.

Infatti, essendo come DB a BE cosi GB a BF; e
come DB a BE cosi 1l parallelogrammo 4B al parallelo-
grammo FE; e come GB a BF cosi 1l parallelogram-
mo BC al parallelogrammo FE : sara [V, 11] come 4B
ad FE, cosi BC ad FE ; onde il parallelogrammo AB &
uguale al parallelogrammo BC {V, 9]. Adunque se due
parallelogrammzi , ecc. c. d. d.

—r—— e,

PROPOSIZIONE XV.

TEORLEMA.

Se due triangoli sono uguall ed hanno un an-
golo uguale ad un angolo, 1 lati dintorno agh an-
goli uguali sono inversamente proporzionali: e se
due triangoli hanno un angolo uguale ad un angolo
ed i lati dintorno agli angoli uguali 1nversamente
proporzionali, i due triangoli sono uguali.

Siauo i triangoli uguali ABC, ADE, che abbiano
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I” angolo BAC uguale all’ angolo DAE. Dico i lati, che
sono dintorno agli angoli uguali,
essere inversamente proporzionali,
cio¢, come CAadADcosiessere EA
ad AB.

Pongansi in modo che CA

sia per diritto ad AD, onde EA 0
ancora sara per diritto ad AB, e ¢
tirisi BD.

Siccome il triangolo ABC ¢ uguale al triangolo ADE,
sard [V, 7] come il triangolo CAB al triangolo BAD,
cost 1l triangolo ADE al triangolo BAD; ma come il
triangolo CAB al triangolo BAD, cosi CA ad AD [V1, 11;
e come il triangolo FAD al iriangolo BAD, cosi EA
ad AB; dunque come [V, 11] C4 ad AD, cosi EA ad AB;
onde 1 lati de’ triangoli ABC, ADE, che sono dintorno
agli angoli uguali, sono inversamente proporzionali fra
loro.

Siano ora fra loro inversamente proporzionali i
Jati dei triangoli ABC, ADE che sono intorno agli an-
goli uguali in 4; sia cioé come CA ad AD, cosi EA
ad AB. Dico il triangolo ABC essere uguale al trian-
golo ADE.

Infatti, essendo come CA ad AD, cosi EA ad AD;
e come C4 ad AD, cosi il triangolo ABC al trian-
golo BAD; e come EA ad AD, cosi il triangolo EAD
al triangolo BAD; sard [V, 11] come il triangolo ABC
al triangolo BAD, cosi il triangolo EAD al triangolo BAD;
onde 1l triangolo ABC & uguale al triangolo ADE. Adun-
que se due triangoli sono uguali, ecc. c. d. d.
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PROPOSIZIONE XVI.

TEOREMA.

Se quatiro linee rette siano proporzionali, il
rettangolo contenuto dalle estreme ¢ uguale al ret-
tangolo contenuto dalle medie; e se 1l rettan-
golo contenuto dall’ estreme sia uguale al rettan-
golo conlenuto dalle medie, le quatiro linee rette
saranno proporzionall.

Sicno quattro linee rette proporzionali AR, CD, E, F,
e sia come la AB alla CD, cosi la E alla F. Dico che il
reltangolo contenuto dalle linee
rette AB, I’ ¢ uguale a quello con-
tenuto dalle CD, E. —_—

Tirinsi da’ punti A, C le AG, F_ g
CH ad angoli retti soprale AB, CD,
¢ pongasi la AG uguale alla F, e G - i
la CH uguale alla E, e compiscansl _
i parallelogrammi BG, DH.

Poiche¢ come la AB alla CD, cosi ¢la E alla F; e
la E & uguale alla CH, e Ia F alla AG; sard come laAB
alla CD, cosi la CH alla AG; dunque ilati de’ parallelo-
crammi equiangoli BG, DH, che sono dintorno agli
angoli uguali, sono fraloro inversamente proporzionali;
¢ pero il retlangolo BG contenuto dalle AB, F, & uguale
al rettangolo DH contenuto dalle CD, E[VI, 14].

Sia ora il reltangolo BG contenuto dalle 4B, F
uguale al rettangolo DH contenuto dalle CD, E. Dico le
qualiro linee rette essere proporzionali, cioe come
la AP alla CD, cosi essere la E alla F.

Avendo fatte le medesime costruzioni, perche il
rettangolo BG ¢ uguale al rettangolo DH e I’ angolo 4 ¢

Element; &' Euclide, 16

A B¢ D
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uguale all’ angolo C, sard come la AB alla CD, cosi
la CH alla AG 'VI, 14]; ma la CH & uguale alla E, e
la AG alla F; come dunque la AB alla CD cosi¢la E
alla F; laonde se quattro linee rette siano proporsio-
nalt ecc. c. d. d.

b ———

PROPOSIZIONE XVIIL

TEOREMA,

Se tre linee rette siano proporzionali, il rettan-
golo contenulo dalle estreme ¢ uguale al quadrato
della media: e se il reltangolo contenuto dalle
estreme sia uguale al quadrato della media, le tre
linee retie saranno proporzionali.

Siano tre linee relte proporzionali 4, B, €, ciot sia
come la A alla I3, cosi la B alla C. Dico che il retlan-
golo contenuto dalle A, C ¢ uguale Hﬁ}

al quadralo della media B. ’
Pongasi la D uguale alla B, D{
onde sard [V, 7] come la A alla B,

13
cosi la D alla C. E pero il rettan- - \
golo contenutodalle A, ' & uguale C| ]

a quello, contenuto dalle B, D A,
[VI,16]; ma il rettangolo contenuto f—
—

dalle B, D ¢ uguale al quadrato
della B, perciocche la B & uguale alla D; dunque il
reitangolo contenuto dalle 4, C é& uguale al quadrato
della B.

Sia ora il rettangolo contenuto dalle A, C uguale
al quadralo della B. Dico come la 4 alla B, cosi essere
la D alla C.

Avendo fatte le medesime costruzioni, sara il ret-
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tangolo contenuto dalle 4, C uguale a quello contenuto
dalle B, D : adunque [VI, 16] come la A4 alla B, cosi ¢
la Dalla ¢; ma la B & uguale alla D, onde come la A
alla B, cosi la B alla C. Dunque se tre lince rette siano
proporzionali, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE XVIII.
PROBLEMA,

Sopra una relta data descrivere un poligono
simile e similmente posto ad un poligono dalto.

Sia AD la retfta data, CDKEF il poligono dato ; si
domanda di descrivere sopra AB un poligono simile e
similmente posto al dato, in mo-
do che AL e CD siano lati omo- H
loghi. e N L A

Congiungasi D con I, faccia- /\/ f\' F/ fﬂl.
si 'angolo BAG uguale all'an- \ / JL / § / ‘
golo DCF,e 'angolo ABG ugnale =\ I L&/"'
all’ angolo CDF; per modo che # B & D
sopra AB si ¢ descritto il trian-
golo ABG equiangolo al CDF. Similmente, condoita DE,
descrivasi su BG il triangolo BGH equiangolo al trian-
golo DFE; e su BH descrivasi il triangolo BHL equian-
golo al triangolo DEK.

Siccome gli angoli in B sono stati fatti uguali agli
angoliin D, ciascuno a ciascuno, cosi tutto 'angolo ABL
sard uguale a tulto I angolo CDK. Per la slessa ragione
gli angoli AGH, CFE sono uguali; e sono purc uguali
gli angoli GHL, FEK. Nei triangoli BHL, DEK gli an-
in H, B sono uguali agli angoli in E, D, dunque ! an-
golo L & uguale all’angolo K. Percio il poligono AGHLB
¢ equiangolo al poligono dato CFEKD.
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Inoltre, essendo simili i triangoli AGB, CFD, sari
[VI, 4] AG ad AB come CF a CD, ed anche AB a BG
come CD a DF. Nei triangoli simili BGH, DFE sara
del pari BG a BH come DF a DE, e nei triangoll si-
mili BHL, DEK sard Bl a BL come DE a DK, e DL
ad LH come DK a KE. Doich¢ adunque ¢ AB a BG
come CD a DF; BG a BH come DF a DE ; ¢ Bl a BL
come DE a DK, sari anche [V, 22] AB a BL come CU
a DK. Similmente si dimostra essere AG a GH come CF
a FE : ¢ GH ad HL come FE ad EK. Dunque i poli-
goni ABLHG, CDKEF sono equiangoli, ed i loro lati
intorno agli angoli uguali sono proporzionali. Laondc
si ¢ descritto un poligono, ecc.

Due poligoni simili diconsi stmilmente posti quando 1
loro lati omologhi sono paralleli.

PROPOSIZIONE XIX.

TEOREMA,

I triangoli simili hanno {ra loro la ragione du-
plicata di quella che hanno i lali omologhi.

Siano i triangoli ABC, DEF simili, che abblano
I angolo B ugale all’ angolo E, e sia come la AB alla BC.

cosi la DE alla EF, di mado che D
il lato BC sia omologo al lato I'F.
Dico il triangolo ADRC al trian- /
golo DEF averc ragione duplicala  p—7 £
di quella che ha la BC alla EF. v
Piglisi la ferza proporziona- /N\

le BG delle BC, EF [VI, 11], di / \
modo che come la BC alla EF, ° G a
cosi sia la EF alla BG; e tirist GA.

e S g
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Poiche come la AB alla BC, cosi ¢ la DE alla EF ;
sara permutando come la AB alla DE, cosi la BC
alla EF, ma come la BC alla EF, cosi & la EF alla BG ;
dunque come [V, 11]la AB alla DE, cosila EF alla BG;
onde i lati dei triangoli ABG, DEF, che sono d’intorno
agli angoli uguali, sono inversamente proporzionall
fra loro, e quindi il triangolo ABG & uguale al trian-
golo DEF. E perche come la BC alla EF, cosi la EF
alla BG, avra [V, def. 10] la BC alla BG ragione duplicata
di quella che ha la BC alla EF : ma come la BC alla
BG, cosi il triangolo ABC al triangoloABG [VI, 1],
adunque eziandio il triangolo ABC al triangolo ABG ha
ragione duplicata di quella, che ha la BC alla EF: e
siccome il triangolo ABG ¢ uguale al triangolo DEF,
cosi il triangolo ABC al triangolo DEF ha ragione du-
plicata di quella che ha la BC alla EF. Adunque ¢
triangoli simili, ecc. c. d. d.

COROLLARIO.

Dalle cose dette di sopra ¢ manifesto che se

tre linee rette siano proporzionali, come la prima
alla terza, cosisara il triangolo fatto sulla prima al
triangolo simile e similmente descritto fatto sulla

seconda.

PROPOSIZIONE XX.

TEOREMA,

Due poligoni simili si possono dividere nello
stesso numero di triangoli simili ed aventi ira loro
la stessa ragione che hanno i poligoni; ed i poli-
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coni hanno fra loro la ragione duplicata di quella
che hanno 1 lall1 ecmologhi.

Siano dati i poligoni simili ABCDE, FGHKI, e sia il
lato AL omologo al lato FG. Dico che i poligoni ABCDE,

FGHKI si possono dividere nello A

stesso numero di triangoli ordina- B E

tamente simili. »
Congiungasi BconE, E conC; g 2

G con J, I con H. Poich il poli- IO\

gono ABCDE ¢& simile al poli- g
gono FGHKI, I angolo DAE & / /
aguale all’angolo GFI, ed & co-  p¥ g
me BA ad AE, cosi GIF' ad FI,; quindi I due {rian-
coli ABE, FGI, hanno un angolo uguale ad un an-
golo, e dintorno agli angoli uguali 1 lat1 proporzionali,
onde sono simili [V, 6]: dunque 'angolo ABE ¢ uguale
all’angolo FGI; ma ¢ lutio I’ angolo ABC uguale a tutto
I"angolo FGH per la similitudine de’ poligoni; onde il ri-
manente EBC ¢ uguale al rimanente IGH: ¢ perche per
la similitudine de’ triangoli ABE, IFGI, ¢ come la ED
alla BA, cosila IG alla GF'; ¢ per la similitudine ancora
de’ poligoni, come la 4 alla BC, cosi ¢ la FFG alla GH;
sard per ugualitd [V, 22] come la EB alla BC, cosila 1G
alla GH : adunque dintorno agli angoli uguali ERC, IGII
i lati sono proporzionali, e perd il triangolo ELC ¢
simile al triangolo IGH ; e per la medesima ragione il
triangolo FCD ¢ simile al triangolo IHK. Adunque i
poligoni simili ABCDE, FGHKI si dividono nello stesso
numero di triangoli simili.

Dico 1noltre 1 triangoli essere proporzionali {ra loro
¢ col poligonl ; ed antecedenti essere ABE, EBC, ECD,
ed 1 conseguenli loro FGI, IGH, IHK; ed il poli-
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gono ABCDE al poligono FGHKI avere ragione dupli-
cata di quella che hanno i lati omologhi AB, FG.
Condotte AC, FH, siccome per la similitudine
de’ poligoni I’ angolo ABC & uguale all'angolo FGH; ed
¢ come la AB alla BC cosi la FG alla GH, sard [V, 6]
il triangolo ARC equiangolo al triangolo FGH ; & dun-
que uguale I'angolo BAC all’angolo GFH, e angolo ACE
all’ angolo GHF ; oltre a cio, perche 1" angolo BAM ¢
uguale all’ angolo GFN, e si ¢ dimostrato I'angolo ABM
uguale all’angolo FGN, sard ancora il rimanente AMB
uguale al rimanente FNG : ¢ dunque il triangolo ABM
equiangolo al triangolo FGN; dimostreremmo pari-
mente il triangolo BMC essere cquiangolo al trian-
golo GNH : dunque come la AM alla MB, cosi & la FN
alla NG ; e come la BM alla MC, cosi la GN alla NH,
onde per ugualitd [V, 22] comela AM alla MC cosila FN
alla NH. Ma come la AM alla MC, cosi il triangolo ABM
al triangolo MBC [VI, 1], ed il triangolo AME al trian-
golo EMC, perciocche somo fra loro come le basi :
¢ [V, 12] come uno degli antecedenti al suo conseguente,
cost la somma degli antecedenti alla somma dei conse-
guenti; dunque il triangolo ABM ¢ al triangolo BYC come
il triangolo ABE al triangolo CBE; ossia come la AH
alla MC, cosi il triangolo ABE al triangolo EBC; e per
la medesima ragione come la FN alla NH, cosi 1l trian-
colo FGI al triangolo GHI. Ora come la AM alla MC,
cosi © Ia FN alla NH ; adunque come il triangolo ABE
al triangolo BEC, cosi il triangolo FG 1 al triangolo G HI;
¢ permutando [V, 16], come il triangolo ABE al trian-
golo FGI, cosi il triangolo EBC al triangolo GHI. Di-
mostreremmo similmenle, dopo aver tirale BD, GK,
come il triangolo BEC al triangolo GIH, cosi essere il
triangolo ECD al triangolo IHK ; onde come il trian-
golo ABE al triangolo FGI, cosi il triangolo EBC al
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triangolo IGH, ed ancora il triangolo ECD al trian-
golo THK. Ma [V, 12] come uno degli antecedenti al
suo conseguente, cosi la somma degli antecedenti
alla somma dei conseguenti; adunque come il trian-
golo ABE 3l (riangolo FGI, cosi il poligono ABCDE
al poligono FGIKI; ma il triangolo ABE al triap-
golo F'GI ha ragione duplicata di quella che ha il lato
AB al lato omologo FG [VI, 19]; adunque eziandio il po-
ligono ABCDE al poligono FGHKI ha ragione duplicata
di quella che ha il lato AB al lato omologo FG ; onde
due poligoni simili, ecc. c. d. d.

COROLLARIO 1.

Dunque é manifesto in generale che, se AB
ed FG sono lati omologhi di due poligoni simili,
presa la X terza proporzionale alle AB, FG, sara
come la AB alla X, cosi il primo poligono al se-

condo.
COROLLARIO 1II.

Ed ¢ pur manifesio in generale che se tre
linee retle siano proporzionali, come la prima alla
terza, cosi sara la figura fatlta sulla prima alla fi-
gura simile e similmente descritta fatta sulla se-

conda.

PROPOSIZIONE XXI.

TEOREMA.

I poligoni simili ad un medesimo poligono
sono ancora simili fra loro.

Sia I’uno e I'altro dei poligoni 4, B simile al po-
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ligono C. Dico il poligono A essere simile al poligono B.
Perciocche essendo il poli-

gono A simile al poligono C, sara | C \

ancor equiangolo ad esso, e din-

torno agli uguali angoli avra 1 lal &

proporzionali ai corrispondenti lal

di C: oltre a cid, perche 1l poli- /\

gono B ¢ simile al pollgono C, sam J

eziandio equiangolo ad esso, f’

avra dintorno agli angoli uguah i lati ploporzmnah al

corrispondenti lati di C : adunque I’ uno e 1" aliro de’ po-

ligoni 4, B ¢ equiangolo al poligono €, ed ha intorno

agli angoli uguali i lati proporzionali ai corrispondenti

lati di C; onde i poligoni A, B sono equiangoli fra loro,

ed hanno 1 lati intorno agli angoli uguali proporzionali;

e perd il poligono A & simile al poligono B, il che bi-

sognava dimostrare.

PROPOSIZIONE X\IL

TEOREMA.

Se quattro linee rette siano proporzionali, an-
che 1 poligoni, simili e similmente descritti su di
esse, saranno proporzionali : e se 1 poligoni simili
e similmente descriiti su quattro rette, siano pro-
porzionali, le linee rette ancora saranno propor-

zionall.

Siano quattro linee rette proporzionali AB, CD, EF,
GH ; e siacome la AB alla CD, cosi la EF alla GH : e
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descrivansi sulle AB, CD poligoni simili e similmente
posti KAB, LCD [VI, 18]; ¢ sul-

, K
le EF, GH descrivansi poligonl _\
simili e similmente posti MF, NH. \
A ; B

Dico che come il poligono KAB

al poligono LCD, cosi ¢ il poli- 7
gono MF al poligono NH. (.'/
Piglist delle AB, CD la terza X

proporzionale O [VI, 11], e del- i
le EF, GH la terza proporzio- \ \\
nale X; e perch¢ come la AB i j
alla CD, cost ¢ la EF alla GH ; E
e come la CD alla 0, cosi la GH NL _l
alla X; sard, per uguality [V, 22] ¢ =
come la ABalla 0, cosila EFalla X,
ma come la AB alla O, cosi & il P
poligono AAB al poligono LCD [VI, 20, cor. 2], ¢
come la EF alla X, cosi il poligono MF al poligono NH:
adunque come il poligono KAB al poligono LCD. cos
¢ il poligono MF al poligono NI,

Ora sia come il poligono KAB al poligono LCD,
cosi il poligono MF al poligono NH. Dico come la AB
alla CD, cosi essere la FI” alla GII. Si costruisca delle AB.
CD, EF la quarta proporzionale PR [VI, 12]; onde come
la AD alla CD, cosi la EI" alla PR; ¢ descrivasi
sulla PR 1l poligono SIt sirrile ad uno de’ poligoni MF,
NIT, ¢ similmente posto. Perche dunque & come la AF
alla CD, cosi la EF alla PR, e sono descritti sulle AB,
CD poligoni simili, ¢ similmente posti KAB, LCD, ¢
sulle EF, PR i poligoni MF, SR simili, e similmente
posti; sara come il poligono KAB al poligono LCD,
cosi 1l poligono MI" al poligono RS. Ma si suppone comc
il poligono KAD al poligono LCD, cosi il poligono MF
al poligono NH ; adunque come il poligono MF al poli-

o

e
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gono NH, cosi il poligono MF al poligono SR: onde
sard il poligono NH uguale al poligono SR : ma & ancora
simile e similmente posto; adunque la GH ¢ uguale
alla PR, e perché¢ come la AB alla CD, cosi ¢ la EF
alla PR ed ¢ la PR uguale alla GH, sarh come la ADR
alla CD, cosi la EF alla GH. Adunque se quattro linee
rette siano proporzionale, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE X\I]II.

TECREMA.

I parallelogrammi equiangoli hanno fra loro
la ragione composta delie ragion1 de’ lati,

Siano i parallclogrammi cquiangoli AC, CF, che
abbiano 1" angolo BCD uguale all’ angolo ECG. Dico il
paraliclogrammo AC al paralielo-
grammo CF avere la ragione com- \

B

posta delle ragioni de’lati, ciod . ¢
composta della ragione che ha ! \
i
\

ta BC alla CG, ¢ della ragione che
ha la DO alla CLE, '

Pongasi la BC per dirilfo t .
alla CG, onde sard la DC per di- KLM £ F
ritto alla CE [1, 14]: e compiscasi il parallelogram-
mo DG ; ed assunta una linea reita K, facciasi come
la BCalla CG, cosi la K alla L [V, 42], e come la DC
alla CE, cosi la L alla M.

Le ragionidi K ad L, e di L ad M sono lc medesi-
me, che le ragioni de’lali BCa CG, e DC a CE. Mala
ragione della A alla M & composta [V, def. /1] della ra-
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oione della K alla L, e della ragione della L alla M, onde
eziandio la K alla M hala ragione composta delle ragioni
de’ lati. E perche come la BC alla CG&, cosi ¢ il parallelo-
grammo AC al parallelogrammo CH [ VI, 1], sard [V, 11]
come la K alla L, cosi il parallelogrammo AC al paralle-
logrammo CH ; similmente, perche come la DC alla CE,
cosi ¢ il parallelogrammo CH al parallelogrammo CF,
sard come la L alla M cosi il parallelogrammo CH al
parallelogrammo CF. Dunque sara, per ugualita [V, 22]
come la K alla M cosi il parallelogrammo AC al parallelo-
grammo CF. Ma la K alla M ha la ragione composta
delle ragioni dei lati, adunque ancora il parallelo-
grammo AC al parallelogrammo CF avrd la ragione
composta delle ragioni dei lati ; onde ¢ parallelogramms
equiangoli, ecc. ¢. d. d.

e —

PROPOSIZIONE XXIV.

TEOREMA.

In ogni parallelogrammo, i parallelogrammi
costruiti dintorno alla diagonale sono simili all’ 1n-
tero parallelogrammo e simili fra loro.

Sia il parallelogrammo ABCD, la cui diagonale
¢ AC, e dintorno ad essa siano i parallelogrammi EG,
HK. Dico che essi sono simili a
tutto ABCD, e simili fra loro. A E

Siccome le DC, GF sono pa- /\ /

NI

rallele, cosil’angolo ADC & uguale & H
all’ angolo AGF [I, 29], e per la / /

stessa ragione, essendo parallele

le BC, EF, sono uguali gl an- 5;~— C

goli ABC, AEF. Ciascuno dei due
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angoli BCD, EFG ¢ uguale allopposto DAB[1, 34], e
perd quei due angoli saranno uguall fra loro. Dunque i
parallelogrammi ABCD, AEFG sono equiangoli fra loro.
Siccome poi I’ angolo ABC & uguale all’angolo AEF, e
I’ angolo BAC & comune, i triangoli BAC, EAF sa-
ranno {ra loro equiangoli; onde AB ¢ aBC come AL
ad EF [VI, 4]. Ma i lati opposti dei parallelogrammi
sono uguali, dunque [V, 7] sard anche 4B ad AD
come AE ad AG; ¢ DC a CB come GF ad FE; ed
inoltre CD a DA come FG a GA. Percid 1 lati dei pa-
rallelogrammi ABCD, AEFG , che sono dintorno agli
angoli uguali, sono proporzionali; ond’ ¢ che 1 due pa-
rallelogrammi sono simili [VI, def. /]. Per la mede-
sima ragione anche il parallelogrammo ABCD ¢& simile
al parallclogrammo FHCK ; e peré [V, 21] i paralle-
logrammi AEFG&G, FHCK sono anche simili fra loro.
Dunque in ogni parallelogrammo , ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE XXYV.

PROBLEMA.

Costruire un poligono simile ad un poligono
dato e uguale ad un altro dato.

Sia ABC 1l poligono al quale dev’ essere simile,
¢ D quello al quale dev’ essere uguale il poligono che
si vuole costruire. K

Si descrivasulla linea retta BC i i
il parallelogrammo BE uguale al
triangolo ABC [1, 41}, ed alla ret- G o r—w}
ta CE adattisi il parallelogram- /\ [_i
mo CM uguale al parallelogram- 4 C r
mo D, nell’ angolo FCE, che ¢ ’ | }
uguale all’angolo CBL [1, 45]: = M
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onde la BC & per diritto alla CF, e la LE alla EM. Di-
glisi delle BC, CF la media proporzionale GH [ VI, 13],
¢ sulla GH descrivasi 1l triangolo KGH simile e si-
milmente posto al triangolo ABC [VI, 18].

Poiche come la BC alla GH, cosi ¢ la GH alla CF;
e se tre linee rette siano proporzionali, come la prima
alla terza, cosi & la figura descritta sulla prima a
quella simile e similmente descritta sulla seconda
[V, 20, cor. 2], sard come la BC alla CF, cosi il
triangolo ABC al triangolo KGH; ma come la BC
alla CF, cost il parallelogrammo BE al parallelogram-
mo EF ; adunque come il triangolo ABC al trian-
golo KGH cosi il parallelogrammo BE al paralielo-
grammo EF: e permutando come il (triangolo ABC
al parallelogrammo BE, cosi il triangolo KG H al paral-
lelogrammo EF: ma il triangolo ABC & uguale al pa-
rallelogrammo BE, dunque il triangolo KGII & uguale
al parallelogrammo EF ossia al policono D. Inollre KGH
¢ simile al triangolo ABC ; adundque si ¢ costruilo un
poligono simile ad un dato poligono ed uguale ad un al-
tro dato; il che bisognava fare.

~ _
H D
. PROPOSIZIONE XXVI.
- F TEOREMA.
E Ny

Se due parallelogrammi simili e similmente
posti hanno un angolo comune, essi saranno din-
torno alla medesima diagonale.

Nel pagallelogrammo ABCD si adatti il parallelo-
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grammo AF, simile al parallelogrammo ABCD e simil-
mente posto, cheabbial'angolo GAE
comune con esso. Dico che la dia- 4 6 D

gonale AF passa pel punto C. A,/\\/H /
Se ¢ possibile, la diagonale n:/ ?f\\

di ABCD non passi per F, ma f g
sia AHC. La GF incontri la dia- | | X

gonale AC nel punlo H. Tirist B G
per H alle AD, BC la paralicla HK.

Percheé il parallelogrammo 4BCD & dintorno alla me-
desima diagonale col parallelogrammo KG, sard il paralle-
logrammo ABCD simile al parallelogrammo KG [VI, 24];
adunque come la DA alla AB, cosi la GA alla AK: ma
per la similitudine de’parallelogrammi ABCD, EG |, come
la DA alla AB, cosi la GA alla AE; onde come la GA
alla AL, cosi € la GA alla AK. Dunque la G4 ha la mede-
sima ragione all’ una e I’ altra delle AK, AE, quindi sara
la AE uguale alla AK, cioé la minore alla maggiore, il
che non ¢ posstbile. Adunque il parallelogrammo ABCD
non ha la diagonale comune col parallelogrammo 4H, e
percio avrd la diagonale comune con AF: e perd se due
parallelogrammi, ecc. c. d. d.

COROLLARIO.

Nello stesso modo si dimostrerebbe che se¢ due
parallelogrammi simili e similmente posti hanno
due angoli opposti al vertice, le loro diagonali sono
in linea retta. |
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PROPOSIZIONE XXVII.

TEQOREMA.

Di tutlii parallelogrammi che possono essere
inscritti in un dato triangolo, il massimo e quello
la cui base é la metd di un lato del triangolo. *

Sia ABN il triangolo dato, AC la meta del lato 4B,
ed ACDM il parallelogrammo avente la base AC ed 1n-
scritto nel triangolo. Sia AKFG un

A.’
altro parallelogrammo inscritto nel
{riangolo; dico che il parallelo-

it L 7

grammo AD & maggiore del paral- : L E
elogrammo AF. i RVAN/:
le AF AVAV.Sy
Si compleli 1l parallelogram- / / AYY
mo AE, e siprolunghino GF e KF / _
A ¢ K B

sino in H ed L.

Siccome la AC ¢ uguale alla CB, cosi il parallelo-
grammo AD ¢ uguale al parallelogrammo CFE, ed il pa-
rallelogrammo A0 al parallelogrammo CH {1, 36]; e
siccome CF ed FL sono i supplementi dei parallelo-
erammi OL e KH, cosi CF ¢ uguale ad FE [I, 43]; e
pero, tutlo il parallelogrammo AF sard uguale a tutto il
gnomone LBC. Ma il parallelogrammo CE ¢ maggiore
del gnomone LBC, quindi il parallelogrammo AD, che
¢ uguale a CE, sard maggiore del parallelogrammo AF
che ¢ uguale al gnomone LBC. Nella stessa manicra
dimostreremmo che il parallelogrammo AD ¢ maggiore
di qualsivoglia altro parallelogrammo inscritto nel trian-
golo ANE: laonde di tutti i parallelogrammi ecc., ¢. d. d.

' Gli enunciati di questa e delle due proposizioni seguenti, un
po’ diversi nella forma da quelli di EvcrLibe, sono presi dall’ Eu-
clide del Law.
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PROPOSIZIONE XXVILI.

PROBLEMA.

Dividere una retta data in due part1 tali che
su di esse si possano costruire due parallelogrammi
d’ uguale altezza, 1’ uno uguale ad un dato poli-
gono e | altro simile ad un parallelogrammo dato.

Per la proposizione precedente, il poligono dato non de-
v’ essere maggiore del parallelogrammo descritto sulla meia

della retta data e simile al parallelogrammo dato.

Sia AB la retta data, D il parallelogrammo dato, e
C sia il dato poligono non maggiore del parallelo-
grammo che e adattato alla metd
di AB ed ¢ simile a D.

Seghisi per metd la AD ncl
punto £, e sulla EB descrivasi
VI, 18] il parallelogrammo L BFG, 7
simile e similmente posto a [}, e
compiscasi il parallelogrammo AG. I
Allora AG, o ¢ uguale a C, o ¢
maggiore di esso: e se AG sia
uguale a ¢, gia sard fallo c1o
che si proponeva, cioé sard £ 1l
punto di divisione richiesto. Ma
se non & uguale, sard HI/ mag-
giore di C; ed essendo IIE uguale
a GB,GB sari maggior di C. Co-
struiscasi [VI, 25] un parallelogrammo KM uguale al-
I’ eccesso del quale GB avanza C, e simile ¢ similmente
posto a D: ma D & simile a GB; onde ezlandio KM sara

E ementi d’" Euclide. 17

— R
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simile a GB [VI, 21]. Sia dunque la relta KL omologa
alla EG, e la LM omologa alla GF; e perche il parallelo-
grammo GB & uguale a C ed a KM presi insieme, sard GB
maggiore di KM, onde la linea retta EG €& maggiore
della KL, e la GF della LM ; pongasila XG uguale alla KL,
¢ la GO uguale alla LM, e compiscasi il parallelogram-
mo XGOP; onde il parallelogrammo GP & uguale e si-
mile a KM, ma KM ¢ simile a GB, adunque ancora GP ¢
simile a GB: e per tal cagione GP & dintorno alla mede-
sima diagonale con GB [VI, 26]. Sia questa diago-
nale GPB, e si prolunghino XP in T ed R, ed OP
i S.

Poich¢ GB ¢ uguale a C e KM presi insieme, ¢
la parte GP ¢ uguale a KM, sard il gnomone rima-
nente EBO uguale al rimanente C, e perche OR ¢
uguale a XS [I, 43}, aggiungendo PB ad ambedue, sara
tutto OB uguale a tulto XB, ma XB & uguale a TL, es-
sendo il lato AE uguale al lato EB, onde ancora TE &
uguale ad OB. Aggiungendo XS ad ambedue, tutto TS
sara dunque uguale a tutto il gnomone EB0 ; ma il gno-
mone EBO si ¢ dimostrato uguale a C, e percio TS
sara uguale a C. Laonde la dala retta AB ¢ divisa in due
parti 4S, SB ecc. com’ era richiesto.

6 ¢ F

ety

o PROPOSIZIONE XXIX. 1,
% R
PRODLEMA. i}
E 8B Pk
Prolungare una retta data in modo che sull’ in-
tera retla prolungata e sulla parte aggiunta si pos-

sano costruire due parallelogrammi d’ uguale al-

‘r
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tezza, I uno uguale ad un poligono dato, e I’ altro
simile ad un parallelogrammo dato.

Sia la retla data AB, il poligono dato C ed il paralle-
logrammo dato D. Seghisi la AB per meti nel punto E:
e sulla EB descrivasi [VI, 18] il
parallelogrammo BF simile a D e \
similmente posto: e cosiruiscasi -
[VI, 25] il parallelogrammo GH |
uguale alla somma delle due fi- &
gure BF , C, e simile a D ¢ simil-
mente posto; onde il parallelogram-
mo GH sard simile ad FB[VI, 21].
Sia- KH il lato omologo ad FL,
e AG omologo ad FE; siccome il
parallelogrammo GH ¢ maggiore
di FB, sara la linea retta KH mag- \
giore di FL, e KG maggiore -
di FL. Prolunghinsi FL, FE, e facciasi FLM uguale
a KH ed FEN uguale a AG ¢ compiscasi 1l parallelo-
grammo MN. Adunque il parallelogrammo MN & uguale
e simile a GH, ma GH ¢ simile ad EL, adunque ezian-
dio MN sara simile ad EL, e percio EL ¢ dintorno alla
medesima diagonale [VI, 26] con MN. Tirisi questa dia-
gonale I'X, e si completi la figura.

Siccome GH ¢ uguale alla somma di EL, C, ed an-
cora & uguale ad MN, sardh MN uguale alla somma
delie figure EL, C. Soltraggasi FL, che ¢ comune; e il
gnomone rimanente NOL sard uguale a C. E perche la
linea AE ¢ uguale alla EB, sara il parallelogrammo AN
uguale al parallelogrammo NB, cioé ad LO [I, 43].
Aggiungendo EX ad ambedue, tutto AX sard uguale al
gnomone NOL, ma il gnomone NOL ¢ uguale a C, e
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percio AX & uguale a C. Laonde si & prolungata la data
retta AB di una parte BO ecc., com’era richiesto.

PROPOSIZIONE XXX.

PROBLEMA.

Segare una data linea reita terminatain estrema
e media ragione.

Sia la data linea retta terminata AB, si vuol se-
garla in estrema e media ragione [VI, def. 3]

Descrivasi sulla AB il quadra- - G
to BC [I, 46], ed alla AC (prolunga-
ta) adattisi il parallelogrammo C(r
uguale a BC, in modo che il paral-
lelogrammo AG sia simile a BC
[VI, 29].

BC & quadrato, adunque ezian- |
dio AG sard quadrato ; e perché BC C X D
& nguale a CG, sottraendo da ambedue CH, che & co-
mune; il rimanente BK sard uguale al rimanente AG.
Ma BK ed AG sono anche equiangoli tra loro, quindi 1
lati che sono dintorno agli angoli uguali, saranno fra
loro inversamente proporzionali [VI, 14]: e percio
come KH ad HG cosi & AH ad HB: ma HK & uguale
ad AC, cioé ad AB; ed HG ad AH; onde come AB
ad AH, cosi AH ad HB. Ora AB ¢ maggiore di AH,
adunque AH & maggiore di HB; laonde la linea retta AB
& segata nel punto H in estrema e media ragione ; il che
bisognava fare.

A H
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PROPOSIZIONE XXXI.

TEORLEMA.

In un triangolo rettangolo, una qualsivoglia
figura descritta sull’ ipotenusa ¢ uguale alla somma
delle figure simili e similmente descriite sui cateti.

Sia il triangolo rettangolo ABC, che abbia I angolo
retto BAC. Dico la figura costruita sulla BC essere
uguale alla somma di quelle si-

mili e similmente descritte sul- ~
L

le BA, AC. &

Tirisi la perpendicolare AD: / /’/\\
allora saranno i triangoli ABD, / f \ )
ADC, che sono intorno alla per- B} b ‘C
pendicolare, simill a tutto ABC ¢
simili fra loro |VI, 8]; e perche il
triangolo ABC ¢ simile al triangolo ADBD, sard come
la CB alla BA, cosi la AB alla BD: e essendo tre li-
nee rette proporzionali, come la prima alla terza, cosi
sara la figura descritta sulla prima a yuella, simile e
similmente descritta sulla seconda [VI, 20, cor.]; onde
come la CB alla BD, cosi la figura descritta sulla CB
¢ alla figura simile e similmente descritta sopra DA.
Per la medesima ragione come la BC alla CD, cosi la
figura descritta sulla BC a quella descritla sulla CA;
onde [V, 24] come la BC alla somma delle BD, DC,
cosi € la figura descritta sulla BC alla somma di quelle
simili e similmente descritie sulle BA, AC. Ma la BC ¢
uguale alla somma delle BD, DC; adunque |V, A] la
figura descritta sulla BC ¢ uguale alla somma di quelle
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simili e similmenle descritle sulle B4, AC; laonde
in un triangolo retlangolo, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE XXXII.
TEOREMA.

Se due triangoli, 1 quali abbiano due lati pro-
porzionali a due lati, si compongano intorno ad un
vertice in modo che 1 lati omologhi siano paralleli,
i lati rimanenti saranno in linea relta.

Siano due triangoli ABC, DCE , che abbiano il ver-
tice comune C e i due lati BA, AC proporzionali ai
due lati CD, DE, cioe siacome B A
ad AC, cosi CDa DE; ¢ la AB a
sia paraliela alla DC,e la AC alla DL,
DicolaBCessereperdirittoalla CE.

Perciocché, essendo la 4B pa- i
rallela alla DC, saranno gl an- i
goli alterni BAC, ACD fra loro
uguali, e per la medesima ragione I’ angolo CDE ¢
uguale all’ angolo ACD; onde aliresi BAC ¢ uguale
a CDE. E perche¢ sono due triangoli ABC, DCE, che
hanno un angolo 4 uguale ad un angolo D), e dinlorno
agli angoli uguali 1 lati proporzionall, sard il trian-
golo A BC equiangoloal triangolo DCL, onde I'angolo ABC
¢ uguale all’ angolo DCE. Ma si ¢ dimostrato I’ angolo AGD
uguale all’ angolo BAC, e pero tutio AGE ¢ uguale alla
somma dei due ABC, BAC; onde, aggiungendo ACB,
la somma degli angoli ACE, ACB sara uguale alla
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somma degli angoli BAC, ACB, CBA; ma BAC,
ACB, CBA insieme fanno due retti, onde eziandio g¢li
angoli ACE, ACB faranno insieme due refti, e per-
cid BC sara per diritto a CE [I, 24]: onde se¢ due trian-
qoli, ecc. c. d. d.

PROPOSIZIONE XXXIII.

TEOREMA.

In due cerchi uguali o in uno stesso cerchio
gli angoli, 1 cul vertici siano o alle circonferenze
0 al centri, hanno fra loro la medesima ragione
degl archi sui quali insistono : e la medesima ra-
gione hanno anche i settori fra loro.

Stano i cerchi uguali ABC, DEF, ed a’loro cen-
tri G, H siano gh angoli BGC, EHF, ed alle circonfe-
renze gli angoli BAC, EDF'. Dico,
che come I'arco BC all’arco EF,
cosi ¢1’angolo BGC all’angolo EHF,
e I"angolo BAC all’ angolo EDF,
ed 1l settore BGC al seitore EHF.

Prendansi quanii si vogliano
archi CK, KL uguali a BC, ¢ si-
milmente pongansi quanti si vo-
gliano archi FM, MN ugualiad EF, T
e tirinsi GK, GL, HM, IIN. D

Poiche gli archi BC, CK, KL N
sono fra loro uguali, saranno al- |
tresi uguali fraloro gli angoli BGC, \' /™ /
CGK, KGL, |1, 27]: adunquc B
quante volte I"arco LB ¢ mol-
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tiplice dell’ arco RC, tante volte I'angolo BGL & mol-
tiplice dell’ angolo BGC: per la medesima ragione
P quante volte I’arco NE & molliplice dell’arco EF,
AL tante volte I’ angolo EHN & moltiplice dell’angolo EHF
/" ~E se l'arco BL & uguale allarco EN, anche I'ango-
| lo BGL saria uguale all angolo EHN; e se I'arco BL
: ¢ © maggiore dellarco EN, anche I'angolo BGL sara
I maggiore dell’angolo EIIN; e se minore, minore;
onde come 1 arco BC all’arco EF, cosi & I'angolo BGC
all’ angolo EHF [V, def. 5]. Ma come I’angolo BGG al-
I’angolo FHF, cosi ¢ 1"angolo BAC all angolo EDF
g [V, 15] essendo ciascuno doppio di ciascuno [III, 20];
come dunque 1 arco BC all’arco EF, cosi ¢ ancora
_ P’angolo BGC all’ angolo EHF, e ! angolo BAC all’ an-
Mgolo EDPF.
Dico oltre a cio, come I’ ar-
co BC all’arco EF, cosi essere il
settore GBC al settore HEF,
Si tirino BC, CK, e presi ne-
gli archi BC, CK, i punt X, 0,
si tirino BX, XC, CO, OK.
Perchi le due BG, GC sono
uguali alle due CG, GK, e conien-
gonoangoli uguali, [TI1,27].sard an-
cora la base BC uguale alla base CK,
onde il triangolo GBC ¢ uguale al
triangolo G CK ; e perehe Parco BC
¢ uguale all’arco CK, eziindio 1
rimanenti archi che insieme ai
due BC, CK compiono tutta la cir-
conferenza ABC saranno fra loro eguali; adunque ancor
Pangolo BXC ¢ uguale all'angolo COK, e il segmento BXC
tsimile al segmento COK [1IL, def. 11}; ma sono anche so-
pra lelinee rette uguali BC, CK, onde il segmento BXC
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¢ uguale al segmento COK [III, 24]: ed il triangolo BGC
uguale al triangolo CGK ; dunque tutto il seltore BGC
sara uguale a tulto il settore CGH, e per la mede-
sima ragione il settore GKL & uguale all’uno e !'al-
tro GKC, GCB, onde 1 seftori BGC, CGK, KGL
sono fra loro uguali. Parimente i seitori HEF, HFM,
HMN sono uguali fra loro; quante volte dunque I ar-
co LB ¢ moltiplice dell’ arco CB, tante volle il set-
tore BGL & moltiplice del settore BGC; per la mede-
sima ragione quante voite I'arco NE ¢ moltiplice del-
I”arco EF, tante volte il settore EHN ¢ moltiplice del
settore EHF; e se I'arco BL ¢ uguale all’arco LN, anche
il settore BGL ¢ uguale al settore 'HN: e se 1'arco BL
¢ maggiore dell’arco EN, anche il setiore BGL ¢ mag-
giore del setlore EHN:e se ¢ minore, minore; onde
come |’arco BC all’ arco EF, cosi 1l seltore BGC al set-
tore EHF. Si ¢ adunque dimostrato che in due cerchi
ugquale, ecc. ¢. d. d.

PROPOSIZIONE B.

TEORLMA,

Se un angolo di un triangolo é segato per metd
da una retta che sia terminata alla base, 1l rettan-
colo contenuto dai lati dell” angolo sard uguale al
rettangolo contenuto dai segmenti della base, preso
insienme col quadrato della reita segante.

Sia il triangolo ABC, nel quale I'angolo A4 ¢ se-
gato per meld dalla retta AD. Dico clie il reltangolo dei
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lati AB, AC & uguale al retlangolo dei segmenti BD, DG

insieme col quadrato di AD.

Descrivasi il cerchio ABC 1n- ,{’“ \
torno al triangolo dato [IV, 5], e
prolunghisi AD sino ad incontrare
la circonferenza in E; poi congiun-
gasi £ con C. \\

Essendo |’ angolo BAD uguale
all’angolo CAE, e I’ angolo ABD
uguale all’angolo AEC, perché contenuti nello stesso se-
gmento {lI[, 21], i triangoli ABD, AEC sono equiangoli
fra loro: quindi come BA ad AD cosi ¢ EA ad AC, e
conseguentemente il retlangolo delle BA, AC & uguale
al reltangolo delle EA, AD |VI, 16], cio¢ al reitan-
golo delle £D, DA, insicme col quadrato di AD [II, 3].
Ma il rettangolo delle ED, DA ¢ uguale al rettangolo
delle BD, DC [1II, 35]; dunque se un angolo, ecc. c.d. d.

————

PROPOSIZIONE C.

TEOREMA.

Se da un angolo di un triangolo si abbassa la
perpendicolare alla base, il rettangolo contenulo
dai lati dell’ angolo sard uguale al rettangolo con-
tenuto dalla perpendicolare e dal diametro del cer-
chio circoscritto al triangolo.

Sta ABC il triangolo, ¢ dal vertice A si abbassi la
perpendicolare AD sulla base BC. Descrivasi il cer-
chio ABC intorno al triangolo dato; conducasi il dia-
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metro AE e congiungasi E con C. Dico il reltangolo
delle AB, AC essere uguale al ret-
tangolo delle AD, AE. A
Siccome 1’ angolo retto BDA /’Q

¢ uguale all’ angolo ECA nel se- A AN B
micerchio [III, 21].e1"angolo ABD CN

¢ uguale all’ angolo AEC nello
stesso segmento [IlI, 31], 1 trian-
goli ABD, AEC sono equiangoii
fra loro; per conseguenza come AB ad AD cosi AE
ad AC. Dunque il rettangolo delle AB, AC sara uguale
al rettangolo delle AE, AD [VI, 16]; c. d. d.

\ S,

PROPOSIZIONE D.

TEOREMA.

Se un quadrilatero ¢ inscritto in un cerchio, il
rettangolo delle diagonali ¢ uguale alla somma dei
rettangoli contenuti dai lati opposti.

Sia ABCD un quadrilatero inscritto nel cerchio, e
tirinsi le diagonali AC, BD. Dico il rettangolo delle AC,
BD essere uguale al rettangolo
delle AB, CD ed al retlangolo /P\{’“‘\\
delle AD, BC, presi insieme. # \\ \

Facciasi angolo ABL uguale / \ '
all’ angolo DBC {I, 23]. A& \\ \-\' -

Tolto da ciascuno degli angoli \\ =y
uguali ABE, DBC Tangolo EBD, >\ -
sard I’ angolo ABD uguale all’ an- D
golo £BC: ma 'angolo BDA ¢ uguale all’angolo BCE
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perche¢ sono nello stesso segmento [IIf, 21]; percio
il triangolo ABD & equiangolo al triangolo BCE, onde
sard BD a DA come BC a CE, e per conseguenza il
rettangolo delle BC, AD sard uguale al rettangolo
delle BD, CE [VI, 16]. Inoltre, essendo I’ angolo ABE
uguale all’ angolo DBC, e " angolo BAE uguale all’ an-
golo BDC [, 21], il triangolo ABE & equiangolo
al triangolo BCD; quindi sard BD a DC come BA
ad AE, eppero il reltangolo delle BA, DC sard uguale
al rettangolo delle BD, AE. Ma il rcttangolo delle BC,
AD ¢ stato dimostirato uguale al rettangolo delle BD,
CE; dunque il rettangolo delle BC, AD e il rettangolo
delle BA, DC sono insieme uguali al rettangolo delle BD,
CE cd al rettangolo delle BD, AE, presi insieme, ciod
all’ intero rettangolo delle BD, AC [1I, 1]. Laonde se un
quadrdatero , ecc. ¢. d. d.

[

\-:31
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Esercizi.

—1. Tl rettangolo contenuto da due linee & medio propor-
zionale tra i loro quadrati.

~2. Un quadrilatero ha uguali le perpendicolari abbassate
da vertici opposti sopra una diagonale: dividerlo in quattro
triangolt uguali per mezzo di linee condotte ai vertici da un
punto interno.

—~ 3. Se da un vertice di un triangolo si tira una retta alla
meta del lato opposto, e da un altro vertice si tira per la
meta di questa un’altra retta sino all’incontro del lato oppo-
sto; questo lato rimarra diviso in due parti una delle quali

sara doppia dell’ altra.
-~ 4. Tirare per un punto dato una linea retta in modo che

se da due altri punti si abbassino sopra di essa due perpen-
dicolari, le parti intercette tra il punto dato e i piedi delle
perpendicolari siano uguali.

~ 9. Se conduciamo tre rette uguali dai tre vertici di un
triangolo ai tre lati opposti, o ailoro prolungamenti, e daun
punto interno al triangolo tre linee parallele a queste sino
all’ incontro con 1 lati, la somma di queste ultime sara uguale
ad una delle prime.

~ 6. Se tre cerchi sono tra loro tangenti e due di essi sono
uguali, I’angolo al vertice del triangolo formato congiungendo
1 punti di contatto, & uguale all’ angolo alla base del trian-
golo isoscele, formato congiungendo i tre centri.

= 7. ABC & un triangolo equilatero, £ un punto sopra AC;
sopra il prolungamento di BC prendiamo CD, CF, uguali ri-
spettivamente a CA, CE, ed AF, DE s incontrino in un
punto H; dimostrare che HG & ad E(C come AC & ad AC
piu EC.

- 8. Le diagonali AC, BD di un quadrilatero iscritto in
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un cerchio s’ incontrano in £; dimostrare che il rettangolo
contenuto da AD, BC ¢ al rettangolo contenuto da AD, DC
come BE é ad ED.

= 0. Se in un triangolo rettangolo sia iscritto un quadrato
con un lato sopra !’ ipotenusa, questa rimane divisa in pro-
porzione continua.

~ 10. Se ABC ¢ un triangolo iscritto in un cerchio, si tiri
peril punto B unarctta parallela alla tangente al cerchio nel
punto A, e si prolunghi sino all’incontro nel punto D con AC
o col suo prolungamento; dimostrare che AD sard media
proporzionale tra AC e AD.

~ 11. Se AD ¢ divisain € e D in modo che AC sia media
proporzionale tra AD e A, e si tiri un’altra retta comunque
AFE uguale ad AC, I’angolo BED sara diviso per meta da EC.

- 12. La parte di una tangente al cerchio intercetta fra le
due tangenti all’ estremita di un diametro, ¢ divisa nel punte
di contatto in modo che il raggio ¢ media proporzionale tra i
due segmenti,

~— 13. Se due corde in un cerchio s’intersecano in modo
che 1 segmenti dell’una abbiano la stessa ragione dei segmenti
dell’ altra, la retta che divide per meta 1" angolo dei segmenti
omologhi passa per 1l centro del cerchio.

— 14. Se un triangolo sia iscritto in un semicerchio, e si
innalzi una perpendicolare da un punto qualunque del diame-
tro, che mcontri la circonferenza e gli altri due lati, i tre seg-
menti della perpendicolare saranno in proporzione continua.
~ 15. Sele diagonali di un quadrilatero iscritto in un cerchio
si segano ad angolo retto, la somma dei rettangoli contenuti
dai lati opposti sard uguale al doppio del quadrilatero.

— 16. Se da un punto fisso della circonferenza di un cer-
chio, si tirino corde qualunque, esse saranno tagliate dalla
corda parallela alla tangente al cerchio nel punto {isso in mo-
do, che i rettangoli contenuti da ciascuna corda e dal suo
segmento compreso tra il punto fisso e la corda parallela alla
tangente saranno tutti uguali tra loro.

- 17. Se in due triangoli simili, dai vertici di due angoli
uguali si tirino rette ai lati opposti, le quali facciano angoli
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uguali con 1 lati omologhi, queste avranno la stessa ragione
dei lati sopra i quali cadono, e li divideranno proporzional-
mente,

=~ 18. Applicare la prop. 2 dellib. VI a dimostrare come si
possa con un pezzo di cordicella condurre per un dato punto

una parallela ad una retta data.
19. In un triangolo AB(C rettangolo in A, se tiriamo la

(D bisettrice dell’ angolo (¢, dimostrare che sara la diffe-
renza di BC ed AC ad AD come AB & ad AC.

20. Se due cerchi sono tangenti esternamente, la parte
di una tangente comune compresa tra i punti di contatto sara

media proporzionale tra i loro diametri.
21. Date le lunghezze delle tre rette condotte dai vertici

ai punti di mezzo dei lati opposti, costruire il triangolo.

22. Inscrivere un quadrato in un dato segmento di cer-
chio.

23. Trovare il luogo dei punti nei quali sono divise secondo
una data ragione le rette condotte da un dato punto alla cir-

conferenza di un cerchio dato.
24. Dati due cerchi i quali si tagliano, tirare per

uno dei punti d’ intersezione una linea retta che tagli le due
circonferenze 1n modo che le corde intercette siano tra loro
in una data ragione.

25. Inscrivere in un dato triangolo un parallelogrammo
simile ad un parallelogrammo dato.

26. Se per il vertice ¢ per I’ estremitd della base di un
triangolo si descrivano due cerchi, in modo che intersechino
la base o la base prolungata, i loro diametri saranno tra loro
come 1 lati per I’ estremita dei quali passano le loro circon-
ferenze.

27. Se due linee rette qualunque, che si tagliano, sono
intersecate da due rette date, 1 rettangoli contenuti dai loro
rispettivi segmenti saranno tra loro come i rettangoli conte-
nuti dai rispettivi segmenti fatti dalle rette date sopra due
altre parallele alle prime.

28. A, D sono i centri di due cerchi disuguali, PA, BQ
una coppia di raggi paralleli qualunque : dimostrare che PQ
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passa per un punto fisso, le cui distanze dai centri sono tra
loro come i rispettivi raggi; e dedurne un metodo per con-
durre una tangente comune a due cerchi.

99. Se per il punto fisso dell’ esercizio precedente si tira
una retta qualunque che tagli i due cerchi, i raggi condotti
ai punti d’ intersezione saranno paralleli, e le corde intercette
saranno tra loro come i raggi rispettivi.

30. Se per il medesimo punto fisso si tirano due linee
qualunque che taglino i due cerchi, le corde che congiunge-
ranno i corrispondenti punti d’intersezione saranno paral-
lele ; e degli otto punti d’ intersezione , quattro saranno sopra
la circonferenza di un altro cerchio, purché due di questl
quattro non siano sopra lo stesso cerchio e sopra la stessa
retta data.

31. CDE & una tangente comune a due cerchi, che in-
contra la linea dei centri AB nel punto E; FGHKE é una
retta che taglia i due cerchi e passa per E; dimostrare chel
rettangoli contenuti da EC, ED, da EF, EK, da EG, EH
sono uguall.

32. Le rette che uniscono i punti di contatto di ciascun
cerchio tangente a due cerchi dati passano per uno stesso
punto.

33. Trovare la media aritmetica, geometrica ed armo-
nica tra due linee date (7).

3%. Se due angoli che una reita fa con un’altra da una
stessa parte siano bisecati, dimostrare che tutte le rette che
tagliano queste quattro linee sono divise armonicamente da
esse ; e reciprocamente , se una retta € divisa armonicamente,
e si uniscano i punti di divisione con un punto qualunque per
mezzo di rette, due alterne delle quali facciano tra loro un an-
golo retto, gli angoli delle altre due saranno divisi per meta.

(*) Tre linee si dicono in progressione aritmetica se togliendo la
seconda della prima ¢ la terza dalla seconda, le rimanenti sono uguali.

Tre linee si dicono in progressione geomelrica se la prima ¢ alla

seconda come la seconda & alla terza.
Tre linee si dicono in progressione armonica se la prima & alla
terza come la differenza della prima e della seconda ¢ alla differenza della

seconda e della terza.
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35. Se da un punio P fuori di un cerchio si tirino le
tangenti PG, PD, e laretta €D, che unisce i punti di con-
tatto, tagli in Q il diametro AOB che passa per P; dimo-
strare che il rettangolo contenuto da OP, 0Q ¢ uguale al
quadrato del raggio, e che la retta PB & divisa armonica-
mente ¢ I’ angolo PCQ bisecato (*).

36. Se P sia il polo di CQD, e si tiri una retta qualun-
que per 1l punto P, che tagli il cerchio nei punti £, G, e Ia
retta (D nel punto F, dimostrare che PG ¢ divisa armo-
nicamente, e gli angoli PEQ, PGQ sono bisecati da EA, GA.

37. Se P sia il polo di CQD, il polo di una retta che
passa per P sard sopra GQD; e reciprocamente la polare di
un punto qualunque di GQD passerd per P,

38. Dimostrare che, se un cerchio iscritto in un quadri-
latero ABGD ¢ tangente ai suoi lati AB, BC, CD, DA
rispettivamente nei punti £, I, &, H, ed EH, FG siano
prolungate fino ad incontrarsi in un punto K, la retta con-
dotta da K al centro del cerchio sara perpendicolare ad AC.

39. Se in un triangolo AB(G 1l lato AC & doppio di BC;
e se (D, CE sono le rispettive bisettrici dell’ angolo C e
dell’ angolo esterno formato dal prolungamento di AC, i
triangohh ¢CBD, ACD, AB(G, CDE saranno tra loro come i
numeri 1, 2, 3, 4.

40. 11 luogo dei vertici di tutti i triangoli che hanno la
stessa base, e gli altri due lati in una data ragione, ¢ la cir-

conferenza di un cerchio.
41. Trovare il luogo dei punti nei quali due cerchi dati

sono veduti sotto lo stesso angolo.

42. In un triangolo ADC rettangolo in A, bisecare con D
I’ angolo C, e dimostrare che il doppio del quadrato di AC &
alla differenza deil quadratidi ACedi AD, come AB ¢ ad AD.

43. Dati un lato, I'angolo opposto e la ragione degli al-
tri due lati, costruire il triangolo.

4%. Se in due triangoli un angolo dell’uno & uguale a un
angolo dell” altro, ¢ un altro angolo dell’ uno é supplementare

(*} Il punto P si dice il polo di COI, ¢ COD la polare di P.
Elementi 4’ Euclide. 18
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ad un altro angolo dell’ altro, i lati oppostt a questi quattro
angoli saranno proporzionali.

45. Per un punto qualunque dato nella bisettrice di un
angolo tirare una retta che faccia con 1 lati angoli uguali, e di-
mosirare che questa linea & la pit breve che passi per quel
punto e termini ai due lati, e i1l triangolo cosi formato ¢ il
minimo.

46. La retta che taglia ad angoli uguali i lati di un an-
golo, ¢ la piu corta che possa formare un triangolo di area
data.

47. Se un triangolo isoscele sia iscritto in un cerchio, ¢
dal vertice sia tirata una retta finché incontri la base del
triangolo e la circonferenza, il rettangolo contenuto dui
segmenti di questa linea sard uguale al quadrato di uno dei
lati uguali del triangolo.

48. Porre dentro un cerchio sei cerchi uguali tangent:
tra loro e al dato cerchio, e dimostrare che il cerchio interno
che ¢ tangente a tutti ¢ uguale a clascuno di essi.

49. Le perpendicolari abbassate dai vertici di un trian-
golo su’ lati opposti s’ incontrano in un punto.

50. AR ¢ diametro di un cerchio; AC, BD due corde
che s'intersecano in E; abbassata ET" perpendicolare ad A5,
dimostrare chie prolungata passa per intersezione di AD, DC.

51. Trovare fuori di un dato cerchio un punto tale che
la somma delle due tangenti condotte da esso al cerchio, sia
uguale alla retta condotta da esso al centro e prolungata fino
all’ incontro colla circonferenza.

52. ABC ¢ un triangolo isoscele; tirare AD perpendico-
lare alla base, e DEF che tagli A, AC nei punti £, I;
AD sara a DE, come la somma di AD ¢ di AF ¢ alla diffe-
renza di AD, AF.

53. Da un punto P tirate le tangenti P4, P ad un
cerchio, ¢ condotta AC perpendicolare al diametro BD, di-
mostrare che AC ¢ bisecata da ’D n I,

54. Dividere una data retta in un numero qualunque di
parti uguali, e quindi dimostrare come si puo dividere un
triangolo nello stesso numero di parti uguall per mezzo divette.
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55. AD & la bisettrice dell’angolo al vertice di un trian-
oolo, e taglia la base BC in D; in BC prolungata preso
un punto E ugualmente distante da A e da D, dimostrare
che BE & a DE come DE ¢ a GE.

56. Se per il punto di mezzo della base di un triangolo
si tiri una refta qualunque, essa sarda divisa armonicamente
da un lato del triangolo, dalla base, dall’ altro lato prolun-
cato e da una parallela alla base condotta per il vertice.

57. Se quattro rette che passano per uno stesso punto
dividono una retta data armonicamente, divideranno anche
armonicamente un’ altra retta qualunque.

58. Due cerchi, uno dei quali é tangente ai tre lati di
un triangolo ABC, I’altro a un lato B( e ai prolungamenti
degli altri due, siano tangenti ad AB in D, e D,, ad AC
in E,, E,; dimostrare che i rettangoli contenuti da BD,, BD,
da CE,, CE,, e dai due raggi sono uguali tra loro.

59. AD & la perpendicolare abbassata dal vertice A sulla
ipotenusa BC di un triangolo rettangolo; dimostrare che il
quadrato del raggio del cerchio iscritto in ABC, & uguale alla
somma dei quadrati dei raggi dei cerchi iscritti in ABD,ACD,

60. Se I’ angolo esterno di un triangolo sia bisecato da
una retta che tagli il prolungamento della base, il quadrato
di questa linea sara uguale alla differenza dei rettangoli con-
tenuti dai segmenti della base e dai lati del triangolo.

61. Se dal vertice A di un parallelogrammo sia tirata
una retta che tagli la diagonale in E e it lati BC, CDin F, G,
dimostrare che AF sara media proporzionale tra EF ed EG.

62. Data la parte n=™e di una retta trovarne la parte
(1 -1 )esima,

63. CAB, CEB sono due triangoli che hanno un angolo
comune B, e ilati C4, CFE uguali; se in BE prolungata si
prenda ED terza proporzionale a BA, AC, 1 triangoli BDC,
BAC saranno simill.

0% APB ¢ il guadrante di un cerchio, SPT una tan-
cente nel punto P, che tagha i raggi 04, OB nel punti 8, T';
tirata P perpendicolare ad OA, dimostrare che il triangolo
AORB ¢ media proporzionale tra i triangoli SOT, OMP.
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65. Per un punto dato tirare una retta che, quando fosse
prolungata, passerebbe per il punto d’ incontro di due rette
date , senza prolungare queste rette fino ad incontrarsi.

66. Se due triangoli sono uguali ed hanno 1 lati che
comprendono un angolo in ciascuno reciprocamente propor-
zionali, questi angoli o saranno uguali o supplementari 1'uno

all’ altro.
67. Costruire un triangolo isoscele uguale a un dato trian-

golo scaleno e collo stesso angolo al vertice.

68. ABCD ¢ un rettangolo; tirata una retta AEF da 4 a
un punto di CD, e la BF perpendicolare ad AE, dimostrarc
che il rettangolo contenuto da AE, BF ¢ uguale al dato ret-
tangolo ABCD.

69. ABC & un triangolo iscritto in un cerchio, AD, AE
rette tirate alla base, parallele alle tangenti al cerchio in B,
C; dimostrare che AD ¢ uguale ad AE, e che BD & a CE
come il quadrato di AB & al quadrato di AC.

70. In un triangolo qualunque, abbassata la perpendico-
lare dal vertice sopra la base, la base ¢ alla somma del
lati, come la differenza dei lati & alla differenza o alla somma
dei segmenti della base, secondo che la perpendicolare cade
dentro o fuori del triangolo.

71. Se ABCDE ¢& una retta che tagli due cerchi che
s’ intersecano, essendo C il punto dove essa incontra la retta
che unisce i punti d’ intersezione dei due cerchi; AL sara a
BC come ED a DC, e il quadrato di AE sara al quadrato
di BD come il rettangolo contenuto da AG, GE ¢ al rettan-
aolo contenuto da BCG, CD.

72. Se un rettangolo sia iscritto in un triangolo rettan-
golo, con un angolo comune, i1l rettangolo contenuto dai
segmenti della ipotenusa sard uguale alla somma dei rettangoli
contenuti dai segmenti del catetl.

73. Se un triangolo isoscele che ha ciascun lato doppio
della base sia iscritto in un cerchio, il quadrato del raggio
del cerchio sara al quadrato di uno dei lati uguali come 4

¢ a 15.
74. ABC ¢& un triangolo rettangolo in 4, e che hal an-
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golo I doppio dell’angolo C; tirata BD bisettrice dell’ an-
golo B, e AL, DF perpendicolari sopra B(, dimostrare che
1] rettangolo contenuto da AE, BF ¢ uguale alla somma det
rettangoli contenuti da BE, DF e da BF, DF.

75. Se una retta & tangente a un cerchio, e si abbassi
la perpendicolare dal punto di contatto sopra un diametro
qualunque, e dall’ estremitd di questo diametro e dal cen-
tro s’ innalzino perpendicolari al diametro fino all’ incontro
colla tangente , le quattro perpendicolari saranno proporzio-
nali.

76. Inscrivere un quadrato in un pentagono regolare dato.

71. Le rette terminate AD, AC siano divise proporzio-
nalmente in D, E, e le perpendicolari ad esse innalzate da
D, I s"incontrino in F'; dimostrare che qualunque siano le
posizioni di D, E, il punto F' sard sempre sopra una stessa
retta che passa per A.

78. AB ¢ una corda di un cerchio, ed AC, BC condotic
per un punto qualunque della circonferenza tagliano il dia-
metro perpendicolare ad AB in D, E; se O é il centro del
cerchio, il rettangolo contenuto da OD, OF sara uguale al
quadrato del raggio.

79. Descrivendo due mezzi cerchi sopra i segmenti del-
I’ipotenusa fatti dalla perpendicolare abbassata dal vertice
dell” angolo retto di un triangolo rettangolo, i segmenti dei
lati intercetti da questi semicerchi saranno in ragione
triplicata coi lati.

80. Ilati di un angolo dato sono in una ragione data, ed
il vertice é fisso; dimostrare che se I’ estremo di un lato si
muove sopra una retta data, sl muoverd sopra una retta an-
che I’ altro estremo.

31. Se dall’ estremita della base di un triangolo si tirino
due rette, ciascuna parallela ad uno dei Iati ed uguale all’altra,
le retle che congiungono I altra loro estremitda coll” altra
estremitd della base taglieranno dal lati segmenti uguali,
ciascuno dei quali sar& medio proporzionale tra gli altri due
segmenti.

82, AB, AC sono lati di un pentagono e di un decagono
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regolare iscritti in un cerchio di centro O; se OD ¢ la biset-
trice di AOC condotta fino ad AB, dimostrare che i triangoli
ACDB, ACD, come pure i triangoli AOB, DOD sono simill, ¢
quindi che il quadrato del raggio & uguale alla differenza dei
quadrati di AB, AC.

83. Se due cerchi sono tangenti tra loro nel punto €, e
si prenda un punto qualunque D fuori di essi In modo chei
ragei AC, BC sottendano angoli uguali in ), e DE, DF
siano tangenti al cerchio, il rettangolo contenuto da DE, DF
sard uguale al quadrato di DC.

84. Bisecare un triangolo con una linea parallela ad uno
dei latl.

85. Un cateto di un triangolo rettangolo ¢ doppio del-
I altro; dimostrare che i segmenti della ipotenusa fatti dalla
perpendicolare abbassata dal vertice saranno tra loro come
1¢ad

86. Se due triangoli sono tra loro come le basi, hanno
la stessa altezza; e triangoli e parallelogrammi di altezza di-
suzuale sono tra loro nella ragione composta dalle ragioni
delle loro basi e delle loro altezze.

87. Descrivere un rombo uguale a una data figura retti-
linca, e che abbia un angolo uguale a un angolo dato.

883. Se due triangoli hanno un angolo uguale a un angolo,
o un angolo supplemento di un angolo, saranno nella ragione
composta delle ragioni dei lati che lo contengono.

80. Descrivere un quadrato, del quale sia data la ditte-
renza tra la diagonale ed un lato.

90. ABCD & un quadrilatero ; tirata una retia che tagh
AB,CD,ina,d; AD, BCin b, c; ed AC, BD me f; ab
sard a cd come il rettangolo contenuto da af, be & al rettangolo
contenuto da cf e de.

91. Dimostrare che la ragione della diagonale di un qua-
drato al suo lato & incommensurabile, e quindi dimostrare
che il suo valore numerico & approssimatamente uguale
ad 1, 4142.

09. Descrivere una circonferenza che passi per un punto
dato e sia tangente a una data retta e a un dato cerchio.
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93. Descrivere un cerchio tangente a due cerchi dati e

ad una data retta.
04. Descrivere una circonferenza tangente a due cerchi

dati e che passi per un punto dato.

05. Descrivere un cerchio tangente a tre cerchi dati.

96. In un triangolo qualunque sono in una stessa linea
retta la intersezione delle perpendicolari abbassate dai verticl
sopra i lati opposti, delle bisettrici dei lati condotte dai ver-
tici opposti, e delle perpendicolari inalzate sulle metd det
lati, e le distanze di questi punti uno dall’ altro sono tra loro
come i numeri 1, 2, 3.

07. Dresi sei punti in un piano, dei qualitre 4, ¢, E
in una linea retta, e gli altri tre B, D, I in un’altra linea
retta, dimostrare che le intersezioni di AD e DE, di b€ cd
EF, di CD ed FA sono in linea retta.

08. Se dall’ estremita della base di un triangolo si abbas-
sino le perpendicolari sopra la bisettrice dell’ angolo al vertice ,
il cerchio che passera per i punti d’ intersezione e per il piede
della perpendicolare abbassata dal vertice alla base, bisecher:
la base, ¢ il triangolo sard uguale al rettangolo contenuto da
una delle due prime perpendicolari e dal segmento della bi-
scttrice compreso tra il vertice e I’ altra perpendicolare.

99. AC, BE sono rette parallele, F, G, I, ecc. una seric
di punti equidistanti in AC; tirata per il punto I una retta
che tagli EF, EG, EH, ecc, in f, g, I, ecc., dimostrare clic
Bf, Bg, Bh, ecc, sono in proporzione armonica.

100. Se coppic di tangenti comuni siano condotte ad
ocni coppia di tre cerchi dati, le intersezioni di ogni coppia
di tangenti saranno in una medesima linea retta.

101. Se una retta si divida in estrema ¢ media ragione
e se al segmento maggiore si aggiunga la metd di tutta la
retta; il quadrato della retta cosi ottenuta & quintuplo del
quadrato della meta.

102. Se il gquadrato di una retta sia quintuplo del qua-
drato di un’ altra retta, ¢ si divida il doppio della seconda
estrema ¢ media ragione, il segmento maggiore sard uguale
b eccesso della prima retta sulla seconda.
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103. Se una retta si divida in estrema e media ragione,
¢ se al segmento minore si aggiunga la meta del segmento
maggiore, il quadrato della retta cosi oitenuta sara qumtuplo
del quadrato della detta meta.

104. Se una retta sia divisa in estrema e media ragione,
la somma dei quadrati dell’ intera retta e del segmento mi-
nore & tripla dal quadrato del segmento maggiore.

105. Se ad una retta, divisa in estrema e media ragione,
si ageiunga il segmento maggiore , e la retta cosi ottenuta st
divida di nuovo in estrema e media ragione, il segmento mag-

oiore di questa sara uguale alla prima retta.
106. I lati dell’ esagono e del decagono equilateri inseritti

nello stesso cerchio, sono il segmento maggiore ed il seg-
mento minore di una stessa retta segata in estrema e media
ragione.

107. Se in un cerchio siano inscritti il pentagono , P'esa-
sono ed il decagono equilateri, il quadrato del lato del pen-
tagono & uguale alla somma dei quadrati dei lati dell’ esagono

¢ del decagono.
108. Ii quadrato di un lato del triangolo equilatero ¢

triplo del quadrato del raggio del circolo circoseritto.

109. Se in un circolo siano inscritti il pentagono, I'esa-
cono cd il decagono equilateri, la somma del lati dell’ esagono
¢ del decagono ¢ doppia della perpendicolare calata dal cen-

tro sul lato del pentagono.

110. Se in un circolo sia inscritto il pentagono equilatero,
la somma dei quadrati di un lato del pentagono e della corda
sottesa a due lati ¢ quintupla del quadrato del raggio.

111. Due rette divise in estrema e media ragione stanno
fra loro come i segmenti maggiorl.
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