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IDEDITORE

ALLA STUDIOSA GIOVENTU.

Lo scrivere delle buone Tstituzioni non ¢ lo stes.
s0 che lo scrivere un buon libro. Quanti e quanti
scrivono delle buone opere ; ma non hanno = tutte
le qualita , onde scrivere de’ buoni elementi pel
vantaggio della studiosa Gioventy. Il Signor Bou-
charlit sembra dotato di tutte le quality per agevo-
lare colle sue operc matematiche alla studiosa 210-
ventu lo studio dclle scienze esatte , divenuto tanto
necessario a tutte le professioni , per I’ influenzy
che vi csercita. Egli ha pubblicato finora eli ele-
ment: di calcolo differenziale ed integrale | eli ele-
menll di meccanica, e la teoria delle curve , e delle
superficie di secondo grado. Queste istituzioni sono
preziose per la scelta del metodo , per quella delle
dimostrazioni , e per la brevitd. 1l rapido spaccio
che se ne fa, e le continue richieste che glungouo
a’ librai da tutte le parti, giustificano il merito d;
queste 1stituzioni. Percido, onde fare cosa grata alla
studiosa gioventl, mi sono impegnato a dare la pri-
ma versione italiana di queste opere, per I’ elegan-
za , cd csaltezza della quale non ho risparmiato

IMCZ70,






PREFAZIONE

DELL’ AUTORE.

NE‘LLA Storia delle conoscenze umane ¢i sono delle epo-
che , nelle quali il genio dopo di essersi elevato alle piic
sublimi -astrazioni , sembra arrestarsi per qualche tempo
ne’ suoi voli , per prendere ben presto nuova forza , e di-
stinguersi con una di quelle scoverte che cambiano la fac-
cia della scienza.

Cos: Cartesio coll’ applicazione dell’ Algebra alla Geo-
metria , si apri una strada ignota a'suot Predecessore
e Newton e Leibnitz riempirono di meraviglia la dotta
Europa coll' invenzione di un’ analist superiore ancora alla
Geometria di Cartesio.

Non vi fu giammai scoverta che onorasse piit lo spirito
umano : ' infinito , questo essere ideale , parve sotlomesso
al calcolo , ed operar de' prodigii. Invano qualche Filo-
sofo cerco di sparger de’dubii sull’ esattezza di un’ analisc
cost singolare : essi non poterono conlrastarne { risulta-
menti , e non fecero ch’ eccitare i geometri a meditar di¢
vantaggio sulla vera metafisica de’ nuovi calcoli. Newton ,
il primo, penetrd questo mistero , considerando il calcolo
differenziale , come il metodo delle prime ed ultime ra-
gioni delle quantita , o altrimenti , come il metodo de' li-
miti del loro rapporto. D' Alembert presentd le idee di
Newton , come racchiudendo la vera metafisica del Calcolo
differenziale , e dimostrd che col metodo de’limiti si pud
dare una spiegazione soddisfacente di quello delle flussio-
ni degl Inglesi, ponendo da banda ogni considerazione
di movimento , idea straniera al Calcolo differenziale. Po-
steriormente a D’ Alembert, molti Geometr:, e tra gli al-
tri Cousin, hanno esposto ne’ loro scritti il metodo de’ li-
miti ; ma questo non ha Ticevuto tutia la sua chiarezza ,
¢he dopo di essere stato dimostratv per meiiv del teore-



ma di Taylor : fu allora, che si dissiparono interamenle
i dubbii che potcano nascere sulla metafisica speciosa del

metodo degl’ infinitamente piccoll , metodo che pud essere
riguardato , come ung specie di abbreviamento di quello
de’ limiti.

1l metodo degl infinitamente piccoli non e piir , sotlo
guesto rapporte , che un mezzo pil spedito per trovare L
differenziali delle diverse funzioni: esso imprime questi
differenziali rella nostra memoria , per mezzo di figure

cometriche ridotte all’ ultimo grado di semplicita , e che
parlano all’ immaginasione piic delle idee astratle.
westo metodo infine diviene indispensabile nelle alte
parti della Meccanica, e dell’ Astronomia 5 nella quale ,
senza il suo soccorso , la risoluzione de’ problemi diver-
rebbe sovente di un’ estrema complicazione ; percid i no-
stri grandi geometri ne fanno sovente uso nelle parti pii
sublimi de’ loro scritti.

Questo metodo ebbe altre volte ardent: difensort , nella
sua stessa metafisica , poicché, se non si abbandona una
certa serie di proposizioni , sembra di avere in tutlo il
rigore matematico , e di dipendere naturalmente da un
principio fondamentale.

Questo principio é stato riguardato finora come una spe-
cie di assioma: ma il punto di veduta , sotto il quale
esso ci fa considerare U’ infinito , presentandoci delle con-
seguenze difficili ad essere ammesse , io ho ereduto doverlo
dimostrare’, dando per base al metodo degl infinitamen-
te piccoli , un’ altro principio , il quale fondato egual-
mente sulle nozioni che not abbiamo dell’ infinito , soddi-
sfa pit alla ragione , coll’ idea de’ limiti, che tacitamente
racchiude.
 Se il metodo de’ limiti rende esatto quello degl’ infini-
tamente piccoli , rettificando ciocche pui esservi di difet-
toso in quest’ ultimo , quello di Lagrange nulla piit lascia
a desiderare al metodo de limiti, con far dipendere i
coefficient differenziali dall’ Algebra pura.

westi tre metodi possono dunque considerarsi, per
cosi dire , come facendo parte di un solo : percio parago-
nandoli , si riconosce che i principii , i quali ne deriva-
no , loro sono comunti , € che per comprenderli tutty, non
bisogna che aggiugnere poche cose a quello de’ Lumu. 1l
metodo di Lagrange riducesi allora in certo modo ad un
teorema, che (o ho renduto estremamente facile con delle
modificazioni , che ho fatto nella sua dimostrazione.
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1o non mi sono meno occupalo @ presentare sollo un
aspetto favorevole le diverse teorie di cui si compone
guesto Trattato. Come nelle mie altre opere Matematiche,
vi ho seiluppato tuite le operaziont , persuaso che non
consiste nel sopprimerle , che un Autore pud dare an' idea
pilt vantaggiosa della profonditri delle sue conoscenze ; e
ch'esso non dee esser giudicato, che dalla maniere eolla
quale espone le sue idee , e dalle vedute piit o meno nuo-
ve sparse ne' suol scritll.

A queste considerazioni io aggiugnerd , che , da che un
autore si assoggetla cost a noxn omellere veruna idea inter-
media , a forza di precisione St possono solamente evitare
le lungherie tanto nocive all’ insieme di una teoria y e la
difficolia diviene pii grande aicora quando una parte
dell’ opera é destinata a render ragione delle cose.

Tra tutte le addizioni che ho fatto a gquesta novella edi-
zione , citerd solamente qualche considerazione che tende
a dare Pultimo grado di rigore ai principj della differen-
ziazione, e la quale prova che tutti quelli quali non dipen-
dono dalla Trigonometria possono esscre Jfondati sulla sola
formola del binomio. Egli ¢ vero che nella dimostrazione
che si rapporta alle quantita esponenszialt e logaritmiche
st fa uso del teorema di Maclaurin, ma 1o fo vedere che
.anche in questa dimostrasione si puo agevolmente evitare
! uso d¢ questo teorema. Do in seguito un novello
metodo per giugnere speditissimamente @ questi  diffe-
renziali. ' |

Il calcolo infinitesimale, pii che alcun’ altra parte dell:
Matematiche , essendo composto di una moltitudine ¢
teoriche , che sono sovente indipendenti le une dulle al-
tre, ho creduto dover indicare con caratteri pit piccolt *
le cose che possono essere trascurale nella prima lettura.
Percid quelli che vogliono fare uno studio poco profondo
dell’ alta Geometria, potranno consultare le sole parti pit
elementari di quest’ Opera, mentre che quelli che deside-
rano acquisiare delle conosenze piu estese, dopo di essersi
Sfamigliarizzati co’ principit , percorreranno con pii frutto
le altre partt.

= Tutto cid> che nell’ originale & scritto con caratter! piu
piccalt, qui sara distinto dal seguo ** poslu iunauzi al pa-
ragralo. '
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DI CALCOLO DIFFERENZIALE
ED INTEGRALE

CALCOLO DIFFERENZIALE

Della differenziazione delle quantita Algebriche.

1.Una variabile dices: funzione di un’ altra |
allorche la prima & uguale ad una certa espressione
analitica della seconda ; per esempio y e funzione
di x nelle seguenti equazioni

2?

2 a4 . A A — S— t3
y=V T e —Sbat = y=btea’,

2. Consideriamo una funzione nel suo stato di
accrescimento , in virt di quello della variabile
ch’ cssa racchinde: ognt funzione di una variabile
potendo esser rappresentata dall’ ordinata di una cur-
va RMM' fig. 1, siano dunque AP=x, ¢ PM=y le
coordinate di un punto M di questa curva, e sup-
poniamo , che 1’ ascissa AP riceva un accrescimento
PP'=/ ; 1 ordinata PM diverra P’M':J"-‘ Per otte-
nere il valore di quesla nuova ordinata , si vede
dunque , e¢he bisogna cambiare x-in x4 nell’ e-
quazione della curva , e’l valore che allora questa
equazione doterminera per ¥ , sara quello di o/,

Per csempio sc si avesse I’ equazione y=mx?, si
avrebbe 9! camwbiando x 1 x+/4, 1l che darebbe

J-‘.’:m(.:tr—{-/z)’, 0 '=ma’tamah 4 mb’ |

3, Prendiamo ora I’ equazione

yesaw 1)
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e supponiamo che y divenga y', allorche x divie-
ne x4+ ; s1 avra
r - 3
| r'=(x+%)
e sviluppando ,

y'=x$3xh+3xh* 41 :
Se da questa equazione ne togliamo I’ altra (1),
restera
y'—y=5xh43xh*+A* ;

e dividendo per A , si avra

y'=r
.._.)_:.-.:-_Sx’-l-?).rh-l-h’...... (2)
L
Vediamo qual conseguenza possiamo dedurre da
cio : y'—y rappresenta I’ accrescimento della fun-
zione ¥ 1n virta dell’aumento h dato ad x; poic-
che la differenza y'—y & quella del nuovo stato
della grandezza di y rispetto al suo stato primitivo.
Da un’ altra |parte I’ accrescimento di x essendo
y!—v

i , ne segue che lespressione" — e 1l rapporto

dell’ accrescimento della funzione ¥ a quello della
variabile x. Esaminando il secondo membro dell’e-
quazione (2), si vede che questo rapporto tanto piu
diminuisce , quanto piu diminuisce & , e che , al-
lorché A& diviene nullo , esso si riduce a 3x°.

Il termine 3x* & dunque il limite del rapporto
y!—y . N ..
K ; a4 questo tcrmine €sso Ssempre piu Si avvicCi-

/e
na a proporzione che si fa dimnuire /.

4. Nell’ipotesi di h=o , divencndo ancor nullo
!

I’ accrescimento di y , 1l rapportou si riduce a
h
, € per couseguenza I’ equazione (2) diviene

o =3z ..(3)
O

clo
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Questa equazione non ha niente di assurdo, poic-

0
cht ! algebra ¢’ insegna che — puo rappresentare o-
0

gni sorta di quantiti. D’ altronde € noto che divi-
dendo 1 due termini di una frazione per uno stesso
numero , (uesta non cambia di valore; ne segue
percio che la picciolezza de’ termini di una frazione
non influisce per nulla sul suo valore, e che percio
essa pud restare la stessa , allorché i suoi termini
sono giunti all’ ultimo grado di piccolezza , cioe al-
lorché sono divenuti nulli.

L3 O L L b
La frazione ~ che si trova nell’ equazione (3) ¢
0

un simbolo che ha rimpiazzato il rapporto dell’ ac-
crescimento della funzione a quello della variabile :
come questo stimbolo non lascia alcun segno di que-

. . dy dy
sta variabile, rappresentiamolo con — ; allora —
doe dae

ct fard conoscere che la funzione era y , e la varia-
bile . Ma dy e do saranno parimente riputate per
nulle , ¢ noi avremo

dr

=50 . () :
dy do

T o piuttosto 1l suo valore 3x* ¢ 1l coefficiente
(—lx‘

dificrenziale della funzione v.

. dy
Osscrviamo , ch’essendo -J- il segno che rappre-
ax

senta 1l limite 3x* (come lo mostra Pequazione (4)),
do , dee esser sempre situato sotto dy. Intanto per
tacilitare le operazioni dell’ Aleebra , si pud mo-
mentancamente fare svanire il denominatore dell’ e-
quazione (4) , e si avrd dy=3x*dx. L’ espressione
dx*dax ¢ il differenziale della funzione y.

5. Cerchiamo ancora il differenziale della funzione
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at3x’. A tal oggettio , bisogna fare x=x+h nel-
p) 5 * — ~ a0 4 % & F .

1 cquazione y=a +5x*3 cambiando y in y' questa
equazione diverrd

y'=a+5x*+6xh+3h" §
dunque y’:r:6x+3k; eguagliando % a zero, ne
risulta
%:6.1? .

Dunque il differenziale cercato & dy=6xd-r.

6. Per terzo esempio , cerchiamo il differenziale
di y=ax?*-6*; facciast x=x+h ; sostituendo avremo
y'=ax*+3ax’h+3axh*+ah*—b* ;

dunque sari
F—
h
passando al limite si avra

Wz
de ax

Questo & il coefficiente differenziale della funzio-
ne proposta ; i1l differenziale sari

=3ax+3axttal’ 5

dy=>5ax’d.x.

7. Proponiamoci di trovare ancora il diflerenziale

3
1-—x . :
; facendo la divisione , si trova ¥+x+tu*;

di v=
T l—X

mettendo x4/ in luogo di x, ed y' in vece di y,

si oltiene

y=14x4+h4tx42hx+40;
ed ordinando per rapporto ad A

y' =14x+ 24(ax+ 1)h+10 ;
dunque sari .

J T —a2x41+0;

It
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dv o
passando al limite si ha - —2x-41; dunque il dif-
| X

, | Y2t
ferenziale di ——— & (2x+1)dx

] e
8. Prendiamo ancora per esempio
y(x*—2a’)(x*—3a%) ;
sviluppando si ha
y=x'—ba’x*+6a’ ;
sostituendo x+h ad =, ed y' ad y, ed ordinardo
in seguito rispetto ad & , ne viene

y'=xt—5a’x*+6a’ -+ (4’ —10a’X)kA
+ (6x>—5a* >+ fxh® + I,
dunque sara

Y=

h
passando al limite si ha
dj__
e
e moltiplicando per dx, si trova che 1l differenziale &

dy=(4x>—1 oa’x)dx.

g. L’ espressione dxr ¢ essa stessa 1} differenziale
di & ; poiché sia y=x, si ha y'=x+h ; dunque
y'—y

[2
tith 2 non entra nel secondo membro di quest’ e-
quazione , si vede che per passare al limite egli

y=r 4. b
=m0 cio che da T =

=4’ —10a’ x4 (6’ —da Y+ fxh’+ 1 ;

Xl=—10a’2 %

y'—y=h, e per conseguenza

=1. Come la quan-

convien can giare

dunque dy=dux;

10. Nello stesso modo st trovera che 1l differen-
ziale di ax & adx; ma se si abbia y=avr4b, si
otterra ancora adx per differenziale; donde ne sie-
gue che una costante 4, non alletta di x, non da
termine alcuno alla differenziazione , o detto 1in al-
o nini , non ha differenziale.
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Si puo inoltre considerare che avendosi y=b |,
caso ove @ ¢ nullo nell’ equazione y=ax+5 , e

., dy . dy ST
che percio — =a diviene J7=0, DOn Sl avra né&
ax x

differenziale né limite.
y1. Bisogna osservare, che qualche volta I’accre-

scimento della variabile & negativo : in questo caso
basta di sostituire x—P~ ad x , ed operare , come
precedentemente si & fatto.

vosi per trovare il differenziale di ax?®, quando
I’ accrescimento ¢ negativo, si sostituira x—7 ad x,

e S1 avra

e

y'=ax’—3ax’h+53axh*—ah’
i,
e percio ,
—
i sax’4-3axhtah

h T

- 7 . Y "} o ~ "%

passando al limite si avra T =—oax’ , ¢ percid
do

dy=—3ax*dx. Si vede che si ha lo stesso risulta-
mento , con supporre dx negativo nel differenziale
d1y calcolato nell’ipotesi di un accrescimento positivo.
12. Prima d" innoltrarci di piu, facciamo un’os-
servazione essenziale , ed & che se in una equazione
della forma y=fx ( cioé y= funzione di x) si cam-
bia x in x4k, ¢ che dopo d1 aver ordinato per le
potenze d1 £ , si trova lo sviluppo seguente
y'=A+B/+Ch*+Dh*+tec. |
st ha sempre y=A. Infatti , se si fa /=0, il secon-
do membro si riduce ad A ; riguardo al primo, co-
me noi non abbiamo segnato con un accento y, se non
er indicare che y subiva un certo cambiamento ,
allorché x diveniva x4h ; bisognera che sopprimia-
mo I’ accento di y, allorché % sara nullo, per cui
I’ equazione si ridurra ad '
y=A.
13. Da 16 not ne dedurremo il modo di rendere
generale il metodo della differenziazione. Infatti se

e
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nell’ equazione y=fx , nella quale si & supposta
nota 1 espressione rappresentata da fx , siasi sosti-
tuito x+A ad x, e che dopo di aver ordinato per
rapporto alle potenze di h, si sia ottenuio lo svi-
luppo seguente

y'=A+Bh+ClL*TDA?
o piuttosto, dietro cio che st ¢ detto mnell’ articolo
precedente

y'=y+Bh4+Ch*+ ec.,
si avrd , togliendo da questa I’ equazione primitiva

y'w=y=Bh+4+Ch*+ ecc.

e percio
y!—y
‘-7—;B+Ch+ ecc. ,
L
.. ody .
¢ passando al limite -*~=B.Dal che ne conchiudia-

X
mo, che il coefliciente differenziale ¢ eguale al coef-
ficieute del termine che contiene la prima potenza
di 2 ncllo sviluppo di fla+7) ordinato per rap-
porto alle potenze ascendenti di A.

14. Se in luogo di una funzione y che varia in
virtit dell’ accrescimento dato alla variabile x ch’el-
la contiene, nol avremo due funzioni y ez di que-
sta stessa variabile &, e che particolarmente si san-
no trovare 1 differenziali di ciascuna di queste fun-
zioni , egli sara facile per la dimostrazione seguen-
te dedurne 1l differenziale sy di queste funzioni.
Infatt1 se s1 soshituisce x4/ ad a nelle funzioni
Yy, € 5, st otlerranno due sviluppi, che ordinati
per rapporic alle potenze di /i, potranno rappre-
sentarsy per

Y=y+AhtBR 4 ecc. . . . . ()

'=24+ANB R+ ecc. . . . L (6)
passando al linjite si trova
dy 5

—=A, —=A".....(9);

dx doe
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in scguito moltiplicando I’ equaziont (53) e (6) ' u-
na per I’ altra avremo
2'y'=zv+Azh+Bzh’4 ecc.
TA'yl+AA L+ ecc.

E percio + Byl ecc. s
it .;-ay-"Az-l-A’ y4+(Bz+AA'+B'y)tec.;
f
e passando al limite
d.zy
——=Az+A'y ;
dx

mettendo in vece di A ed A’ 1 loro valori dall’ ¢-
quazioni (7}, ne verra
dzy  zdy
—=—-F ;
de  dx dx
e togliendo il divisorc comune da si avra
d.zy=zdy+vdz

Sicché per avere il differcnziale di un prodotto
di due variabili , bisognu moltiplicare ciascheduna
di esse pel differenziale dell altra , e sommare i
prodotii,

15. Per mezzo di questa regola, si trovera facil-
mente il dillerenziale di un prodotto di tre variabili,

Sia , per esemplo yzw: facciamo yz=t, avremo
dyzu=d.tu. Or da cio che precede s1 ha :

d.tu=tdu-+udt....(3);
e poicchd t=yz , si ha di=ydz+zdy ; mettendo dun-
que questi valori di ¢ e di d¢ nell’ cqnazione (8) ,
essa si cambierd 1m |
d.y zu=yzdu+uydz4uzdy.

Si vede che la stessa regola sussiste ancora pel
prodotto di tre variabili , cioé che bisogna scrivere
il prodotto 1yu , e rimpiazzare successivamente cia-
scuna variabile per mezzo del suo differenziale , ¢

sommare questi prodottt.
La stessa regola ha luogo per un magglor nume-

ro di variabili.

ydz
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rds—z
16. 1l differenziale d1 una frazione-z-é J dr ;

J. J.a
2

poicche supponiamo ==t , avremo z=yt; dunque ,

F
art. 14, dz=ydt+tdy, da cui ne tiriamo ydi=ds—idy:
mettendo il valore di*€mel secondo membro, ne ver-

z . L]
13 ydt=dz— «~ dy ; riducendo allo stesso denomina -

J

fore ne verra
dz—zd ) z ydz—zdy
a2 o 4 2= .

Y e
17. Se nell’ cquazione dyzu=ysdu+ yuds+zudy,
art.15, si dividano tutt’i termim per yaw , si otterrd
dorzee du
Yw u 2 |
In generale dividendo il differenziale del prodotto
di un numero qualunque di variabili per lo stesso
prodotto , st trovera

d.ryzmec._dx dy dz dt du

— 4 - 4 —=+— ecc. (g).
Xyztuec, x Y % '3 U

Sey,z,t, u, ecc. sono eguali ad x ed in nu-
mero 2, s1 avra nel secondo membro di questa equa-

dx

zione un numero m di termini eguali a —; questo
x

mdxr

sccondo membro st cambierda dunque in , e le-

. , dx®  dx L
quazione (y) diverra prs e i moltiplicando per

x™, si avra

d.gMe==m Tt d g,

18. D’ onde puo conchiudersene questa regola =

allorcheé wuna variabile ¢ elevata ad una potenza

m; per averne il differenziale , bisogna 1.° cambia-
2
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ye P esponente in coefficiente ; 2.° metlere sulla
n o

variabile un esponente minore di una unita ; 3.
in seguito moltiplicare questo prodotio per dx.
19. Se I’ esponente fosse fratto o mnegativo, la
stessa regola avrebbe luogo. Per dimostrare 1l primo
£ £,
caso, sia y=x %;elevando i due membri alla potenza g,
si avra yi=aP ; dunque art.21,0y9"'dy=pxP~'dx;
L. paP—idx
da cui si tira dy= .
9 —
e come xP~*, yP=' possono rispettivamenie met-
. ; xP  y4 .
ters1 sotto la forma —— mettendo unStl valo-
® ¥
: : . xP ¥
IrL , Sl avra d]::-}-)- — "_dx;
: q )1 x
ed a causa di xP=yd1, P equazlone precedente si

s P Y
ridurrd a dy==— —dux;
g x
: : B
mettendo in fine per y il suo valore x1, si otterra
p

—

dr:f X -‘Z-d.x',
X

e facendo passare il divisore x ad esponente, si avra

P s
djz’lx‘l dx
.9 . :
e questa espressione ¢ la stessa di quella che si sa-

P
rebbe avuta , prendendo il differenziale di y=a1
per mezzo della regola n.° 18.

Per dimostrare il caso , in cui I’esponente ¢ ne-

L
galivo , sia v=x—P | ciot y=—differenziando col-
. xl)

la regola delle frazioni art. 21 , avremo
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xPdre=1d P

dy=e ;

s L
Osservando , che I’ unity, come grandezza costanie,
non ha dlﬂ"erenzmle » questa espressione riducesi a

da?
dy=— —n,
x P
effettuando la differenziazione indicata art. 21, 51 avra
—pxP—tdx
dy= o =—pxPT TPl =—px~P- dx

come st sarebbe anche avuto facendo uso della re-

gola n.® 18. Conchiudiamo che questa regola ha luogo
qualunquL sia I’ esponente di &, cio¢ a dire per
un’ eqponontc, intiero , negativo, o fratto.

20, S1 puo pervenire immediatamente al differen-
ziale di 2™ per la considerazione del binomio : della
maniera seguente , facendo x==zxh 1n y=x™ 6 g
otterra y'=(x+h1 ™
e sviluppando per la formola del binomio, si trova

nz_ﬁ l xm--!hl

y'=xtma™= hfm
2

X334 ec,

m-—1 m-—2

+m. ~
2 5

sottraendo da questa I’ equazionc precedente , e di-
videndo per h , resta

y'— m—1
Y — mam=rtm,
h 2

5 e 1)

m—1 m—ae
-+m. . Viany /i v i

2 )
Passando al Limite , facendo fi=o , si otterra
dT mn T e |
—=mx™ ", dunque dy=mx™—'dx
dx
¢ rimettendo il valore di y si avry
d.x®=ma™'dx,

x
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21. Se i radicali s’ indichino con esponenti frat-
ti , la regola del n.° 21 potra servire a differen-
ziare le quantita irrazionali Per esempio , per trova-

1

re il differenziale di Pz, si scrivera 2° , il cul
X

differenziale sard ~z * dz= , 11 che ¢’ insegna

2 2 e

che per avere il dgﬁ?zrenziale della radice quadr‘ata
di una quantita variabile , bisogna dividere dif-
jbren:;ia[e di questa quantz’tc‘z pel doppio del radicale.

Della differenziazione d’ una somma di funziomu.

sn. Per differenziare una quantith , che contrene
pitr termini, il processo sara ben lungo s'egli con-
vien sempre attcnersi al metodo finora adoprato ,
cercando cioé primieramente il valor di y' per de-
vi—v

durne in Seguito quello di = ;
L

limite facendo k=o.Fortunatamente pero allorche si sa
differenziare in particolare ciascun termine , si puo
seouire ull inetodo piu semplice 1n virtn d’ un teo-
retns o cnunciato /0 differenziale d’ una somma
di rumzoni € equdle alla somma de’ differenzials
di queste funziond.

Per dimostrarlo sieno f, F', o ecc. 1 segni In-
dicanti queste funzioni diverse , di cul s1 compone
vy, e supponiano che abbiasi

y =fx + Fx+ex-tecc.
di cui convien trovare il differenziale,

Se not mettiamo a4k in luogo di x in queste
funzioni , come per ipotesi si sa sviluppare clascu-
na in particolare secondo le potenze di /i, potremo
rappresentarce il risultato per

y'=jx +Ali4A'h*+ecc.
o L4 Bl-+ 110 ece.
+ox 4 Cl~+C'lv* +ec.

, e pol passare al
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¢ riunendo i termini moltiplicat1 per le stesse po-
tenze di k., e sottraendo y , no1r troveremno
y'-—yx(A+B+C)/L+(A’+B'+C’)/z’—{—ecc. :

passando al limite , sara

g—‘Y—:A{-B—}-C , € dy:A(lx+de+C(1.x‘.

v

A, B, C, essendo i termini moltiplicati per la
prima potenza di % ne’ sviluppt di f{ 2tk ), di
Flat+h) , e di ofx+h), ne risulta che Adxe+Bdx
+Cdx rappresentano la somma de’ differenzialy delle
funzionmi proposte,

23. Per dare un’applicazione di questo teorema ,
supponiamo che si voglia trovare il differenziale di
y=ax +b'x'+ eV x;
sappiamo per I’ articolo 10, che il differenziale di
ax® & ad.x’, ed eseguendo, secondo l'articolo 18,
la differenziazione indicata, si avra a.3x’dx , e
mettendo fuori il coefficiente numerico , si otterra
Bax*dx. Similmente operando rispetto alla costante
b7, si trovera che il differenziale di brx? ¢ 20°adx;
¢ P’ articolo 21 c¢i fa noto che et} x ha per difle-

, dx 1 -
renziale ei~— Sommando -dunque questi risulta-
2’/ ‘x-
tali, troveremo
etda
dy=3ax’dx+2b’xdx+ :
2} x

2. In generale allorche in un’espressione che s
vuol differenziare , una costante entra come fattore
d’una funzione di x, corvien’ egli differenziare co-
me se¢ la costaute non esistesse , e moltiplicare in sc-
guilo per questa costante.

25. Se al cantrario una costante non ¢ affctia da
una funzione di x, essa non agginnge , alcun ter-
mine al differenziale , come I’ abbiam veduto nel-
P art. ro.

26. Qualche volta la funzione y , ¢ la vayiubile
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a non sono date da una stessa equazione. Per esem-
plo , se s1 avessero I’ equaziom y=fu, ed u=px , 1l
primo mezzo , che si presenterebbe , per ottenere

: . . ., dy .
1l coefliciente differenziale d—'—-, sarebbe quello di e-
x

liminare « tra queste due equazioni , onde poter-
vi applicire il metodo della difterenziazione; ma
senza ricorrere a  questa operazione preliminare |
a olteuore nnmediatamente 1l coefliciente dafle-

o dy _ .
renziale —,  come apparird dalla seguente  dimo-
x
strazione.

Supponiamo che nell’ equazione w=o¢ox meltasi
x+h 1n luogo di &, e che allora u divenga w4,
e che di pit sostituendo w44 ad u nell’ equazione
y=fu , la funzione di v divenga y'; se si svilup-
pino le funzioni di « e di a per rispetto alle po-

L . i : I [ i
tenze de’ loro accrescimenti, la sostituzione di x+/
in vece di o nella funzione w, c1 dardh w'=udqgl
+q'*+¢"h*+ ecc. ;

E la sostituzione di w44 in luogo di u nella fun-
zione y , ¢ dard y'=y 4 pA4p'hr+p"E cec,
dunque

1 —q1 \
=g} (/"/z - (/”/z. '+ ecce, |

I
Iy > . . (10)
e =p -+ p'h4 '+ ece.

A /

Moltiplicando queste equazioni termine a termine
Si avra
,’_J______.,r gylsiiy

— :(p-{—p'k—l—p”/t’-}-ec.)(q-{—(/'fa-{—r/”/z."i'ccc.)
A ¢

Il primo membro di questa equazione puo ridur-
s1; poicche I” accresc imento di u cssendo rappresen-
tatn d. o . ¢ cguale ad w'—u ; per conseguenza sy
avIra

-
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N L _____ . 0
y Y.u 7 __y v u'—u y' y .l:':" y;
A /L j h h

e mettendo x'—zx in luogo di /. , l'equazione pre-
cedente diverra

/
y—y
. x-(q«i—q’h-{—q”h +ec.)(p+p'k+p"k? -}-ecc.)....(u)

Allorche . ¢ zero , k parimente svanisce ( poic-
ché « non ha acquistato I’ accrescimento k , se non
perche x ¢ divenuto ax4-/ ) ; per conseguenza nel
caso d1 i=o , cl’e quello del limite P equazio-
ne (xr) si cambia in

dy

-_-':) ad »a lgn
=g (12)
Per determinare peq, bisogna supporre £ e k

nully nell? equazioni (10) ¢ queste daranno

dy du

— === 9 — .
du dx C

Sostituendo questi valori di p e nell’ equazio-
| P edq
ne (12) , s1avra
dy dy de _
: g . - . (l:))
dr du do
Questo risultamento ¢’ insegna , che se st hanno
duc equazioni y=fu , ed u=px , e che da esse si

due
tirino 1 valori de’ coellicienti differenziali -, e —
de’  da’
basterd mottiplicare tra di loro- questi valori per a-
dy

ver quello di -2
da

. Per esewpio, se st hanno I equaziont y=3u',
ul w=x’~fax' , s1 trovera

d}f du .
-Ce=bU =3 X+ 2ax ;
du do

14 peluo 5 molnph(‘ando quLst e{]uaumu fea1tt10e
4 lermine s1 avri
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dy
ll :6::(53:’—{-tczx}:6-(x3+ax’)(5x’+2ax).
do
8. La formola (13) ¢ di grande uso per differen-
Z1arc espressionl complicate; diamoue qualche esempio:
;.0 Cerchisi il differenziale di ]:Va‘-—-x’; que-
sta ricerca riducesi a trovare il coefliciente difteren-

dy

le ——. A tal oggetto , facciamo a’—x"=u, s1 avra

Q. 1
y=V u=u’; ¢ Pequazioni y=fu , u=¢x , art. 24,
) 4
sono qui rappresentate per y=u- , u—a’—x’.
Differenziando quest’ equazionl , art. 21, 1 trova

dy 1 - > 1(2 — 2 du

—_——-y =—-(d—X i e =200 ;

dee 2 2 / dox
moltiplicando questi coeflicients differenziali , si ha

dy 1 —

{55 AN ae—
S @—X") = —
ld V a—x

Sia ancora y=(a+bx™;"; per trovare il differen-
ziale , facciamo (atbhx™)=wu; aviemo P equazionl

dv
y=u®u=atbx™: dunque -(-l-:nu“"“:n(a—}—bxm)“""' >
W
du . . .
a—-:—_bmxm'“ . moltiplicando tra di loro questi coef-
x
cienti differenziali , s1 avra
dv .
— -bmnx™(atbx™)"".
dx

29. Per terzo esempio sia

y=(a+V(b— g—))

Supponiémo b= é:u...(l@ 5

X
dunque y:_(a-}-Vu)*....(tS).

Differenziando I’ equazione (14), avremo
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vq! ocaxda
A= ' s
_*

Y A

dunque
die 2cx =2c

»

L’ cquazione (15)
e

dy=4(a+ V wyd{a+ } w=4(a +1 u)’? Ve s

¢ mcttendo per u il suo valore, sl avra

3

V (b— i,‘)
e x
moltiplicando questi coeflicicnts differenziali , si ha
in fine
4

dyr «x

dx

C C
-[atV (b——)'1;

Y (b— =)
X

Si potrebbe ancora prendere per esempio
y=(a+V¥V x)*, e sl trovercbbe
d{__’b'(a +V x)y
de 2V x

De’ d{ﬁ%renziali successivi.

50. Sia y una funzione di x , differenziandola ,
troveremo un risultamento della forma pdx(p essendo
una quantita , che puo coulenere la variabile @ ).
Sc p conticne x , si potra differenziare anche p ,
¢d avremo un risultamento della forma gdx ; ope=
rando nello stesso modo per rispetto a g, i trovera
un risullamento della forma rdw ; percio pda, gdx,
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rdx ec. sono dlﬂerenzmh successivigdi y. Per esem-
, pm , Sla y=ax’, si trovera dj::)ca x ; dunque sara
p=dax*: D1fFercnz1ando di nuovo, si ha dp=6a.xdx;
dunque s1 avra g=6ax > e dlffu'enmando ancora ,
S1 avra dq:('adx', e percio r=06a., Ulteriormente
non puo piu aver luogo la differenziazione , poic-
ché 6a & una costante,

L’ equazioni dy=pdr , dp=¢dx , dg=rdx, divi-
dendo per dx , danno rispettivamente

dy dp dg .

- _".

=P, ——:q y T
dx da da

Dopo di aver ottenuto ¢ per mezzo di duc diffe-
renziazioni successive , dividendo in ogni volta per

d*y

dx , rappresentercmo quesla operazione con a——,ed
d’ *

avremo —— =g ; sunllmente differenziando di nuo-
dx?

d3

vo, e dividendo per dx , avremo -~ 35 ¢ cosl in
dac?

scguito.

dy ¢ il primo differenziale di y

d’y n’ & il differenziale sccondo

d“‘.y n’e il terzo differenziale 5 e cosi in seguito,

Teorema di Maclaurin.,
51. Sia y una funzione di a; ordiniamola per
rispetio ad x , e supponimo

r—-A—fo-]-C-r + D’ -—]:,.r*-f-ccc......(lG) >

dlfleLIlZIdIldO , ed ordinando per x , st trovera
EIIT}’;'ZB +2Cx+3Dx*+4Ex’ +cc.
d’y
dx?
d:’:

da

—2G+2.5Dx+5. 4k ec.

3_2.3D+...3 h.Ex+ec.
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Rappresentisi con (y) ciocch® divien y, allorche x=o;

dv d*y
con (=) ciocché diviene —— , quando x=o ,
do X
e cosl 1n appr(,ssoa I’ equanom ple(‘edentl daranno
( L) B ( 2)-
' m—— St 2-
’ lx'

dalle quah ne dcdurremo
. / d
A=ly), B=() , C=r

sostituendo questl valori nell’ equazione (16), cssa
diverra :

1 d’v
D=—rn(—;

2.5 dax’

d:
y=trH et Ehe oy Tha ()

Questa ¢ la formola di Maclaurln.

X
5 : L : .
32. Per prima applicazione, prendiamo y=
I pp » P y atx
differenziand troveremo
(a+a0)d. y—1.dla+x) dx
dv= x , ——— 7
¥ (u+ax)’ (et )
dy I
donde avremo — = ;
dx (e )
differenziando di nuovo, troveremo successivameulc
a(a-l-a‘) 2
dx (u—ruz: 4 (ata)’
d“*'\* o(a—l—x) 2.5
da’ (aa)" (a—1-4,)
d'y
dunque facendo x—o ne’ valori di y, di— dl——?
dw’
ec. troveremo
()= 1 dy 1 dv 2 div 2.5
.)r = }—""‘_ SRR T e s T e w— ,’
« daxt ot da '

sostitucndo questi valor: nella formula (17)
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S +x’ x°
= — —— — - ecc,
at+x a a*® a* af

533. Per seconda applicazione prendiamo

otterra

)"“V (a’ +Z)x)--(a —H)x) : Sl avra

dy b
o -b atbx)=
dx 2 ( ) V(“"—H)x)
d’y 1 1,, 5 — e
dx' 22 (@tbx) *=— V (a+bx)’
11373
dy 1! 53 b e -:-z_h':z'—';/)
dx? :'a;'— (a*+oz)= V (a*tbx)
Se noi facciamo xp=o , questi valori diverranno
X dy. 1 b d’y 22
=(a*)P=qa5 = Y= e et s
(y) ( ) a \d 9 a,‘d.;c“ a‘é
I13)3
(iizf :2'2 2
da? as

Sostituendo nella formula (17) questi valori di(y),

( y) , ecc, S trovera
bx bx’
ca*tbax ....a'l' +———ecc.
V( )= ba* 106a’
34. Per terzo esempio , prendiamo y=(a+tx)™

differenziando troveremo

¥ _ My
== = (a+x)

2.

o :m(m-- 1 )(atx)™

L (i) 2)
da?

facendo =0 si avra
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. 4Y S o .
(y)=a ;(-J‘;)::ma 3(&}3):”3(""'1)“ $
d’y -

—=m(m—1)(m—2)a""" ;
dx’

d . dy
Sostituendo ques:i valori di (y) ,((—l-lmi) , di (a-.i-_;)ecc

nell’ equazione (17) , s1 trova

n—1
(a+ .x)m_—:mam"*‘x'i'm( )am'“’x’-l'
2
77— 1 2
N -

Della differ enziazione delle quantita trascendenti,

35. Si chiamano quantitd trascendenti quelle che
sono affette da esponcnti variabili , da logaritmi ,
da sen1 ecc.

36. Sulle prime proponiamoci di differenziare
ax : Sia dunque y=a= ; cambiando x in x+%, ed
y in y', questa equazione diverra

y'+axtt , o piuttoslo y'=ax ak :

Bisogna dunque sviluppare questa espressione per
rispetto alle potenze di A 5 or affinche a? possa
svilupparsi per mezzo della formula del binomio ,
10 fard a=1+4; per conseguenza ah diverra

b
(140) =14h=+h(h—1)
1

2

I.2

—4-ec. (18).
2.3

Si ordinerd per rispetto ad /2 : ma senza effettuare
questa operazione , come nol non abblamo bisogno
che de’ termini moltiplicati per la prima potenza di
%, osserveremo che nel prodotto della forma 2(h—1)
(h— Yh—3)ec.; la parte (b—1) h—2)(h—3) ecc.

%

e composta di 2 fattori , il suo sviluppo , dietro la

+h(h—2)(h—2;
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teorica dell’ equazioni , sari della forma LPALP—r
~+ Bl ML N: il termine N si comporra del
prodotto de’ secondi termini —1,—2,—3 ec. debi-
nomit /=1, fim=2,h—35 ecc. ; or poiccht h(hi—1)
(li—2)(h—3), ec. =h(h AL o 4+ MIAHN), ccli
¢ evidente che il termine il quale conticne la prima
potenza di /i in questo prodotto sari Ni, o, per
clocche st ¢ detto qui sopra (= 1)(—2)(—3)ccck,
d'onde puo conchiudersi , che per lrovare rello svi-
luppo (18) i termini affetti della prima potenza di
/e, ne’termini complicati di esso, clod cominciando
dal terzo , si formeranno nel segucnte modo 1 dif-
ferenti coeflicienti di 4 : il coefficiente di /& si com-
porra dal prodotto de’ numeri sottratti da /& molti-

b b’
plicati per ncl terzo termine; per — nel quar-
1.2 2.9

to, ¢ cost in seguito. Segue da cid che

b b*
ab =14 b— —+— —cc ) 4termini in 2+ termi-
2 I

ni i I’ cc.
, b b3 .
Rappresentiamo (b— —+— —cc.) con A : si a-
Pl ~
2 I

vry ab =14+A%+4. termini in /4 termini in h3,ec.;
sostituendo quests valore nell equazione y'=ar ah |
questa diverra y'=«* +Aa=x /i4 termini in b+ ter-
mini m 72* ., ec.

Se ne togliamo I’ equazione primitiva y=a= si a-
vrd y'—y=A«x b+ termini in A4 termini in A° :
ec. ; passando al limite , si avred

dv ., da= /

La costaute A dipende da a; poiccht se nell’ e-

uazione
q [: 3

—lh— s BC,
A=(b 2-[—5 ec. ),
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si mette per & 1l suo valore a—1 si troverd
(a—1)" (a=—1)*

A=(a—1)— - | z ecc...(20).

2
37. Per determinare 1l valore della costanie A
cerchiamo , col teorema di Maclaurin , lo sviluppo
dl ax avremno

y =a%

dy —Agx

dx

2 T zd
dy:Ad(T:-:AAa I_A’az
dx* dax dx

d5y

——...—=A%ax ec.
dx’
dy

Facciamo x=o , troveremo (Y):“O:'I’(c’i}):

d‘ : . .
-—A’,( )—‘A_3 ec. Sostiluendo questi valori nel-

da*
I’ equazione (1 7) , troveremo

" D 3.3
Ax‘A.r_l_A.r

facciamo r=— ; questa equazione diverra

I:' 1—|—I+——+--—--—|— ec. ;

1.2 1.2.3
chiamisi e il secondo membro di questa equazione,
Y
essa si cambia in a4 =¢ . dalla quale si ha a=e<;
prendendo i logaritmi si ha
loga=loge4 =loge; dunque
loca

A=e—.,.. (21)

loge
Il numero e, il cui valore si ha per mezzo delle-
(jlld.ZlOll(J
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e=1-41+4 ! + : -4 cc.

1.2 1.2.0
& la base scelta da IVepero per calcolare le suc ta-
vole de’ IOgaritmi.

1

Come la serie 1+1+— 4 ec. & assal convergente,
1.2

possiamo limitarci a prenderne 1 diec primli termi-

ni , ed allora si trovera con molta approssimazione
e=2,7182818.

Se il logavitmo di @ nel sistema neperiano rappre-

sentisi con La , si avra a=(2,7182818,La,

e pia semplicemente a=e¢La; dunque si avrd loga=

. loga .
La /oge , da cui si ha La:[..__ , ciocch¢ riduce
oge
O
: : - 5 L .
1 eqnazuzlne (21) ad A=La, per cui 'equazionc (19)
. (X
diverrd — =ax ....(22).
dx

D¢’ differenriali logaritmict.
23. Sia x il logaritmo di y nel sistema della ba-
se @, si avrd y=az , € percio (57) dy=Aax px , da
cut si ha

(]y dy dy [ooe
Au-r”ng(th'a-r . [(}ga, ’

.———x

{

dor=

logec
e come a* =y , ed x=logy , I'equazione precedente
. ‘ dy loge
diverrd dlogy==——.—.
y loga
Quando i logaritmt si prendono uel sistema  ne-
loge loze .
= =1 ; dunque allora sara
logu logu

periano A=I,

dv
dlogy=--.

b



DIFFRRENZIAZIONE DELLE FUNZION! CIRcoLAnl. 33

D¢’ differenziali de’ scni, coseni ol clire lince
triganometriche , o de differenzial
delte funzions eircoturi,

Jg. L arco ¢ pitc grande del suo serno | ¢ piu pie-
eolo della sua tangente |

Per dimostravlo ( Fig, 2.)sia AB un avco , che ha Fig.2,
BE per seno, ¢ DA per tangente. e prendiamo 1’ ar-
co AB' egnale ad AB. Considerando la corda BB'
come una linea retta, BB ¢ pin corta dell’ arco BAR':
dunque la retta BE . che & Ja metd della corda BR' ¢
pru corta dell’arco BA metd dell aveo BAD' | dal clie
ne visulta che il seno ¢ minore dell’ arco cwi 4 ypartienc.
Per dimostrare che la tangente & maggiore Jr;.‘*}i’ arco ,
not abbiamo '

A]a (lCl l‘riangolo I)_D‘(:> Iljil dﬂ] cselflore B_\B‘C 4

0 , wmettendo I'espressioni geometriche dj queste gje

i X y b I -

DD\ —AC> areo BAD.—AC ;
a D

supprimenco nell’una e I Qltra parte tl fattore comue
ne 3 AC, resterd

DD’ arco BAL,
e prcnden-do la metd 4 &1 aved

DA arco BA.

4o. Risulta da eiveche precede , ele il limite del
rapporto del seno all’arco ¢ I unitd porcche allorelie
Iarco % yappresentato da AB diviene nulle | il seno,
confondendosi colla tangente , a pi forte ragione si
confoncara coll’arco , ¢y’ & comprezo tia la tangente,

el scno mede:imo per ceomegucuiad , nel casv del lis
| _ senk sen/e
mite, 51 ha —— — ==, - Cik,
arc .k /e
3

A SR
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/p.per trovarve il diflerenziale del seno . 11 cut arce &
X, supponiamo che quest” avco riceva un accrescimens
to h: or sappiamo dalla tizonometria chie

sc;;{,r—|~]z):scn.rcosk-l—sm;/.J.cus.r... (29)

quindi sara

sen{1~-/)—sen senxcosh—+senficosa—senx
)/ I
sen.c{cosli=1) scnhcosx .
= =1 . (23).
h h
Quando £ diviene 6 cosh—1 diviene ancora nul-
cosh—1 | . 0 . -
lo, e — ,— riducesi a —— ; converra percio di
0

mettere sotto altra forma questo termimne: a tal oggetto

I' equazione sen*hd-cos =1 da cos’h—1=——stn o 5
o (cos}c-—-l)fiu.-./:+1:}::——sen /o, da cui st ha cosh—1
sen’h , i :
— . ——— ; sostituendo questo valore nell’equazione
cosh—+1
(23), questa diverrd
sen(1 - h)—senr sen/i sen/z+ senhcosx (24)
- - ——SCIC — eeal 21 10
h cosh+1 h h }
' T Y cenfz 0
Nel casodi hi=o0 ,siba ——=1,¢ —— = ——=03
h cosn—+ ¥ 2

dunque I'equazione (24) s riduyrd a

dsen.s ) :
— . =cosr , d onde st ha
dua

dsenx = dxcosx.
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42. In questa dimostraziome il raggio delle tavole
¢ stato preso per unita ; ma s¢ si volesse i differen-
z1ale di un seno , allorche if rageilo ¢ @ , ivece
mmpicgare I equazione (22) , si farebbe uso di quesi'altea

senrcosh4senlicosy

sen(x+47)= S
a

Nel caso precedcnte.: > bisogncrcbb:; dunquc restituise

d.‘I'C()S X

la costante a, 3] che davebbe dsera—

, pel dif~

o

ferenziale del seno di wn arco, il cui rag
¥ ¥

gi:) ¢ a.
43, 11 diffevenziale di senir si pud avere dietro consi-
derazioni geomeiriche; poicche sa AB ¢ Figos) Tar- g
co a. BT I aveo L, 12 perpencicolars BP card sener,
e 'alva TQ sen(a-+h) 5 cid posto quanto pia ares
BT=h diminuisce , tanto pia Iangolo TBC tend: a
divenir retto ; per conscguenza nel caso del hmite | s
puo considerare 1" angolo TBC come vetty © allora i
triangoio TBD diviene simile all’ altyo BCP . porcens
moqussia cireastanza auest trranigoh banno § oo fan
perpendicolart 1'uno all altro s pucio stavra Ja seguen-
L2 proporzone

L

BC: €P=BT: Th,
r: cose=BT : sen{.x4/)—sens |

Da cul si ha

sen(rth)—sene  cosx

BT r

Fassa'ﬂdo al limite, ed oscervando clie in questo caso
a corda BT=/h, I' equazione precedente diverra

dsenx  cosx ; : . : xx
= e prendendo il raggio= 1, dsenx=drcosy,
x r

»
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44. Per ritvovave il differenziale di cose , 1" equa-
zione seu Txcoste=1 , diffcreaziata , davd , art, ax
osenrdsenned-acosrdeosr= o . da cut si ha

—seincdseny

dt’f]!\i.l'—-————————-— e

s

-
F

T()ncndn per dxena il suo valore decosx (41) 5 e ri-
ducendo o st avra
deosarzme—dascn e

45. M differcuziale di tange stootticae , consideran-

T 0 A

do che tang.= ; differenziando questa equazione

COLL
per art. 19, s trova

] _© US-U(]S(‘?H.T-——S:‘II vdcose
dangrem— ;
cos

mettendo 1 valori di dsenax, deose , sioavrd

cos®r4+sen e dr
dlang 1=~ o oz ~———=1
Cos’ COS

46. Si sa dalla trigonometria clie il rageio ¢ medio
pmpmuoualg tra la ng' nte ¢ la LUldllUdlllC ¢ fra 1l

caseno ¢ la segante, cloechd da

I 1
S pEgess 4

Cotu—-— -

t:mg v COS.L

differenziando la prima di questequaziont, (art.19), st ha

(l!aug r duo dx
devtagmem— 55 ¥ 5 = - = — 3
Luug " COS Jlung‘.v sci” &
_ ‘ - ) SCiL ) _
;um‘rlur dall caqractone — = tang s ootliene seli=g
LUs .

. e
\.Ub.idllh.
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1

~. L' cquazione seoy— differenziaty da
7 1 8

COSr

deosr  dxsenr  senxy 1
dsegr=——-—p——=— == . —da=
cos®u coslxr  cosr  cosa

tangrsega da.

48. Nello stesso modo st determinerebbe il differen-

¥

ziale della cosegante ;5 poicehl cosegrm=m—— 5 diffe-
S
renziando st avra
coszdr  cosr I
dcoscg.r: — == . d.r:cotl‘ﬁofrcgzd.r.
sen’ SCHr  SCILr

49. Per riguardo al seno verso, differenziando 1" e=
quazione seny.x==I1—cosr , si avrd dsenexrzscnadr.

Della d{ﬁcrcnzia:z'onc di aleune Sfunziond
trascendentt complicule.
Bo. 1T punm]m p:ecu?onu hasterebbero per poter
differenziare ogur espressione  affet!a da quantita tra-
scendentl .

x
. b . . “
Sia y=a ; facciamo J'=u, aviemo yz=a ;
differenziando per I art. (35), si avrd
(] (1!(
y*‘*aﬂLa._.a bLa, -—=bLb;
du dr
dy (ln 5
Dunque (art. 24.) = 2 /" Lalb.

d.x: die © s

"1. Sia ancora y=z¥ ; prendendo i logaritmi si ha
legy=rlogz ; dunque sard

dlog;=¢dlogz-logzdy ;
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mettendo 1k luogo d¢ differenziali lqgaritm-ici i di le=
¥o valori (art. 38 ), troveremo

d d _
—-j—- -_-;v% +logzde , e percio

q dz | v dz
ly—=y (p—;——}-}ogzdv) = (v— +logzde)..
Per mezzo di questo differenziale , si troverd facxl-
: I . : 4 :
mente quello di y2=z" 5 poicchd se si fa ¢ =v, lequa-
. . : . v 6
ZIOIIC l‘ldUCCSl ad y:_-zv ; Or l’ equazlmnj’:z ’ ¢yl
che hanno la stessa forma dell equazione , di cui ab-

biamo trovato 1l differcnziale , daranne

d
dy=zY ( u—_i-{-ln_'g:.dv)

| et
dv=t "(a-;—- +logtdu) |

Sostituendo il valore di v, ¢ di dv in quello di dy,

avremo
& dz t
dy=z [ ; _____l_log:tﬂ(u-(-:—-{—]ogtdu) ]:
z
7 dz d
.zz ¢ (— + dlogz -—;E-}-logzlogtdu).
2

TEOREMA DI TAYLOR.
52. Prima d' innoltrarci di vantaggio, osserveremo , che

. . . d
nel calcolo differenziale un’ espressione della forma A

dzx

significa che una fun zione y diuna o pit variabili ¢ stata
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differenziata per rispetto alla variabile 2, e divisa
per dx : Per esemplo , se siavesse y=ax'wu'zi, Pe-
; ¥ - -

spressione = si troverebbe , riguardande u , e z
X

come costanti , e differenziando per rispetto ad x ,

e dividendo in seguito per da; sicche si avrebbe

dy

— —2axu’st.

dx

L4
Nello stesso modo st troverda —— =4ax’z’u’ , ¢

-

and
dy y
—=53ax"u's". Se fosse y=x*+tz*, sarebbe = =aux.
du dx

55. Se in una funzione y di x , la variabile x
si cambii in x+h , si ha lo stesso coefficiente dif-
ferenziale , o che x é variabile ed h costante , o
che h é variabile ed x costante.

Per dimostrarlé se nell’ equazione y=fx mettasi
x4h=x" in luogo di x st avrd y'=fx'; U differen-
ziale di fx' sard cguale a un’altra funzione di x
rappresenlata per ox’' e moltiplicata per dx', per
consepucnza dy'=gx'dx’ , o mettendo per a’ 1l suo
valore x4/ s1 avra

dy'=o(ac+h)d(x+h).

Or il solo cambiamento , che questo differenziale
ssublsce , dietro I’ ipotesi d1 x variabile , ed % co-
costante , non ha luogo che nel fattore d(ax+4), il
quale riducesi a dx : allora dunque si avra

dy'=¢(x+h)dx ,
~da cui s1 ha

-a%:q)(x-kh).. ...(26).

Se al contrario si fa x -costante ed /. variabile ,
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P espressione d(ath) riducesi a dh , si avra
d_y'.:q;(x-l-k)dh ’
e percio

dy’
- dku-_-qa(.r'l'k).. ..(37)

eguagliando questi due valori di o(x+h), sara
(I?"_d‘r'
dx dh
Per esempio se sl avesse y==ax’, mettendo x4/
in luogo di x , sl troverebbe

!

dy’' \j
———3 11} == e,
e da(x+h)y=-

dhi

54. Differenziando 1’ equazioni (26) ¢ (27) per
rispetto ad x+h , si hanno ancora de’ risultament:
eguali

d:vl

— =¢'(x4-h)d(2+h)
dx

dayl

— =o' (x+h)d(x+h) :
d/

Facciamo 5 costante nella prima cquazione , ed &
nella seconda , si avra

d:vf ’ d‘jyf
-(-I;c:q: (x-+4h)dx, -&-—/;-:@' (xth)d/ ;

d’ onde se ne dedurra
dn}.’.f dzy'

dx*  dh*

Collo stesso raziocinio si conchiudera
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£ COS1 in seguito

55. Cid posto sia y* una funzione di (x4-A); svia
luppandola per rispetto alle potence di £, supponias
mo chie s1 abbia

y'=y+4k+Bh*3Ch 4 cc ol (23)

A, B, C ccc., escendo delle funziontignote di o, che st
tratta i determinare. A tal oggetto , differenzitando per
rispctto ad £, ¢ dividendo per de, si avra

dy' |

w2 —A42Bh+3Ch* Fec.

dh
differenziando in seguito per rispetto ad & , e divis
dendo per da, sioavrd

dy' dy dA dB

J —_—__-__‘Z. / 4+ h'—F ecc.

dc d.c d. x

E poicche 1 primt memlyi di queste due equazioni
sone cguali , per I"art 53., tali sarauno ancora 1 ce-
condt 5 cguaghando dunque tra loro 1 cocflicienti del-
Je stesse polenze di & si troverd

dy dA dB dc
— —_—r—— C=——— — :
A= B=ggrmy =g D jde

Sostitucndo 1l valore di A in quella di b, e cosi
successivamente , st avra

d*y d’y d 4y
B= = Deseee .
2.dz?’ 2.3.dz?’ 2.3.4.dx* =

_ Per mezzo di questi valori di A, B, C ec. I'equas
grone (24) diverra
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d 1,’ d ? \" d ,‘:}’

% 3 o -
¥= + 1.2.d 3 1.2.3dx3h 5 £€s 5,0 MG

tendo per ) 5 il sno valore

dv h* d’y h°®
S (z4h)=y +-——-—-/z+ -~

€CC.

1.2  de?  1.23..
Ed ¢ questa la formunla di Taylor

Applicazione della _formola di Taylor allo sviluppo
in serie di diverse jumwm

T
56. Siayv'= Va4 h; sard y=¢/x=x* ; dunque sard

dy N 1

= =a T eV

d %y 1 - R

il i RVl

d?, 3 —_ _ 3 o

dr? = —b— * - “é“ ] ‘\/';T-
Sostituendo nella formola di Taylor, st avra

1 h 1 h? 1 h?

‘/x+}l::\/‘;+ 9 v‘x*'- 8 ;;?_"-16\/;5— ,€Ce
57. Sia y'z=sen(r+h), d’ onde segue che y=sens ;

S1 avrd

dy d v d'y ddy

. COSMy — = —SenT, = —=COS.0, - Sen X . €C.;
d.e de’ dur do *

sostituendo nella formola di Taylor, «i trova

h h? i

sen(.x A )=senx +cosp— =sens—— —cosr—
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k4 k*
-} senx——-+-cosa )_345

2.3.4
Facendo 20, si avrd senx=0, ¢ COsr=I ,¢ questo
sviluppo riduces: a
h? h* h7
SONEe fpmmt—es ~ moet ome -
103 2.5.4‘.3 1‘...7

Se s prendesse y‘:cos(x—i—ﬁ) , Opcrande come ncll’ ee
sempio precedente , si troverebbe
h? h4

_ -

1.2 1.2.3.4

ecc ;

€CC.

COSA=T wemtr ¢ce.

58. Cerchiamo ancera lo sviluppo di log(az<ph) ,

Aatv1lIno

y'=log(x4h) € percio y=loger,
de  dy X

dy = s 5 - € per mezzo delle successive
2 X ’ deo z pe

i flerenziazioni , s1 avra

d :‘y r'd S_y 4

do®” 2* T dx? T &3

€Ce.

Sostituendo questi valori nclla formola di Taylor ,
aVICImo

tog(a-F)=logx+- . - ; <+ k ecc.
x

22X 3?3

59. Si potrebbe facilmente, per mezzo di questa
formula , trovare 1] d:fferenziale j)i un logaritmo , se
essa fosse nota per isviluppo algebrico : infatti que=
sta formola da

!Eg(x-}-/z)—logx___ 1 h 4 ot
k & *

22X
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passando al limite , si avrd
dlogx 1 dr

’ :
di X Z x

A— e -

Il

Conoscendo il differenziale i un logaritmo , sa-
rebbe fucile trovare quello di @ 5 poiceh facendo
y=ur, ¢ prendendo 1 Jogaritmt nel sistema neperias
no, si ha

Ly=La*= zLa;
e differenziando

1y
~ —diLa ;
Y

d’ onde st ha
(]J';}f(lea ) a*dr+La.

6o. S1 pud dedurre il teorema di Maclaurin da
qmlln d ln\lm nel seguente modo ¢

Si ha pel teorema d1 Taylox

S (z+l)=fx (l-é.ji. + WA

dr 1 de? 1.2
d’fr h’
+-TJ:;T . Ay 5+ CCC. (95)

S’ indichino con ( fx), (f ), d f“‘"

ClOCChL

: aj.c . :
diviene fr , L cee. quando in esse s1 fa x=o;

dx

la formola (25) , quando in ecssa si fard x=p ,
diverrd
d fr h?

dfr
JSh={(fx) +(—£~ I/ —}-( ) — + ¢C,
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In questa equazione’ h entra 1 fh, come x en-
trava in_fir , in guisa che se si cambia £ in .r,jk
dwumjr ; facendo dunque questo cambiamento , s)
trova

Jr= f.r) +( )J‘l" (d ol ———ccc.... (26)

1ok

cli' ¢ il teorema di Maclaurin.

Dellu differenziazione dell equazioni
a duc variebili,

61. Sia I'(ry)=o ... (27),
una cqnd/wnc xa due vaviabth . Risolvendo queeta
eqlmxmuv per vispetto a(l bR st troverd y=oeur j ima-
cinttmo che questo valore sia stale sostitunto nell” e-
quam_mc (27) 5 questa diverrd I'{ c,px)=0 , o per
maggier semplicita

Famls pew (P8

Lqua/mu( identica , nella quale tutt’ 1 termini debbo-
no umtmgﬂum ; tllmlunqm valore diest ad w . Per
esemplo , s¢ (uesta eiinazione nun mouta chie al ter-
zo grada, si pot:d rappreseatarla con

Aaxi4 B4 Cu+D=o,

¢ mettendo per o un valore qualungue , cssa sard
sempic swldlqlalta, dunque mettendo w44 in luogo
di o, si avrd

A(x4+l)  +B(a4-1) 4+ Cla4-8)4 D=0

cioe se st ha fx=o , qualunque sia ax, si avrd pari-
mente fle4-h)=o , ¢ 10511uulo da qtu,.sta la prima,

sard j(.x-}-/z]——-—ft._.o 5

dunquc sard
S —f _
/t h
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Ora flotl)=fxr+Ah4Di*+ ecc.

da cui s1 ha

(.T"‘,"r}é —TF

S ) f-l =A4Bli+ec ;
le

il primo membro di questa cquazione essendo zzro |, 5i

avra parimente

A+DBi4 cc. =0
dfr

e passando al limite, ) So=Ase , ¢ percio dfr=

Adr=o, 0})11![?0‘?1(“ rimettende v, dF(r,y/;:Adr—'o.
Cid ¢ segna , che nondulamlo ¥, ome uny {un~
zione di a T, 8¢ Si d!ﬂ(ltll/l(l I e(]ui/mm I‘f I,))—?”
tl risultamento polm mettersy eguile 4 zero el
servird a  determinaie 1 valore del coefliciente difie~

dy

renziale —— , come lo.vedremo nell’ esempio segnente.,
dx

Sia dungne F(r y)=x*4-3ay—y =0 ... (29):
differenziando co’ metodi orvdinarii . ed osservando che
il risultamente  dee eguaghiarsi a zero per la dimo-
strazicie precedente , st ha

2xda4-dady—oaydy=o . . (30);

da questa cquazione si otticuc

d SX ,
- — ... (31)
dr oy—3a

62, Se «i paragona I’ andamento che ¢1 ha fatto.
ottenere guesto valore con qmlln che abbiamo f{inora
mmpicgato , si vedrd che | servendoct di questo pumu
metondo of dttl he stato unpn di  mettere  sulle prime

Fequactone 7oosotto la forma y=fx, ¢ per consc-
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cuenza di scioglicre I’ equazione per rispetto ad y
dy

(_ (IL.

per dedurne 1nseguito il valore di merce la
differenziazione. Sccondo questo mctodo troveremmo
sulle primc

3
L

F 9 2y s
Y= Vet

ed 1n seguito, per mezzo della differenziazione

A x
- E———
(\/'4a+.r)
d_,

Questo valore di -a‘)—— s1 presenta sotto una forma
x

differente di quello che ¢l offre I equazione (31) ;3
ma mettendo il valore di ) neli’ equacione (31) , essa
diverrd

1

dy 2.0

dw =k ‘:i - ?
2(/2 a’4a?) (\/—z- a’-4ux’)

come abbiamo trovato . L’ equaziumé (?}0) ¢ 1l rri-
mo diflerenziale dell’ equazione (2¢). Per ottener | e~

quaztone , che dd il coefficiente differenziale di se-

-

‘}f

) » . B ) , ;
cond’ ordine , ciod —d-;’z- , dividendo I' equazioue (o)
d
per dx , e facendo -a:)—/-:p , questa equazione diverra
X

20+43ap—ayp=o ;

riguardando y e p come funziom di x , differenzian-
do avremo
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adu4dadp—oydp—apdy—o ;

dy
dividendo per dr ¢ mettendo » in luore di <2 5}
i ! o Y& *

avrd
dp dp ’
2 7
2 e Do) .
iy
d' onde olterremo
dys on’——s .
o AN o (32) ;
P VR
G .m‘-———):)
. dy dp a’y
Or porcehd p=—— | avremo ———-. ¥, 5 metten-
dx d.r dr

do questi valori nell” equazione (32), e liberando da
fratti , ne verrd

d )y (Ba—oy)=ody’—adx? ... (33):

tale sard il sccondo differenziale dell equazione (29).

- - - - > » ( )
Per avere il terzo diffevenziale , si fara ——=7q, ¢
‘L‘ ’

I equazione (32 diverra dopo aver fatto svanire il
denominatore

2 o 2 o

d_([(}-'-—?,‘)- f’_?»}) w—— ), 5

S1 differenzicrd rignardanda Y P s q. come funzio=
n di x, e si trovera il terzo differcnziale . e cosi in
scguilo .

03. lovece d"impiegare le lettere Py q,r ecc. per
farc lc operazioni , s perverrebbe allo stesso risulta-
mento , dillerenziando 1 equazione (30), ¢ met'endo
dy pel diflerenziale i b &y per quello di dy
d’y per cuello di 47y ece. e rignardavdo dxr come
costante 5 :n guestsy mode s1otroverehbe

sho s poal y—zdy ey dyzo

€quazione devtivg Al atia (537,
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64. Diamo ora I' espressione generale del differen-
ziale {icl!”(_}{luaziouc j(})}::oA tal ogoetto rappre-
seutist f{ayy) con s dillerenziando quesia cquazione

1
i

per rispelto ad o avremo 1l termine dx , ¢ diffe-

duw

renziadola per rispetto ad vy, aveemo un secondo

o du . , L du
termine ——dy 5 ¢ sioavid df ey, o du=—dur+4-
dj da
due | . Sy : .
——dy . Ma se¢ y si consideri conic una funzione
dy
x , dillerenziandola avreno
]
(i}
di = & dr
v (B & '

sostituendo questo valore o osioavid

du Cdu Ay
diu=—dw 4+ —— - dr.
Ao dy  do

65. Applicando qui fa verrrd el teorema art. (24},

st vedrd che, considerata 0 come una funzione di ¥
, . dee  dy ‘
cd y diw, il predotto —— - *— da non ¢ altvo che
dy  do

il differenziale diow preso jrer vispetto ad 2 racchiue
SO iy,

O0. il intero differenziale di wna funziore di x od

| , du
¥y essendo dato per mezzo dedl” cquaztone du=——dr
ULy
du ) - du du ,
+——dy , I espressioni doy, ——dy hauno ri-

(IJ' dx (‘])'
cevuto 1l neme di differen:ialy parziali di 1.
Similmeute  se 1 ¢ uma  funzione di tre variabili
2, ), o omdipendenti, aviemo

r

i
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- du | du du : .. du
du=——©Ar + — dy 4 —— dz,cditermini —dx
du dy ~ dz X

du die . . s i e
nrd_y', h dz saranuo 1 differenziali parziali di w.
dy dz

&7. Abbiamo veduto ( art. 52 ) chic una espres-

¥ . .
sione della forma - — , indicava che la funzione y
X

cra stata differenzaata per risy etto ad x chuc da

. . : . dy
cid , che se si ha 1 equudone ——=A, ¢ che sc ne
du

tirl

A

, Frcar BHES

dy

dor
non $1  pud conchindere  senza dunostrazione che
1= A ol potcckit 1n questa nuova equazionc i dut-

dy

ferenziale nan & preso per vispetto ad xr,maaly, e
non s oSy Se M guesta uiova i}mi(fﬁii dr differenziazio=
ne . 1l risultamento sia Jo stessos Per *.'n;_;licre quesia
difficolta , si ¢ dumostrate ( art. 2} ) che

de ds dy

dr — dy L da
Se in questa equazione st fa ¢=r, essa diverrd

Ar dy
=d de
da o1 si otliene
dr o

dx
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ciocchd fa vedere che 11 cambiamento d ipotesi di
diferenziazione st accorda coll” algehra.

** O8. Kcco caune I’l()h‘tfl]l)t‘ di:nostrarst direttamente,
che col valore i convenzione , che-il s«egno della di-

. d.r _
visione dd al fra.ucr-g— y, abbia luogo la seguents
4 }
equazione
dr ¥
dy — dy
dx
S:a
Y =y ;
) = A4Bh4Chi e
A m— )
sl avia

T ——

Y=y T A4BarCh 4 e

L3
FY

H

Facendo la divisione. | o wilupp;zudo mevce f vea-
rema di Maclaunin | 51 ayvra
X —r I B
=Ny S
y—ry A A,

Pa_ssando a.l ]imi-lff st ha

dr ;
5=
e potcehd 1 ha
dy A
dr —
ne segue che sard
d.r___‘ X
5=
Tde
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CALCOLO DIFFERENZIALE
Del metodo delle langentd.

69. Chiamast metodo delle ta: neenil grello che dd
I’ (‘sprmwu.l diffevenziali delle tangentt . cottangents e
noriail ¢ sonnorualt . Siano ( 1R w t ) 2a Y le
coorainaic «del punto A PresO SOnriL BB curva T au-
mentinmo U aer e .-‘:.i‘::.{' diouna quantity Pli=/h
tivivi 1 u:‘(iin:’t:i R copeTpunti MO fheclanmo RE
ML B ehiaro ohe o |,is‘l o
Lianuira P L tanto pia PS teaderio o confonderst col-
la sottangente PE O fnehd afia fine Pi = 2 divenga
zero 5 ulnigue &1 .drit o limite y verso B quide ten-
de PS.
Cerchiamo ora 1" espressione analitica di PS | per
I)l‘(.‘ll(l(‘l‘ll(.‘ il limite 1 i,lianguii sunili MM S MSP
danno la proporzione

MQ: QM= MP: PS5, o
MAY 1 b=y 1 P

]
Sare e segasl

dunquv sar

B T

L

Per determumare M j, «; ha
M) == AP A IP

or Ml'=y'= /(a4 = -I—*—» l — -} cc,

v 1.2
ed MP—=y ; sicch¢ o avd
oy diy AP
! T ‘._ % [
A% =t f’/"‘ll‘","_z . — 4 cc.
& o ¥ 1.2
sostituctido griecte salore in guedlo di PSS sioavid
"P‘
PS= - ol = E
Bl (" /g: (|)' o 7y /z
. ’ . i
e ‘,:+ e e o K —+ eC,

g da™ T oA oege b T ez
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53
Al limite k=0 , PS si cambia in PT . ciocchd da
y __ ydr
Pl== (art. 67 ) = sottangente
d) d)
dx

. Sc dal punto M osiotird una [u'pnu]iw]mc
MN m;‘n'a dit M'T

, Ia svnnormalc sari PN,
Per determinarla avremo

PT: PM—DPM: PN

y ()
ydx i~
“-"['—- . ....._._.)/: 1.1\ ;
(.‘)_/
) dy
dlmquo sari P] T\'_____J —l-—: sunnormale.

Per rispetto alla tangente , ed alla normale si La

MT=1" (PT*4PM*), cd MN=V" (D N*4.PM?)

Ci()':'.

] .,2 2
tang==\/ ()’ 3-- o b= }\/(l -+1) ¢
: . ,‘]_1‘ ? . o } ;
nm‘m::“\/(‘)’ ) ; -+ -~ \/( f'—,"l"l) ’
(1.1 Gt

. Per trovare b (‘{Illﬂf’i{.‘d!{‘ della fangente ,  siano
' le coordinate al punto & um.dii

L7 equazione della vetta 31T | chie passa pel punto
di contatlo, potrd esser rappresentata da

3 — "=\ (r—u P

A essendo la tangente deli”angolo MTP, sard

PE\'I___ )" . .}" :h
=BT oty — i A
(lj"

Fig.
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% , ,' & - A 2 ¥
Fig 3. per cud 1 equazione della tangente dlverli

dy' , ,
j""“)':“j“?(“"'"‘r) y equazione della tangente.
L

Dusggee quella della normiale sard

. da' .
y— = 4, (=2 ).

-Applicazionc delle Formole precedenn
a | gl esempl,
w2, 1% Trovare la soltangente della parabota.
L equazone della parabola essendo yemoa, diffes
rensandola si avid, 2ydy0pda ) e peraid
do 2y

ATy

wre

sostituendo questo valore in quello di PT , si ka

2} ? 2P.x
F F
2°. Trovare la sunnormale dell elkisse.
Llequadone @’y 40"’ ==a’b?* dell ellisse rap-

portata al centro cume onigine , essendo difluenaata,

da

skt 2;{ L4

swttaug_...

2d’ ydy -4 26’ ada==o ,

da cui si ha :
dy . bx
de a'y .

mettendo questo valore in quello di PN, si avrd

b 2
sennormale = — — x
“
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3°. Trovare I’ espressione della tangente al cerchio. ig. 3.
L’ cquazone a4y ==r?, ch’ ¢ quella del cerchio,
essendo differenziata , da

da ¥
——— PP v 5
dy X

Per mezzo di  questo valore I’ espressienc di MT
riducest a

J 2 T 2 +J’ 2 r 3 T:}’
tang:}"\/(—;; +1)=y V( T g )*’"—J'va 2 :"',';-

Dbgli asintoti delle rurve.

** n3. L espressione AT (Fig. 4) della distanza del Tig.4.
vertice della curva dal punto d iucontro della tan-

ente coll” asse delle ascisse , deducesi facilmente dal-
f‘equazionc della tangente ;5 poicche se 1l vertice A
della curva si prende per origine , la retfa AT sara
la distanza di questo vertice dal punto in cui I’ ordiw
nata diviene zero .

E poicche I equazionc della tangente MT &

dy’

L X4

y—y' == (a—x'), basterd di fare in questa
dx
equazione y=-o, affincheé 11 valore di x , che se ne de-
duce , sta quello di AT :in questa maniera st otterrd
da

AT_..... X '-"‘}’ -&3!‘

Per conoscere Ja distanza dell’ origine da! punto ,
m cm la tangente Incontra I asse delle y . hiognerd
trovare I' ordinata che comispende ad .r= o nell'equa-
nene della tangente . «d avremo

dy’
AB=y'— - d’; X,




Fig. 4.
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Supponiamo ora che o' divenendo infinito, AT ed

ADB conuserviuo valorn it 5 s¢ ue conelnudera che la

retta THB non imcontrevy la curva Al che ad ung di-
stanza inboita @ dungue TBM savd un asintoto di (quc~
sla cirva .

~4. Prendiamo per vscmliio Vequazione ) =ma -y %
Jitlerenziande s1 avra

dyt mona

doa! 2)"
dunque
v 2 1 v} v2
2y ma 4nona’t—oy
AT = = —
Hi==27N He == 20
1
mau m
— ¥ == ;
T 2L "
- 2n
X
AB=+ mi =t 2y it —ona’t
=J 2y N 23"
n
m'

Yy _— "_r_n_
o 2'\/‘(;}.'1.{'—{—2:.{?‘:) - 3\/-( x‘+”)

Allorche si fa a’'=» , questi valori st riducono ad

mn n
AT=—— , AB=——+—;...(31)5
272 2V it

Dunque la curva savd suscetiibile di asintoly, purche
perd ronon sia nd negalivo 5 ne Zeio g noicehe nel
primo caso il valore di AB diverrebbe PAG AT
wnfatti sc » ¢ negativo , I' equazione a2pparticuc ad un’
cllisse , el essendo curva chiusa , non puo avere ra-
mi infiniti: nel sccondo caso pot i valori di AT e di
AB diverrebbero iufiniti . e poiccht, allorche nzo
I' equazione nostra ¢ quelia deila paravola , ne segue
che la parabola HOB puo avere asilolt,



LQUAZIONE DEL PIANO TANGENTE, 5n

Dell equazione del piano tangcenie ald una superfi- F*ﬁ 5.

cie curva, e di quelle dellu normale « questa

superficee .

** 4. Siano 1 (x,),5)=0 I canaztone un’sl:por-
ficic curva , cd Ax =By 4 Co 4 Dz o quella diun
piano. Se il punto di contatto M La per coondinate

1

- A A g ] e I i'.--l'( _— .l“‘ DT »
'y ), I, questt dOYIAIHO SOAUISIare all cquazione

o -

del piano, € per consegucnza s1oaved
l ) l O

Ax4-Dy 4L 4-D=o
Eliminando D tra questa equazione , ¢ la precedente,
il prano che passa pel punto a'y, ¥, 2 avid per e-
quazione

A(a—a B —3" )4 C{z— 2))=0 .,. (35).

Yacciast passave pel prnio i contaito a'y ¥, z un
piano paraticlo a quello ddfie w250 quesio tagtiond
fa supcriicic sccondo uua Cwiva MO, el piaso tngen-
e socondo una refia ML Ta guale dovild esser tans
gente wla cwiva MC ; altrimentn i prano tangente ta-
olicrebhe To superficie curva.

i ('(_[llﬂ;ﬁi{)kii'f della retta ML Pu{‘\ dedursy dall altra
(35) , poicehe essendo IND T sutersesione del plano
tangentc con wn piano paralello a queilo delia o, 2,
i tuil’ i suol puntt lia de” valorl ogua!i per ), e co-

me il punto D& sopraat questa 1CHQ , St ha y=y,
0 y—) =0t quindi 1" equazione (99) yiducest ad
4‘1(.1'-—-—;{.") -+ C(::-—-—::‘):() &
Questa equazione espriaerd dunque la relazione cli'e-
siste tra le coordinate z ol 2 di un puato qualungue
preso sulla retta ML, e per couseguciva sava | Cnias
zione di questa retia. S wmella sotio fa forma
A ,
Ze—z = —(a—a"). ... (S0).
C
Da un’altra parte ' equazione della curva MC si
otterrd ancora , rignardaudo y come costante uell” ¢
quazione delly superficic cwrva f(x, ), = ) =o.

)

s
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Fig. ¥ Se si vuole ora esprimere la condizione che la ret-
‘ ta ML sia tangente alla curva MG, hisogna che il
coctticiente di w—u* dell” equazione (320) sia egualc a

d:' _ ‘
T (7‘)3 che pud aversi dall’ equazione della cur-
d.

va MC.

(O I equazione di guesta curva, essendo quella stes-
sa detla superficte , 1 cul siasi supposto ) costante ,
basterd di diflerenziare I’ equazione di questa superfi-

, _ dz , . dz
Cie , e tirarne —— poicche la notazione e (art.b2)
x dx

suppone che y si riguarda come costante nella diffe-
renziazione

Segue da ¢id, che per essere ML tangente di MC,
bisogna che sia

A dz'

— T
da cw st ha
dz'
A=—C 1z . (37).

In seguito se per M si meni un piano paralello
all’ altro delle 2 ), questo -tagherd la superlicic se-
condo una curva MD, el piano tangente secondo una
retta MN

Si dimosterd come qui sopra che questa retta MN
debba esser tangente alla curva " intersesione MD
¢ che per tutt't punti di essa le ascisse sono eguali ;
si ha perc1d x—a'=o , ciocche riduce I equacione

(35) a
BQ’——;}"‘)+C(Z———Z‘):O, da cui si hy
‘ ‘ B R
L2 = e = (— ),
(; v -} i

Questa equazione essendo quells della retta MN
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. _ B dz*
st v:spmmcr} questa condizzone facendo —-J— o il 5
C d)f‘
o 1z .
da cui i ha B=— C-= ... (38).
d y

Se nell’ equazione (35) &3 sostitscano 1 valor di
A, ¢ B dati dall’ cquaziom (37}, ¢ (3B), riducen=

do , st avrd prer I§ mluaziunc del prano tangente

dz’ dz’

z—im — (1 — a4 H;‘(‘y-—-—‘}") s, (3G )

dua

76, Cerchizmo per esempio I equazione i un pia-
no tangente alla siera . Le coordinate del suo centro
essendo @ , b, ¢, la sfera avrd per cquazione

2 -~ 1\2 —— 2 .
(et} 4 (b)) 4 () = 17 3
Diflerenziando st ha
(r—a)dc 4 (y=—=0)dy (z—c)dzzmo
da cui si deduce , dietro la notazione espressa (@ art.
k-
52 ),

——

dz (Q—T dz b—y
dr L dy Ze—C

Dunque I’ equazione del piano tangente alla sfera

—

al puuto, in cut le coordinate sono Ly, s, sard

»
({om—l

b—y" ‘
' (A L O

7m. Se qucsto plano passasse yer X est’remi*;‘x del dia=
metro velticale , 1 avrobbe .« '=e, ) =7, =

Questi valor ridurrebliero 17 equa.ione ael prano
tangente a r = +7r, o ¢ I equacione del prano
paralello a quelio delle a, y .

78. L, (:quaziuni della normale al punto XYy
possono  dedursi facilmente dall’ equazione del piano
tangente . Infatti si sa ( vedi la mia ZLeoria delle
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curve di sccondo ordine ) che se s lianno | equa-
21001
Aa+4-DB)4+Cz4D4o ... (Jo),
.T'S(f:—-{—oe) (41)
=i+ 8 ) 2

la prima apparienente ad un piano , e le altre ad una
retta, le condizioni necessaric, aflinche questa retta sia

perpendicolare al piano sono

A=aC, B=C.
Sc si parzzona equazione (3g) del piano tangen-

te all aliva (jo), cguaglimdo tra loro rispetivamen=
te i cocflicienti di 2, di 3, ¢ di z, st troverd

ilz dz
An—E =l Coi;
(I.I.' d‘)/
Jundue sard
(z' dz
(= r—m 1y b= — —_—
d.x (l‘)
sostituendo questi valort nell’ equazioui (41) 5 st ha
ozt 42
(S i,y m 2+
(J.L' (j.)f
2 dee soddisfare a

L pui‘(‘(']u‘_'.' il punto UL
queste equaziont , si ha ancora

L]

dg ‘ e
S, )y m—— 3 -+ B
dy

\
X -

dat
ciminando & ¢ £ tra queste ultime quattro equazio=
ni, s troverd per P (T(ll_la;’.iulli della normale al puti-

to &, ', 2
| L]

1}
Jdz 2 :
~ ~
-(( 2=z )e

o —W(:—Z),)’—-)’ = dy

X=X D
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vlo

Dclle funzioni , che digengono = per un dato
valore della variabile.

DS 0
70. Allorché wna funzione — diviene — per
o ke 0

avervi sostituito un valore di a0, elie vanpresenterd con
¢, ot nudica che 1odue terming Jdella ivastone Lanno
per fattore db comuie a—e, o, in g('m:i'uic i {.’1.-—(1;}"’:
s (uesto fattore comnie Lalesse tarsl svantre ne due
terninet 5 stoasrebbe 1 vero valore della fratone.

Suppoilamo dunque che ar— @ siam ovolla tatto-
re i ey ed novolta ino g v (salvo a supporre , se
il caso Pesige, che m od n siuno amendue cgual
all unitd o a zevo )5 sl potrd fare

A .

| D Pla—a)" ., or = Qir—a)’.
Per mezzo della derenziazione si troverd
(I]"‘.'I' (ll)

= (vm=a)” 4 P —a)” ",
oLt '

dor

: o dxy
Osserviamo che questo valore dt — — si compo-
dx
v
pone di due termini , wuno de’ quali contiene una po-
feuza d a~—¢ misore Jell unita di qnclla ch’ entra

nella funzione . Per Ja siessa vagione , prendendo il

"_1
(111 A
e T ooy i . .
cocliictente diflerenziale Ji = . s troverd un fer-
do

» '
mine affelto da (r—a)” | vn altro da (v—a)”™ ",
_ . o o—2 3 .
ed un terco da (w—a ) 3 quest’ uitinio sard
min—1P(x—a)" 72 Contimmando nello stesso mo-

do, st vedsd che (}gzri nuaya differeasiazione 1'1131'0(!11-
PR I,l“l " : : . ';". ’ l bR : T el G { ¢ 3
e delernine auctly dabie stesse potenze dt (o—a)

1

e une termine , nel quale o potenza di v—q & di-
punwla dbouua ity o Pacd ) prendendo 1 coelfi-
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cienti differenziali successivy | il terining che conticne
la meno wita potenza di a—a , sard
dopo la prima differenziazione mP(v—a)
du[m fa ~seconda o . 0.0 omy m———!)l’f',t-—-a)m"’

Ly o bevae I) W = §
dono o tevsa. oL, L L. .rn‘\m-!-l)l\m-z (a~a)
dopo la pu.™ . . . .. . mmer) ......]-’(.;-—a)mwu

m'—l

D1 mauwsa che U coefticiente duferenziale di Mx
dell” ordine r, sard di questa forma
d’] X ) o : .
A et r——a} —i—;y 1.1'.-—-{1.)

+m m—1) m—2). Plo—a)” 7",

i oum ¥

: 2 : - 5 "
Ciocche abliamo  deito di Je potendos: apphcare
. s - . Sy I . ¥ ) ‘. ;
a or, s tvoverd che 1l differenziale deli’ ordine »
della funzione proposta avra la seguente forma

d'¥

d:’ y =)y )" T A m—1 )
w—m— ORI e ' e
d'e div—u) + J\.L.—-—d) R N S

da”
P{s—a)" ="

QO —e)

80; Cih posto considenamo tee cas

-
L™

1Y nZ, 2 g n, 37 m Zn

Se m=n e che il pumero v di diferenziazion; far-
te sia egnaie ad om0 bmomn (a—a¥™ T La—a)
St ridurranio entrambi ot (s—a 7 | Cin-"' all’ waaty
per rispetto azh adhi bt ()" . e T
ece , (w—a)" | (a=—a:"T P ccc. | e sono walh
nella ipates i Pt Deretd tuliE termiiy , fuory
I'ultimo del pumeridtore e del denominatore , svani-
Fanno , ¢ 1" equazione (§2) st ridurrd a

17

1 e

drm m'm—-—l\ i 2, \ ..... P P

] ey

d'"' - Po— 1) i) ., Q Q
da™
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O

Quando ean>n se 1l numero 7 delle differenzia-
ztoni fatte & eguale ad n, il binomio (x—a)*—r
ridurrassi ad (z—a)°=1. Gli esponenti n—1, ez
ccc. y m-—1 , m==2 ccc. degli altri binomii , essendo
maggiori di n—r, sorpassano I’ unitd; per conseguen-
za questi binomii riduconsi ciascheduno a zero, al-
lorché si fa xr=a: dunque in questa ipotesi tutt’ i
termini svaniscono , all’ infuorl di quello nel quale
Vi entra (x—a)"~* , e I'equazione (42) ridurrassi a

d"F
dx® 0 0

— — — =0
d"ox n(n—i1)...Q(x=—a)"'r n{n-—1)..Q

I e e— i

dxll

Finalmente nel caso di m<rn, 1l numero r delle
differenziazioni fatte , supposto eguale ad m, tult’:
termini svaniranno fuorche m(mn—i)..P(x—a)’, e
resiera

d™Fax
dx™ m{m—11)....P
o= == Gk
d!n@.:v O
dx™

questo valore annuncia dunque che m sorpassa n
caso ove il secondo membro dell’ equazione 45 &
infiaito.

81. Da ciocché precede ne risulta la seguente re-
cola : allorche si vuol determuinare il vero valore di

Fao _ o
una frazione — , che diviecne — per mezzo di un
ox 0

dato valore della yariabile , st differenzieranno se-
paratamente i due ternuni di questa fraszione, ¢ si
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. .  dFx deg, . .
esaminera dopo se i valori ——, = ‘st riducano
dx ° dx

ancora a zero , mercé il volore ipotetico della va-
riabile ; se cio ha luogo , si prenderanno i cocf-

o ~dFx dox
ficienti differenziali dell espressiom rr ¢

e si vedra se nella stessa ipotesi della variabile
questi coefficienti differenziali si riducano ciascu-
no a zero : continuando in tal modo questa ver:-
ficazione , se dopo un certo numero di differenzia-
cioni si trova che i due termini della frazione non
svaniscono mercé un dato valore della variabile

; Vo

questa ultima fraszione sara il vero valore di —=;
¢x

ma se il numeratore solamente diviene o pel va-

Fx
lore di x , U espressione == sara nulla ; infine se
oX

il solo denominatore é quello che svanise pel dato

Fx
valore di x , I’ espressione — sara infinita.

%
: : . Fx

82. Prendiamo per esempio la frazione ==
¢

x3—=0? 0
: Questa frazione poicché diviene - , allor-
foax—4Qb 0
ché x=b , se noi vogliamo averne 1l vero valore ,
’) 23
diflerenzieremo 1 suoi due termini, ed avremo ——,

¢ come 1 due termini di questa frazione non diven-

gono nulli nell ipotesi di a=b , il vero valore della
502

frazione proposta sard - , allorche x=b.

4
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83. Prendiamo per secondo esempio Ia frazione
x —=3x4 2
L] [ ’
x Oy’ +3x-—3

Poiceht questa riducesi a <5 allorelé si fa a1,
differenzieremo 1 suor due termint , per ottenerc il va-
lore , ¢ troveremo

Jipi T
4 5-—-—13.1‘-}-3 '
i due termnnr di (questa frazione divenendo ancora

nulli nedl ipotesi di w=1 , I diflerenziceremo pari=
mente , ed aviemo

O.c

120 T——1n2

In questa frazione il solo denomivatore riducest a
zero, allorche &0 fa a=1y dunque la proposta frazio-
ne diviene milinita. m'l]’ipnl('si di ozt

b4. Se sioapplicasse la stessa regola alla frazione

e xr
« ——— ]) "

£
che diviene 2 lut"’ipnlcsi di xv=o ., diferenziando i
due termnt dioessa o, st trovera

(¥ hgﬂ-—-—f/-"]ngé

2
|

cspressione L b di cwr numeratore non diviene nullo
ned ietest w0 ) e che per conseguenza da
boo—doch o allorehe r=o .

iZol ¢ bFen evidente che il fattore comune 2 due
fernnng della frazione pl‘upﬂsla ¢ Lm0y, CLOU Xy Ma
come ricoroseere questo fattore i a——pHx J Pey Tl

cervio, ok osserveremo che per " ast, (37) .

-
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x . Ald?
a*— 1+A—]- -+ S 4 ccc.

X B
Z)r:._..l + B I--+ *—1

4 ecc. ;

.“g

Dllnl]llf‘ pl‘cndcudn la differenza
A'—B* |
a*—b*=(A—D)x+ v 4 ccc.

1.%2

e si voule chie o ¢ fattore comune di a¥—hr.

85, Non hisogna intanto credere che la regola es=
posta bastt per ity casr: la dimostrazione prece-
dente ¢ fondata sull ipotesi che m ed n stano nume-
vi joteri 3 ma se esst fossero fratti, non potieh-
be, per mezzo delle differenziaziom successive , otte-
nersi uu termine , nel quale a=—a s trovasse clevato
alla potenza o 3 per couseguenza non st potrebhe col
metodo adottato al di sopra , sprigionar la fraztoue
dal fattore comune.

Sia dunque, per maggiore gencralita , I' equazione

Fo  Pl—a)* 4 ()_(.‘1‘——-{1)3 A-R(c—a)” Fec.
P I“(.‘L'—mtf'r)m'-q}—(\}'(.i'—-—(1)5‘ -}-I_{'(.'t'—-a)}’ '—{— ec,

nella quale & , 8 . > ce. cono dalle fraziont erescen-
Ui cgnalmente che o, A, 57, ece.
. ‘ . . )
Poiccht questa espressione riducest a =
1 {a a—a, st potrd , invece di fare a—a . sostiini-

2

allorehé
re /A in luogo di oy riserbandoci di poree hzo
d()li() le debite riduziont © allora sard lo stesso chie di
aver fatta da prim‘:il;io I’ ipulcsi di x=a : si avrd
x—az=l , ¢ percio

1" PL* + (\) A3 2 RIY 4 ecr. (,,))
— awess (]

¢ 1,\/;" + ng. + ‘l-{/z}; -+- ¢cC.

Considerando « ed « , chie sono 1 piit piccohi nelle

&
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- . - " -
serie degli esponenti del numeratore , ¢ del denomi-
POSIZIOLL , Cios
r - . 2 'L
17 a2, 22 agza' 5 3 xlu

Nel primo caso dividendo per R* 1 duc termind
delfa frazione (43), si avia

Poo PETUHQPTARET e,
: = -".___x- T 9;‘ o EEEE \}
P PO T R T T e,

Scecondo 1y supposizione fatta & >y
HWNCTO  pem—g' SaTA l)(';siti\'t')

I

4
*

;  dunque il
;oodoa pia forte ragione
B—a', y=u'  B—ua ; poi(‘clu‘: per 1pofesi si la

alBLycc. , al S Lyec. y aLn.
Cid posto se si fa h=o nell cquazione (141, tuty

L] - - . L. L}
1 termmua ded secondo membro  di CSS SN AnIranno

. - = I * + a 3
fuort di Py ¢ percio questa cquazione ridurrassi g
) % 0
= el == T2 O
& )

T . - 4 \ . . g
Nel 2.° caso, in cni ¢ w=a y 1l termine PhL* ®
riducest a Pho=pP, Pequazione (44) riducesi a
- —x n —
I'x P+ (\)_/a'g + R 4 e
PE PR T Ry T e
nella quale , fatto h=o s SI avrd
e P
o ¥
Finalmente nel 3.° caso, in cni si ha e, di=

videndo ' cquazione (44) per A% essa siovidumnd g

| & P 3/3'3‘_““—{— R 277% 4 cc.

L

e ]*'/;xl—_x -{—Q‘/zd _“_1_1{/3}’ mx-}—t,‘c.
*

‘.

5
¢

natore rispettivamente , sio puod dar luogo a tre sup~,
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e 'si vede chiaro, che ipotesi di fi=o riduce qucsta
cquazionc a

Fx P

——— = w .

¢r 0

86. Prendiamo per esempio la frazione

(2 *—3ar4-2a’ )}f

3 3"!:1 ’
(r —a’)

Che riducesi a 2, ql]orch(‘: st fa x=a . Sc in quc=
zione si mette a+h in vece di x, essa diverrd

(3a’h+3ak 3"]"/13).:T (3a’+3afz+/zz)i_ hE

1

R A e
- (3a’+3ak-+1?) : %(3a 4 3akAh)
facendo k=0 , si avrd
Fux o

oL = ‘ ..!:'0
(3a%)3

-Questo metodo Fub applicarsi a tutt’i casi.

87. Se un valpre di x rendesse infimiti amb’ 1 ter-
min: della frazione , questi si dividerebbero per . g,
¢ si avrebbe

1
b 3

1
Fa - N4 4]
e ST ———
#r 1 )

A ———

Fx
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88. In fine se si avessc un prodotto MN , nel
quale P ipotesi di x=a rendesse nullo uno de’ fat-
tort , e I’ altro infinito; e sia M=o , e N=co , si
scriverebbe cost questo prodotto.

NIN:-—L . ® X
N

)

M
) : . 1 .
¢ come allora sarcbbe N=°> I’ espressione — 1
‘ S O N
ridurra a —,
0

De’ massimi e minimi , nelle funzioni
di una sola variabile.

89. Nella serie di Taylor si puo dare un valore
all’ accrescimento £, talg che uno de’ termini della
serie divenga piu grande della somma di tutti gh
altri che seguono. lnfatti, essendo questa serie rap-
presentata da

dy dv 2 Ay L7 -

+—0 —f———— - ccc.
e de: 2 da’ 2.5
. dy | . .
s st vuole che — /i, per esempro, divenga pilt
da

erande della sommma di tutti gl altri termini che
seguono , metlhiamo tutt’ 1 termum della serie , me-
no il primo , sotlo la {forma
dv d*vy A A%y I
$—t - +-ec)e...(45).
2.3

dr dx* 2 dx°
Or quando si fa h=o , divenendo parimente nulla
d*v b d3y h?
la parte ———, -
de’ 27 da’2.3
esser resa tanlo piccola , quanto s1 vorra, dan.
do ad /& un valore assat vicino al zero , cd esser
d |
cost sorpassata da T ch’ ¢ wdipendente da oo S

i
[

si vede bene cly’ essa puo
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d*y A

dunque Z ciocche diviene 1n questo caso l +ec.:
dax’ 2

: X . ay
La scric (45) ridurrassi a (=-+Z)k; ¢ come allora

dx
.. dy d . . .
st ha —>Z, o -2:/.5>Z/z , 1l termine J I risulta
x d.x dox

pitt grande della somma di tuttr quelly , che  se-
guono. Lo stesso si dimostrerebbe per ogui altro
termine rispetto a quelli che lo scguono.

go. Sia y=ox , una equazione tra due variabili;
Questa equazione puod esser sempre rignardata come
quclla di una curva, in cui 1 differenti valory della
funzione 3 sarcbbero le ordinate ; «uesta funzione
¥ dirassi giunta al suo minimo , allorché dopo d:
aver diminuita successivamente , essa & sul punto di
ricominciarc a crescere.

Sia per esempio la curva MDN, Fig. 6, che ba
per equazione y=b-+cx’; si vede che le ordinate
7q',nip' ecc. vanno diminuendo fino al punto D; ¢
che al di 13 di questo punto le ordinate p'm , ¢'n
ec. vauno sempre crescendo: percio I ordiata AD
rappresenta il minimo valore della funzione y.

gt. Similmente una funzione si dira giunta al
suo massimo , allorché dopo di esser eresciuta suc-
cessivamente , essa arriva ad un punto, al di la
del quale comincia a diminuire.

La curva CDE, Fig. 7, la cai equazione & y=bh
—cx® , ¢l presenta un esempio di questo caso nel
punto D, poicch¢ le ordinate che seguono ¢ prece-
dono immediatamente AD sono minort di essa: dun-
que I’ ordinata AD & un massimo.

92. Visono delle curve, le quali non hanno che
un massimo , delle altre le quali non hanno che un
minimo ; alcunce hanno I’ uno ¢ I’ altro; altre non
en sono suscettibilt.
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S1 vede, per esempio, Fig. 6 la curva MDN, la
cul equazione ¢ y==b-+cx®, non pud avere un mas-
simo , poicche, dietro la natura della sua equazio-
ne, le ordinate vanno sempre cresc ndo.

Il cerchio CBD , Fig. 8 la cui cquazione €

Q' =(y =) (x=—2x).
ha un massimo ed un minimo , che corrispondono
alla stessa ascissa AR : il massimo ¢ RD , il mini-
mo RD.

92. Allorché una funzione y della variabile x ha
un masstmo c¢d un minimo, ’uno e I’ altro sarebbe
dclerminato , se si conoscesse 1’ ascissa che vi corri-
sponde: per esempio, se in una curva che ha per
equazione y=pr , si conoscesse 1l valore a dell’ a-
scissa x , che corrisponde al massimo o al minimo,
basterebbe di fare x=a nell’ equazione y=9x , per
determinare il valore di y, cl’é il massimo o il
minimo domandato.

94. Sia dunque Fig. 7 y=fx un’ ordinata AD
giunta al suo massimo ; se I’ ascissa A'A riceve un
accrescunento 2 rappresentato da AP’ | e che pren-
dasi ancora AP'=/,, si avrd, dietro la condizione
che AD sia un massimo

P'M'<AD P'M"<AD
Sfleth)</x Sfle—h)< e
Sc al coutrario, Fig. 6, AD & un minimo rap-
presentando  per A'A i} valore di ' che vi corri-
sp(mdc , C prendcudo A})’:Ap”zﬁ , avremo dictl‘f)
le condiziour del minimo
p'm!'>AD p'm">AD
SRy > S(x—T)>f
Percid vi sari un massimo , quando fx+h) e
Jle—/) sono ncello stesso tempo minori di foo; e sce
SO0 MAZGIOrt , V1 sura un minhmo : infine s una

0O
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di queste funzioni ¢ maggiore, ¢ I’ altra minore di
fx , non Vi sard me massimo , né minumo.
g5. Vediamo dunque in qual caso queste condi-
zioni possono essere adempite @ a tal oggetto ab-
biamo pel teorema di Taylor.
d d’ o dy AP
flxe+T)=y+ i—]z+ d; / ~+ ! ]_'h)cc. (46).

1.2 dax’ 2.0
Se in questa formola si cambi h in =—/i, s1 trovera

i I dy/ dv A’ d’y A} 4 4
(x—N)y=y— "1 — cc...(47).
) do da’ 1.2 da’ 2.0 7
Affinche y=/a sia un massimo, o un minimo ,
bisogna che questi due sviluppi siano insicme piu
grandi , o pilt piccoli di y ; or ¢ld0 non puo avve-
dy |
nire , a meno che —— non divenga nullo. Infatti se
dox :
sl supponga h picciolissimo , potrassi sempre far in
dy oy a N
modo che-—%— I sorpassi la somma algebrica di tutt’s
do
termini che lo seguono : In questo caso 1l segno
] Iv
C dy

che affetterd =y 5, sarh lo stesso che quello d1 —
dx /e

aggiunto al termini che lo sieguono : percio sc 111
| Cdy

qucsta 1potest —

d.oe

pi (46) ¢ (47), tutto questo sviluppo , sard mag-

, _ ‘ . dy .

giorc di y , ¢ lo sard mmore, s¢ = & nega-

’ doe

[t ¢ positi\-’o in uno dcgli svilup-

_ ) . ay
galivo. Or 1l segno che efletta (—l——h essendo coutra-

x
o . dv
rio in questi sviluppi, bisogna, chre 0= I ¢ posi-
a.x

tivo in uno di essi , sia negativo nell” altro 5 d’onde
ne seeuc , che una delle duc espressio Jlath),
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S(x—Ph) sari maggiore di fr per cut 'altra ne sajs
minore . |

Dunque non potra esscrvi massimo o minimo y SC

dy . o dy .
Lk non sia nullo ;ma s¢ si ha < =o , allora gli
dx da

sviluppi (46) , e+ (47} si ridurranno respettivamente a
d?y h? d*y 22
.f”('1+/1) ".:‘)‘1'“'“"5 — + — s "+‘ cC.

de?i1.2 da3? a.;

Sa—l=)+

In questo caso , 1l seguo de'termini che SCgUONO -

_ d?y : . :
dipenderd da | se s prevde % tanto piceolo , in
(T A

modo che questo fernune  sorpassi la somma Ji tott

) Py
quelli che lo seguono 5 ¢ come ~ ha lo stesso ce-
X
d %y
guo ne’ due svibuppi , e risiierd chie se 2 ¢ no-
| de® !

sitivo , e due funzioni di (a4 )y e di (w—/) saran-
no prr grandi di fir 5 in questo caso_fr & un mini-
d?y

.. 3 . .
mo. Similmente se —3 ¢ wegative , si vede che f3

sard nu mMassimo ,
Q6. Per rendere compuua questa teorica s OSSCIVe-
ll-' dEy

. % (‘/ > ‘ L]
vemo , che oltre dj =0 puo auche aversi Toa=
s e’

in queslo caso nou putr'?e eSSeryvi lm_)gu a MAassimo o
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3

a minimo , se non quando si ha 550 - Allora il
X

segno  delle  quantitd che seguono y  dipenderd da

3.
; _ R
-~ quando si dard ad £ un valore piccolissimo 3

du *

¢ st proverd che sc

4

P & positivo , fe sard un mini-
mo, ¢ sard un massimo s’ ¢ negativo: € cosl in se-
guito.
fn generale , allorchd il primo coefliciente che non
svanisce ¢ di ordine pari, vi ¢ luogo ad un minimo,
s’ esso ¢ positivo, ed ad un massimo , s’ ¢ negalivo.
97. Per primo  esempio , prendiamo  la funzionc
a—0bx+ax® 5 avremo dunque

y=a—br4x’;

differenziando ¢ dividendo per da, st avra

dy d’y
= ! — b + 241- 3 '—'2— e 2.
dr dx
. Ay .
Il valore positivo di —= ¢l {fa conchiudere che la
£

funzione ha un minimo. Per determinare 1" ascissa che
corrisponde a questo minimo, si porrd eguale a zero

| . dy : . b
il valore di —— , ¢ st avrd x=—; s¢ questo va-
dr 2
lore di x si sostituisce in quello di y , si troverd
i)z - - r L
y=a—— pel minimo richicsto .
4

3. Sia ancora la funzione a ‘4l r—c3x? ) diffe-
* . L] ? . .
renziando 1 equazione y=a -4 we—cta € dividen-
do per du , si troverd
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dy d?y

d?*y , _
Avendo d_)’ un valore negativo, si vede che nella
L

funzione vié un massimo ; I’ equazione b —aclar—q ci

J
da T=— per 1 ascissa che corrisponde  a questo
90
massimo , ¢ sostituendo questo valore di « in quello
di 3, s troverd
b
P A
J...._(Z + YN
1}{

99. Sia ancora ]'(-quazionc

ISt el e 8

51 avrd

oy dy
e L /A 5, =18a%% ¢«
d.v dar
: . Ay
cguagliando a zero il valore d; T‘-- y SI avrd
dor
s \ L H?
Qa "o e f=0 , da cut si ottiene Xo— -
' 3a
Qucsli due valort di » » SOsliluiti successivamente
: Ty -
i quello di —= ¢i fanno vedere clye nella funzione
4.1

Vioe un massimo,  ed un minimo. I Minimo corri-

2 2
h) s ]) 1 . o », . Z}
sponde all’ ascissa +g-—-, el massimo all asmssa——3—-—
" a

mettendo questi due valori i quello di y si troverd
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e A S nf® . . ah®
y=¢c —()a pel minimo , ed y=c¢ +-—9—;—- pel

mMAassimo.

Applfm:r'nnn della teorin do massimi ¢ minint
alla soluzione di diversi pt‘oblcmi.

Prorrewvma I

roo. Dividere uy numcro in duc parti tali che
b prodatto di una per T altra sic il pid grande
possibile,

Sia « questo numero . ed a una delle p;nln 1 al-
tra sara a—x . ])umlnn I(a-—-r) ¢ Ja qu antity o
cii si domanda 1] massimo : dilferenziando ¢ dividen~
do per dr I equazione y=—ux(a—a)=ax—x? , tro-

veremo
dv d?v
— @Yy, --———9
dx > d?
. d 2)' .
Il valore d a che la funzione cffet-

dx?

tivamente racchiude un massimo. Se questo coeflicien-
te st fosse trovato positivo, il problema savebbe sta-

dy

to lm[)OSSlbllc Fgu. gliando a zevo il valore di -[—-— .
da

troveremo x==u , il che ¢ fa vedeve che bisogna
dividere il mumero a i due parti eguahi, affineli il
prodotio di esse sia un massimo.

Prosrewa 1l
101. Fra tutt @ cilindre iveritti in un (_'mm retio,

determinar quello cﬁ( la o pia gran volune.
Fig.o Sia a, lig. g, 1" altezza SC il cano , b il rag-

L el e 1 3L L vt A,
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gio AC della sua base , ed x la distanza SD del rig. g.
vertice del cono al centro del cilinaro.

I triangoli simili SAC , SED ci daranno
SC: AC=SD: ED, o

a: b=x: ED:I::L;

a

Sia 1:¢r il rapporto dcl diametro alla circonferen-
¢a 5 si sa che il cerchio , il cw reggio ¢ ha per
St 2. . -l ‘l-"l. EG-I-“ .l v
superficie arr® 5 dunque 11 cerchio , U cul rag-

b wb?

gio ¢ — , avrd per superficic ——a* ; moltiplican-
a 7

do questa superficie per Paltezza DC del cilindro
ciot per a—x 5 1l volume del cilindro aved per va-

wh? N o
lore —x*(a=x); sicche st dovid differenziare I
a
cquazione
nb?*
S 4 e— . ’ . 3 [
.y"" ax ((Z.L" — ) b

da essa se ne deduce

dy _al’

de al

d ’_}-’ il .
T }—I--;(‘_m—--().)t')‘,

(2ax—32%), ¢

. . . (]j’ .
cguagliando a zero il valore dit = . <1 hLa
- A

ah?

~{(2a2—3x")=0, 0 piuttoste 2g.—3r "=o.

Q@

cquazione ¢’ ¢ il prodotto di o, ¢ na—=3a ., ¢ che
pere1d da a=o, x=2a; il valore wv=0 non puo cor-
rispondere ad un massimo , poicehe e guesta 1potest
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d*y | . oqh * ..
—%= riducesi a , numcro positivo : questo
due’? a

valore indica un minimaj ed wnfatti quando xr=o , il
cilindro nducest all’asse del cono ( poicchic quanto
pia ¢ alto il cilidre , tauto pit ¢ sotule ).

2d
11 valore w= —~ ¢ dunque il solo che possa sod~-

3

. L : . , . dly
disfare alla quistione; infatti in questa ipotesi rrs
(r

2mb?

riducest a , numero negativo . Risulta da
(L

ciocche precede, che i pid gran edindro circoseritto
al cono retto, ha per altezza duc terze parti di
quclla del cono.

Prosprrya IIIL

102, Dividere ana retta A'X'y in due parti A'K,
KX, in wmodo che il prodotio di A'K°. KX sia
WL TSNIDE .

La setta A"A" rappresentisi con @, ¢ conw la par=
te A'R dioessa, I equazione del problema savd

e (rl-—-—.‘t") :

da questa se ne deduce

dv 4y
~—=dart =ty = =0ar—1207 ;
{_ ) ?
dx d
. . o _
cguaghando a zero il valore di =L, , SLtrova x=o,
(L

3a .
ed x=—— . Questo secondo valore ¢ 1l solo ,  che




-

APPLICAZIONE DE' MASSIMI, E MINIMI cce.

79
possa sciogliere 1! problema , poicché esso riduce
Cdy? a’ . .
quello di d‘yz a ——-9—/—— , risultamento negativo.

x 4

103. Osserviamo , che quando nel valore del coef-

1y

x » - {
ficiente differenziale -2

— vi ¢ un  fattore costante po-~
da
$itivo , pud supprimersi. Infatti | se si ha
(l_v y
—:—.: @l’r ’
dx
st deduce
d’y y dox
de* ™ du

Porcelhd questa seconda

cquazione non ha alty’ oo-
gelto, che quello di farci conoscere il segno del va-
. d?
Jlore di -+l

{3 > questo segno mon dipende che da quel-
da

. d@'.z; . ”
lo i1 quale apparterd a ==y poiccht 4 & un fattore
¥
costanfe positivo ; dunque 4 pud esser toltn i aquc-
sla cquaaone @ Pud esser tolto parimente nell” cqua-
, dy ‘

aone —- —

i Apr; poicché  dovendosi cguagliare a
zero i) secondo membro di questa cquazione, per de-
teymnare o, 1 equazione Aor=o , dari er=0 3
vude segue che si puo sempre omettere la costante.

Proorreaa 1V,

Yoy. St ovuol fur entvare in un vaso cilindrico
na certa quantita di acqua y il cwe volume ¢ no-
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1o ; si domanda quali dimensioni bisogna dare a
guesto vase , affincié la sua superjicie nlerna sia
la pic piceola possibile.

Sia Vil dato volume ' acqua , ed x il raggo
della base del cilimdro; oa® savic 'aja della sua ba-
se, ¢ o, altecilind , il suo volume; percio siavia

altez cilind 'n'.r’:.'"v,
da cut si ha
V

atez cilind = —

x4

moltiplicande quest’ altezza per la circonferenza della
base, cli' ¢ 2w, st awvra

Y oV
— 3 rorr — —
oL oA

per la Supcrlifi{f convessa del cilindro. Se a questa s
unisce g0 o et e guells JeMa tase del oeilindro | Fe-
quazione che si dovid duflerenziare sara

e se¢ ne dednrrd

dy oV d?y 4V
o B Dy i == T — 1 2T
d.e al T P de? T L

Egu;ag‘.iaudu a zZceron 11 \.‘a;(n.(\ il =% , s ha
3 V
X = \/( ___)
T

Si vede chie qguesto valore corvisponde ad un mini-

. . A7y
mao . lm]c(‘lu' (st l't.’!lt!t‘ ]Hl,lh\n (Im_'“t) A .- Sdun

ol
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que il raggio della base del cilindro cercato sara

V
V(--). Se questo valore si mctte nell’ espressione

dell’ altezza , si trovera per altezza del cilindro.

1
A% V V3 3 V
Stm— ——— —_— "'"'";' —— V_(—').
Y 2 o =
=y Vi
F1Y .
73

PROBLEMA V.

105, T'ra tutt i coni iscritti in una sfera , de-
terminar quello , che ha una pite grande szq)c{,}r—

Cle COnvessd.
Supponiamo che il semicerchio CMX , ﬁg. 3. .

faccia una rivoluzione intorno dell asse CX la cor-
da CM gcnerera un cono , la cui altezza sam CcP,
cd MP 11 raggio della bas(,.

La supexﬁcu, convessa di questo cono avra per e-

spressione 27PM. — CM=PM. CM : Dunque non

2
St tratta che di determinare PM e CM. A tal og-
getto siano CX=2a , CP=x; essendo MP media
Proporzionale tra CP, ¢ PX, si ha

PM=} x(2a—x)=V (2ax —x*) :
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E similmente cssendo CM media properzionale tra
CX ¢ CP, s1 avrd

CM=V a2ax;
e percio
superf. conves. del cono ==} (2ax—x’). ¥ 2ax

=aV (fa’x’—a2ax’) ;

dunquc ' equazione che si dee diflerenziare e
( art. 102 ).
y=rzV (fa’xr’—2ax) ;

dalla quale se ne deduce

dv  fa’x—5ax:

d.;:'_]/ (4u’x"—-2ax"ju

..(48). |

Eguagliando questo valore di dx a zero, si avra

fa’—>dax=o ,

4a
cquazione che resta soddisfatta supponendo x=_-.
J ‘
Questo valore appartiene ad un minimo ; ciocche
d- y
¢i vien confirmato da —Z. r
dx*

106. Prima di determinare il valore di questo
coefficiente differenziale, vado a mettere in veduta
un metodo che in alcuni casi abbreviera 1 calcoli. -

Osserverd primieramente, che quando una funzione °
di .c divien nulla per un dato valore della variabile x, |
in generale non pud conchiudersi che anche 1l suo coef- |
ficicnte differenziale sia nullo: per esempio, se si ha
la funzionc x’—5x46, che divienc nulla, allorche
x=2 , 0 x=3, il coefliciente diflcrenziale di quc-
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sta funzione, ol & 20—5 | non diviene sicuramente
nullo nelle stesse ij‘mtcs‘i . |

107. 81 possono qualchievolta abbreviare di molto
Ie onerazioms che ¢ HUpIegano  per riconoscere se una
futinone st suseettibite i massimo o Ji minimo . 1y
fatir, supponendo che si vogha determinare b cocfli-
ciente difierenzale dell cquazione y=AXN", nella qua-
fe Xy ed X sicno funziond i w0, di ocni la prinea
«oiamente diviene nulla dictro un dato valore di a ;
difierenziando questa cquaztone (art. 14 ), o divis
cendo per day sioavra

d - NdN ,,\'«IX*

[

—
L

d.e? Jo dr 7

ed essendo per ipnl'('si X =0 l)erl dato valore di x 5
questa cquacione storrdwrd a

d'v o NdX
Ga’ ddu
- d’y
Da cio si conchiude clie per ottenere -,——; , bisogna
ax

nu:ltip!i(‘zu'v il coecfliciente  differenziale del fatlore
nullo per I altro iattore * .

. .o, dX
* Questa regola nou & senza cecezione , poiceli =
da

-~

puo essere anche nullo . Per CSCIPIO ¢ SI avesse

s
) , . , .
== (a—)? . equazione che ha radici eguali |
o ‘ /

; . oy . ,

cuce termui del valore G s carcbbere  mnllg .ol

o’

| _ | , AN
ivere o sopprimere 11 fattore rappresentato da N~
i l ;
da
P 2
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108. Per esempio se si vuol ottenere il cocfliciente

-~ .
Yerenziale del sccondo ordine di ——— nell’ ipo-
&£
west di a=z , st fard
dy 1 ( )
—i X1} o €
de Vi«
sl avra
d?y I l(J —-(z) 1
— o B

dr? yoa d \/,L

109. Riprendiamo ora I equazione (48) , dalla qua-

. Cdty - L.
le si vuol avere il valore di l——; , mell” ipotesi di
dr
I'4
Ja . \ . ,
X o & dccomponendo il numeratore ne' suoir fattort
J
S1 avra
dy ax(fa—3.r nx __
( ( ) = % (4[2-—-31“);

dx \/‘(4(121. —aax 5)—\/(;1(5 Lo l—aan )

nell” ipotesi attuale , essendo nullo il fattore (fa—3x):
si avrd (art. 107 ).

d?y ax d(ja-3x) —3ax
da* "y (ja’a =)t T de TV 8 =z )

si dovrebbe , art. g0, ricorrrre & coeflicienti diflerenzia-
Ii (lvnh undlm SUPCTIoN per riconoscere se la funzio-
ne ¢ susrelnbllo di un massimo , o di un mmo

dX'
da

¢’ mcontrerebbe 11 caso dell?

(v

at. 87,

Ml sl b i, g, e A DA ot o b -



STy

APPLICAZ. DE’ MASSIMI , E MINIMI. 85

e per conseguenza 5, dividendo 1 due  termini della
frazione per

'y 3a

& 1 %4 (405 —2. 1)
4a

mettendo in questa equazione il valore dix el ¢ -

-~

st olterra m fine

dj" i s da 3
dx? ’ 2 Ra® ! 4 at
(Vi 5 ) 5

Questo valore essendo negativo , quello di & cor-
usl:ondt ad uu massimo .

Prosrema VL

110, Data un punto {Fig.10) Eta lati dell an- Fiz.0
golo YAX | st r[omanda (Z: Jar passarc per (uesto
Jritito una rcila. CE, t:le t/u' incontrando gl assi
AN, A4 Y, ne [)um‘z B, C, sia C un ;‘mmum

Sia Al=a, [L=h , IB=x; i trangoli rettangoli
JEB, ACB, c¢i danno

IB . 1k *“AB AC, o xib=a+a: AC

dunque sari

AC= a+ i
A ’
¢ percio
1‘2
AC :'_';;(fl'i‘ X)

s1 ha dippm
AB ="a+2) 7,
dungne sostituendo questi valori netla formola

P ——

B = ( AL 4ACT)
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e ‘° _".'
I‘lg-“* St avrd

BC= v[( !

)
v

] R
1)) e V) weta) ]

L.?

a.+“1" '
= —V (27 =y
X

Riguardando questa  cspressione  come 1] pr()dnl.ln

a4
del fattore —-——+

per I'altvo v (07 x7) , si dil-

x
ferenzierd colle regole dell” art. 14, ¢ st troverd

+x

="t AV at) + V(P40 d5

(ﬂ—}-:z) .T.'(].'L' ; r (Jt].'l.'
x Vb ta7) + V(o +at). =

riducendo allo stesso denominatove , e moltiplicaudo i

Jue termni della prima frazione per o, ed i due

termini della seconda per V(674 , st oitena
(ata) xidx b 41

dy="—--— - - : ada

T T VY TR

riunendo , e ridocendo 1 termini del numeratore
dividendo per dr ) ne verra intine

*
’ (-

d ) x —al?

e

dr "’V (b Fu ) ’
eguagliando a zero il numeratore, i ha
3}
:1‘:‘\/((1(3 ’) )

Per dimostrare che questo valore corrisponde ad un
minimo , metteremo solamente | art. 107. 5 quvece
del numeratore el ¢ il {attore wullo
ciente duflerenziake , ¢ cosi avremo

, il suo coclh-

T -
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Jx? 3
de? ™ 2™V (H? —f—L’) (b +xt)

\alou cqqonz‘alm(‘ntc p()sm\o pom,lu, i quadxau L,
ed 2 sono sunpu, Posmu.

)
~

Fig.ag

Prosrema VIL

111. Trovare il ple gran Inmmolo rcrt(mgolo 2
che pOSSa costruirse su dz Lunet dam retta.

Sia DB=« l: retta data, ]:*lg 10, x uwno de' las .y
11 del triangolo , I'altro sard V'(@’—a?) 5 quiwli
la superficie del tuau;,olu avrd pev espressione

i 4 ‘g Ay
;vmaw.

percid I equazione del problema sard art. 103,
y=ay(at—a® )=V (0 ' —ux )
da questa se ne dedurrd
dy a’ xe—ox?
da ~ V(e xt—u?)

FFacendo a’wv—oxi=0, o x(a’—a r"):u , St avrd
=9, ¢ perctd 2x’=a® . Non potendo 2 essere nul-
lo, ¢ chharo clic questo. solo secondo valore com en-
ga al problema | pereio i due catetts CD CB Saran-

1no t“mlh 3 diflere: nziando il faltore «w ———)L ’ stoa~
via, art. 107

- .
A7y x A —=na) _ 1

do” V(e x—r ) ) de v‘((z T Y

()utwlu visultamento essendo negativo , 1 ipotest s

«—oxizo, da per & un ufuu che CONSpoL. de ad
U uuxssum_).
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v Della significazione geometrica de’ coefficienti
) differenzialt.
dy

112. Si & veduto, art. 71, che —— rappresentava
d.

Ia tangente trigonometrica dell’ angolo che fa coll” as-
se della x una tangente tirata per un punto di una
curva 1n cui le comdinate sono x| 2y« Come questa
~verita ¢ 1l fondamento della teorica, che SegUe , essd
puo esser dimostrata «a priori uel seguente modo .
Siano ( Fig. 3 ) PM=y, PP=%; menando la pa-
ralella  MQ all"asse delle ascisse . S1avrd

MP=f{a+1) :

)5 2., 13
M Q=f{a4-4)—~f2= k8 z-{—d 1 ’ + ccc. ;
dr 1.2

Fig.

pl

dax lx
. OF
| | MO
MQ: MQ=1x: tang S=—2

¢ mettendo par M'Q , MQ i di loro rispettivi valo-
Y1 os1oavrg

Y/ ec.
tangS da” Vde? 1.0 dy  dA*y A
“RdUNE O = L e CCC.
h d.x + doe? ),+

p) . . 2 4 1
 Pascando al limiwe, 1 ¢ nullo, ¢ tang S si cambia
in t'ang'f. |

Dumiuc e tal caso sioavrd

dy
1angT B
da

]f«_‘s posio , se PM dviene un massimo , come A
( 188 1a tangeate diverendo paralella all asse delle
“ssse o come DT, won farg angolo con yuesto gge
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]
se, e come si ha tang (MT x) ._..( 4 ( I'ig. 3 ), si

|
avia (Fig.8. ) tang (DT, r)__fji 0.

Similmente si dimostrarchbe clie , s¢ PM fosse un Fig. 3
ninimo , la tangente trigonometrica , divenendo pari-

dy

menti Jlulla . -d()?t']'L'l)]JC aversi .p‘_)d._:l:o .

ny.
dy Fie 6
Percid la frazione —= non es ~_umc altro che la Ing O.
L LLl .

condizione del paralellismo della tangente in D ( Vig.
O, ed 8 ) all’asse delle ascisse .

113, Esaminiamo ora in (Jllﬂlﬁ circostanza 1a fracione
d7y o , . —
T‘:— £ Posm\'a 0 negamta . A 1al cficilo consiueiia-
«Lr” : ‘
mo parimente 3] caso , in cui la curva volge la sua
comvessitd all asse delle ascisse ( 1“1'*" H )

Siano A'Az=ux, AD=y, Ap=p :/:/c ; ¢ ]u, punit .6,

Doed ot divins Y segante DudS e ¢ DN,
m'K paralelde all asse deile ascisse ; 51 4avrd

- oz —DAz a4 l—fu
€108

dv APy
ne o :T /z—}- — - -€CC.

UI 1.2

Or la simighanza de” wiangoli Dm'o , DSK ci da
Do: Dikz=m'o: 5K,
boiohzm'o : SK=am'o;

¢ sostituendo ad m'o il suo valove , si_la
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Ko ¥ jgen LA L
) e e Gl ¥ %
dx dr 1.2

Da un’altra parte si ha
iyt S etoh) |
siccht sard WK = 'y — DA =f(x 4 24 )—/fx

dy " d*y 44° +
‘_' 2 z e S (‘CC. .
d oL 3 A 1.2 ’

il

¢ pm‘cit‘;

!z .2
) S:n‘K-----SK:(*--“}-2 ki ec..... (49).

x

Fig.7  Nel caco in cui la curva volge la sua concavita

all’ as<e delle ascisse ( Fig. 7 ), per avere 28, hi-
sognerd al contrario dal valore di SK togherne 'K,
ciocche dard

17
2 S=SK—n'K= — E]_HJ; b ccc. ... (5o).
x

Paragonando 1 ovalori (39) , e (50) di #'S, si ve-

.
. d*y .
de clie nel primo , i preceduto dal segno +

o nell’ altro dal segno — .

0 posto , pud farst o modo | che dal segno del
primo termine dello sviluppo di#'S dipenida quello
di tuite questo S\'i}upizu , ¢ come 1] quadrato 4
e’ ¢ essenziaimente positivo, non pud intluive sul sc

o

-

2

. oy
gno i —l—:; I/

quello che solamente potra decide-
{.x

re del segno di 2'S , sara b coclliciente Qifferenzig-

e d’)/
da?’
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Sicchié esaminando I’ cquazinni (49) . n) sola-
mente rispette a segui , s& potra sop l,nmtu, o, ed
dl

A.

1 termini che seguono o ¢ quest’ equacdont di-
da

VeIranno r.isp ettivamente

. s v .. o d Ty e o
(Fig.0) n,’S:-'{—;l-i—_‘; 5 (Figin)u b:_.-__d_z-;; : Fle. ¢
da cut w1 ha (I'g.0)
I’ _ g2 L
.. ""-+” "'(‘”) ) /} l;}——"‘--nb...(im).

‘ .

Se y sl riguarda come una quantita I\miliwa . n'S,
]‘iq t pluuluulusl })u lo stesso verso ai J 4 Sidud
pumno) sicche 1" equacione (31) o fa vedare , cle
o =y ‘ o
—]-—-f-z ¢ posttivo . quando la carva volge la sua con-
da

vessitd all asce delle seasee .

Se¢ por stoconsidera | Cquaziory (5 g e la E‘ifr o

che ]d T]él]dl(ld , st vedra che —i7'S rap luuwi.{ tea

retta presa in un verso opposto a quello di ), 1b dhe

A’y
fa s1 che , ¢ pegalivo, e che peresd hn «questo
fx?
dax
can la curva voltt la suz concavitd all’ asse delle
aseisce
t4. Ot & sapposto finora la curva situnta al di-

] . . . . 3
Sﬂpi'{! (!‘?!]11 dsse lll‘lit‘ ASCEsse oo esamiinlanmig C_in[?(‘h(’ Q-
{‘a‘h*., atlorchd essa siostende al disotto , come nelli

{ Fig o), l’m'l ¢ (hmm.,d‘l c1occelic precede | che |1 L5
pm“du la cwva mvoige i M la sua convessttd vei-
. . d’) v omaar .
s "asse delle ascisse i 7. € perelod MY & pusili-
WY
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o3 or le rette MN, MN', che souo situate dalla
stessa parte della 1angente TT, debbono avere lo stes~
sa segno , ¢ come MN & positivo, MN' dee esserlo
ancora ; T onde segue che al punta M', ove la cur-
va volge la sua concavitd versa I"asse della ascisse :
d ‘)/ 1 : : % -
-~ avrd un seguo contrario a quello dell’ ordinata

"

PM', cl’¢ negativa 5 la curva volgercbbe , al con-

d*

trario , la sua convessitd , s¢ ) e —— avesscro lo stes-
dax’

so segno. In guisa che pud dirst in generale che da

d? y
dx?

uo di p, allorché¢ la curva volge la sua convessitd

all” asse ddk ascisse , ¢ pluhlt, i segna contrario

allorche vi volta la concavita. La curva volgendo la

sua convessita e la sua councavild ail” asse delle ascis-

s¢ , sccondoché I ordiata ¢ giunta al suo massimo
d?y

O MINIo ; s conosce perche - ¢ positivo nel primo
da

ha lo stessa se=

qualungue parte cada la curva,

Caso . ¢ :1cgati\'() nel secondy,
113, Pud esservi ancora uu massimo o un mini-

(U

mon , allorche si ha “—~= . Per dimostrare ciocche
o
'-‘lg‘mf'm (questa cou hzione . sia 1—-*/'1 I’ equa none i
Fig. 8. uua curva MN, (g8 5egli ¢ cecto che se sioda al
2w vatore L (quesla ultuau ac determinerd D oe-
digata PM .
5(‘ 1 se Urulln sl ‘i{‘l()f"]lf 1 f‘t]ll']/l(ulc per IIG}JC”()
ad x . ¢ cueosiootleaga wzgr 5 egi & chiaro che se
SE Lafd s [ W llnu prece lente di ) T Copua-

zione dava w2 1'M. I quest” ultimo caso , ) sand
cousiderata comu I ascissa, ed w come 1 ordmnata |,
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e si costruird la stessa curva, purché le ascisse y si
prendano sull’asse A'Y, e che 1"altro asse sia nguar-
dato come quello delle ordinate.

in questa ipotesi, si pnd cercare il massimo , o il
minimo della funzione o di ¥. A tal oggetto si ot-

"

da .
terrd dall’ equazione proposta —=M , e si suppor-
dy
_ _ dor o dy
rd M=o: cid posto I'equazione — =Mada ~~ =
dy dx

1 . L 5
e == o — = o : siccht la coundizione necessaria , af-

1
.“[ U
fincht vi sia luogo al massimo , o al minimo nel

o,y
senso  delle ascisse ¢ ———2= .
A

116, Per esempio , se si prendesse I’ cquazione

¥ T axe—b

dy a _
se ne otterrebbe =— = — vgr:aghando a zCro (ue-
da 2y v

sto valore . si ha 3= 5 dunque Ja cvrva non pud
avere un wassimo nel senso dene ordinaie s chead nna
distanza mdinita dal)? asse detle aseisse. Fsamiaimo ora
ce essat ha un limate nel senso gdelie asersse (i ge-
perale &' ntende per Limite il macsimo o i miinimo )
A tal oggello bisogua supporre whnito i valore di

dy : . a . B , ,

=, cioceld da —=w» , condizione che rimane a-

dae 2y

dempita quando st fa y=o: i quesia ipetesi 1l valo-
e o .

ve di —-—— si riduce a —— risultamento jrosttivo .

Jdy * a



9{ CALCOLO DIFFERENZIALE

St vede du;;‘g{uc che il valore di yuzo corrisponde ad
un mimmae di 2 Questo si determinerd facendo y=o
uail’ equazione proposta 5 ipotesi , che la ridurrd a

‘b
ar—l=:,d" onde ne dedurremo a= — | che sard il
7

minimo richicsto., qu_slo Mninoe ¢ rappresentato da
AN l“i;_;. $ . che ecard la minmima ds tutte le o ri-
spetto atla cwrva HYH .

rp» - .
1175, Perminando (questa materia , osscrveremo che

A - (] )I‘ L) - - r
] cquaztone ——z=x ¢ indica che la tangeute XK
dz

appartiwee a b un angolo retto o ¢ percid ¢ perprondi-
colore all” asc delle w .

Considerazioni generali sopra § punti singolan
delle curve .

118. I caleolo differenziale pud esseve di una gran-
de utilitd | per trovare la forma di una curva, di cal
Cdata Pequazione  La teorica de’ massimi ¢ mini-
nit ¢t oftre 1 mezzr di determinare 1 Limiti nel senso
delle aseiss: ¢l in quello delle ordinate 1 ma cio
non basteiehbe per favel riconoscere la forma della
curva. Per £SCIpio le curve delle figure (27) (28) e
(), che hanno gl stesst limiti OC , OD el senso
delle ordinate, ed OA, OB in quello delle ascisse,
nan st orassonngiiano, Gloeché distingue la curva ((Fig.
27 ) dail’ :11!.1';1"( Fig. 28 ) , ¢ che m quesi” ultima
non vi ¢ che uu sol punts & inflessione @ chiamasi co-
stoquel punto, ove la emvva da concava divicae con-
vesa, o da convessa concava o Nella curva, ( Fig.
27 ) viosoao due punti d inflesione , woo an B

h ]

Paluo we G, od un punto di vegresso in €, ciod
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un punto, ove la curva sospende tutto ad un tratto
1} suo corso .

119. In generale , 1 punti ove la curva soflve de’
cambiamenti , chiamansi punti singolurt @ si vede che
¢ si ha il mezzo di conoscere 1 luoghi | ne’ quak
questi punti esistono sard facile di seguir la curva
nel suo corso. Per esempio , se s1osapesse che la enr-
va ( I'ige 2g ) ha de’ punti dindlessione 1o £ ed in Fig 2g
11, ¢ de’ punti di regresso 1u 7, v G, st potrebhe
prendere un’ idea dii questa curva per mezzo dell’ a-?
nalisi seguente .

Partendo dal punto A, cb’ ¢ un Iimite nel senso
delle ascisse, la curva volge sul prineipto la sna con-
cavitd verso 1 asse delle ascisse fiwo ad ¥y ove esis
ste un punto d"flessione . che da coneava la ta di-
venire convessa . All estremita I della parte couves-
sd El“ « ©SSd S(\S}_)(“nch‘_ 1] SO COVSO al ]!iinin ol re-
cresso Ioal di L del quale exsa @ ancora convessa
rella parte FH, per tornare ad cscor concava al di
Be ded punto d inflessione o, ¢ continuare cos fino
al punto €, ¢’ ¢ un limite nel senso delie ordmate:
intine da €, ¢ da A fino a G, Ja curvae ¢ compo-
cta di due archi CBG . ADG | che volgendo le lo-
ro concavith alltasee delle ascisse siopuniscono i uR

prndo di jegressy o € passino pe’ due himiti B D,

I eno nel senso delle aseisse, ¢ Pattro delle ordinate,

100, Da ciecchit precede 5 st vede guanto sarele
vatogeioso di petere . per mezzo detl conanere
una curva - detertinare le coordimate t!(-‘[;un!i AL
favr s si ¢ g fatto conoscere il metod s G determnare
i massimi ¢ minimi : non resta che ad occuparel della
ricerea degli 2ltri punti singolant 5 cloechic diverra 1l
supeelto de’ paragrafi seguents .

T /mnti d inflessione.

1o1. Abbiamo  veduto che un punto &7 wefessione
& quegn ,  ned quale la curva da comvessa divicne
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concava, o da concava convessa. La curva M'MM*
Fig.50 ( ¥ig. 30) ci offrc in M un punto di questo genc-
re. Tirisi per questo punto una tangente T se
consideriamo le diverse ordinate comprese tra \] P’
cd MP, ocserveremao che it prolimzamento VN (l(l-—
I' oulmam tino alla covva andri Jmmmcmlu a pro-
pm/mnv che st avvicina ad N, ove svanird 1 se csa-
mimiamo le segnenti uu[m’u‘v, il prolungamento M'N®
delb’ ordinata uuh& al di sotto deila tapgeute , e per
sonseanemza cambiord di zegno, in mwlm [ o<e YN
era posilivo, MTNT sard negativo, Questa ¢ Ta coneli=
zione che andremo ad v Sprimere con una equazione
Sta dunque, { Figo So ) PP=A=PPY s b evie
dentenente

MN=ZMP—ND,
I\t 5y -y
MN=/ (_.L-{».’:)——)'P‘ NG
Per deferminare il valore analitico di N'I” si ha

NP4+ NO
0ss:a
I\"i"’;—:';--f—i\"() .« (33} .

B.iﬁp:'?h‘) Al vidore i N'O 5 1l tl'iang(rl(_z l'ctfailgnl(r
NMO a da
NO=NO lang NMO

Or «i & veduto, art. =1, che T augola N'MO)

- 7

formato dalla tangente e M con una [umldla all’

. dy .
asse dclle ascisse, aver ——  per tangente triguometyi-
o ' ‘

€2 : prCr couesunenza 1‘i11‘11':i;a/,x‘amlu fane NMXO con
y ] o 5

dy , .
—— , € mcticado & Juogo di MO, avremo
c
dy
NO=/L- 1o

..L
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Sostituendo questo valore nell cqnazione (53}, e Fig.3e
rictieado 1 segnito quello di NP’ nell'equazione 21,
$1 avrd

) dy .
MN'=f (4 +A)_.Jf_(& h...(56).

Sens” aver bisogno di calenlar di nuovo 11 valore
di MUN L possiamo dedurlo da quedo di MUNT 5 in-

fattt ce Vordinaia suppongast ritrocedere pacaiella-
enfe aoce stes=a L 3MON daverrd M\ , atlorehie £
SEocamoierd e —7n s dum;trc supponcide /1 negativa

S

nedl cquazione (307, sioaved
ri T . (]1‘ o
M N"=f(a=4)—) + = lesme {57) o
dr

Mettiamo ora Inogo (!ij'(.-‘r—{—f:') , ¢ dt f (e=ft),

1 loro visnetiivy sVEUPPL , Stoavra

I dv o A kS 3y h?
MN = () + =~ li4 - Y — ot . ;—5—-}- ecc. )

i de? 1.2 " dy?

dy
-—-}'—— 0 ;‘ ’

dy

, (‘] g l 2],-’ ﬁ: (1 ? /Z;
M“L\":(}—m—‘ik-i—(-ﬁh s . —t cc.)

dx Je? " o1e du T el3

_ dy
— e /2 )

¥
k.

¢ riducendo . quist’ equacziont diverranno

dyv AF dy %

W= S R ST 61 )
dg? s I da? P B )

G 4?34 Il * o ‘I’ / : o

.M‘ S . B T T ety e 0 5 0 4 000 By

' doy’ i, e W i Al
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Cid posto , acciocchd 1n M vi sia un’ inflessione
bisogna necessariamente , che, dando ad k un picco-
lLissimo valore , le lince M'N ed MYN” cadavo una
corra . e IMaltra sotto della retta TT , il che esige
che AN, el MUNY abbiano segm contraril 1 or ¢l
nou ¢ possibi]c , st non qumido il primo termiue

d*y A7

L delle serie ( 58), ¢ (5g) ¢ nullo. Ine
dor? 1.2 .

fatti, se cid non fosse, si potrebbe dare ad £ un va-

d*y A

Jore picciolissimo , in modo che il termine TT , ——
da 150

sorpassasse la somma algebrica di tutt oli altr ter-
mini della serie 5 i questo caso il seguo di questo
termive deciderebbe i ‘]Hc“() di tulta la serie s e co-
me un tal termine ¢ Io stesso nelle due seiie, e 1~
sultarchbe che M\, MM avrebbero Hecessarrael-
te lo stesso segno ; per conseguenza la condicinue chie

T

M'N, MYNY abbiano divers scgni Cs1ge chie si abbia

LY s attosto S
=0, 0 piutlosto =0
dx? a da?

122. Se avvenisse che lo stesso valore di x, pel

2

d*y . ‘ o diy
diviene zero , facessc anche svanire -—=

qualc
d.L

(4L

d 4y

hisugnareblie che -——-—%-—- fosse anche nullo , per darsi

X
5 . d’y
Juogo ad un punto d inflessione . E sc ‘-—d—*?ﬁ {usse
5

d¢y

nullo , dovreble anche svauire TE , € cost in se-
X

guilo ; in gwisa che dovrebbe essere di ordiue par
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I’ ultimo cocfficiente differenziale che dovrcbbe svanire.

123. Sc il valore z, che lo stesso negli svilup-
"y

pt (58) ¢ (59),fosse tale da rendere ¥ infinito , tali
x

sarebbero ancora questi duc sviluppi; ed allora nien-

te st potrebhe conchiudere dalla dimostrazioue prece-

dente, clie riposa sulla possibilita degli svituppr me-

desimi: 1 questo caso bisugna osservare che la con-

d’y 1y

dizione —5=0 ¢ indica generalmente , che
dy? . -

- dee

cambiar di segno al punto ' inflessione , ciocche si

d?y
ma --——

accorda coll” art. 113 e
(Lr”

puo benanche

cambiar di seguo , passando per I infinito. Per darne
un csemplo , sia

d")'__ bh*

dr’ e, )

Se si faccia successivamerte

‘.1:}' b!
xr=a—1"n d? h
. S d *y
d.x?
x = a+h d’y b*
da? ko’
d’y
E si vede che il denominatore del valore di -—H-;-—-
X

¢ rlllf*]ln che fa cambiare di SCgIO al cocfficiente diffe
renziale , dopo il punto d inflessions,

*
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124. Da cioccht precede risulta , che per potersd
averc. un punto d’ inflessione in una curva bisogna
che i1 valore dell'ascissa di questo punto faccia verls
fcare una delle due seguenti equazioni

d)f’__ d*y

_...-0 9 ———— w_u‘
dx? di? ’

Allorche saremo  sicuri , che una di queste duc
condizioni ha luogo , 1" ascissa del punto , chie la sus=
sisteve una di esse , si aumenterd , o si diminuird
successivamente di una quantild picciolissima ey cse

d?y
—~ acqusta valori di segno coutrario per mezzo

da?

di questi nuovi valori di x

bisogneri couchiudere
che vi & un punto d inilessione poicché , allorche

2
dy . .. | et
C Posmvo R la curva vo]gc la sua convessitd

T —————

(LL_Z

d*y
verso I'asse delle ascissc, mentre chie, quando :

i

Ll.L’z

' . * PR .

€ negativo, la curva volge la sua concavitic VO30 lo

stesso asse y ora ¢ appunlo  per (questo cmmblamento

di convessa in concava., o di concava in Couvessa

¢he la curva maunilesta il suo punto & ilesstonc.
125. Per dare wy’ appliuaziom_: di questa teorica

cerchiano, se vi ¢ un puuto & inflessione nella cur=

va che ha per cquazone

y=b+2(x—a)’ « .. (bo) s

-

La differenziazione ci da
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ILa condizione di un punto d'inflessione richiale
che vi sia un valore di x, che renda nullo il termine
d*y L o .
—= : or esscndo x una quantita variabile, determi.
dx
niamo uno de’ suoi valori per mezzo della condizione
ra{r—a)=0 ; Si otterrd x=a per I' ascissa che puo
appartencre ad un punto d’ inflessione . Per assicurar-
ci dell’ esistenza di questo punto , diminuiscasi ! ascis-
sa (Iig. 31) «a di una piceola quantita £ , e so- Fig.5g
stituiscasi a— /A ad x , si troverd che pel punto M

d?y

segnato  dall’ ascissa a —7h, si la =12k

da?

i seguito mettast a4 in luogo di & 1 ¢ si troverd

cle il punto M7 segnato dull” ascissa w44, cori-

12 F ]

7y . R G LS
=12/ . QOuesti due valort ¢ — 7~ di

d.o " ~ o ?

sl'a(nnl(' a

-y - - A . I
Seao0 '..lll'!'(‘l't‘l\tt.' Cl Mmostrano (_‘]tf' Vi & i ;\I un ]_)uu-.
to d nflessione,

.. L. | . dy .
I ipotesi Al x=a fa svanire ——; Per conseguena
AR E

7a 1a angente al prnto o inflessione & paralv]la all?
asse della 2.
190, ]Sim_)gna osservare che non sempre st ¢ nel

. . . Lodiy
caso dv eguagliare a zevo il valove i —— pe
oy’

cSeRIpio | se €l volesse esanminare . S0 viosiano }tunti
dntiessione nella curva che ha per cqrazionss

-

yebdaat,

sy troverebhbe per mezzo della diflerensiazione
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dy d’
-J—::na.r, ')::'.."2a=
da : d.e

2

. v - ) O
Or si vede che il valore di - ——‘—Y;— non pud farsi

X
eguale a zero, perché essa non racchinde alcuna quan-
titd indeterminata , e percid la carva non pud avere
un punto d’inflessione ; questo risultamento per altro
era facile a prevedaisi , essendo la curva uua parabola.

Il valore di =, { c1 mostra solamente che questa pa-
A

rabeola volge continuamente Ja sua convessitd verso
I' asse delle aseisse.
127. Per terza applicazione , prendiamo I’ equazione

3 T — s

Y T
tisolvendola per rispetto ad y 5 ed in seguito diffe
renziando, si ha

d T p SE .
. Y5 5 Py 5ax

F=25 doe 3 =3 da?™7 3 3 \’/‘T:

Se st cercasse determinare per mezzo dell crpua-
Z10tie

2 { : I
=9 , o pullosto —,— —o,

3 i —_— 3 _

Vs Vs
non st potrebbe soddisfare a questa cquazione ,  che
facendo x==, ciocché non condurreble ad alcuna con-

ot

L

2
. , d?y
seguenza ; ma come possiamo fare Lenanche --% === |
i
e . , _ I :
stsoddisfera all’ equazione —~— == col fare x=o0 ,
Vi

questo valore di a et fa comprendere che puo esser-
Vioun punto d mllessione ali’origi::c: ¢ per assicurare
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ei dell esistenza di questo punto , sostituiremo succes-
sivamente ad x i valeri xmo+th , ed x=o—/, ciod
, , Codty
h, e —k, ¢ vedrewmo se in questt duc cast —=" -
dr
di de’risultamenti di segno contrario . Ma invece di
fare queste operazioni I'una dopo I'altra, le potremo
fare nel tempo stesso sostituendo ad - la quantita
+ /5 allora il coefRiciente differenziale del sccondo
ordie diverrd
d?*y e h = 1
ry i e T
da 20 \/‘,,

1 valore superiore i viferisce ad un’ ascissa mag-
giove di quella del punto Gdintlesstone , el valore -
feriove siorapporta ad un’ascrssa mmore . Come que-
sti due valort hanno segno  contrano nOl POSSIAMO
conchindere che mrrisimndc ad un punto d’ infles-

sione A ( Fig, 3a ). Fic.J2..

o8, Per ultima apphieazione, prendiamo la curva
che ba per cquazione

( u}'——-:?i\) et ’ .

Questa equazione ci da
3 : ¢ Y
—— (‘}’ \; —
y=bea®, =k LT
du =1 B
d'y 3 l
de? 77 a2 o T V¥
. . d*y _ .
Facendo a=o, & ha —-T--f‘T = . ciocche mdica che
SV

]mf; esservi un ypunto J mmfessione all’ origine . Per
sapere seoguesto punto ceisle o faccrast primo luo-
2o &=k, ¢ solituiscast questo valore in§quello di
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d’ y
Y , 11 quale diviene

th."

‘[!J' "N 3 1 I
-— N st
de?  — 2 a7
. : . odly
Se % fa1n seguito xz=—h , il valore di —* - di=
dax?

[y

viene imaginario , come quello di 3 | ctocché dimo-
sqra che ad ascisse negative  non N corrispongle cur-

2y

va ; pereio beachd =% sia infintto ail origine , non
iy R &

v1 e affatto punto d"inflasine o Daogni a poco el
sara facile di conoscere che ongine G 0 Figo 33 )
appartienc ad una classe dr punti che sono statt con=
presi sotio if nome de’punti div rigresvo r nol anderes
o a prmu‘l(‘rn Cid pit particolarsents in coustdera-
zivre nel paragrafo seguente .

e’ puni e ICgICss0.

120. Allorché una curva o arvesta nel suo carso,
e torna mdictro . s1 ha un putto di regresso s o ore=
aresso ¢ della prima specie ,  allopehd 1 due rami st
valgono e loro convessiti . come nella fignva (330 5
ed cssa ¢ della seconda specie L allorelic le concavita
sono coucentiiche come nella Figo (371 ).

3 e al di 1 del

iso. Lia cuvva stoarredta cost | perche
]

punto C di yegresso, 1 valort che i daimo

a . ne determiauo (lcgl’ Imaginarii per I" ordinata

all aseis-

‘ _ d *y , .
~erocche suppone  che -—A-—‘z—— racchinde un radicale
A

(]2 ¥

.
——— T — ————

e oo primacehe la curva sespende 1l suo corso, e
.

L7

da due valori, uun dello steseo segno di . e Tal-
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tro i segno contrario, ¢1d dimostra che vi sono d"c
rami ( Fig. 33 ) di curva rivniti al punto G, { uno
couvesso verso 1 asse delle ascisse, ¢ I altro concavo.
Con questi cacatteri s pud riconoscere un punto di
1CgTesso della prima specic : al contraiio se i duc va=

d 'y

.r

]Ori l]l I]{lll]l{l 10 Stesso S(‘g!l() y i du@ ranli (:he

st uniscono i G ( Fig. 34 ) uon possonn tscere che
concentrici ; per conseguenza i queslo caso il regress
so sard della «econda specie.

150, Per primo esempio | ecaminiamo se vl osono
punti di regresso nella  curva clie ba per cquazione.

=) =27
Qucata t‘ti{.‘-ii)’.iu:‘.lf‘ (]a
j':.r—i—.‘x:"‘\/x 3 5 8 (Gl) .

51 vede chie allorehd s {n'cn{lc x wegativa | 1 di-
- - * » - “ .|" -
viewe amagimario s dungue la eurva sioarresta all erei-
guic ooove stoha oz ed =0 3N 1o non disrosied

a

ancora che nell origine vi sia un pPwiio dioveorowo

poicehd ypotrebbe non esservi questo punto | elie nn
arco d1 curva sempre  concavo verso la stesn s,
come ]Ii: ]lll)ﬂ:l! Qg "_'l‘l'li(‘(f (.IL'“. il!{‘l‘f?{jlc : ‘N‘l‘l‘i;l i:-o__r
conescere se 1l valore d r=o (‘(H'l'i-“[m:u!v ad un poee-
fo regresso L bisogna sapere crlocehe diviene REEEE

ail’ ortzine 1l coethiciente differenziale di covond oriia
ne 5 or diflerenziando |, ¢ dividend per da L eguasione

0
2 .
J =2 + L K ha
) 3 % BN
—e i S e (G
ll.lj >
- 2 : .:;..: _‘“-*. - "’L ‘ : - -__ﬂ. -L B V‘\ : :’.
€. 2 2 ) 2
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Per capere sc la curva & concava o convessa ac-
cauto al punto, ove sospende il suo corso, si aumen-
terd Dascissa di questo punto di una piccola quanti-
td &, con fare x=o4/=k , ¢ con sostituire questo

d Ty
de?

valore in quello di : si troverd

Questi due valori di segno contrario indicano i

Fig.35 esservi due rami 3 uno AM ( Fig. 35 ), che volge

la sua convessity verso 1" asse deble ascisse , ¢ altro

AN, che volge verso lo stesso asse la sua concavita;

per conseguenza I origine ¢ un punto di regresso della
prlma Fpl_‘{‘lt_‘. .

132. Per secondo esempio, prmdiam() I' equazione

O=—=h) ' =(x—a)’
questa cquazione ct da

y=hd V(x—a) ... (63).

Se si fa r==v, si trova )= 5 ma <o «1 danno ad
1 . . . . L . . .
x odie valort mmort di @, quelly dioy diverranno

nnagnarit p()icché mettendo cdz 11 lungu dr 2,

sl trova
Y=V (= b IV (=

valore 1maginario : dunque Ja omva sospende 1l suo

Yig.55.corso al punto C ( Tig. 33 ) . le cut coordinate so-
noa, ¢ bh.

Per cono-cere 1n r|u:1| moda 1 ol vame st disten-

dovo al di fa del Junto U, sostituiscacs ad il va-

0y

lore a4/ in quello di T “ioavra
do
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L N Fig.33.
dx®™ = 4V
: Ay
11 segno superiore di 3 ¢’ indica un ramo CM,
X

che volge la sua convessitd verso Iasse delle ascisse,
el segno inferiore indica un ramo CN , che volge la
sua concavitd verso lo stesso asse dunque vi csiste
nel punto C un punto di regresso della prima specie.

133. Per terzo esempio prendiamo ]‘g curva , la
cui cquazione &

y=ax -+t b’V .

Sc st fa =0, si trova y=o0 ; ma ad x negativo
corrisponde un valore di ) imaginario ; dunque Ja
curva sospende 1l suo corso all’ Origine 3 esamiulino

. d? :
ciocche diviene allora ~ {—-— - A tal oggetto , seri-
d.e

vendo T cquazione della curva nella maniera scguente
)

) :_,-t.’!.’l': "_f_‘ 5 X *

b
$1avra

1, - R

.f."t_ T 4 0 ) *f- ._J.__l) ‘1-3
L e * n

dr 2
d’y .53
-— Tmoa i —— —— 0V 0
dy? 22 9

dando ad a2 un valor positivo picciolissimo rappre-
hoo.

senlato da &, la parte — - —— 4V del valore di
Q

2
d?y . v .
"l“‘; SArd MINOre Qi El}h‘:l Tr L per C()!lii‘gll{,‘ll;:a 1
(LA
Py

‘ . m .
due valort di - dau dall coyuazione

i L
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as 5 3
~=*aq + ——0V,
dux 2 9

saranno positivi 3 d’onde ue segue che all’ ovigine vi
sarauno due rami. 1 qual volgeranno la loro curvatu-
ra verso I asse della . Vi o '(hmquc nell” origine un
puum 1 l't':',;‘z'i_-.s'.ﬂ‘u (lv]}a F(:C.llt[a Spc(tit!.

1.3;]'_. I pusti i regresso appartengono ad una clas-
se i punlt conosciuti sotto il nome di punte multi-
'_plit'i .

De’ punti multiplict .

135, Si chiamano purati multiplicd 1 puntt ; ne’ qua-
Ii si rinnircono molti rami di cuna . {:’fn punto mul-
tiplice & doppio , allorche esso & all” intersezione di
due ramig o triplo , allorche trovasi all” intersezione
di tre ratll 3 ¢ cosl o segnito .

Fig56 130, Sia A ( Tig. 36 ) prnto doppio {forma-
to da duve rami di corva AB . AC, a quali sicnsi
menate le tangenti AT, AT, Se rappresentiamo con
F("'I'qu}‘\::} I’ couazione della curva scombra di radi-
cilt 1l differenziale QUESEA C3PTESSToNe o Messo sot-
to gquesta forma Pdi 4 Qb =0, non comprendert al-
cun radicale perehs L dilvensiazione diuna fini-
zione razionale non ne  infroduce punto o questa

funzione 5 d*onde segtic: chie e () savanno quantitd

razionaly .

Cid posto I’ r-quazimn' l;rvcmlvnlv c1 da
dy- D ;
—-‘_.I S e [ + (() a
d e ) N 1)
A
o B oL . .
Potcehe — dee avere due vales i difl erenti y  1ac=
!y !
, P
che vir sonn dae tangeate o hisooua che 'l st dee

",

o D e iy e b Sy
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fermini in modo che abbia luogn questa condizione :

])

essa avrebbe luogo , se 5 racchiudesse un radicale §

ma c¢id ¢ una cosa impossibile , poicclic abliamo vee

P

duto che —Q- era raziouale ; In questo caso bisogna

che I' Algebra ci guidi ad un risultamento , che eviti

questa Luutlahuouc ed ¢ c10 chie lia Juugn allorchd

P ‘ 0

—G- si - presenta  sotto la forma -— pudu, sap lua-
i 9]
0

mo che —— ¢ il simbolo di una quantilﬁ indeters
0

minata , € per oconscguenza suscettibie Qi plu valori .

Fieco (qud modo st dimostra ll.uln ico=
che o ol o rap-~
Ly aliLa

137
7"
rema . "stlplnomamn per un Istante
resentino 1 due valorr  delia tangente iu“w.\
detla corva al punio ’ﬂ]llhl}thL : quest valori do=

vrauuo soddisfare all mluauum'

Jdy
P — 0,
da

P4-Qe=0 Wiguinsere .0'4'2.':;0
Queste due equazioni , tolta I una dall” altra, danno
Q’ o—a =

Or il fattore a—e .cswuun unm]nm.u ddue
it ll.(.‘:llﬂll s 1ON }zm) Cusey lmiiu;u ST seod (lu

st ha U=o; ciocehe vidnee 1 cquasione —{—\ oo Z 0
. v 1+ . .. Y: ) 5
Py, Per mezzo qiiest valorn o g 5 4 U. 1 H‘ilid—

b
vy

, dy |
slone I+ Q=0 0 prultesto =—IZ ——=diyjeny
Ll LLL {

¢ qaranuo

Jh‘(l“-

}

——
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dy 0

de = o

-

** 138. Se in luogo di due rami riuniti in un

- - .9 .

punto , ne abbiamo wn pin gran numero basta i
considerarne due solamente , per pruovare che al pun-

L ‘ d‘ i ¥ . - ‘]‘}‘ s ) *
to d"iacontro di tutt questi rami , —1——- = O0: nou si
x

puf) gizmg‘m‘f‘ cost faciimente alla stessa conseguenza
allorcht molti rami i curva hanno una sola tansen-

te comune @ noudimeno o questo siCsso €aso , SIpuo

_ dy 1 .
ancora dimostirare che - debba piresentarst soito Ia
(i

forma 23 ma come la dimostrazione di questo teore-
ma « fondata sulla considerazione de’ contatti delle
curve , noi ¢t riserbiamo di dacla nedl act. (1705,
Horche avy arlaio delle curve osculatricl *
ALOTCHY avieinog ln.ll AU A CUrve osculauricl .

3 Si puo osservare che 1a din A/ il
13g. €1 pud osservare che la dimostrazione de
art. 137 cira fondata sutta conhizione che © Couazio=
ne promiiva era soombra de” raticall @ ose essa s did-
ferenziawse . senza wi averli fattn proma seomparire
pt,)u'cbbc avveittie che un’ cquazi(mc la uaic aaumctte

. - . |
dQ)lek%W)}lg1 Loy, desse ‘(‘1‘: =% . Per esempio

I’ cquazione dell”art. 131 & in questo caso @ essa ha

un puato doppio all’ ovigine 5 ed 1ntanto e n essa si
R
fa x=o , T cquazione (62) viducesi a —l—‘—:t .
da

140. Inflne aggiungercmo, che, benehé per un pun-
dy 0

to multiplice abbia luogo I equazione a——-:—-—— 5
£ 0
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non ne segue pcrb chic questa cq_l}azionc dcbba uni-
camente sussisfere per un punto J qucslp geneie
]mit'(‘hé Ja dimostrazione precedente non Cl dice aﬂa%-‘-
to clie questa 1)1‘01)1&('1;‘1 sia loro ('m:lm«na. . ..[)(‘l'(‘l‘(-}
quello che dee conchiudersene , ¢ che la riduaone di
dy 0 _ .

—~ a — indica solamente chie pud esservi lnogo ad
dor 0

un punto multiplice.

141. Ciocche precede basta per indicare il mezzo
di conoscere se possono esservi de’ punty multiplici in
una curva determinata da una cquazione. A tal og-
getto sia V questa equasione; se e dedurrd per mez-
20 della differenziazione , Pl Qdy=o , ¢ st vednd
se gl stessi valori di ¢ al o seddistaccano nel
tempo siesso alla proposla, e all” equazioni P == o,
Q=03 se questo &, cid sard un dizio che questi
vatori di a0 ¢ iy possono appartenere ad un punto
multiplice , ed allora, csaminando la curva presso di
questo punto , si conoscerd s'esso ¢ multiplice.

D¢’ punti conjugazi.

1§+, Esaminiamo una curva tale , che nella par-
te . in cui le sue coordinate sono imaginarie V1 S1ano0
sofamente due coordinate reali 3 queste coordinate co=
stritivanno un punto , che sard deramente distaceato
datla curva , ol a cui si ¢ dato il nome d punto
solato . o o panty confugalo.

Raporesentiamo ora per wezzo di y=/fa I" equazio-
ne di una curva . che ha un punto conjugato. Se u,
¢ b sono le coordinate d1 questo punto , bisognerd
chie almieno presso di esso , de coordinate sino ima-
cinarie , altrinentt esso non sac [molnio 1 oper conses
gueiza se sunpoaiamo che 3 weissa @ cresea d1 vua
piecola quaniiid Loy 1 ordinata corvtsrosdente rappres
seatata da («/4) . dovrd easeve nmagivaria 5 ora la
serie di Taylov ¢t da, in genevale
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dy fl’}’ kh’ d %y k3
_f‘(.i'-i—l } +--—-—-/€’ . (-i_“;); 5 3

-+ ec.

Pacendo = . bisoguerd ehe T or linata corvispon-
devte siz b5 ver conseguenza cambicgemo-y i b

s €

. LA diy Py S

chrvnanio / y = Jo f ==5 05 ( = ) ece. cloeehe
oy o d

I nesta patest divesgono bocoellicients differeuziali
avie.aro

l d Ay
L3 ‘/ - ~ P,
fa-r/t 35-{- - Vz—}- ] ) e 2t @ e

b .
(. 1.2 (L 2,0

- \ - 7~
O atliehd fad-0) sia wna quantits Lnaginaria ,
- 1
bisegia dbmens che wia det] espressiont

t'l . (l :“' . ” ‘1' ; : 2 A
( =, ( [T ( ==, ) ecc. sia imaginaria ‘
La.d. (L lt b
Ccite i ]‘ii)-)"{"i Ji r=a+ 4 venda LACTARG 1L0

Golooxndloieat diftvieaaall o se questa condizione ha
k [}

Boeoo o obxocurva potid avere o punto coijugato.
R0t esempio, se st ha I equacione

=R - /N VAN
didfereniandola st trovera
tf}’ /
- i ( V _}_..__ .

9 4 X

assio vatore diveaen o imaginacsy . allorehe s
L2 o S 5 oF (P COURSTU Pldg e wlee Presstinet
chw g punto A (1o 37 3, b cur ceandiaate so-
fer o 2T -—H",') Lo h Bt oW '*“1”') O TS RTRRL TR eS ‘
SHLCIY BL sezihe e it proto oot Aot Cont-
prisane arvarnd ey o v shmpmnendo shocesiy mnente

Pasova — 0 & wag quautita pra preenda b 6 e

B -
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troveremo .che ne’due casi, Y diviene imaginario , il
che annunzia che jl punto 1n quistione é un punto
conjngato .,

143. 1 punti conjugati, come i punti multiplici
manifestano la loro esistenza , con’ tidurre il .coelh,

: . : dy _— ;
cientec differenziale 5o 2 < . Infatti T equazione
.

dy-
Q-—f’-—+l’:o
d.r

differenziata e divisa per dx , ci da

d’y+ dy dQ) dp '
dz* V7 dr dz T 4z’

. . {
¢ st vede che il termine affetto da -——--‘}:—- ha Q per
dux

coefficiente 5 differenziando di nuove , st trovera che

- : - .2y .
Q ¢ ancora il coefficiente di —'— _ cusl I sc=

de? 7
guito 5 in guisache allorche si sard giunto al coelfi-
ciente dell’ ordine 7 , St avrd un risultamento della
forma
Q52
d.c”
Cid posto , vi ¢ almeno uno de’ coeflicienti diffe~

ienziali, che diviene imaginario per uu dato valore
di , ¢ che per_conseguenza contiene un radicale :

+ K=o... (65,

d” .
rappresentande  questo  coefficiente con d)’: y biso-
L

gllt‘l‘i.{f Cht ]a fllm:ione di xr che 1‘apprescnta qucsm
S
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cspressi(mc, abbia pil}l di un valore . C__ib basta per
"poter conchiudere, vome nell’ art. 137 , che Q=o,
. . 1 k) s )d‘}’ |

_ciocche ridurrd I equazione P+(‘-ﬂ=0 ,a P=o: se-

dyr o

gue da cid che si dec avere -— = ;.
d

Delle curve osculatrice.

144. Siano y=pc , y=Fx I'equazioni di duc cur-
Figrs ve, che s'incontrano al punto M ( Fig. 11) le cui
coordinate siano AP=x', PMz=y'; per qucsto puuto

avrd luugo I equazione |

o' =l a1,

Supponiamo che a’ divenga in seguito a’4+h, I'¢-
quazioni precedenti daranno

dex’ A?
dx'* 1.2

dox'
MP =p («'+h) = ox'+ di‘ It +- cce. (66).

dFx', 4°Fx' b*
MP'=F (2 +4)=F2' +—ht——r "

i
da'? 1.2

+ ecc. (67).

Se tutt’ i termini corrispondenti di questi sviluppi
sono identici , le curve si cenfonderanno ; se si La so-
lameute I'x'=¢x', le cnrve non avranno che il solo
puuto M di comune, come abbiamo veduto ; sc i

oo db) de o
pia si ha — = ——— , queste curve sl ravvici-

duc dux
.peranuo di vantaggio ; ed auche di pia, se , oltre
d?* Fa' d’ o1’

ueste equazioni, si ha benauche —— = ——5—, ¢
‘i!q 1 / d.‘ 3 : (l.l.'\ P
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cost in seguito : poicche egli ¢ evidente che la diffe-
renza di M"P' da M'P' | sard tanta minore , quanto

w grande sard il numero de' termini cguali ne’ di
ruru sviluppi.

Ci1d posto, stano @, b, ¢, ecc. le costanti dell’
cquazione y=l"x; scnza cambiare la natura della cur-
va s1 possono dare de' valori arbitrarii a queste co-
stanti : per esempio , sesi hal equazione y =mmr—+nx?,
ch’ ¢ quella di un’ ellisse qualunque  valore che si
dia alle costanti m , 1, questa equazione non cesserd
di appartencre all’ ellisse , poicchd 1 equazione conser-
va sempre la stessa forma 5 ben iuteso perd che le
costanty si facciano variarve di valore , e non di se-
guo , e che non si suppongano cgualt a zero . Segue
da questa osservazione , che [Nssono riguardarsi cone
arbitrarie le costanti @, b, ¢, cc. , le quali cutra-
no nell’ equazioni

¥
Y dl-r dipa’ d*F.
i-l

TR ——
@‘-

T T e e
’ ({,L 3 d.r‘ dx’l d.L'.' ] b

C prmn]cwln tante equazion quanle sono le costan-
ti, queste si rn!ramm determinare , dictro la condi-
zione che soddisfacciano all’ equazioni.

Per csempio , se I equazione j='a’ non conticur
clhie tre costantt «a b, c, st fara

deg J1 d’er' d'Fux

det T dt 0 de't 7 dper

I__]“ \
Qy — & -1' b]

51 vicaveranno da quest’ equazioni 1 valori di a,b.¢

b
5 3 5 i i : ! I: ,,’ [. d\.—} . . -
wr tietone die 2t odi G0, d == eccel, e ostosostitui-
¥ A

ranno all’ equazione ) ="x . Questa allora avra tale

proprieta, chie sostitucado 1n essa .r-f—/z 1i1 lquo di

K s l’u[uaziuuc (b7) avid 1 tre primi termint del suo

sceoitddo membro uspettivame.ate egudll a’ tre primi
*
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decl sccondo membro dell’ equazione (66) .
Ciocche si & detto di  un’ equazione che racchiude

tre sole costanti , pud applicarsi ad una che ne con-

terrcbbe un pin gran numero.

145. Sopponiamo , per esempio, che I equazione
3=k rappresenti quella di una retta; essa sard rim-
piazzata dall’ altra

j=wx4b . . . (69).

L’ equazioni dj condizione necessatie per ]’ elimina=
zione delle costanti a , b , saranno

ev=ax'+b, o 3":7x‘+ff ces (6‘3) 5

eliminando a , si otterrd

d f\
Y= di" 24 b:

Da questa cquazione se nc tira il valore di & , e
sostituendo nell” equazione (08) questi valori di a, e
di &, questa diverrd

AT 4

g -J;.r 4y - —(—i;— €X

la qualc pud mettersi sotto la seguente forma

\ "l ‘ 4
_y_"}, :(‘1:'2/_;(-[—_1')0 .o(?U)l
X

Si riconosce in questa equazione quella di una tan-

5 gente MT ( Iig. 3 ) wmenata dal punto M , in cul

" < le coordinate sono a, 3 . Tosto vedremo , perche
questa retta MT ¢ tangvcme in M. |

146. Per evitare le }u_-rii'rasi . conveniamo ‘di de-

mominare le curve per mezzo delle loro equazionn .

Fig
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Abbiamo veduto , art. 144, cle sc e curve y=px ,
y=Fx hanno solamente un punto comune, chiaman.
do x' ed y' le coordinate a questo punto , si avreb-
be I equazione di condizione pxr =VFx' ; ma che de-
terminando  due costanti dell’ equazione y=Fx , pex

dox' dbF .
— = -l

mezzo delle condizioni ' =Fx' =
x

da
le curve comincierebbero a ravvicinarsi.

Rappresentisi con y = f"r cioccht diviene j=Fr,
dopo avervi sostituito il valore di queste due costan-
ti 5 la curva y=fr sard un’ osculatrice di prim’ ordi-
ne all’ altra y=e¢r , e se in virtd de’ valori arbitra-
it , che possono darsi alle costanii, se ne eliminino

5 5 o .
tre dall” equaziowe y=kua , per mezzo delle condizio-
ni ‘seguentt
dla dea' dA°Fa' dg

F:j:-l‘ i Gt —_— - - - ~ 1 .
-k d.’ det 7 datt dat? (Z1);5

e che rappresentist con Jr cioeclié diviene Fu | do.
po tale sostituzione, la curva y=dr sard un’ oscula-
trice del second” ordine alla curva y=pr | a cui si
avvicinerd anche di pitt 5 ¢ cost i scguilo , in guisa
che per un’ osculatrice dell’ ordine nncsimo si avran~
no I equazioni

d <y '-‘;QD 8 d F. d? @:I‘

l ,\ i — . —— e
F-l:@.l,'_—'h‘__-— T R, LT * + -

d. do! T gt
Tt der

R — o k?q)'
da da

135, Dinostriamo ora , che di due osculatrict ad
una curva , facendo variare le costanti di una stessa
equazione , quella b’ ¢ dvun ordine inferiore | non
pud passare tea Iaitra ¢ da curva medesima.

Per esempio, sia MB (Fig. 11 )la curva yzpr Fig 1x
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ed MC la sua osculatrice y==Jx di second’ ordine ;si’
dec dimostrare , che I'osculatrice y=fx di prim’ordi-
ne non pud passare tra le curve MB, MC.

A tal oggetto, sostituendo ad x, 2’4k in quest’
equazionc , s1 avra

_(]@.x:', d'ea’ A?
H_(l;l," ‘ Ll.‘z."z 1.2

dipa’ A
— 4 ¢C.

PMzp(a'+h)=ea'+

+

da'? 1.2

PM'=J(a'+h) =+ ﬂ—“’ti ;+i¢r__;_z__

dat da'? 1.2
d'Jda A
da' b g ,,_.3+ ece
(jffl:' dif}.’ h?

S+ = fo' o et

d. dr'? 1.2

(lff.'x' f?
da*? 1.2.3 "I e

La curva y=/x, essendo un’ osculatrice di second

& e F . S . % - 4
ordiue all’ altra j=zx , bisngna che sia

'\L‘r‘—-@ 1_\ (I'\L'l"‘ — do-r‘ (.l ’-\.L.'I-" (I : Q.'L“
Ll aney WS y : — T, e
- dx’

L LRI R M

dz' 7 da 7T da?

Da un’ altra partec essendo la curva y=fr un’ oscu-
latrice di prim’ ordine all’ altra y=px, si ha auncora

o dfat dex
N Shand/, IV B ——— -
f P ) d-’aC‘ \

dx
Percio si avri
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P d¢.z" dJa' dfa’

' S —— iy e Tl i -l 4

d:r' dt ~ dx

I

e solamente

d’ @x;?". d’Ja'

dx'? = da'?

#

facciasi , per render pitt semplici quell’” espressions

4 Jeo dgx ;
@'Z, dJ-‘ £t
d’ex’ V. !
ada’? —
i tre sviluppi precedenti potranno scriversi cosi Figay
; i 3 13 : A 3
PM'=p(a'+h =K4V L'+ X q"’; —-+ ecc.
: dx'’ 1.2.3
' 24 ‘LI
PM =y (x'+h) = ]\-le + I e <4 ccc.
1 h? I !
Fltzke I LSV e,

1.2 dx? o1,
¢ queste potranno mettersi sotto Ja seguente forma
o( 2 +h)=K+Vi 4+Mp?
; (2 +h)=K —',-Viz’—}—N/z ’
f(1+]z):k+ ‘/ — = PA1.

Le curve y=fr , ed y=Jlr essendo occn]amu ;
una i prim’ ordine , e 1" altra di secondo , V diffe-
d

risce  necessaviamente  da —-—i' == ¢ I)unquc due ipo-
ada
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tesi solamente si possano fare sopra V, cio8

v d*fir’ v d*fa
—r— O o A
ada’ 7 z ada’?

Indichi Z la differenza di :lj;— ¢ di 'V si and
.
uel primo caso
] d *fx'
"'+Z:--[i :
ada
¢ nel secondo

vz NS

oda’??

_ A )
sostituendo questo  valore di -(T/_"T n quella di
ada

S (2 47) , ed osservando che h? & fattore comune
e’ e sviluppi qui sopra recati, essi diverranuo

¢ )= K4-(V4ML
J( 2 +R)=K4-(V4+NL
J A+ =K (Y FZ4PhA.

Or facendo A piccolissimo cglt ¢ possibile che 1
quantiti Z independente da £ sia pite grande dell” ¢g-
pressiout MA, Nk, le quall tendono verso zero - |y
tal caso, seZ ¢ posttivo . f(x'4h) sorpasserd (2 4oy

Figxr ¢ Jla'+h) « allora si ha f(a'+h), 0 P'W” magaio-
re di FM, e di M7 1 che dimostra che la cur-
va y=fx rappresentata da MM non puo  passare tra
¢ duc altre.

Se al contrario Z & negativa , st ha /100" 4 1) o
P minore di M ¢ di DM Allora essendo la
curva MW" quella clie pite sioavvicina all asse della
2 QU o T IJuC) essere Lol presy ra le duc altre,
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148. Ora si pud render ragione del perché la ret-
ta MT ( Fig. g) che abbiamo veduto nell’ art. 117
escerc un’ osculatrice del primo ordine | ¢ tangente
alla curva ; poicch¢ risulta da questa teorica, che tra
la retta ¢ la curva non pud passarvi altra retta , cioc-
ch¢ costituisce la proprieta della tangente .

Si dice clhe la tangente ha un contatto /i prim’or-
dine colla curva. In geucra]c , una osculatrice di un
ordine » ha un contatto dallo stesso ordine colla
curva, alla quale ¢ osculatrice - percidr , allorche tra
duc curve si hanno I’ equazioni

Gp.l" !]F;L" d 7@.‘1:' d ’I".'l,"

] e

——

- = y T ——e
dx da’ da'? da’?

p .l-':-l-:‘ :L.' b

queste  curve hanno tra loro un coutatto dJdi cecond’
ordine ; ¢ questo sard di terzo ordine, se, oltre dell’

- - For” 1w
équazioni precedenti si ha ancora — " =" 7 |
da'? da’?

¢

cost n segulo .
¢ T . :
199. L' equazione del cerchio

O=8) +(r—a) =)’

comprendendo tre costanti ,  possiamo deierminare il
cerchio  che La un contatto di second” crdive con
una curva MB (Figorg ). di eut o1 ha 1 cquasione, Figaj
A tal oggetto siano a’, )7 le coorditaie <ol corcbino

al punto My sioavrd

f ? ! 2 _ b | Y
(= &) a2y . (53),
ed 3 dovrd rimpiazzaie 1w’ ndl cytadont del con=
tatto chie sono
— 1 (lﬁb;x' dFa’ 4"-@:1' A7’
' U . - —— —_— o

a
: L :: e -;
da ot da’? et

se nello stesso tempo adottiame a, ey per Ie coor=
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dinate della curva y=¢x al punto di contatto, 1’ e«
quazioni precedenti diverranno | ;
oy _ 4y dy dY

5= (74) 3

=y, == = - =t .
J=) Ir —dv’ ’ dz® d.?

: d
bisognerd dunque sostituire alle quantitd y*, -.a-‘z;-— §
-
' . C , .
—-Z— 1 di loro rispettivi valori tirati dall’ equazione
X

(73) , e da' suoi differenziali successivi, 1 quali sono

ay°
(=8 A (x—e)=0....(75)

3" d}'" .

\d!. i _
O ""ﬁ)(];ﬁ + IF“'I—O-'--(?G)

Or sostituire nell’ equazioni (74) 1 valort di y' ,

dy' dYy

=— , —== che si ottengono dall’ equazioni (73), (75),
d " dx

(76) , non ¢ altro ch’climinare queste stesse quanti-
ta tra I’ equazioni (73), (5), (50) 5 togliendo dun~
que gil accenti, st avrd

(y—i8) ) =5 (57)
dy
(,)—_ﬁ)(ﬁ_ +<,-1_'—-a¢)_“:0. . .(? R)

( Sdy n g™ + )
y—0F ) — e | TZ0...(7
Y p)('l.'z; : dr? (/9
Da questa ultima c:[uazi(me st ottiene
dy?
I TR
( + fr?
, — D 4
_J /3.._ d" » - ()‘.)) 3




A
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Mettendo questo valore nell’ equazione (78), si ottiene

dy?*
)
L N
ij__.)_(_ dx...(l).
dx?

Sostituendo questi valori di y—g , di 2—a ncll’e~
quazione (77), s1 avra

dy? ’ dy N\
(I+(l.‘1’f ’) + (I+;ﬁ:) f].‘ 1 2 :

—

——

| ((b' N\ d ’ﬁ}') v da?
da® (d_._r :

questa equazione riduces: a

2 3

150. II doppio scgno ¢ relativo alla posiziore diy
s la curva volge la sua concavita all aste detle x

d’y .
a—;"; sard negalivo ; ¢ sostituito nel valore
dy? -
(t =)
A
Y = ; o5 082,
oy
do?

10 rendera pOSlll\‘O R _—
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151. §i ¢ dato il nome di cerchio osculatore a quello
che qui sopra abbigmo esaminato , ed al suo rageio
(iuc]lo di raggio di curvatura , o di raggio d’ osculs :
duque |l_mr ottencre il raggio di curvatura, bisognava de-
duvre dall’ equazione della carva i coefficienti differen-
ziali necessarn all’ wopo, e sostituirli nella formola (82).

Sce la curva dovesse volgere la sua convessity all’
ass¢ delle 1, metteremo if seguo positivo imnanzi al
valore di 5

152, ** H valore di 5 qualche volta siscrive cosi

_ ]
(dx'+dy )+
ded?y - |
Questa formola si deduce facilmente dall’ eqnazio-
ne (82); poicche riducendo allo stesso denomimatore
1 due termini , che sono sotto la parenlest , ed osser-
vando che la potenza L di de? ¢ da? , si oterrd

imegunn,

o GrtinE (e
o d?y dad?y
digd—es
da?

153. Ter dare un’ applicazione della formola (82),
cercluamo il ragaio di curvatura della parabola MDN
Fig. 6 ( Fig. 0 ), la cui cquazione ¢ x’=ngy ;5 st trove rd

dy 22 diy 2

sxrdr—=mdy . - — —_— 3
J " de m O odx’ m
dunquc S avrd
3 A1 %
dyr = 4x 3
i N 2 2
(1 o (1 )
o’ + m’
}"" d))__ - 2 -
dr? T
4 ’ T
_— (.__-—{—;(' %
[ — ; ) ]

)
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8 m : T
= (=) (F+a)
m 4 4 :
= S ... (83):
2 it
1 §

Or la normale della parabola avendo per espres-

mi L L] L] L
sione (—-—~x*)* , si vede che il raggio di curva-

tura della parabola & egua]c al cubo della normale
diviso pc] quadrato del semiparametro.
15§ 1l cerchiio osculatore pud servire a misurare

Ja curvatura della curva in un pouto M (Fig. 11 )
poicche se in questo punto M si descriva col raggio
di curvatura un arco piccolissimo MC, questo potrd
esser considerato come lo stesso arco della curva | da

cui si allontana pochissimo: or quanto pitt curvo @&
P q !

Iarco MC , tanto pit piccolo sard il suo raggio ;
d’ onde segue che 1l raggio di curvatura é in ragio-
ne inversa della curvatura della curva.
Per esempio , considerando 1" equazione (33), che
da il raggio di curvatura della parabola, si vede che
m

al vertice della curva, in cui si hax=o,éy=— ;
5

ma che 5 aumenta |, allorché x cresce successivamens-
te ; il che annunzia che la curvatura della parabola

va diminuendo coll® allontanarsi dal vertice.

dy .
155 La quantitd a——- csprimcudo la tangente tri-
X

gonometrica dell angolo , che la tangente fa in M’
coll’ asse delle ascisse , ( Fig. 4 ), | equazione del~
la normale , che si tira da un punto,in cui le coor-
dinate sono =, g, sara
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dx

Y A= d)’ (.2."'—1!) :

Questa esseudo la stessa dell’ equazione (78), uclla
quale « , @ sono le coordinate del centro icl cerchio
osculatore , si vede che il raggio di guesto cerchio ¢
“‘una novrmnale alla curva.

156. Sec ora per tutt’ i punti della curva MM"M"M™
Fig. 12 ), si meuino j)c' raggi di curvatura MO,
MO, M*O" ¢c. si costruird uua serie di punti Q,0°,07
ec. ; facewlo dipendere questi puuti da una certa leg-
ge * , cid basta a poter dare il nome di curva al no-
stro sislema : ma non pronunzierenio ancora cos al=
cuna sulla natura di questa nuova curva , che chia-
masi I’ cvoluta della curva MM'M”:  guesta relativa-
mente all’ evoluta vien chiamata evolvenic .

157. Se si passa da un punto all’ altra dell’ evolu-
ta, pon solamente x ed y variano , ma ancora «
8 ¢ 5 variano_ncllo stesso tempo , poicchd « , 8 es-
sendo in generale le coordinate al centro del cerchio
osculatore , come ' evoluta ¢ formata dal sistema (i
guesti ceutri, ne risulta che & , 8 souo le coordiaic
Jc'll’ evoluta , coordinate, che debbono variaic da ui
‘punto della curva all’altra. Lo stesso ¢ dt y, i’ &
1l raggio del cerchio osculatore, ¢ che allora rappre-
'scuta la distanza di un punto qualunque dell’ evoluta,
da un punto dell’ evolvente d’ owde parte 5 . Do
~consesnenza differenziando I’ equazione (78), per -
spetto a tutte le lettere ™™, ¢ dividendo per d 5 si_avsd

dy &y dydg et

= — el —— =0

(r—=~8) LV de? de do d.x

* Questa ¢ im{n_licitamcnte contenuta nell” equazio-
ne della carva MM'M” , poicche data questa cuarva,
ne risulta la posizioue de’ suor punti.

. P [ " i ':.- e - ' e ) 1__” o - ] "-.
L’ equanone( y—g) 4{r—a)’=y’ ¢ le sue dert
vale uon pussoud cssese differenziate diversamente ; s
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togliendo da questa I’ equazione (79) , rimane

dy dg _(_]_f'f o
—dx drx dae ™
da cui sizotlicne
' de
d_y _ -d_.; _ du | .
=~ ‘-dg- =" dx " dg’
- dx dx
ora abbiamo art.67.
I dx _
dg ~ dg’
da
‘dunque sard

- .
Patiny

| L= G
e per conseguenza , art. 24.
dy de
ST da’
Cdy
Se questo valore di - o sostituisca nell' equazio=
nc (78), si otterrd

g (2 ——a ). (84).

P T e SO

“tanto sembra elte tutt’ altro si ¢ fatto , allorche abbiamo
.dedotte I’ equazioni (73) e (76) dall’ equacione (73)-
Potrd rispoudersi clie come nell’ equazione (73) i
crano due costauti arbitrarie , esse sono staic determt-
nate dietro la condizione , che fossero nulle le lunzio-
u rapprescutate da’ primi membr dell’ equazioni (75)
¢ (76) ; ma senza cio, da chie I’ equazione (73) ha
luogo, non si sarchbe potuto conchiudere chic dovesse-
ro ben anche aver luogo I equazioni (75) 5 ¢ (70).
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158. Abbiamo veduto, art. 155, che I' equazione

le |
(_; (x—=x) , era quella decl raggio oscula-

d)

[~

y—g=—

tore , che passava pel punto segnato per mezzo delle

coordinate 2, y : mcttcnfh“g-f;-iﬁ]uogo di—g—; 5~
3 4

sa sard sempre 1 equazione dello stesso raggio : ma

I' equazione (8}) ¢ qella benanclee ~di una tanzente

meonata dal puato dell” evoluta , in cui le coorlnate

son0 a@ . B *; dunque il raggio di curvatura ¢ tan-

geate all’ evoluta .~ '

159. Com- nella dimostrazione segueate noi im-
pieghieremo il differenziale di un arco di curva , per-
cio ailereny a deterininare ~questo differeaziale .

Surporiamd che un'ascissa AP=r, ( Fig. 3) cre-
sca di P2’ =%, se meniamo la parallela MQ ali’ asse
delle ', avremo evidentemente

corda MM'=v"(MQ QM =" (k*+ QW *);
- dv- d'v A
ora “M’Q:f (x+fz)-—-—fx::: -Ifl+ --')‘/";
d_z; dL‘ 2

Sicché sostituendo questo valore nell’ cspressione di
MAMT, c rapprerentando con A e B i rispettivi coel-
bcienti di A%, di A%5 sioavrd

+cc.

* Osscrvisi ch! cssendo in generale 2 , ¢ g8 le eoor-
“dinate di un punto qualungne dell’evoluta , T equa-
zione di questa sard g=— z ; dunque dg. rapprescnta ,

c
art. 71, 1"angolo che fa la tangente coll asse delle
asasse al punto «, 8,
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Cdy?
MM'= v (% ’+%k=+Am+m “4)ece. , o

1y
;i,)—i—.&/z’-{—m ] cce.

MM’ = ‘V'[/t (1
dunque sarj

MM 4

7 = V(1 A B tece.)

dx

Nel' caso del limite , Ia corda si confonde coll’ ar-
o, che rappresenterd con s, in guisa che avremo

ds dy*
== VOts)s

d’ dnde S olfcn'& . moltiplicando per e
ds=(V"dx"4-d) ).

160. Per Pevoluta, le cui coordinate soho « € 3,
51 avra cgualmente

A=\ (3 400
161. Differenziamo ora I eqilaziohc (77) pos rispetto
a tutte le lettere 5 si avrd, cl
(r=R)(y—=d8)F(x—e)(dr—du)=3dy ;
y equazi(}ncl (78) ci da |

(y— 8 )d)y+{w—a)lo=o
togliendola dall’ equiazione precedente 5 si aved
~(y—28) d g—(r—w)da=7dy...(85)

Se in questa cquazione , e nell"altra (77) sostis
tuiscasi il valove di y—8 date dall’ equazione (8%) ,
troveremo queste duve equazioni

2

m_— (1 x) (x'-—*cz)w 'oe”:."yd?

de

3
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48"

de’?

(x—e)'F(x=a)* =y s

0s512

(]d

(A B7)
e —y 7

(z—=)

dividendo la prima di queste due equazioni per la
seconda , si avra

dy=—V (de*4-d 87 ):

Or si ¢ veduto , (art.160) , che, chiamando s un
arco dell’ evoluta , si avea

ds=V (da*+d 8%);

sicché sard |
dy==—ds , 0 d(54s)=0:

e comc ogni funzione , il cui differenziale ¢ nullo ,
¢ costante , sard percid y+s=cosiante; dunque se 1l
raggio di curvatura cresce , bisogna che s diminui-
sca di altrettanto, ciocché si accorda con ciocche
abbiamo veduto.

Questa proposizione si annuncia cost 3 il mfgio
di curvatura varia per la stesse differenze dell’ e-
voluta .

162. Siano (Fig.12)MO=y , OB=s; M'O=y,
O"B=y ; pel raggio osculatore MO si avra __

v+s=costante, o MO} arco OB=costante...( 86);
e per I'altro M'O’

v +s =costante , © M'O'+O'B:costante...(87):
i sccondi membri dell’ equazioni (86) ¢ (87) rappres

sentando una stessa costante ; ne dedurremo

~
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l\IO-'{-arcOB::M'U'-}—arcO'B :
€ percid

M'O—-MO=arcOB—arcO'B=arc00" s

ciot la differenza di duc raggi osculatori ¢ cguale
all arco ¢k’ é tra essi ;

103. Segue da cid che se sull’ evoluta OB s ap-
plica un filo , che essendo tangente i O, sia fis-
sato al punto M della evolvente MC s allorche questo
filo si svilupperd , tenendolo costantemente teso , la
sua estremitd M descriverd in questo movimento [’ e-
voluta MC ; poicche suppouendo che in questo movi-
mento sia gunto in una posizione O'M’, si sard ac-
cresciuto di OO’ , e percid eguaghiera in lunghezza il
raggio di curvatura , che passa pel punto O : dun-
que P estremitd M di questo filo ‘sard sull’ evolvente, -

164, Ecco in qual mode puo trovarsi I’ equazione
dell” evoluta: 1.° dall’ cquazione della curva si pren-
deravno 1 valorn di y , ¢ de’ coefficienti diferenziali

(‘.y (] zy

y —5 c¢c¢, secondv I'ordine del contatto ; 2.° s
dr ~ dx

soslituiranno questi valori nell’ equaziom (=8} e (79).
il che dari due nuove equaziont , che saranno tun-
zioni di x5 3.° climinando 2 tra questc equazioni ,
s arriverd ad una equazioue tra « ¢ 8 . Questa sara
quella dell’ evoluta.,

165. Determiniamo con questo metodo 1" evoluta

della parvabola , che ha per ecquazione xizmy *
diffcrenziando si trova
2rdr=mdy
€ percid
dy 20 y P

— , et : -
d.c m du? m

soslituendo nell’ cquacont (78Y . e /~q° fqestt valon
*u
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dy d?y .
J J queste diverranno

-~ .
dx .'L'z

i‘li)’,

x 2z o (BB
( ;1"—'3) ';;‘l'l‘-ar—f)---( )

Z 2 i
( — - -/3) -E-+-’;-z—+1::o...(89)
togliendo 1" equazione (88) dall altra (8g) moltipli

cata per x , sl avra

Da’un' altra parte 1’ cquazione (89) moltiplicata pet

m?*, e ridotta, i da
6x 2—2mB + m*=o0,

da cui si ha |

2 Gel4m?* 3x7 n m (o1)

p— — T ——" esss ) ) -

2m m 2 9173

climinando z tra equazione (9o), ¢ (§1), si avra 'cquas~

zione dell” evoluta. Ma prima di c1o fare, osservisi che

per I origiue ov’ & xz=o, I equazioni (9o) ¢ (g1) ridu=

m m
cousi ad «=o0 , 8= — jprendendo dunque DB=—
2 2

(Fig. 6) , s ha il punto B dell’ evoluta 5 dippin
I’ equazIone (1) ¢l fa mmprcnderc, che dando ad x
de’ valori positivt 0 ncgativi 5 8 aumenta a misiya
che questi valasi crescono , " onde segue che 1 evo~
luta si compene di due rami BC, BC'.
166. Per eliminare x tia I’ equazioni (go) 4 ¢ (91),
la prima elevata a quadrato , da
, ot
ab .= ;
16 - ‘,4'.\3
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da un’ altra parte dall’ equazione (g1) st otticne
m n
2= (B = — ) 5
( 2 ) 3 Y

clevando a cubo i due membyi di questa cquazione ,
st ha

‘m. . m?
W0=(E=3) 55

eguagliando questi due valori diz®, ¢ dividendo per
m? sioavid

a’m m? 1
10 ( 2 ) 27
m

chiamisi £ Ja quantitd g—-—¢ moltiplicando per

27 , sl avid

)
g’ = 27 e =na’
10

%

2 - - [ -
facendo 27 m=n:T origine si trasporta allora m B,
1
: m
porcchit 8 = B — —
2

107. Una osculatrice (Fig.13) pud essere situata in due FieaJ

* E facile i1 dimostrarc che i rami BC, BC s

voltino le loro convessitd ; poicché differenziando 1 es

quazione g'° =xng’ , s trova

d*g 2 A %2 5 1
—— } 3  walore
- n o ~y m— —— \/‘ s Vvalore NC=

gflli\'(l tanto per « p()sitivu , che per a negative ;
crocchié pruova che ogui vamo della curva rivolga {4
sug concavity all’asse delle x
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maniere differenti rispetto alla curva , colla quale ¢
in contatto ; 1.° essa pud averc i suoi due rami tut-
Fig.15 ti due al di sopra della curva, come nella ( Fig.15),
Fig.a14 0 tutli due al di sotto, come nela ( Fig. 14 );al-
lora I osculatrice non fard che toccare la curva j
« 2.° I' osculatrice pud avere un ramo al di sopra del-
Fig..1 la curva,e Paltro al disotto, come nella ( Fig.11 ):
in tal caso 1" osculatrice taglicrd Ja curva in M .
Fig.6 108. Andiamo a dimostrare ( Fig. 16 ), che il
cerchio osculatore tagli la curva.
Siano per una stess’ ascissa x4 .

Y I’ ordinata della curva
Y' T ordinata dell’ oscylatrice,
$i ha dunque _
Y=g ' +h ) =pa’' - Ah4-BL* +Ch >4 ce.
Y =F(a'+h)=Fx'+A%+BA* +-Chi4-cc.

Or poicché il cerchio ¢ un’ osculatrice di second’
ordine , i tre primi termini di questi sviluppi saran-
no gli stessi 3 dunque la differenza delle ordinate
che corrisponde ad x4/ sard

(C—CHA 4 ecc.....(g3).

Supponiamo ora che I’ ascissa  divenga Xl , bi-
sugnerd cambiare h in —~ nella differenza delle or-
dinate il che dara

—(C—CY*+ ecc....(94).

}---(92)

Or come il primo termine delle serie (g3) e (94)
puo sorpassare la somma di tutti gli altn , prendeu-
do ki assai piceolo , ne risulta che la differenza delle
vidinate cambierd di segno allorche 1" ascissa sard
x—Fh imece di x4-h: percid prendendo ( Fig. 16 )
PP =Pl =k, se la differenza delle ordinate corrispon-
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denti ad x+4 ¢ una quantitd positiva; cioe se I’ or-
dinata P’M* dclla curva sorpassa P'N° , 1" ordinata
P*N" dell’ osculatrice sorpassera 1" altra P"M” della
curva; d’ onde si conchiuderd , che I’ osculatrice da
una parte ¢ al di sopra della curva, e dall’altra al
¢i sotto, e che percid la tagha.

Ciocche dicesi del cerchio, ch'¢ un’ osculatrice di
sceond’ ordine , pud applicarsi ad ogm osculatrice d’
ordine parl.

16g. Se I’ osculatrice fosse di un ordine impari ,
toccherebbe solamente la curva in vece di tagliarla;
il che ¢ evidente dictro la precedente dimostrazione .

** 170. Ecco il teorema che abbiamo promesso di
dimostrace nell’art.(138) sopra i punt! moltiplici. Se le
curve , che si riuniscono in uno di questi punti, han-
no una tangente comune , la cui equazione sia rap-
presentata da @z+-b , cambieremo Fx in ax+b, nel-

dF x

la sceonda dell equazione (g2), ciocche dari o >
o &

0o A'=a , e tutti gh altii coefficienti di questa equa-
zione saranno wulli. La tangente, essendo una oscu-
latrice del primo ordine , g+ Ak eguaglierd Fa+4A'h,
ciocche ridurrd la differenza  dell’ equazioni (g2) ad
Y—Y'=BA*4-Ch? 4 ec.

(Questa differenza delle ordinate , dovendo avere un
valore doppio QM , QM ( Fig. 13 ) , bisogna che
uno de’ coeflicienti differenziali rappresentati da B, G
cce. 4 abbia due valori.

. Ao , , s
Sxa——d:;n-—- questo coefficiente 3 se st prendano ! diffe-
renziali successivi dell’ equazione Pda+4Qdy=o, ab-
biamo veduto , art. 143, che in ogni differenziazio=
ne, il termine Q vesta sempre fattore del differen-
vale dell’ ordine put elevatc di 3 5 di sorta che il
differenziale  dell” ordine 72 della  {unzione proposta

n

‘ . d%y
putm cssere 1‘:1[.;prcscutatu da Q J%-{-]\:U:duweudu
A

Fig.1a
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d’y . oA

— o avere due valori , si dimostrerd , come nell’
A |
(art.137), che Q ¢ nullo. Questo valore di Q ridur-
¥i quello di P a sero; d'onde segue che 1'equazione
dy P dy 0

da Q de 0

SVILUPPO DELLE FUNZIONI DI DUE VARIABILI

Applicazione del Teorema di Taylor allo sviluppo
ddelle funzioni di due variabili , che riceyono.
degli accrescimenti.

171. Allorché in wna funzione u di due variabili
indi})cndenti X, ¥, s1 cambia x in a4k , ed y n
y+n , il teorema di Taylor pud darci lo sviluppo
di questa funzione. Infatti se si metta primicramente
x+h in luogo di x, si avrd

duh® Qu h?

T ey satee(9°);

[ (x4-ty)=ut —ngz-f-

dx? 2
In questo sviluppo essendovi % , y non pud essere

o du d’u
cuntenuto che nelle funzioni « , — , —_ cc.
dr " dx

Cambrando dunque ¥ in 34k in queste funzioni ,
la u sard rimpiazzata nell’ equazione (95) da

du 1 d*u kK d e k3 .
u+(§; +d‘}'_2 =t dy? 2.3+ £e-5
g dv PR
| du 'l du dr ;. dx k°
y dx (q da + dy T d)/"_ 2
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du
3I_
d dx k?
T d’y 2.3'+ cc
1 d*u ljld”u
'y A dxt RNER &
la da k ,
de?*  dx? dy dy* 2
$BE
u.r
Ta3 T oo
ecc. e€cC.

E formando tante linec , quanti termimt vi sono nele
I’ equazione (gd) , otterremo

l
J(a+rty+5) :::u—}—ﬂf kE + - L-l—cc
P du
du dx G
~4 »——/z—l-— - hk4 cce.p-- (9 )
d_y
d’n

+LCC.

172, Se st fossero fatte le sostituziont in un ordi-
ne iuverso, si sarebbe 1 primo luogo trovato , cam-

biando y in y+Kk

du d*u k? d3u k°
S, y4F) u+-—--L+ o T3

-+ eccc. g

e meltendo in seguito in ogm termine w42 in Juogo
di a, st savebbe giunto g (uesto swiluppu
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F(r+k,ath)=u+t —-—fz+

+,_.. k4 --g!. hk 4 ecc. ..(97)
x

d*y k?

+ — — + ccc.
dy* 2
+ ecc.
i

Essendo arbitrario 1" ordine, col quale abbiamo fat-
to (ueste qual:tuuum , poich¢ dovendo mettere x4-4
ovunque catra x , ed y—4k ovunque entra y, queste
operaziont non p{)ssono influire I' una sull’ altra 5 ne

segue che i due q\lluppl ( gb, e 97 ) debbano es-

sere deutici, ¢ che percid 1 termint affetti dagli stes-
sti prodotti di £ e di & hanno gli stessi \aluu . dun-
que s HoOI wuaﬂlumo 1 termuini multiphcall pes /zl\
oltterremo

d d
S W
d.r d  tost d*u d *u
GEETIMENL —— wees ., O DIULIQSIO ~—— .
dy da i dlklj d}(lL

-

Questa equazione ¢’ INsegna che per prendere il se-
condo differcaziale del pmlnttu di due vamabilt | ¢
arbitrarmo 1" ordine delle dillerenziaziont. La stessa co-

sa st dimostrereble pe’ cocllicienti difleremziali dmh
ordint superiori, eguagliando tra Toro 1 colficienti (hl-
ferenziahi dvnh allu termini dell’ Cquaziont k()b ¢ Q7 ).

De massimi e minimi nelle ﬂm:i(mi

dt duc variabili.

** 173, Abbiamo veduto, (art.171), che se in una
funzione di due variabih independents x ;3 st met-
teva a-+4 in luogo di el y+h i luogo di ) .
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lo svilfxppo J (x4h,y+EK) si avea dall’ equ.azionc (96).
Se in questa cquazione rappresentist f (x + k, y +k)

con U, k con mh, c e da i , avremo
dy dardy
de  du 1 d*u
— — - ) 1
Uzuhl( d)rm+d:r) + 2 (dy’ m-
2 duc m-]—d i‘) + terminiin I ecc. ...(g8).

daxdy

Affinché » sia un massimo 0 un minimo , bisogna
che U sia scmpre pitt grande o pint piccolo di u

gualunque valore diasi agli accrescimenti £ e k3 or
cid non & possibile , che quando ¢ nullo il termine

h( %;{- m -+ -:](-]—if- ) , poicche se ¢id non fosse , que-

sto termine , (art 8g ), potendo divenire piu grande
della somma algebrica di tuttt gh altri che scguono,
mediante nn convenevole valore di £ 5 prendendo suc-
cessivamente queste valore negativo e positivo , si fa-
rebbe , in uno de’ casi , U pmr grande , e nell’ altio
pitt piccolo di u 5 percio , aflinche la funzione u sia
" un massimo o0 un minimo , bisogna che si abbia

0 piuttosto

Essendo arbitrario 1" accrescimento h , lo  slesso
dee essere m 5 per conseguenza questa equazione ha
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lnogo , qualunque sia il valore di m, ciocch’ esige
cli’essa si divida nelle duc seguenti

du _ du
—d.—}:"._.O,'—dT;-O.

174. Esaminiamo ora cioccht distingue il massimo
dal minimo. A tal oggetto osscrviamo , ch’ essendo
nullo il termine ov’ ¢ &, ¢ Daltro in £2? che dee de-
cidere del segno della somma algebrica di tutti quell
che seguono « ; bisogna dunque che il termine ov'é
h* , se non & zero , abbia sempre lo stesso segno
per qualunque valore di % ¢ k; giaccht se, per de’
differenti valori di £ ¢ k, potessc esscv or positivo ,
or negaiivo , U potrebbe essere , in un caso pi
piccolo , ed in un altro pia grande di « ; percid
andremo a cercare la condizione che dee aver ]Fl.,mgo,
afinche¢ 11 termine in 2% conscervi sempre lo stesso
segno , qualunque siano i valori che si danno ad £
ed a k. Con questa veduta , rappresentiamo il termine
in %% dell’cquazione (g8) con |

—-;— k*(Am*42Bin4C) ;

mettendo A per fattore comune , questo termine dis
verra '

1 B C
— A (m* 2 — mF - (go) ;
aggiungiamo dentro le parentesi la quantitd identica-
B* DB?
mente nulla TR I espressione (gg) potrd
SCrIVEISI COSI
1 B (& 0
—AL? m+——Y)* 4 ----—--~l...(l(m\:}
> ATt =) * = — b o)
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A,

b gj vede ch’ essa avrd sempre lo stesso segno di

C B
se avendo A ¢ C lo stesso segno , si ha TP 8

ciot AC>B?; poicché allora la quantité maliiplica-

1 . - '
ta da —~= AZ? sard essenzialmente positiva, el segno
2 :
dell’ espressione (100) dipenderd da quello di A, in
guisacche s avT3d un massimo O un minimo ,  secon-
doccheé A sard negativo o positivo ciot secondo il

o d:u b iy d’L{. 3\ L, |
segno di J_)—f_;, ch’ & lo stesso di ek perché si ¢
veduto ehe C ed A s1 erano suppasti essere dello

stessO segno L

Della trasformazionce delle coordinate vettangolari
in coordinatc polari.

175. Esaminiamo una curva BDC ( TFig. 38 ) ,
nella quale siasi determnato il sito di mn punto M,
mediante le coordinate rettangelari AP ==z, PM=y;
questo punto pud csser cgualmente determinalo , me-
diante 1" angolo MAC cl raggio vettore AM ; ma
come ordinariamente gli avgoli si misurano cogli ar=
chi, percid in luogo dell’ angolo MAC , metieremo
' arco mo ., descritto con uu raggio preso per unita ;
percio chiamando ¢ quest’ arco mo , ed w il raggio
vettore AM, potremo sostituire il sistema delle coor-
dinate polari ¢t ol u a quello delle coordinate ret=
tangolari AP—=x , ¢ PM=y .

176. Bisogna osservare che 1 origine delle ascisse &
qualche volta situato 1 un luogo diverso da o, potc-
che il punto M ¢ cgnalmente. determinato , allorch¢
dopo aver preso un punto o per origine , sia dato I
aico 0'm, ¢l raggio vettore AM 31 questo caso pos=

y3

w

jo o)
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siamo rappresentare o'm con U, ‘ed allora tutte le -a- -
scisse contate dall’ origine o', differivanno dalle ascis-
se contate dall’origine o’ , per una quantitd costante
00", e vi sara fra esse la seguente relazione

I={—00 .

Poicché per mezzo di questa relazione , si pud sem-
pre cambiare di origine nel modo che conviene , sup-
porremo , per maggiore semplicita , I origine in o .

177- Rappresentiamo ora con F(x, y)=o ' equa-
zione , nella quale vogliamo cambiarc le coordinate
rettangolari AP=x ¢ PM=y , in coordinate polari
omzt, od AM=u, ¢ cerchiamo le relazioni CL’ esi-
stono tra queste coordinate 5 avremo evidentemente

AP=AMcosMAP, PM=AMscuMAP ,

x=u eost » y=uscn?...(1or):

Basterebbe  dunque di sostitnire questi valori nell” e-
quazione rappresentata da F(x.y)=o ; per ottcnerc
quella che sarebbe rapportata a dclle coordinate polari.
175. Se I' origine delle coordinate rettangolari x, y
Fig.3g non ¢ al centro A della curva ( Flg 39 ), siauo
2’y 3" le coordinate contate dall’ origine A’y ed @, b

le coordinate contate dal centro A, si avra

AP=A'Q—A'B , MP=MQ—AB
O

r

TZ=Z X - a y = y—b,
valori che si sostituiranno nclle formole precedenti.

Della trasformazione delle coordinate polari in coor-
dinate rettangolari ,c determinazione dell espres-
swone differenziale dell’ arco in una curva polarc.

179. Se una equazione ral\pm‘lata a delle coordi-
nate polari sia rappresentata da VFt,u)=o , st vede
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(Fig. 38 ) che & pud essere rimpiazzato dal suo va-
lore tirato dall’ equazione
AM*=AP*4PM*, o

W=z 4. .. (102):

Rispetto a ¢, I’ equazioni (ror) divise I'una per lal-
tra, ci danno

sent
2. = = tang?,
X cost

da cui si ha

{=arc(tang= L Y.
X

Questo valore di ¢ ¢ quello di u sostituiti nell’ cqua-
zione F(t,u)=o0, si ha

I arc (tang ::Z;) , V(23 +y?)]=0...(103).

Cosi si perviene ad una cquazione tra cd 3, ed
affctta da una quantita trascendente.
180. Si puo ancora ottenere tra x ed y un’ equazio=

»

Y
nc, che non contenga la trascendente arc(tang=-—) ,
.'L' :

ma che racchiuda de' differenziali : a tal oggetto ,
si differenzierd ' equazione yappresentata dalla tormo-
la (103), 0, come si pratica, s’ impiegherd il scgucu-
tc mctodo, per arrivare a (uesto Scopo . Rappresen-
tiamo sempre per mezzo di I'(u,t)=> I equazione che
¢l tratta di trasformare in una funzione di coordinate
rettangolari « ed y ; abbiamo veduto ( art.179 ) , che
il valore di « potea esprimersi con x edy , senza quantita
trascendente- , ma che non era lo stesso di 23 percio
cercheremo primieramente eliminare ¢ tra F{t,u)=0 ,
el differenziale di questa cquazione, che rappresentercs
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mo con I'{8,udt, du)=0 ; in veriti noi introdurremo
nel risultamento dell’ climinazione , 1 differenzials dt |
¢ du; ma questi potranno esprimersi in funzione del-
le variabili . y ', dx ¢ dy. In fatti, | cquazious
(101) ci danuo

¥

X .
cost::—l-;- , Sen? = 7( r04) §

dividendo I' una di queste equazioni per ! altra, si ha
scni
— 4 0 tangt:—‘z 3
cost 7

diffcrenziando ne viene

dt¢ _ 2d y—-fydlr

S o
cos’t x? 4

; . X . : .
mcttendo  In liuogo di ——— il suo valore tirato

cos *¢

dalla prima dell’ equazioni (104) , e supprimendo il
divisore comunc x* , si trova
udi=xdy—ydx,
€ per conseguenza
adye—ydx
dt — ;
2z
u

fl

¢ mettendo per u il suo valore, questa equazionc di-

verld

xdy—ydx
.r2+.}/2

Il differenziale dell” altra variabile si trova ancora pit

facilmente 5 porcche I'equazione (102) el dai

u=y"(2*+y*);

di—
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differenziando st avra

xdx4-ydy

du:.._. .
Vi(z'+y®)’
per mezzo di questi valori di dt , di du e di u, si
cambierd I’ equazione avuta , dietro 1 climinazione di
¢t , in un’altra che non conterra piu, se non x, y,
dx, dy, e che per consegucnza si rapporterd alle
coordinate rettangolari, '

181. Si ¢ veduto, (art.159), che il differenziale
di un arco z rapportato alle coordinate rettangolari,
aveva per espressione

dz=V"(dx *4dy*}... (106).

Si pub determinare benanche il differenziale dello
stesso arco , allorché le coordinate sono polart 5 1n
questo €aso sl sostituiranuo nell’ equazione (106) }

valori di dx, ¢ di dy tirati dall’ equazioni

x=ucos¢ , y=—=usent ,

e si troverd , differenziando quest’ equazioni
da=w—sent dz 4 cost du
dy=ucost dt 4 sent du.

Elevando quest’ equazioni a quadrato , ¢ riducendo
coll' ajuto della formula

sen’_t-l—cos’t =i,
si otterrd
z=V (' dt fede ) .

Questo ¢ 11 differenziale dell' arco i funzione delle
coordinate polari

10
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Delle sottangenti , sunnormali , normali 4 e tangents
alle curve polart,
| 182. Si sa che nelle curve a coordinate rettango-
Fig.4o lari, la sottangente Pt ( Fig. 4o ) ¢ sempre com-
presa tra il piede P dell’ ordinata ed il punto ¢, In
cui una perpendicolare At a questa ordinata vicue ad
incontrare la tangente ; conscivando la stessa defini-
zione per le curve polari, nclle quali I’ ordinata non
¢ pin PM, ma il raggio veltore AM , la sottangente
sard allora la perpendicolare AT compresa tra il lj))uu-
to A ¢ I incoutro T di essa colla tangente . Dun-
que nelle curve polari la sottangente ha una posizio=
ne diversa da quella che appartienc a curve che talt
ron sono 3 poicche m queste Ja sottangente ¢ sempre
presa sull” asse delle ascisse , mentre che nelle curve
polari, ove quest’asse non csiste , la sottangente va-
ria di posizione in ogni punto della curva.
183, Determiniamo ora 1 espressione analitica del-
la sottangente uelle curve polari . A tal oggetto sia-
Fig.jr no AM , «d AM ( Fig. 4t ) due raggi vettori . e
dal puntoa M memamao la }')crpcndlcolarc MP sul rag-
gio vettore AM', ¢ conduciamo AT parallela a que-
sta perpendicolare 5 1 triangoli simili ATM' , FMM’
c¢i daranno la proporzione
PM' : PM=AM': AT;
da cui si tira
AM . PM
= s 2
PN
ed osservando che PM° & un lato dcl triangolo ret-
tangolo PMM'. questo valore di AT divicne
o AN PN
TV (MM *—PM?) !

Nl caso del limite , AM & cguale ad AM , cio® ad
w, PM i confonde collarco MN , la corda MM
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coll’ arco MM’ , ed AT divicne la sottangente. Nom Fig 4
si tratta dunque, che di avere , nell ipotesi del hi-

mite , I” espressioni di MM’ e di MN ; la prima di
queste espressioni non & che 1l differenziale dell’ arco

(L:ﬂa curva ; dunque , art. (181)

MM=V(«"dt*+du?);
per rispetto ad MN , 1 scttori ARR" , ed AMN i
danno la proporzione

AR: RR'=AM: MN,

1: RR=u= MN,
dunque MN= z.RR', quantiti, che, nel caso del
limite , riducesi ad udt . Mecttendo  questi valori di
MN, e di M'M in quello di AT , dopo di aver
cambiato AM’ in «, ¢ PM in MN , ¢ nducendo ,
troveremo .

Q

w’>de
du

Questa & 1" espressione. della sottangente.

184. Per (H:terminare la sunnormale , osserveremo
che la normale SM g Fig. 4o ) essendo perpendico- Fig.4o0
Jare alla tangente , ¥ orﬁinata AM dee essere media
proporzionale  tra la sottangente , ¢ la sunnormale |
per comscgucnza avremo.

AT: AM=AM : sunnormalc

AT =

o
e ’de
————  umu : sunnormalc ;
du
duuquc sara
du
sunnormale —=—— .
d¢

Per riguardo alla normale , od alla tangente ,
rangoli yettangoli MAS , MAT damo
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MS=v/(MA "4-AS*), MT=y (MA *4+AT*) ¢

Sostituendo in quest’ equazioni i valori di MA , di
AS, e di AT, troveremo

:1;: -), tangente=u\/(14u*

| de?
duf)'

normale =V (u’ +

185. Per trovare I’ espressione analitica del settore
Fig.41 nclle curve polari, il triangolo AM'M ( F ig.41) ci da

AM . PM

?

aja AM'M -
| 2
nel easa del limite , 1'aja del triangolo AM'M di-
viene quella di una settorc elementare, la perpendi-
colarc PM pud essere rimpiazaata dall' arco MN
che abbiamo trovato eguale ad wudt , ed AM’ ridu-
cesi ad u. Sostituendo questi valori nell’ equazione
precedente troveremo

w'de

aja del settore elementare ==—
2

Si pud benanche esprimere il settore elementare ia
funzione delle coordinate rettangolari , poicché met-
tendo in questa cquazionc i \'efori di u e di dt dati
dall’ equazioni ( 102, € 105 ), cssa diviene

xdy—ydx
aja del settore elementare ey

2

Della determinazione del raggio di curvatura
di una curva polare.

** 186. Abbiamo dato , art. 149 , 1’ espressiane
del raggio di curvatura , per rispetto alle coordinate
rettangolar ; riservandoci la facoltd di dure a questa



RAGGIO DI CURVATURA DELLE CURVE POLARI. 149

espressione il segno che renderd 5 positivo , noi lo
scriver emo Cosi

L ]
wow

T )
Y= (107).

Per* avere questo valore di 3 espresso in funzione
delle coordinate polari, non si tratta che di elimina-
re 1 coefficient: differenziali , che entrano in questa
espressione , per mezzo delle seguenti equaziom

X=uCost y, y=usenl ;

differenziamo quest’ equazioni , e dividiamo in seguito
i risultamenti, 'uno per I’ altro ; otterremo

dy  dusentd-ucostdt
dx~ ducost—usentdt’

rappresentiamo con m, ed n i-due termini di questa
frazione , si avra

m=dusent=}-ucostd? )

n—=ducost~~ysentdt ) (1 08)
e per cunseguenza sara

d m
d)" = »os {109)
£

n

dy* m?

de* ~ n’

Per mezzo di questa equazione , il valore del nu-
meratore di 5 diviene

dy* n*+m® 3
( I + dy? ) - z ) )

L
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elevando ogni termine di questa frazione alla poten-
ia 5 , ¢ rillettendo che la potenza 3 di :z’ e n’

) ¥
st ha

.+(110) 3

? _;_—-(n7+m! )':'
- 3

d
(14 -5)
ax

diflerenziando in seguito I’ equazinne(109) , si troverd

d’y _ ndm—mdn
dx ~ n?

*dividendo il primo membro di questa equazione pet
dr , el secoudo per n, che equivale a dx, aviemo

d’? ndm——mdn
d.v{: ~ s (111)

n

Per mezzo de’ valori dati dall’ equazioni (110), e
(111) , I equazione (107) diviene
3

_ ()

= ndm—mdn

g e

oo (112)

Tutto ora si riduce a trasformare questa equazione
in una funzione di t ¢ di u. A tal oggetio , si de-
terminerd primieramente il valore di n°4m?* , son- .
mando 1 quadrati dell’ equazioni (108) 3 ¢ riducendo -
per mezzo dell’ equazione sen’t4cos®t=1, si trovad

n*4m’=de’+tu’dt® ... (113)

~ Per rispetto al denominatore dell” equazione (112),
differenzicremo successivamente I equazioni (1¢8) trat -
tando dt come costante 5 ¢ moltiplicando i rispeltivi
risultamentt per #oed m, troveremo

ndm=nd?* usent+2ndu costdt—nusentdt®

.._.._

md i=md? ucost—2mdu seutdt—mucostdt * ;

togliendo la seconda equazione dalla prima, si trover)
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ndme—mdn=d u( nsent—mcost) 2
+ndudt(ncost+msent) oo (114) 5
——udt* (nsent—mcost )

moltiplicando la ceconda dell’ equazioni (107) per
sent, e la prima per cost; ¢ goglicndole 1" una dall’
altia, ¢ riducendo pcr mezz0 della relazione sen’t
cos’i=1, otterremo

nsen $—mcost=—udt

Opcrando similmente per formare 11 valore di
ncost-4-msent , si avra

neost+msent=du 3

Sostituendo  questi  valor nell’ equazione (1 14) »
questa diverrd

ndm—mdn=—ud *udt4-2du 1qdutded.. (115)

Per mezzo de’ valovi che abbiamo determinato , I' e-
. qquazioni (113), ¢ (11 5) cambieranto Fequazione(r12) m

)
(due *u *de?) ?
7= et di—ud udtu’de’ .

¥ ¥

Delle curve trascendentu.

187. Si chiamano curve trascendenti quelle le di

cut

cquazioni contengono quantilé trascendent , © 1

geum‘ale che non pussono esserc espresse da uu nume-

-

vo finito di termini a]gcbrici. Faremo conoscerne al-
cuie dcgnc di maggiorc attenzione.

1
si.p'u'

Della spimle di Archimcede
o di Cononce.

28. Fecco in che modo pud inteuderst generata la
ade di Avchimede (Fig.16): Mentre i} rageio AD

descrive tutto il cerclio , un punto A pereorte AL mo-

2
B

16



Figa6

*w

Fig.

}0

152 CALCOLO DIFFERENZIALE

vendos1 con moto uniforme ; in modo che il punto mo=
bile il quale era in A al principio della rotazione di
M, si trovi in B, quando B ha fatto un intero giro
intorno al centro A. Il punto mobile in questo mo-
vimento descrive la spirale di Archimede,

Siano AB=a , arc BN=t, AM=u ; dictro la pre-

cedente definizione si avrd

AM: AN =arc NB: BCD ;
u:a=t.3xa,;

da cui si deduce

B —

29

Questa curva non ha , come si vede , coordinate
rettangolari . Allorché AB ha descritto I intero cer-
chio, I"arco NB equivale alla civconferenza ; dunque
allora t=2aa, il che cambia I’ equazione precedente
in

U—22a .
20

Se il punto A continua a muoversi sempre unifors
memente , 1l raggio AB descriverd una seconda cire
conferenza intorno al centro A ye se si prende BA'=BA,
il punto mobile arriverd in B' | al termine dj (juesta
seconda rotazione : allora # sard eguale a 4xa,il che
dard u=2a; e cost in seguito.

Della spirale ZOgarz'tmica.

189. La spirale logaritmica ¢ una curva polare |
(Fig.40) , nella quale %’ angolo AMT formato dal rag-
giv vettore AM colla tangente MT alla curva , ¢ co-
stante . Percid , chiamando ¢ la tangente trigonome-
trica dell’ angolo AMT, avremo

tangAMT=a ;

M —— "
R
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ora il triangola TMA , rettangolo in A, ci di la

proporzione
1:tang AMT=AM: AT ;
dunque sard
AT

tang AMT = AN

mettendo u in luogo del raggio vettore AM , ed in
u’dt

luogo di AT I’ espressiorie

, che abbiamo tro-

vato (art. 183} , per la sottangente di una curva po-
lare, avremo |

1angAMT | 0 a = —g-(-l-f;
u
da cur si otterrd
adu
— ==lt... :
- =t (116)

¢d integrando, trovercmo

alog u=t4-costante .

Sia ¢ la base del sistema Neperiano ; se a si ri-
guarda come il logaritmo di ¢ in un dato sistema
di tavole, potrd Le¢ mettersi in luogo di @, ed al-
fora Le logu rappreseutera il logaritmo di u in que-
sto sistema * ; 1n guisaché avremo

Li=t+ costante
1go. La spirale logaritmica pud costruirsi per asse-

———

* Per dimostrarlo , sia e la base del sistema Ne-
. log : -
periano ; avremo u=e ; prendendo i logaritmi
ucl sistema delle tavole iudicato da L, si avra

B logu

Lu=L (e ™ ) =logule.




Fig.42

facile dimostrare che i triangoli Amm’ , Am'm”

(art. 186 ),
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gunazione di })unti nel seguente modo : (IVig.42) dopo di
aver divica la circonferenza OO'Q” in parti egual , si
meueranno de’raggi a’ punti di divisione, e sopra que-
sti si prenderanno le parti Am, Am', Am", Am”™ ec.
che siano 1n Progrcssione geometrica ;1 punti m, m',
m', m”, m", ecc. apparterranno ad una spirale lo-
garitmica. Infatti , supponendo che le parti mm’ ,

m'm”, m'm™ , ec. abbiano picciolissima estensione ,

potranuo esser riguardate come rette 5 cd ailora sard

Am“m” cce. sono simili ; infatti gli angoli in A so-
no eguali per costruzione , ¢ gli angoli mm'A , m'm"A,
m"m”A cc. lo sono per [la proprieta priucipale della
curva j; abbiamo dunque qucsta seric di proporzioni
Am: Am' =Am': Am"
Am': Am'=Am": Am"
ec. €C.  cC,
ciecchd dimostra che le ordinate Am , Am' , Am"
Am™ ec. sono in progressionc geometrica.
** 191. Nella spirale logavmica la normale ¢
eguale al raggio di curvatura. Iufatti , poicche 1’ e-
spressione di questo raggio in una curva polare ¢ ,

¥

_ (du’4u’de ’)—; B i

r= 2di’ di—ud *udt+utde* ;f_-

bisognerd mcttere in questa formola, 1 valori di du, |

e di du?® tirati dall’ equazione della spiralc logaritmi-

ca; or I equazione (1 10) ci da |
ndt du udt?

dig = — d’u::-——-dt:--—- 2
a ’ a a®

sostituendo questi valort in qucllo di y, st avrd
)

w0’ .\ =
( ;?+“ ) 1 ' 2 _

[— i 1 Y u b
= :(‘—‘—,--}-u Y=V (‘:-;-+u e
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Da un’ altra parte , se nell’ espressiore della nor-
male, che ¢, (art. 184.)

o
v(u +"a"t‘3 ) s
du?

sostituiscasi il valore di sl troveremo  egual-
mente Y/ (—+u*); cioccht pruova che in questa
a

curva , la normale & eguale al swo raggio di curva-
tura , e come d altronde esso ¢ diretto nel senso del-
la stessa noymale , (art.155 ), ne risulta che queste
lince si confondono.

192:. Da questa lp'ro'pricti‘a ne dedurremo la dimo-
strazione , che I evoluta della spirale logaritmica ¢
un’ altra spirale logaritmica. A tal oggetto , conside-
rando il punto M della normale , come appartenente
al raggio di curvatwia, ¢ come sitiiata sull’ cstremitd
di questo , esso & sull’ evoluta, Siano (Fig:43) ' ed v'le Fig.43
coordinate di questo punto , sard facile di determinay<
le in funzione delle coordinate ¢ , # del punto M
della curva j poicché sia 0o’ un arco di cerchio de-
scritto con un raggio cguale all’unitd ; le ascisse de’

onti M ed N differivauno tra loro per quanto & la
Yunghczza di questo arco , il quale, a causa dell'an-
golo retto MAN', sard ecguale al quarto della circon-
lereuza ; sc, adottando %a notazione u uso , rappre=

. v . : .

sentiamo. con — il quarto della circonfcrenza descrit-

’ - T .
ta col ragg.o eguale ad t , avremo t':z-{-—;— , CquaZio=

ne , la quale , diflerenziata, ci dard

dt = di.
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Da un’altra parte , |’ ordinata i:olare u' del punto

N dell’cvoluta , essendo eguale alla sunnormale %::—
della spirale logaritmica ,” cambieremo & in u

d¢

nell’ equazione di questa curva, ed avremo u—au';e
percid du—adu’; Sostituendo questi valori di d¢, du,
e di u nell’ equazione (116) della spirale logaritmi~
£3 , troveremo
du'
a — o dt' ’

’

/3

equazione , che avendo la stessa forma della preces
dente, c’insegna che la spirale logaritmica ha per
evoluta un’ altra spirale logaritmica. **

Della spirale iperbolica , e delle i}n'rali comprese

nell’ equazione u= at”®.

193. La proprietd caratteristica della spirale iper-
bolica ¢ di avere una sottangente costante. Se questa
sottangente rappresentisi con ¢ , ne eguaglieremo il
valore a quello della sottangente ( art. 183 ) di una
curva lpdare y ed avremo per I' equazione della spirale
3 ica

d¢
2
u*—— =—a ;
du ’
- Noi prendiamo la costante a negativa, perch¢ allora
st ha
de dt
B
equazione , ch’essendo integrata, dg
1 t
— =+ C;

K Qq

i
i
4
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0 rimpiazzando la quantitd indeterminmata C cou ua

4

altra quantitd ~—— avremo

Qa
t  C

= ;

a a

1
U

prendendo I’ origine di¢, in modo che I' ascissa t-4-C'
sia eguale ad una nuova ascissa t', I equazione pre-
cedente diverrd

o piuttosto
== ... (119);

ciocché dimostra, che allorchd t'=o , u=o0s ; d’ on=
de segue chc il raggio vettore che corrisponde al pun~
to, ove ¥ & nullo, & un asintoto della curva.

194. L’equazione (117) c1 mostra ancora che il
raggio vettore ¢ in ragion inversa dell’ ascissa ; se fac~
ciamo successivamente {=2x , t=47x , t=0x ecc. ;

a a

aw 4w

avremo questa serie di valori per u ,

a . : . ;
—— , ecc. 3 il che c’insegna , che al termine di due

6
rivoluzioni , il raggio vettore trovasi ridotto alla me-
td di ciocch’ era alla fine della prima; che al termi-
ne di tre rivoluzioni , trovasi ridotto al terzo, e cue
si In seguito,

195. L’equazione della spirale iperbolica , come
quella delia spirale di Conone sono casi particolari
dell’ equazione u=at" ; poiccht facendo n=1, ed a

I . : ) .
S Z—, si ottiene la prima ; e facendo nz—1 , si
3
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ottiene la seconda. Tra le spirali determinate da que-
sta equazione , si distingue ancora la spirale parabo-
lica , la quale si trova facendo n=3.

Della Logaritmica.
196. La logaritmica ¢ una curva a coordinate

rettangolari , nella quale 1" ascissa ¢ il logaritmo dcl-
I ordinata ; dunque I'equazione di questa curva ¢

x=log y
da cui s1 otticne
y=a*
e per consegucnza
dy
7= a*loga .

197. Per discutere questa equazione , facciast r=;
si avrd y=si; sc lu seguito si danno ad x de’ valori
crescenti , ¢ positivi, y andra sempre crescendo ; ma
sc se si da ad x un valose negativo —u, st trovera

-, , . .
y=a = —;esivele che I’ ordinata tanto piu
; a*
diminuird , quanto pit si allontanerd dall” origine
nel senso delle ascisse ;}Pgat.ivc-a e che. inﬁue la curva
non potrd raggiugnerc U prolungamento dell” asse del-
le x, che all’ infinito, nel qual caso solamente I’ e-
. S 1 L
quazione y =—— , divarebbe y=— =0 : da cio s
a* 17
pud conchiudere che 1l prolungamcuto dell’ asse delle
2 ¢ an asiutoto della curva.
19%. Sc, a partiv dall’ onigine , si prendano delle

Fig.17 ascisse eguali , ( Iig. 17 ), AP=u, AV=—u , s

avra
PMzae , I'M = I ,

au




DELLA LOGARITMICA, E DELLA CICLOIDE. 139

dunquc si avrd

PM.PM=1.

199. La proprietd pitt rimarchevole di questa cur-
va ¢ che la sottangente ha un valor costarte : In-
fatti differenziando I equazione della logaritmica , st
lia |

dy
-~ = a*loga , -
dx 8%
da cu st ottiene
axdx 1 ydx 1

ErtER
Bttt

—, 0 —

dy loga ? dy loga

Or il primo termine di questa cquazione esprime la
sottangente della curva , (art 69 ) , dunque questa &

costantc .
Della Cicloide.

200. La cicloide & una curva che vien descritta
dal movimento di un punto N ( Fig.18), situato sullaFig.18.
circonferenza di un cerchio , che rota su di una retta
HH'. E chiaro , che in questa movimento di R verso H,
tutt’ i punti dell' arco RN vauno successivamente ad
applicarsi sulla retta RH , finché il punto N a suo
luogo va a cadere sopra H; per consegucnza, I ar-
co RN sard cguale alla retta RH.

Tutt’ i punti, pe’ quali passa il punto N in questo
movimenta , trovandosi per ipotesi sulla cicloide , 1l
punto H si troverd benanche sopra di questa curva :
ln'cndiamolo er arigine delle ascisse , ed abbassiamo
a pcrpcndicjarc NK sul diametro RR'; facciast
HP=x, PN=y , RR'=24, arcoNR=z , NK=u« ,
Sl avra

HP=HR—PR ;
x= arc NR—=NK,

O

cloé
Xi=Ze=u...(118)

vh.
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Prima di tutto elimineremo I'arco z nel modo se-
uente : si differenzierd I’ cquazione precedente , cioc=
ch¢ cl dard
dr=dz——du ... (119).

Per avere il valore di dz in fuuzione di u, 0Sscr
veremo che tra u ¢ z si ha la relazione

U= SR Z
questa equazione differenziata, (art. 42 ), da

COSZ
7

da cui si ottiene

adu
dZ:-—-—-" @
COSZ

In- questa equazionc si sostituira a €03 2 il valo~
re che si ha dall’ equazione

sen “z<4-cos’z=a? ,
o, piuttosto
a'Fcos*zzma’
e sl avra
adu

Sostituendo questo valore nell equazionc (:91) , 53
avra

d

dx = adn em = d2t ... (120),

Vi(a*—u®)
Ora non si dec far altro che esprimere « in fun-

zione di y . A tal oggetto s1a O il centro del cer-
chi generatore RNR'; avremo

OK=V/(ON°'—\K"),
a—)=V(a’=u).. (121);

o
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clevando questa equazione a quadrato , e riducende,

u=vV(2ay—y’) ... (r22)

¢ differenziando

—y )y
du = (e )4 = .. (123
Vea—rs Y
L' equaziont (121} 123) trasformano I' equacione
120) M
( ady (a—y)dy

Viay—y) Veg—y)

riducendo st trova

dr=

dpma F Y :
vV (2ay—y?)

questa ¢ I’ equarione della cicloide.

201. Di pud ottenere ancora 1 equazions della ci-
eloide n funzione dell’ arco nel modo seguente @ 1 e«
quazionc u=senz da

zmmarc(sen=u);

mettendo per z il suo valore dedotto &alt eqnazone
(122), sl avra

zzaref sen=V"(2a)—y ") 1;

sustituendo questo valore , ¢ qucllo di o nedl cqua~
aone (118), s1 avrd

xz=arc[ sen=V (2ay=—y’ ) ]—V (2ay—y )* ...(12])

* 1l seno qui corrisponde al raggio @ ; quelle del-
Ye tavole sarehbe

V(tay—3)’

et mat . " b, S AP A

ey

rd

LR
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202. Per discutere questa egnazione , andiamo pri-
ma di tutto a dimostrare , che y non pud esscrc ne-
gativo, ne maggiore di 2a: Infatti se vi st fa ys=—)’s
I" espressione arc sen=V"(2ay*—y)] diverra arcliscn':_."'
V' (—2ay'—)")], valore imaginario. In secondo luogo
sest fa y=a2a+d, | espressione arc[sen=V"(24 y—y’ )gj,
diviene arc[scu:V‘(-—-zaJ‘—J"], valore imaginario :
dunque se ad una distanza (Fiz. 19 ) BD=2a dall’
asse delle ascisse si mcni AA aralella a CC , la
curva sard compresa tra le parale le AA*, CC.

Il maggior valore che possa aver y ¢ 2a, poiche
se si fa rotare il cerchio generatore da H fino ad H’
( Fig. 18 ), 1l punto N che prima era n H si e-
levers successivamente finché amiva in D’ all’ estremi-
4 del diamwetro DD': allora 1" ascissa HD sara egua-
le ad DID, ciot alla semicirconicrenza del cerchio
gcn__(-ratox'c.

Questo risultamento ¢ conforme a quello che si ha
dall’cquazionc (124), poicché se si fa y=aa,st trova
azarc(sen=0) 5 Or I’ arco ,.il cui seno ¢ zero , dee
cssere uno Je’seguentt o, DFD', 2DF D, 3DL'D’ ecc.;
e si vede che nel presente caso questo arco ¢ DFD-.

Il punto N giunto 1 D', dopo di aver descritto
I arco HD' di cicloide, se continua a muoversi , de-
ceriverd un secondo arco D'H’ simile al primo; infine
se il cerchio generatore continua sempre a rotarc so=
pra Lasse delle ascisse, il punto N gencrerd una se-
e indeiiuita di archi di cieloide CbC', CB"'H ccc.
11 cerchio generatore potendo anche muoversi nel sen-
so di A verso I, il punto N descrivera ancora una
serie iudefinita di archi AB'A", A'B"H ccc.

1, unione di tutti questi archi ¢ ciocche forma la
cicloide nel senso piu generale.

Se si volesse introdurre questo seno, bisognerebbe scrivere
. , 3
vV (2ay—y*)

v=a.arc [sen= - 1=V (cay—y *).
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203. La normale al punto N segnato dalle coor-
dinate x, y ( Fig. 19 ) ¢ determinata dalla formo-
la, (art. 90),

d 2
normale=y v (ﬁ;—;-} 1);

- - - . d
Se in questa formola si sostituisca il valore di hild
p

dedotto dall’equazione della eicloide, si troverd

normale=yV/  ( za‘;:“j:—{-x) = V' (2ay).

Per costruire questo valore , menisi la corda ND;

sl avid
' DE: ND=ND: DB,
o
y: NP=ND: 2¢;
dunque

corda ND=v"(2ay):

e come , per la natura del cerchio I angolo BND ¢
vetto , la corda INB sard perpendicolare all’ estremita
della normale ND | dunque Hya corda NB prolongata
¢ tangente della cicloide al punto N ; poicché si sa
che la tangente e la normale formano tra loro un
angolo retio.

Si potrebbe dunque costruire la tangente al punto
N, con descrivere il semicerchio generatore BND | e
con prolungarc la corda BN ; ma per evitare di co-
struire questo cerchio generatore ad ogni puato della
curva , basterd di costroire il semicerchio generatore
sulla pia grande erdinata DD’ della cicloide (Fig.18),
¢ dopo di aver condotto dal punto N*la perpendicolare
N'E sopra DD, si tirerd la corda D'F : allora la N'T
paralella a questa corda sard la tangente cercata (questa
costruzione ¢ una conseguenza di ciocché abbiamo detto.

204. Per avey | espressione  del raggio  osculatore

della cicloide, bisogua dedurre dall” equazione di que-
»

-

I"i;ﬁ 19

F:g.xB
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. d . dy? o
sta curva 1 valori di :1;5-’6 di aé;- , che sostituirce

mo nell' espressione del raggio d’osculo, art. 150.
3
(14505 )
y"""" d:)" -
dax?

nel quale adottiamo il segno negativo , percheé sappia-
mo che la curva volge la sua concavitd all’asse del-

le ascrsse. .
L’ cquazionc della cicloide e1 da immediatamente

iy ¥eay—g) voo (125).

==y
d1 Iy
Per avere Eﬁ;— , facciasi ﬁ': Py 5i avra
21y -y’ 20
Y :
¢ diflerenziando , ( art. 23 ), si avra
20
3 i ady ..
P-"-'- o el = o alle V- (20 __])2 b
2V (—=—1) & J
dunque sara
dn a )
dy = yV(2ay—y?) ’

moltiplicando questa equazione per I'altra (125}, ot-
tervemo , ( art. 24 ), .
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d 3

dx y? ’ da?

p——
—

a
- 7"
¥

per mezzo di questi valort st ha In fine

3
{ —=3° ERNN S
| -y (2(1) 23 g 3
}:—-"_— a .y ?
Y ay> y
Y 2

Y

¢ facendo passare y nel numeratore , si avrd

1 5.3 nd
7:2% a !; y':_-—-z 23, (A3, ';‘—")\/(9(1}’).
dunque il raggio osculatore NM (Fig. 19) ¢ doppio Fig.ag
della normale ND .

205. L’ equazione dell’ evoluta si otterrd costituesn-

] j#
do i valori di -{-—V-, e di i——- nelle formole (art. 149 )
dx & *
dy?
, P
-}--"‘“"' - z _-
&y
dx?
d_y’ d_y
(1 : ) dx dy
rTe= d 3’ == =)
E-';;
e <1 troverd
sl e v ..__ . _ - ) \:”':\ :
y—B8 =—m2y, temagm=——2V (2ay=—)"):

@
3
J
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dunque

A==y , ed x:x+2v‘('3“f"""y ’)

Fig.2o 0 ( Fig. 20 )
QN'=NP, «=HP+:aNK ;
ed osservando che HP4+NK=HR , !'ultima equazio-

ne pué scriverst cosl

e=arcN'R+NK ... (126).
Prolunghiamo R'R in R" , prendiamo RR"=a , e

sopra RR" descrivest la  semicirconferenza RN'R™ :
questa passera I{»el punto N’ a causa delle corde e-
guail NR, N e s} avrd

arc NR=arc NR , ed NK=N'K’;

sostituendo questi valori nell’ equazione (126), si
troverd

a= arcNR'4-N'K',

05512
e=arcN'R+V (2a8—8%)...(127)

Questa ¢ I’ equazione ch’ esiste tra le coordinate
HQ=«, ¢ QN'=¢ appartenenti ad un punto N’ dell’
evoluta. Prolunghisi ora 1" ordinata CD=2a , ¢ sul
prolungamento prendasi una quantiti DH'=2a , ¢ pel
punto H' menist la H'D’ paralella ad HD , e tra-
;f()rtisi I’ origine H al punto H'. A tal oggetto siauo

Q=«, Q'%I‘::,G’: I* ascissa sard

H'Q—HD—HQ,

@ = circonferenza generatrice —HQ ,

- Bl 47 K 2

per rispetto all’ ordinata ', abbiamo
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N'Q=HD—QN".
)
B= 2 g=— 8 :
da quest’ equazioni se ne deduce
e=ra—o , B=2a—8:
per mezzo di questi valori 1" equazione (127) diviene
ra—d =arcNR+V (208—8"7) »
wra—e =arcRN'R"—arc N'R"4+V (2a5'—£"")
=wra—arcN'R"+V (208 —87) ;
fiz per conseguenza |
d=arc NR'— V/(2a8'—£") :

questa equazione ¢ quella di una cicloide ; dunque
P evoluta di una cicloide ¢ un’ altra cicloide.

2006. Si pub-'colla sintesi dimostrare uel seguente
modo (Iig.20), che I' evoluta HH' ¢ uua cicloide .
Si ha

0

arc R'N4+N'R=7wa ;
dunque
arc R*"N'=xa—arc RN

da un’altra parte si ha
arc RN'=arcRN=HR, ait. 148 ;

sostituendo questo valore nell’ equazione precedente ,
Siavra |

arc R’ N'=za—HR=HD—HR=RD
o

are R"N'= HR",
che ¢ lu proprietd Jdella cicloide.
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Del cambiamento delle variabile
indipendente.
** 207, Allorché ¢ data una formola , che contie-
ne de’ coeflicientt differenziali, essi non posseno esse-
re climmatr, che coll” ajuto dell’ equazione della cur-
va, alla quale questa formola si vuele applicare; co-
sl se «1 ha la formola

(145

Cde? 7 dy
d’y dr ’
dx*

e si domandi cosa essa diviene , allorch® la curva &

2

una parabola , si tireranno dall’ equazione y=ax * del-
q J

. ., dy . dy”? :
la parabola i valori di Y , edi -—‘-}—-2-, che si sostituis
dx dx

ranno 1n questa formola , ed allora i coefficienti dif-

e e cod d*y
ferenziali 'dlspamranno . Se le quanutfx Y ¢ =t

dr  dx?

s1

viguardino come incognite , vi bisognano in generale
due equazioni per eliminarle da una formola , ¢ que-
ste c1 saranno date , differenziando due volte di se-
guito | equazione della curva.

208. Allorche per mezzo di ﬂperazioni alzebriche
non figureramo pia le dr sotto le dy , come nella
formola seguente

3 I',, 1.2\
YO Y ) (a8,
'-dx’+(]}f —yd?y

st opera la sostituzione , riguardando dx , dy , e
d’y come incognite ;e poicchd, per climinarle, vi bi-
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sogna in gencrale un egual numero di equazioni,
sembra da principio che I’ eliminazione non possa ef-
fettuarsi , poiccht la diflerenziazione dell’ equazione del-
la curva non puod darci che due equaziom tradx, dy
e dy* ; ma bisogna osservare , che allorché s1 saran-
no eliminati dy e dy*, per mezzo di queste due e-
quazioni, si trovera nella formola un fattore comun
dx” che svanira.

Per esempio, se seguitiamo a suj)porrc che la cur-
va sia una parabola rappresentata da y=ax®, diffe-
renziando questa equazione due volte di seguito , st
avra

dy=2axdx, dy * =2adx? ;

Sostituiti questi valoii nell’ equazione (128) , s1 ot=
terra , dopo di averne tolto il fattore comune dx’

3'(1—{—;ia’.1,")

z’}w : .‘1?2 --‘),(I;)f

200. E facile a comprendersi la raéfione , per cut

dr? diviene fattorc comune ; poicché quando in
, . &’y dy .
ana formola , che prima contenea —5 ., € 5—, sl
dr dx
. . % - - (‘Izu *
¢ fatto scomparire il ~ denominatore di Jmd 8 WL D
%
: d’y dy
termint , all” infuori di quclh affett: da { c da -~ ,
da dx

hanno dovulo acquistare il fattore comunc dx’ al-

. . , dy-? .
lora 1 termini ¢l erano affetti da T_’ non piu con-
du

teugono da, mentreeche ¢l altei afletta da(T)-f—- rac=
L] l‘
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chiudono d.xr al primo grado, giacché il prodotte di

9 |
:i{- per dx? si riduce a dydz. In scguito , allorché

si differenzia I’ equazione della curva, e che si otten-
gono de’risultamenti della forma dy = Mdx , dy’=
Ndr?, questi valori sostituiti ne’ termini affetti da dy ?,
e da dydr, li cambieramno , come gli altri termint
in prodotti di dx?.

210. Cioccht diciamo d’ una formula che conticne
i differenziali de¢’ due primi ordini potendosi applicare
a quella, nelle quali questi differenziali si elevono ad
ordini superiori , segue da cid , che differenziando I'e-
quazione della curva tante volte guanto sard pecessa-
rio , potranno sempre togliersi dalla formula proposta
1 differenziali che sono 1n essa countenuti.

211. Non sarebhbe lostesso , se la formola contenesse
de' termini affetti da d%x, da dPx ecc., oltre 1 diffe-
renziali , che abbiamo esaminati ; potcclie supponia-
mo , per ccempio , che 1n questa formola vi entras-
sero i seguenti differenziali , duc, dy, d’x , d’y, ¢
che differenziando due volte di  seguito I’ equazione
rappresentata da y=fx , se ne deducessero queste e-
quazioni

F(x,y, dy, de)=0, ¥F(x,y, dr, @y, d’x, d* y)=o,

con queste due equazioni non si potrebbero elimina-
re, che duc de’tre differenziali dy dx d°y, ¢ i
vede che sarcbbe impossibile di fare scomparire tutt’;
differenziali della formola ; vi ¢ dunque , 1in questo
caso , una condizione tacita espressa dal differenziale
d’z: ciot che la variabile x ¢ essa stessa considera-
ta comc una funzione di mna terza variabile, che non
comparisce nella formola, ¢ che si chiama la varia-
bile indipendente 5 cid diverrd chiaro , se si riflette
che 1" equazione y—fx potrchbe nascere dal sistema
delle due equaziom
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x=Ft, y=ot,
tra le quali si fosse eliminato ¢ ; cosi I' equazione

Yy =a L ; c) si ottiene dal sistema delle due

altre

x=bt-}-c, y=at®,

¢ s1 conosce che yed x debbano variare in virti dell’
accrescimento che ¢ pud ricevere ; ma I’ ipotesi che
x ed y variino per degh accrescimenti dati a i, sup-
pone, che vi siano delle relazioni tra x e t, e tray
e t; una di queste & arbitraria, poicch I’ equazione
cke noi rappresentiamo in generale con y=fx , essen-
d : (r—c)’ :
0y PET €SEMPIO Y= g—o—meiee , se tra t el x si

bl
e P’
stabilisce la relazione arbitraria x=——, questo va-
¢

3
. X e . %
lore messo nell’ equazione _y:a( ) Ia cambierd 1n

bl
(P—e')’

: , .
s » equazionc, che, combinata coll’ altra

Yy = a

t!
x¥=—-, dec riprodurre per mezzo dell' climinazione ,
c

g—c)? -
¥ = a(-—-—[;;—l- ,» sola condizione , della quale si dee
aver conto nella scelta della variabile 2 .

212. Dunque la variabile indipendente ¢ si puo de-
terminare arbitrariamente. Per esempio sl prcndcr"l
rer questa variabile indipendente , la coida , T arco,
"ascissa, o I' ordinata ; se t rappresenta 1" arco della

curva , bisogna ehe si abbia t=V (dx’4dy?) ; se
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rappresenta la corda, € che Dorigine sia al vertice
dcw; curva , si avrd 2=V (2’4 ?); infine ¢ potreb-
be essare I"ascissa o0 1" ordinata, ed allora si avrebbe
I=x . 0 I—y.

213. La scelta di una di queste ipotesi, o di qua-
lunque altra , divicne indispeusabile , onde la for-
mola , la quale conticne de’ differenziali , possa ¢s-~
sernc sgombrata ; se¢ noi non lo facciamo sempre , &
perche supponiamo tacitamente che la \‘ariabille indi-
pendente ¢ stata determinata. Per escmpio nel caso
pit ordinario ove una formola mnon contiene che i
differenziali dx, dy, d*y, d3y ecc., si fa I ipote-
st di prendere la variabile indipendente per 1’ ascissa,
poicche allora ne risulta

; dr d?r d?x
= — I —raan = -_— 0 eCC,
7 de 7 de? > g3

e st vede che la formola non dee affatto avere diffe.
renziali secondi , terzi ecc. di x.

214. Per ristabilire la formola in tutta la sua ge-
neralit) . bisogna che r ed ¥ stano funzonr dv una
terza \-'ariabile i[ldiPellden‘lc Z;(: che si abbia? 31'[.9,_;’

dy  dy dr
At T e A
st deduce da questa equaziouc
Q.
%{—-:—% ... (129)
dr

prendendo 1l differenziale secondo di ) ed operando
sul <econdo membro , come si fa per le fraziom ,
(art. 19, ) < troverd
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dx d’y dy d’xz
'y _ dt dt dt de

W — SRR T .
e dx?

dx'_?"

In questa espressione dt fa duc officii ; 1'uno ¢
quello d’ indicare quale ¢ la variabile indipendente 2,
¢ I'altra di cntrarvi come seguo di Algchra. Noi po-
tremo considerare dt solamente sotto il sccondo rap-
porto, senza perdere di vcduta che ¢ ¢ la vanabile
indipendente 5 allora toglicndo dz? come fattore comu-
nc,ll’)cspressionc Prccedcntc diverrd piu scmplice, scri
vendola cosi

d’y  dxd Ty—dyd®x

dr dua’ ?

¢ dividendo per dr , essa diverrd

&y dadzydyd’x

—t—

dux? d3

215. Operando nella stessa maniera sull” cquazione
(129) , st vede che prendendo ¢ par variabile indi-
pendente il sccondo membro dell’ equazione diviene
wlentico al primo; per conscguenza , allorche si pren-
de t per variabile independente ,non i ¢ che un sol
cambiamento a fare nella formola , che conticne 1

. g ody o d?y
cocflicienti differenzialt —=— ¢ —=

b
dx da?

, cioe di rim=

piazzarc questo secondo coefliciente differenziale con
dad *y—1yd*x
dx’

Per app]icare queste consideraziont al_raggio di
curvatura , la cul cquazione ¢ , { art. 150 )
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dy* >
_‘( 1 4 T )
}""" dzy 4
dxz

nel caso che vogliasi il valore di 5, prendendo ¢ per
variabile indipendente ; questa equazione diverrd

dy* 2
s y
1+ )

:_"" T R T T TS ©
? drd y—dydir ?

dx

dx'4-dy?
ed osservamlo che il numeratore equivale a (dx d+’ ) .
X

|-

-

si avra

¥
(dxn_l_d.)’:)z

y=

dxd? y—dyd*x

216. Questo valore di supponc dunque che x |
ed y siano funzioni di una terza variabile indipenden-
te; ma se questa variabile dovesse essere x | ciod se
SI avesse t=x, si aviebbe d *r=o | ¢ questa formola
tornerebbe ad essere quella del caso ordinario , djve-
ncudo

.o (130)

AR (I hd-)/: ) _:‘f
(dx’4dy?) * dr?
P = — TS -
d dr d’y u
d-l:l

317. Ma se invece di prendere x per la variahile
dipendente |, si volesse che questa fosse "ordinata |
questa condizione sarebbe espressa dall’ cquazione y=t;
differcuziandola due volte di segulto , si aviebbe

dy d’y
@ Thgt T
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La prima di queste due equazioni ci dice solamen-
te che y & la variabile indipendente , ciocché nulla
cambia alla formola ; ma la seconda ci mostia che
d*y dee esser nullo , ed allora I’ equazione (130) ri-

ducest a 2
_ (dx"4dy)?
=Ty J'&—T-

218. Bisogna osservare , che quando la variabile
indipendente & x , e che per conseguenzasi ha d«x’=o,
3uesta equazione ci mostra che dx ¢ costante; d’ on-

e ne segue, che in generale la variabile , la quale
viene rignardata come indipendente , ha sempre un
differenziale costante.

219. Infine se si prende 1'arco per variabile indi-
pendente , si avrd

di=v(dx24dy?) ;
clevando a quadrato e dividendo per d¢*, questa e-
quazione ci dard

dx? n dy?

der " de? T
differenziando (uesta cquazionc ’ riguardcremo y (arl.
218 ),dt come costante , poicche ¢ ¢ la variabile -
dipendente ; ed operando a tenore della regola degli
esponenti , s1 trovera

I3

odxd *x adyd’y
T e

da cui si ha
dxd *a=—dyd’yy

per conseguenza , S¢ nell’ cquazionc (130) st sostitui-

sce il valore di d*x, o quello di d*y , si avra vel
primo caso

3

(dx*4-dy )z

Vil 4y )
il A Ty
(da *4-dy*)d’y

d’y

¢ —

v —
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e nel secondo

(e 7)) V(e )
dy = == dy.

Y =Tl e VT 4’z
aa0. In ciocche prccedc ci stamo solamente occu-
dy d?
pati de’ due cocflicienti differenziali d)/ 1 '): 5 ma sc
e dx

la formola contenesse de’ coeflicienti differenziali di or-
dini pia elevati, bisognerebbe , con de’ metodi analo-
ghi a quelli che abbiamo impicgalo , determinare i

valort du
d’y d*y )
dx? ? di Qg s O che si rapporterebbero al' caso,

in cut x ed ¥ sono fwnzioni di ung terza variabie
* N

indipcndcnlc .
Del metodo degli infinilamentc piceoll.

22%. Le noztoni che abbiamo dato dell” mfinto ridu-
cousi 3 questa proposizionc : una uantitd non puo dirss
wifinita , quando & auncora suscettibile di acerescimento.
Per conscguenza sc si ha a4, ed x diviene tufini-
to, bisogna supprimere @ ; altrumenti si snpporrebhe
che x pud ancera awmentarsi di @, ciocch’ ¢ coutic
la nostra defimzione.

222. Questa proposizione essendo fondamentale | 10
mi sono impegnato di Jimostrarla m oun modo pus
soddisfacente , nel seguente modo . Sia U cquasionc

1 1
— 4 —=M...(131);
a + xX ( )7
moltipl.icandola per ax , st ottiene

rFa=Max. .. (132},
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Cid posto, supponiamo che x diviene infinito, Ia

¥

1

frazione — essendo giunta all’ ultimo suo gradu
= .

di decrescimento, si riduce evidentemente a zexo ;5 al-
lora I equazione {131) divieue
 §

M= —— .

¢

Questo valore sostituito nella equazione (132), da

x4 a=c.

Ciocche mostra, che x<ea riducesi ad x well’ ipotesi
di & mbnito .

a23. La quantiti @ , sispetto alla quale x & iufi-
Bito, ¢ ciocchd chiamasi un wfinitamente peceoko
per rispetto ad .

224. Come nad non  prendiamo in censiderazione
che 1 rapporti delle quantita , la dimostrazione preces
dente ha luogo , anche quando x ha un valore finito,
pucche perd @ sia infinitamente piceolo | rispetta ad .
La teorica delle fraziont da ragione di questa veritd.
Infatti , se la quamita finita & si paragona alla fra-

?

b
zione — , egli & certo , che quanto put il deno-

minatove = aumenterd , tanto put dimiruicd la frazio-
ne j¢i sorta che | questa frazione diverrd assolutamen-
te mulla, quando z diverrd ndinito 5 ¢ come tale Jo-
vrd svame o paragone di &, che in questo caso. sa-
¥a mhmto per rispette a — .

225. Benche due quantitd siano infinitamente pre-
cole , nou ne seguc pero che b Joro rapporto s

12
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Y b .
nullo, poicché — : —==a : & . D altronde si
o' (oo

mmprende che due quantitd infinitamente picco]c pos-
sotio contenersi come due quantiti grandissime: per-
cio rappresentando con dxr , dy due quantitd infini-

tamente piceole , segue da crocche abbiamo preces
. dy
dentemente detto , che non ¢ nullo il rapporto = - | i
x |

risultamento conforme a quello che abbiamo ottenuto |
per meczo della considerazione de’ limiti, ?

220. Alloiché¢ una quantitd x ¢ infinitamente pic-
cola per rispetto ad una grandezza finita a , il qua-
drato 2! ¢ inhunitamente piecolo rapporto ad x .
lufatti la proporzione 1:a=c'a? ¢i dimostra che z* si
contiene 1u x tante volte, quante x nell’ unita, cio
un infinito numero di volte. Nello stesso modo st die
mostrerchhe, per mezzo della proporzione x:a *=x 1 %,
che essendo 2 infinitamente piccolo rispelto ad o , dee
esserlo ancora il termine x per vispetto ad a? 3 Per tal
ragione gl infinitamente piccoli sono stati divisi in

ditfereutt ordini : cosi  negh esempii precedentt x &
un wiitamente piceolo di prim’ordine; x?* lo & di

secondo ordine 53 x?® ¢ linitamente piccolo di terzo
orduie , ¢ cnsl in seguilo.

227, Osservist che se x ¢ infinitamente piccolo per
vispetio ad @, lo stesso dovrd dirsi di a moltiplicato
per una quantitd finita 4. Infatti 2 potendo esser con-

siderato come wvna fraztone , il cui denomivatore sa-

. . ¢
rebhe finito . pud rappresemtarsi con o, 0 che

' [)(‘

st abbia = U ZZ e queste quantita sono cgual-

mente nulle per rispelto ad a.
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228. Come un infinitamente piccolo di prim’ ordi-
ne dee svanire a fianco di una quantita fimita , cus
essa non pud dare verun aumeuto , cosi dee svanire
un mfinitamente piccolo di sccond’ ordine a fianco di
quello di prim’ordine ; e cosi in seguito .

Vei esempio se si ha questa espressione

at+-by-tcy*tdy*

¢ che y sia un infinitamente piccolo di prim’ ordine,
ey® ne sard uno di second’ ordine, e dy? di tazo
hisogna dunque togliere dy *, perché questo nou pud
aumentare cy® : e come ¢y® non pud aumentare by,
st cancellerd egualmente : infine si cancellerd ancora
by , poiccheé questo infinitamente piccolo di prim’ or-
dinc non pud aumentare la quantity finita @ |, ¢ re-
sterd a . |

229. Due quantiti infinitamente piccole x ed y
danno per prodotto un infinitamente piccolo di se-
cond” ordine : infatti dal prodotto xy sc ne tira la
proporzione

1Y =x oy,

Ciocche ¢ fa comprendere che xy ¢ infinitamente
precolo per rispeite ad x , come Jo ¢ ) mispetto ad
1, cto¢ che ay ¢ infinitamente precolo di second” op-
dine .

s30. Nello stesso modo s dimostrerebbe | che il
prodotto di tre quantitd infinitamentc precole del pri-
mo ordine da un infinitamente piccolo di tereo or-
dine .

231. Si pnd ora dar ragione della teorica della dif-
fevenziazione eseguita col metodo degl’ intimitamente
piccoli. A tal oggetto se s1 suppone che in una funzio-
ne di v, la variabile x abbia un accrescimento infi-
mtamente ptccolo. rappresentato da dor | in modo che
r divenga x<+dx, la differenza del nuovo stato dal
primo sard il differenziale d; questa funzione, 7

232, Per esempio | per trovare b dilfevenziale A
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ar , poccht questa funzione diviene a (x4dx) =ax
+4ada , se se ne tolga ax , restera adx , chic sara il
differenziale di ax .

233, Cerchisi di pin il differenziale di ax® 5 biso-
gnerd da a(a4drx)? toglierne ax’ ;sviluppando , ¢ ri-
ducendo . si trova in primo luogo 3ax *de+3axrdr’ 4
ad.c? 5 cio posto adx’ cssendo un infinitamente pic-
colo di terzo ordine non pud aumentare Jaxdx?® |
per conseguenza si cancellerd ada?  similmente 3adx’,
¢l ¢ un infinitamente piccalo di sccond’ ordine , dee
esser cancellato | perche 3ax*dr ¢ un infinitamente
piccolo di prim’ordine, ¢ restesd 3ac?dx , che sard
il differenziale diax? .

3%, Vacendo uso dello stesso principio , s diffe-
reazierd ogni altra funzione di x , con aver la cura
di cancellare gl wfinitamente piccoli degh ordini su-
periori 5 il che riducesi a comservarc il solo primo
termine dello sviluppo , come appunto si fa col me-
todo d¢’ Jimiti .

Per esempio , per trovare il differenziale di fxr, n
vece di scrivere

f_("”“;)“"f": A4-BLACL* + ecc. ,

| 1
che nel caso det limite da -(-—f—l- do=Adr p(:l differen-
dx

siale di_fir,si avrebbe f (x4 die)=fa4-Ada +Bdx’
Cdr’+cce.
mglicndune la funzione primitiva , resterebbe

Ada4-Ddr’4Cdx °+ ccc. 3

¢ come si doviebbero supprimere gl infimtamente pic-
coli di ordint superiort resterebhbe 1l solo termune
Ada , che sarehbe il differenziale cercato.

235, Per trovare il diflerenziale del prodotto di duc
variabili ), 5, siosupporra che quando & divienc
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r4dx, y diviene y4dy, e = diviene sz n pro-
dotto ay si convertira allora in ()=+dy) (c4-dz): svi-
luppando e togliendo yz, restera ydz 4 zdy+dyds -
L ultimo termine di questo risultamento essendo un
infinitamente piccolo di second’ ordine , dovid caneel-
larsi , ¢ pel differenziale di )z resterd I' espressioue
v}‘dz -+ ::d‘)f .

236, Si dedurrd in seguito da quest’ultimo difle-
renzidle quello del prodotto di un maggior numero di
variabili , ¢ finalmeute quello di 2™, col metodo che
abbiamo seguito , allorche abbiamo impicgato quelle
de’ limitr .

23-. Il differenziale di a* si otterrd ancora facilis-

simamente , allorché st avrd lo sviluppo di a®” de o

h,(ill‘l.

'
FL

questo S\‘illlPPU si trovera come qucl]o di a*™

Jlx 2
—_—als

36 ) 5 inseguito si cercherd il valore d a’
¢ conservando 1l solo primo termiue , s1 vigetteranno
gl altri, come infinitameute piceoli di ordiui SUpe-
riori a quello del termine couservato . Dal difleren-
ziale di ar ,se ne dedurrd in seguito quello di loga,
come sopra s1 ¢ fatto.

238. Per ciocche riguarda il differenziale di senr,si ha

sen (a4-dr) —senx=senrcos dugsen da cos ay—sen a
L' arco dx cssendo infinitamente piceolo, si ha

cosdr=1, ¢ sen dr=dux;
per mezzo di questi valori st trova
d senx=dx cos x.
23g. Il problema delle tangenti ha in certo modo
prodotto il caleolo differenziale 1 ecco i qual modo
si scioglie questo problema col metodo degl’ wtinita-
mente piceoli .

Sieno PM , e P'M” ( Fig. 3 ) due ordinate in- g,

finilamente vicine; ed MQ una paralella all’ asse del.
fe ascisse ; Ia tangente MT polr:‘i essere cunsiderata

Y]
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Fig. 3 come il prolungameuto dell’ elemento MM della cur-

va, poiccht questo elemento essendo piccolissimo
uo considerarsi come una linea retta : chiamisi AP, x,
f’)l,}*, I'accrescimento di x sard PP'=dx , e quello
di y sara M'Q=dy . 1l triangolo infinitamentc picco-
lo MM'Q essendo simile all’ altro MPT , si ha

MQ: MQ=MP:PT,

O
dy: dr=y: PT;
dunque
PT:‘ZE’E .
dy

In seguito si troveranno la normale , la tangente
e I equazioni di queste linec , come si & fatto negli
articolt 70 ¢ 71.

240, Per avere il differenziale di un arco , si ri-
uarderd I’ arco , compreso tra le ordinate PM | e
'M’ infinitamente vicine , come una Jinca retta 5 ed

allora chiamando s 1’ arco totale , MM’ sara ds, el

triangolo MM'Q dard
NMM7?=MQ* +M Q*
ds* = du’ 4 dy?;
estraendone le radice quadrata , sara

ds=v (dx’+dy?).

** 241 Il differenziale dell” arco di una curva, rap-
portata a coordinate polart, st trova benanche facilis-
stmamenle per mezzo del metodo degl’ infinitamente
piccoli. Infatti ( Fig. 41 ) siano RR', MN due ar-
chi di cerchio desentti, il primo col raggio ¢, ¢ I
aliro col raggio u , nell’ angolo infinitamente piccolo
MAM  formato da duc raggi vettori , il triangolo
NM'M potrd esseve riguardato come rettilineo , e ret-
tangolo 1 Ny sicché st oavra
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. J__ "Ry Y AT
MM'=y (NM?4 NM ) ;

ed osservando che M'N=du , e che MN=udf, in
virtu della proporzione

1: dt=u: MN |

potremo vimpiazzare NM' ed MN per mezzo de’ loro
valori § e, mettendo ds in Juogo di MM’ si avrd

ds=v (du’*4-u7de?)

Lo stesso triangolo MM'N  paragonato all’ altro
MAT ¢t fard ottenere la sottangente di una curva
pu]arc per mezzo della proporzioue

M'N: MN=M'A: AT;

o, nmpiazzando AM’ con AM | che non ne differi-
Sce, Seouon per una quantitd isfinitamente piceola,

det wdt = w: AT ,
d’ onde si tira
d¢
AT =5 — ;, »*
du
Del metodo di Lagrange I})cr dimostrare 1 principit
del. Calcolo differenziale , senza la considerazio-
ne de’ lunite | degl infinitanente piceolt , o di
qualunquc quantita che svanisce.

242. Abhiamo veduto di quale utilitd era il teo-
rema di ‘Paylor uello S\'i]llpp() delle funziont i serie,
Lagrangc avendo osscivato che 1 principi Jella dit=
ferenziazione erano rinchiusi in (qu.sto teorema , giun-
se a dimosirarlo , senza far uso del Caleolo dilferen-
ziale ;. con un metodo , che anderemo a moditicare
nel seguente modo.

Sia ,_?mf(-'!'-l'*’l); per la natura & (luv_qla funzione
bisogua , “che /(M) viducasi a fi, allovehe st fa
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f=>: cid avrd luogo, se la parte che contiene % in
questa equazione, ¢ un moltiplice di 4 : rappresen-
tiamola con P si avrd

S(xth)=fe 4 Ph:

Potendo P essere una funzione di &, se indichia-
ma con p Ja parte di P oindipendente da £, quando
l=>s; ¢ con Qh la parte che dipende da £, avremo
P=»4-Qk : continnando questo raglonamento ,si avra
questa serie di equazioni

y =fx 4 Ph
P=p + Qk
Q=g+ Rk
ec. €C. cc.

Metteudo nella prima di queste cquazioui i1 valore
di P dato dalla seconda, si avra

¥ =Sa+ph+ QR :

mettendo in questa equazione , il valore di Q preso
uclla terza cquazione, si avrd

y=frtphtgh*+RE7 5

continuando cosi, ¢ mettendo f'(«+h) n luogo di y,

SI avri g(.‘n(:l'al moente

f(x—{—/z)::ﬁr'?‘/)fz-{-q/c’+r/z’+s/z. *4 ccc.. (133).

243, L' espressione f'(x+h) rappresenta, in genera-
Je , 1a funzione non ancora sviluppata in serie; se in
questa funzione cambiisi & in ¢, siaved lo stesso
risultamento ,  che se st {osse cambiato 2 in /4t .
Infatti questa funzione non potendo racchiudere x
senza che questa variabile non sia scguita immediata-
mente da £, un termine della forma A(agh)™ , per
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esempio , diverrd A(a-14-k)" , quando si sard sosti-
tuito x 4-¢ ad a1 ; ¢ questa quantita ¢ la stessa di
A (a4/41¢)7, che risulterebbe dalla sostituzione di
h+i in luogo di & nclla funzione A { x 42 )" ;
ciocehe dicesi di questo termine , dovendo “applicarsi
a tutti gli altri, ne segue, che nelle due ipotesi 4 il
primo membro dell’ equazione (133) dard luogoe a
de’ risultamenti identici 5 donde segue che lo sviluppo
JSatph4gh’4 cce. dard lo siesso risultamento , o
rimprazzando x con x 47, o o con b4 1. |
244. Sostituendo primicramente £+ 7 ad % in
S+ pl4ql* 47> 4 ecc., si avrd
Sap (A1) +y(htD)" 4r(h4-1) 4 ece. ... (134) 3
¢ serivendo solamente 1 due primi termini di ciascu-
no di questi bimomii , ne vemra
Jutpltpidgl i F2qli+rk '+ 3%+ ece. . .. (135).
In seguito per ottenere il risultamento della sostitu-
zione di x+1z n luogo di & nell’ espressione S ph
qh* 417 >+ ece., ossevvisi , che avendosi in questa serie
I’ effettivo sviluppo 1o /7 , questo accrescimento non en-
trerd v far, ¢ ne’ coctlicients p, g, r,s ccc. , quan-
tita le quali, non potendo racchiudere che a , ne deb-
bauo essere viguardate come funzioni; ¢ poicche 1" e-
quazione (133) ha luogo per ogni altva funzione di
a, la sostitwzione di a4 in vece di x cambierd

S in frdpidqgi?4r’ 5% 4 ccc.
panppidp i pi Pp 1 M ece.
ging +qidq 4 qgve’ + 471 %+ ecc.
r iu r i T 1 4 ecc.
sin s+ i 4 50 48714 e ccc.

ecC, CCC. €CC. CCC,
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Non v’ ¢ di bisogno prevenire , che le lettere ac-
Centate rappresentano 1 coeflicienti delle differenti po-
tenze di ¢ in questt sviluppi : Sostituendo questi va-
lovi di fir, di p, di g, di r, di s ecc. nella serie

Jatpldegh®4rh 4 ecc. , si otterri

Jrx4pidgi’4ri '+ ece. +(p4pidp i+ eccHk
+(y+q144¢"T ecc)h *(r4rida” recc)h? cc.(136).

245. Questo sviluppo dovendo essere identico (art.
243 ) all’ altro (135) , bisogna che in ambidue glt
sviluppi siano eguali 1 termini che contengono le stes-
se potenze di & ( mota seconda ) per consegucnza :
paragonando i termini affetti Ja A, da %77, da A'i,
ecc. di essl, si trovera

y=2q, q=3r, r=fs, ecc. ... (137).

246. Abbiamo veduto , (art.244 ), che p era in
generale una funzione di x; sicché rappresentando p
con f'r , ¢ chiamando S x il termine che moltiph-
cherd il coefficiente di £ nello sviluppo di _/"(:r-}):)',
chiamando similmente £”x il cocflicicnte di £ nello

sviluppo di f“(r+£), ¢ cosi in Seguilo , avremo ue=
ste equazioni

S+l =fre+hf a4 termini in k2 in k3 cce.

/ '(:r+/z):f':c%f_g” “wet termint in b2 in k2 ece. ‘

S @)= f " e termind in b vin & ee (138).

ecc. ecc. e,

247. Per ipotesi abbiamo, ( art. 246) , =
dunque se in questa equazione st fa a—=a A, s1 avrd
pAph4p l® Gp P+ cee = f (x4 k) ... (139) ;
metlendo in questa equazione il valore dv f'(ath)

dato dalla seconda dell’ cquazioni (139) | si avid

piplhip h®ece.= f b o ternind i ki L ec.
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Questa equazione avendo luogo , qualunque sia il va-
lore di %, bisogna che siano eguali i termini che
contengono le stesse potenze di £ ; dunque sard

p =S
Questo valore di p' cambierd la prima dell’ equazioni
(137) in f"x=2q; donde ne dedurremo
g=s/"x;

se m questa cquazione si cambierd x in x 4k , ne

verra
9+ q¢ h b 4 ece. = -f(x4h)
mettendo in luogo di f”(:r+ﬁ) il suo sviluppo dato

dalla terza dell’ equazioni (138) , avremo

q+(/'/l+(,“/¢ 3_+ eCC.o ‘:;"(f”l+;l fm.l'+

terminiin k', ink’ | ecc. );

paragonando 1 termini che moltiplicano la prima po-
tenza di L, avremo g'= ; f"x , valore , che messo
nella seconda dell’ equazioni (137) , la cambicra in

2/ "a=3r, d’ onde si dedurra

1 I -
r- ———— § S— x *
J 2 f ?

continuando cosi , troveremo successivamente tutti gl
alint cocfhicienti dell’ cquazione (133) 5 sustitucndo
questa equazione 1 valovi di p, di ¢, di 7 ece., si
avra

}

h? h
Satl)=fidhf'a +1-z-‘-’-f".'r—i-;.—3-— "1+ ece...(140)

248. Se si csamina ora la prima dell' equazioni
(138), si vedra che S, essendo 1l coelliciente di &
, , dfer  dy |

uello sviluppo di f(w41) , rappresenta ;.‘l/;’ 0 =3 5i-
i

53
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milmente esaminando la seconda dall’ equazioni (138),
st vedra , che il coefliciente /"2 della prima potenza

di %, nello sviluppo di f"(x-4-k) debba rappresentare

d j"‘r - d‘_},
Az Y Tl ay

ﬂx T dr??
€ cosi 1n appresso 5 per conseguenza , sostiluendo nel-
I equazione (140) questi valori di fie , di /2, di
Jx ece., si troverd
dy, d*yh? >y i’
x4h) = fr4 Zh$-—=. —+cc..(141).
S (=) St dx +d.‘z;’ 1.9,+da:’ 2..’5+ (141)

249. Iu tal modo si arriva alla dimostrazione del-
la formola di Taylor, senza far uso del calcolo dif-

, d
fcrenziale. L' espressione a-!-, che entra in questa
formola , ¢ 1l segno dell® operazione , per mezzo della

gua]c st otticne il coefficiente di £ uello .s‘\'ilum)u
t f(x4h): trovato questo coefliciente , ' es-
: d’f q ,.,V

Spl’C?SlOﬂl d-;" 3 dxi

ctere la stessa operazione , potremo conoscere 1 cocf-

ficieuti delle altre potenze do £ 5di sorta clic non ab-

biamo bisogno ,che di conoscere, per mezzo dell” Al-

, ccc. ¢ indicano, che col ri-

: , dy ; :
gebra , ciocche dee essere & per ogui fuazione. Per
.
: : . . dy
escmpio se si domandasse quale ¢ il valore di sl
ax

allorche la funzione & x™, st svilupperebbe (a4-7)"
per mezzo della formola  del binomio , che darebbe
dy

2”4 ma™™ 4 ecc., ¢ come j"—-— dovrebbe andicare
o
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il cocfficicnte della prima potenza di % in questo

sviluppo , si avrebbe (-l-‘-’l— —mx™ '. In tal modo
dx

tutto riducesi a poter trovare con metodi analitics
lo sviluppo delle differenti  specie di funzioni , che
I Algebra puo presentare questi metodi non sono dif-
ferenti da ‘quelli , che abbiamo fatto conoscere per
sviluppare e diversc funziomi, le quali per mezzo della
loro combinazione , danno tutie le altre : & tal
modo che abbiamo ottenuto gli sviluppl di

a” o , di log (a+k) , di cos (x+h) , ccc.

250. Ecco dunque un terzo metodo , col quale i
principii del caleolo differenziale trovansi dimostraly
in una manicra indipendente da ogmi cousiderazione
di limiti , infinitamente piccolt , o di quantiti che
svaniscono ; ma questo mctodo nondimeno non puo
escludere quello de’limiti , perche quando st discende
alle applicazioni , e che si vuole , per csempio , de-
terminare i volumi, o le supetficie , rettificare le cur-
ve , o ottencre I espressiou delle sottangentr . delle
sumormali ecc. , si dee sempre ricorrere i limiti, 0
agl’ infinitamente piccoli.

251. Considerando gli sviluppi delle diverse fun-

zioni (x+472)", a & y log(a4-F) , sen(a—-4) ecc.3
che 1 Algebra ci offre; come queste funzioni sono m
numero molto limitato , si pud facilmente riCONnOsce~
re, che, ne Joro sviluppi coefhiciente della prima
potenza di & non & nc nullo , né infinito , almeno
finche x conserva il suo valore indeterminato 3 cice-
che per altro risulta dalla dimostrazione precedente .
Infatti supponiamo che fosse p=0 nell’ equazione

(e l)=fue4phtqlk’ Grh’ 4 ccc.

potrebbero accadere due casi: o il valore di &, che



190 CALCOLO DIFFERENZIALB

rinchiudesi in p , dovicbbe esser dato da un’ equazione
identica, o da una che tale non fosse ; in quest’ ul-
timo caso p=o rappresenterebbe un’ equazione di
un certo grado , ¢ questa equazione non  dareb-
be che un numero limitato di valori di x , cloc~
che sarebbe contra I’ 1potesi , che suppone in x una
quantita indetermiuata ;ma se p=o0,ciot f'x=a fosse
un’ equazione identica in x (*), facendo z=x+% , si
avrebbe ancora f (a4A)=0 , ¢ come k. entrerchbe
ovunque entra x , questa equazionc, considerata per
rispetto ad & , sarebbe ancora identicamente nulla,
© , in altri termini | questa equazione avrebbe luos
go per qualunque valore di 43 lo stesso avrebbe an-
che Juoga nel suo sviluppo , che, dietro I equazionc

(139) ¢
p+/)'k+])'r]£’+flmk '+ €CC.—0.

Ma allorche w’ equazione di questo genere ¢ nulla
idipendentemente da & bisogna che i cocflicienti
delle differenti potenze di A siano nulli separatamente
( nola seconda ), ¢ che percio siabbia

p=0, p"=o, p"=o, ccc.
Sostituendo questi valori nell equazioni
V=2, pP==3r, p"=—}s, ccc.,

che risultano dall’ identita de’ termini afletti dalle stes-
se potenze v if, div A, di P, nelle seric (134) ¢

(136), si otterrebbe

=0, 1=, =0 €Cc.

R R R T

»

Il caso nel quale p non conticne x ¢ compreso
in questo , poicche se il valove p s ch ¢ nullo |
rappresentist con q—a pUO. €SpPrimerst Con ¢ —— X

—q—a ).
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¢ come Inoltre p=o , I’ cquazione (133) si ridurreb-

be a
S(ath ) =/fr;

bisognerebbe dunque che x4 sostituito ad x non
combiasse la funzione , ciocché esige che questa fun-
zione fosse identica , o costante 5 poiccht ¢ noto che
s¢, per escmpio , fr fosse della forma x*—2" , o
dell’ altra ¢4-2?—x?, la sostituzione di a<A in ve-
ce di x, darcbbe sempre lo stesso risultamento ;e si
vede che nel primo caso la funzione sarebbe identica,
e nel secondo’ si ridurrebbe ad una costante ¢ . Se-
gue da ciocché precede , che il coefliciente della pri-
ma potenza di £ non pud essere nullo nello sviluppo
generale di f (a+4-4),

Non sarebbe meno assurdo il supporre questo cocf-
ficiente infiuito ; poicché il secondo membro dell’e-
quazione (133), divenendo infinito , tale sarebbe anco-
ra il primo, ciot si avrebbe f(ax+4h)=« ; e come
J (a+4) ¢ formato in a4 , come lo & fx 1o x,il
termine che m f'(a+4) renderebbe inhnita questa cs-
pressione, dovrebbe reuder parimente infinito fa. Per
esempio se f (x4 A) racchiudesse un termiue della

A [ Y » b} . . Y .
forma -~ , cli’ ¢ infinito ,egli ¢ eviden-
(xl)—(a4-1)
: : A
te , che si dovrebbe avere in Sx il termine "
P

che sarchbe parimeute fintto.  Segue da cid che la
funzioue proposta sarchlic 1ufinita , ciocch¢ noi non
supponiamo.

252, L espressioni fa . f"x, [ ec. sono cioc-
chi¢ Lagrange chiama Sunzione prima , Junzionce sc-
conda , funzione terza cc. , ed in generaic ne sono
le funzioni derivate. Lagrange 1ndica le funziom de-
Y con

da

Iivate anche w un altro modo, rimpiazzando
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d’y dy .
r v S " \ i =
Jo e con ) , T3 con y, € cosi 1n seguito.

De' casiy ne’ quali la formula di Taylor
¢ in difetto.

253. ** In generale, allorché in una funzione ¢

x si sostituisce x—+h ad x, la forma della fun-

#ione resta la stessa, poicch® a4-A entra ovunque era

prima x 3 percio allorche fir comprende un radicale

J(x+k) dee anche comprenderlo.: per esempro se si ha
a

fv=bx? .
AmalEvie)

lo stesso radicale si trovera nell’ espressione

SaHi=beh) +zms -

25%. Non potrebbe dirsi sempre lo stesso . se st
desse ad & un valore particolare , cio¢ determanato ;

3 %
per esempio se Y (r—x) entrasse i fx, hiseguereb-
be che J{a—+l) contenesse il termine

\7(.1*-—]'—/& —a);

3
or I'ipotesi di x=z farcbbe svanive V (xema)., che st
trova in ‘f.}: , mentre che la stessa ipotesi ridurrebhe

1l termine {/‘ (r+h—a), cWentra in f(xtl) a
\;'(/z): Lo duneque iu tal caso lo sviluppo di fla-h)

eonterrebbe un radiwcale clie non esisterebbe e for ¢
che pereid nou potrebbe svilupparst sccotlo e potenze
tere di A .

Questa impossibility st manifecterebhe per mezeo
de’ valoi intiniti , che prenderebbero i coethicienty dil-
ferenziali @ per csempio, se s1oavesse I equazions
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y:V'.('r""a)’

differenziandola si troverebbe

L
=30 R na

e sl vcdc che 1l valore di questo coefliciente difleven-
ziale diviene infinito , allorché si fa a=a .
255. Sia generale

JSla+h)=A+4Bi+Ch*+DER’ . .
+MA"+NE* T2 4 ecc... (142)
lo sviluppo che potremo supporre di essersi ottenuto
facendo x=a , nel quale n+-lé- rapprescnti una quan-
7

itk che cade tra n, ed n4-1 : andremo a dimostra-~
re che il coefficiente differenziale dell’ ordine n41 ¢
infinito ., A tal oggetto ngua:dando a come uvna va-
riabile , sappiamo ( art. 53, ¢ 54 ), che si ha

df(at+l) _ dflath)  dif(ath)
. P = 17 ) daz -
i ar) (13)

ETE CCC. » ..

Differenziamo successivamente 1’ equazione (142) 11-
spetto ad o, ¢ supponiamo per breviti che M, NV,
M”, N" ecc: rappresentino cioeche dnungmno I‘Ud-
ficienti M s N nelle successive differenziaziont 5 aviemo

df (a+-1)
dA

+MA T N A 7 ece.

4 Cath)
an’?

= B +20Ci43 Di’...

=2C+42.3Dh . .
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t o
+Muhn—l | + Nnhu.-{ b} + ece,

es. <. ec. eC. 3

rimpiazzando i primi membri di queste ultime eqna-
zioni per mezzo da’ loro valori dati dall’ equaziom
(143) , otterremo

_‘if(‘;:':"):n-;.aca.}-wh’...
a

ML NE T ece. o (144)

d’f(‘a+k) _ .
da’ ...2C+2.3D}l-o¢

ML NS <~ 7+ ecc. «n. (145)

cc. cc. ec. cc.
facendo A=> nell’ equazioni (142), (144), ¢ (143) ec.y

si avia
dfa d*/fa
Ja=A, — = B, ;
da da

Cio basta per determinare 1 cocflicicnti A, B,C
ecc. dell' equazione (142).

Cio posto , dalla sola osservazione dell’ cquazione
(144), ¢ (113) apparisce , che n diminuendo di una
unita in ogni differenziazione, allorché saremo giun-
ti alla nesima diflcrenziazione , si avra

= 2C, ccc.

d" h —ip ol s 3
SR PR QI Y 4 e
da
_—;P-}—Q/z,:f -+ ccc.
¢ nclla differenziazione seguent: si trovera
,dn + t . N
i =k I—}— ecc.

dg"t * 7"

i _ . 1
Ora — essendo minore dell” unitiy, — =1 ¢ un

”~

o -
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numero negativo : dunque I'equazionce precedente po-
trd scriversi cosi

d* *'f (at4) B R-}- ec.

no41

per conseguenza , allorche si fard lz:o-{;cr determi-
nare il cocfliciente di uno de' termini dell’ equazione
(142), @ trovera

d" *'f(a) ....R_
da” ** T o

lo stesso avverrd , allorche¢ si vorranno determinave 1t
coeflicienti differenziali di un ordine superiore.

Risulta da questo teorema , che allorché si fa x=n
nello sviluppo di {(x+h) , sc in questo sviluppo
vi ¢ una polenza fratta di b , e ch’essa sia com-
presa tra’ termini affetti da k" , c da L** ', non st
possono detcrminare i termini della serie di Zay-
lor , che fino all ordine ninclusivamentc : tutti gl al-
tri termuni diverranno infindi.

256. Se & data una funzione di x, e si vuol
determinare lo sviluppo di f{x44) , nell ipotesi di
x=a , bisognerd , com’' ¢ noto , calcolare i termim
della serie

= 3

d’y &

ecc.
dx?® 1.2

Ma se, facendo questo calcolo , si trova che uno
de’ coefficienti differenziali diviene infinito nell’ ipotesi
di r =a, non s pmgrcdir;‘n oltre nello sviluppo di
J(x+k) della serie di Taylor ; ecco perd il metodo
che bisoguerd impiegare. 87 poira a+h in luogo di
x nella fx ; allora il termine che eontienc x—anel
denominatore conterrea x—a—+h , ¢ non diverra pia
infinito , allorché si fa x = a5 ma dara lvogo ad
un termine affetto du una petenza fratta di b
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257. Sia per esempio
Sr=2ar—x"Fay*(x*=a’);

diffvenziando st troea

dy ax
'&;' = "(a—‘r)—*—v(xz__az) ?
d’ d?
sostituendo questi valori , ¢ quelli di L di =L ece.

dx? dx?
nella formola di Taylor , (art. 55 ), si otterrd
S[a+h)=2az—x'+ay (x*—a*)+[2(a—x)

ax
+‘\/'(x’-—a’]k - ecc. :

Or quando ® x=a , il termine moltiplicato per £
diviene infinito ; dunque questo sviluppo non ¢ pit
possibile -

In .questo caso , secondo la regola precedente , si
metterd x44 in luogo di x nell’ equazione

Jr=2ax=2*+aVy (x*—a?),

¢ si trovera
hf(x'+}l)=2a;r+f!a]¢—-x’__.23%___/‘:
+aV («’ +22h+t-h*—a®),
equazione , che nellipotesi di a=7, diviene

Sa+l)=a—k*+-aV (2ah+-h )
S(atl =2~k ’—!—a\//z\/(za-}-b) 5

sviluppando colla formula del binomio , ¢ rapl)rcsen-
tando per brevitd i coefficienti di questa formola col-
le lettere A, B, C ccc., st ha

v (aa+h)=(2a+%) i‘:A—I—Bk-I—Cﬁ’-{-D/&’.—!— ccc.
soshituendo s1 trova

Sfath)=a® < +a AV () +aBhV (B)4aCh’ v (k) +cc

O
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Si vede da questo esempio che mettendo x-+4 nel-
la funzione , e facendo x=a , possono introdursi
una o piu potenze fratte di %23 si sviluppino in se-
guito scparatamente 1 termini che sono suscettibili di
esserlo , sia per mezzo della formola del binomio
sia altrimenti , e si sostituiscano ¢uesti termini nel
valore di_f(a+h), cioccht ne dara {o sviluppo,

258. Allorcht x resta indeterminato, Lagrange ha
dimostrato , che lo sviluppo di f(x+/%) non poteva
contenere termiui affectti da una potenza fratta di & .
Infatti supponiamo che si avesse

S AR = fotpltgh oo + KV (h) 5

come l“‘\/‘ (k) ¢ suscettibile di tre valoi M,N, P ,
si_avranno questi tre sviluppi di f(ax4-4).
S+ = fx4+phtght ... .+ M
S (xh)=fo4phtgh*... .+ N
Satl)=foApltqgl® .. .. 4+ P:

Or dovendo fx comprendere gli stessi radicali di
S(x=+1), (art. 253), bisogna che_fr abbia ancora tre
valori differenti Q , R, S ; sostituendo successiva-
mente questi valori in luogo di x , si avrd

S (a+l,=Q+ph+tgh? .... + M
S @AR=Qtpled gk s + N
S (a4 =Q+4pht-qh® ... 4+ P
S (a4 =R+ph+gh® .... + M
S (a+)=R4-phtqgh® .... + N
S () =R4-phdgh?* . .. + P
S (x4h =S+phtgh® ... + M
S ()= 84ph+qgh® .... + N
J A= S phggh® ..+ P
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di maniera che I' espressione f( x4+ %) sviluppata
avrebbe nove valori differenti , mentre che non svi-
luppata non potrebbe averne che quelli soli che fi
comporta , ciod tie nell’ ipotesi attuale : percid non
puod supporsi che lo sviluppo di f( x'?*.fzs) contenga
una potenza fratta di k& , senza caderc in una con-
tradizione.

259. Egli ¢ egualmente facile di dimostrare che
S (x<=k) non pud contenere nel suo sviluppo un ter-
mine affetto da una potenza negativa di &, poicché
st contencsse un termine della forma M2™" | si a-
vrebbe

S (xthi)=fephtqh® ... + -%,I,-— :

or facendo hA—o, il primo membro si cambia in fir,
el secondo , invece di ridursi a _fx , diviene infinito,

. . M
a cagione del termine — che comprende.

260. Lo stesso avrebbe luogo , se lo sviluppo con-
tenesse un termine affetto dal logaritmo di £ poicche
se si avesse , J)er esempio , Un termine come A logh,
questo , facendo k=»>, divérrebbe Alogo; or il lo-
garitmo di o cssendo infinito negativo , tale sarebbe
il termine Alog 2 , d’ oude scgue che fix dovrebbe
esserlo ancora, ciocch’¢ contra I ipotesi.

FINE DEL CALCOLO DIFFERERZIALE,
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