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PREFAZIONE

——y RSO —

Accompagno questo libro con un breve estratto di una lunga
recensione fatta sulla ferza edizione dal professore P. MANSION
dell’Universita di Gand, ed inserita nella Revue de I’Instruction
publique en Belgique; recensione, che contiene un giudizio dato
sul libro stesso dal professore E. BerLTrAMI dell’ Universita di
Roma. Tra i brani soppressi ¢i sono i consigli di miglioramenti,
che, insieme con altri, ho potuto introdurre, avendo avuto la for-
tuna di ristampare pit volte I’ operetta (¥). Gia per la decima
edizione ho rifatto i due capitoli relativi alla simiglianza, perché
ho mutato la definizione di figure simili, adottandone una che
credo nuova ed anche definitiva. Nella presente edizione sitrova
resa indipendente dalla teoria dell’equivalenza la divisione del
cerchio in cinque parti eguali.

L’ AUTORE.

. _7_ e Il -t —— e el

Les modestes Eléments de Géométrie de M. A. Faifofer dont
nous venons de transcrire le titre sont, sans contredit, avec 'ou-
vrage immortel d’Euclide, le meilleur manuel de Géométrie é1é-
mentaire que nous connaissions, tant au point de vue scientifique
qu’an point de vue didactique. Un illustre géométre italien,
M. BrenLTrAMI, a porté sur ce livre un jugement que nous ne
pouvons mieux faire que de traduire ici pour nos lecteurs afin de
leur donner une idée générale des Kléments de M. Faifofer.

«Au point de vue purement didactique, dit-il, je crois que
’on ne peut faire aucune critique sérieuse de cet ouvrage. Il est
rédigé avec soin jusque dans les moindres détails; les proposi-
tions sont arrangées dans 1’ ordre le meilleur, les démonstrations
sont rigoureuses et 1’auteur a partout gardé une juste mesure

{*; Il professore W. W. Beman dell’ Universita di Ann Arbor, Michigan,
ha seritto in wna Bibliography-Mathematics, inserita nella Academy dell’Aprile
1888, che questo libro ¢ easily the best anid most rigorous work in any lan-
guage. [ Veramente ¢ un po’ troppo, anche se fosse mitigato con |"aggiunta
« for use in schools » .

Il professore F, Gomes Teixeika dell’ Accademia politecnica di Oporto nel
Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas, Coimbra, 1893, ha scritto :
¢ .... Dos capitulos gue pelo modo original como estao escriptos, merecem
mais attencio, mencionarci en primiero logar o capitulo primeiro, onde o
auctor tracta de enumerar ¢ lixar com o maior cuidado quaes os principios
que a sciencia geometrica vae busear a observacao exterior.

Merece tambem attencao o modo simples como é tractada a theoria da
equivalencin |

... Terminaremos pois esta noticia dizendo que as moditigaes introduzidas
pelo auctor na exposicdo da Geometria elementar tém sido adoptadas na maior
parte dos livros italianos posteriormente publicados. . . . »
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ELEMENTI DI GEOMETRIA
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CAPITOLO I
NOZION!I FONDAMENTALI

Enti geometrici.

1. La scienza, che stiamo per trattare, si chiama
Greometria. |

Nelle relazioni, in cui per mezzo del sensi noi en-
triamo col mondo materiale, abbiamo occasione comti-
nua di tener conto delle proprieta geometriche delle
cose; sulle qual proprieta poi inconsciamente eserci-
tiamo la nostra intelligenza. (). Quindi segue che
ognuno, indipendentemente da qualsiasi insegnamexnto,
si trova in possesso, senza averne chiara coscienza, d’un
insieme notevole di cognizioni geometriche, delle quali
sa profittare al bisogno: e si deve appunto a questo la
facilita d’intendersi allorché si comincia a discorrere
di Geometria.

2. La Geometria é una scienza di ragionamento ;
empirica ne’snoi fondament:, /nduttiva e principalmente
deduttiva nel seguito; il che viene a dire che noi an-
diamo debitor: delle nozioni fondamentali (*j di essa

(") Sentendo delle grida, per es., arguiamo la direzione
onde vengono e da quale distanza; ecc.

(?) Particolarmente alla vista e al tatto, congiunti con la
facolta che abbiamo di muoverci.

Notiamo perd che i sensi non danno altro che esempi
{ LEiBNIZ ), e questi, possiamo aggiungere, molto irperfetti
ed incompleti. Dai sensi atbingiamé I’ oecasione, 1'incentivo
al lavoro intellettuale.
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all'uso dei sensi; e che poi, ragionando, ne traiamo
conseguenze senza fine; tutte interessanti nell’aspetto
speculativo ; molte anche per le applicazioni che se ne
possono fare alle necessita della vita.

3. L'ente principale della Geometria é lo spazio. ().

Non sapendo concepire interruzione, né limiti dello
spazio, diciamo che lo spazio & confinuo ed Ulimitato.

Possiamo concepire parti dello spazio, e suddivi-
derle idealmente senza fine. Percid diciamo che lo spa-
zio & divisibile indefinitamente.

Non sapendo concepire diversita intrinseche tra
parti dello spazio, diciamo che lo spazio & omogeneo.

Pensando ad una parte dello spazio, siamo in grado
pol di pensarne un’altra distinta e indipendente dalla
precedente, e poi in simil modo una terza, una quarta, e
avanti senza fine. Percio diciamo che lo spagio & infinito.

Non possiamo concepire che lo spazio od una sua
parte si muova ; percid diciamo che lo spazio é immobile.

4. Un filo, pensato senza grossezza, fa nascere il
concetto di linea.

Unalinea ha forma ed estensione ; 'estensione d'una
linea s1 dice lunghezza della linea,

5. Un foglio, una lamina sottile, concepiti senza
grossezza, fanno nascere il concetto di superficie.

Una superficie ha formia ed estensione; I'estensione
d’una superficie si dice area delia superficie.

(!) Non possiamo definire lo spazio. Definire una cosa
vuol dire indicarla a parole, il che non si pud fare se non per
mezzo delle relazioni che la cosa da definire ha con altre note;
condizione che nel caso nostro ¢i manca.

E manifesta !'impossibilita di spiegare il significato di
tulte le parole, senza cadere in un circolo vizioso. Le parole,
il cui significato & inesplicabile, esprimono concetti primitivi.
Per questo parliamo ora di spazio, senza averlo definito.
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6. Pensando ad un corpo, e facendo astrazione
da ogni sua proprietd, che non sia la forma e 1'esten-
sione del corpo, otteniamo il concetto di solido o corpo
geometrico.

L’estensione di un solido si dice volume del solido.

%. Un solido pud essere o parzialmente o total-
mente limitato. 11 limite di un corpo & una superficie
( la superficie del solido ).

8. Una superficie pud essere o parzialmente o to-
talmente limitata. I limite (il contorno, 1'orlo) d'una
superficie ¢ una linea.

Pensando una superficie come composta di due
parti, nel limite comune a queste parti abbiamo una
linea segnata sulla superficie. Si dice anche che cotal
linea giace sulla superficie, che appartienc alla superfi-
cie, ed anche che questa passa per quella linea; ece.

9. Se una linea ha limi#i ( estremita), codesti limiti
si dicono punte.

Pensando una linea come composta di parti, nel
limite comune a due parti abbiamo un punto. Si dice
che codesto punto giace, che cade su quella linea, che
appartiene alla linea: od anche che questa passa per
quel punto ; ecc.

10. In una linea esistono innumerevoli punti; in
una superficie esistono innumerevoli linee e quindi an-
che innumerevoli punti; e in un solido esistono innu-
merevoli superficie e quindi anche innumerevoll linee
ed innumerevoll punti.

11, Al concetto di punto si perviene anche pen-
sando un corpo piccolissimo, negando anzi a questo
ognl grandezza.

12. T solidi, le superficie, le linee, 1 punti si dicono
enti geometrice.
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Unb sistema di enti geometrici si dice figura.
Ora possiamo dire che la Geometria ¢ la scienza
che tratta delle figure, studiandone le proprietad e le
mutue relazioni. (1).

Che cosa sia un trattato di Geometria.

138. Abblamo gia avvertito che nelle relazioni col
mondo fisico, ognuno impara a conoscere molle pro-
prieta delle figure. (?).

Tra le proprieta delle figure ci sono dei rapporti
per modo che si pud provare che qualche proprieta &
necessaria conseguenza di qualche altra.

Quando due proprieta di una figura nen hanno lo
stesso grado d’evidenza, ma si possa provare che la meno
evidente deriva necessariamente dall’altra, quella fini-
sce col godere lo stesso grado di certezza di questa.

14. Le proprieta delle figure, che si assumono
come fondamentali, intendendo che siano accettate
senza discussione, si dicono postulati. (*).

15. Una conseguenza logica de’ postulati si dice

(!} Si agevola lo studio delle figure, rappresentandone
alla meglio le linee e i punti, mediante linee e punti mate-
riali, costituenti disegni delle figure.

Un punto si accenna con una lettera, che si adopera qual
nome del punto, e che si scrive (quando si fa uso di un di-
regno ) & canto dell’imagine del punto.

() Leggi geometriche si scorgono nell’ universo, e tanto
che PLATONE, richiesto di che si occupasse IDDIO, rispose:
geometrizza.

(®) Da postulo, domando. Chi espone la Geometria viene a
dire: accettate, senza discutere, queste proprietd delle figure;
state poi a sentire quali consegnenze se ne possono ricavare.
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teorema. Il ragionamento che prova codesta dipendenza
g1 dice dimostrazione del teorema.

16. Un Trattato di Geometria & un elenco ragio-
nato delle principali proprieta delle figure, tale, cioé
che ciascuna proprietd, purché non sia un postulato, &
seguita dalla sua dimostrazione.

29, Nella scelta de’ postulati vi & dell’ arbitrario.
Ma poiche [13] i grado di certezza d'un teorema é quello
stesso del postulato o dell’ insieme dei postulati dar quali é
dedotto, 1 postulati devono sodisfare alla condizione di
godere della massima evidenza. (}).

18. Quindi lo sforzo di ridurre 1 postulati al
minor numero possibile; e il tentativo ripetuto di
ricavare dagh altri ciascuno dei postulati ammessi,
finché non sia provato che esso ¢ da quelli indi-
pendente. (?).

19. Una conseguenza del principio pur ora accen-
nato [17] & anche questa che nella dimostrazione di un
teorema s1 procura di fondarsi sul minor numero pos-
sibile di postulati. (3).

(') Noi assumiamo a postulati le stesse proprieta delle
figure che sono state scelte da EvcLipg. I1 numero de’ nostri
& maggiore, ma sole apparentemente, dacché di quelli, che
non si trovano negli Elementi d’Euclide, il geometra greco
ha fatto uso ammettendoli tacitamente.

(*) I geometri hanno cominciato a dimostrare le proprieta
meno evidenti) a fine di accertarne ’esattezza. Ma perché pud
esser questione della maggiore o minore evidenza d’una pro-
posizione, han poi dedotto dai postulati anche delle proposi-
zionl per le quali non sl pud dire che la dimostrazione valesse
ad aumentarne la certezza.

(3) Questo canone, che pur costituisce uno dei maggiori
titoli d'onore del vecchio EucLIDE, non & generalmenteapprez
zato, né seguito.
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Del movimento.

20. Nello studio della Geometria é necessario, e,
se no, certamente opportuno (') imaginare che una
data figura si muova, in modo pilt 0 meno determinato.

Quando s1 1magina che una figura si muova, si
sottintende che nella figura non avvenga per questo
nessun mutamento di forma e di estensione; dimodoché
due figure, che siano dedotte da una stessa col muo-
verla (che siano due posizioni diverse di una stessa
figura), sono eguali tra loro. (¥). Possiamo esprimere
lo stesso concetto dicendo che le figure della Geometria
si pensano dotate di assoluta rigidita. ().

Determiniamo 1'uso che intendiamo di fare del
movimento mediante il seguente:

21. Postulate del movimento.

1°. Qualunque figura si puo muovere nello spazio e in
modo che un suo punto assegnato qualunque vade a coinci-
dere con un altro punto assegnato qualunque dello spazio.(*).

(') In una prima esposizione della Geometria 1 espe-
rienza suggerisce di tirar via, senza eccessivi scrupoli sui
principi, Le sottigliezze su questi son difficilmente capite dal
principiante; aggiungasi che per la forma sono poco attraenti.

(?) Il concetto di eguaglianza & irreducibile, primitivo.
In altre paroie & impossibile definire 'eguaglianza di due cose,
Sesitenta di farlo,si cade inevitabilmente in un circolo vizioso.

() Attribuiamo codesta invariabilita di forma ed esten-
sione non soltanto ai solidi ; ma anche alle superficie, alle li-
nee, alle figure composte unicamente di punti ed a quelle ri-
sultanti da una combinazione qualunque dei predetti enti geo-
metrici.

() La possibilitA del movimento, senza uno scopo o
senza limitazione, non serve a nulla, epperd non se ne fa un
postulato.
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2°. Una figura puo muoversi pur rimanendo fermo
wno de’ suoi punti.

3°. Una figura pué muovers: pur rimanendo fermi
due de’ suor punti.

22. Quando una figura si muove restando fermo
uno de’ suoi punti (od un punto con essa collegato
invariabilmente), s1 dice che essa ruofa mtorno a quel
punto come cenitro.

23. Cor. (). Un punto si pud muovere in modo da
percorrere una linea. |21, 1°].

24. Per esprimere che un punto si muove sopra
una linea senza mai ritornare in posizioni gia prese
(almeno prima che non abbia percorsa tutta la linea),
si dice che il punto percorre quella linea in una data
direzione o verso.

Un punto puo percorrere una linea in una dire-
zione oppure in un’ altra opposta, coniraria alla prima.

Un punto, che percorra tutta intera una linea,
descrive, genera quella linea. ,

Se, percorrendo una linea in direzione costante, un
punto torna nella posizione primitiva, la linea si dice
chiusa.

25. Lia conoscenza di relazioni particolari tra enti
geometrici costituenti due figure puo baséare per poter
asserire che le due figure sono eguali tra loro. La di-
mostrazione di codesta eguaglianza si ottiene provando
che, col trasportare e disporre convenientemente una
delle figure [20; 21, 1°, 2°, 3°], si puo ottenere che ogni

() Si dice corollario una counseguenza di un postulato,
d’un teorema, d’una definizione, ed in generale di proposizio-
ni precedenti, quando la correlazione sia cosi immedinta ed
evidente da poter, se si vaole, omettere la dimostrazione.
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punto di ciascuna di esse coincida con un punto del
Paltra. (V).

Indicheremo, per iscritto, I’ eguaglianza di due
figure, frammettendo il segno = ai due simboli che
siano stati adottati per indicare le due figure.

26. Se due figure sono eguali, ciascun ente del-
Iuna si dice corrispondente (omologo) a quell’ente del-
Paltra, col quale viene a coincidere, quando le due
figure sian fatte coincidere.

Se due figure uguali si possono far coincidere in
pit modi, si pud stabilire in pitt modi la corrispondenza
tra 1 loro elementi.

La retta.

2%. Tra le linee considereremo in primo luogo
le rette. Le proprieta d’ogni retta, dalle quali s1 pos-
sono ricavare le altre mediante ragionamento, sono
espresse dal seguente postulato (il quale adunque,
certo modo, tien luogo di definizione della retta). (*).

28. Postulato della retta.
Tra le linee ve ne ha di quelle che si dicono rette, r
desse possiedono tutte le sequenti proprieta :

() Quando si possa, dimostreremo I’eguaglianza di due
figure provando, in base a cid che si sa delle stesse, che esse
sono eguali ad una terza. E cosi faremo (imitando il proce-
dere A’EucLIDE) anche quando riuscirebbe piu spedita la di-
mostrazione usando del metodo della sovrapposizione.

(?) Il postulato differisce dalla definizione in questo che
la definizione presuppone |’ esistenza di ¢id che si definisce, o
che sia stata accertata la possibilitd che un ente possegga la
proprieta che si assume per definirlo.
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1°. Qualunque punto di una retta divide (V) la retta
in due parti. (?).

90 Ciascuna delle parti, in cui wna retta & divisa
da un swo punto qualunque, rotando intorno a questo punto
[21, 2°] pud vemire a passare per un punto qualunque
assegnato nello spazio. (3).

8°. Una retta & individuate da due suot punte qua-

lungue. (*).
4°. Una vetta pud muoversi in due direzion: opposte,
passando sempre per due dati punti dello spazio.

(!) Un punto d’una linea divide la linea, se si possono
segnare sulla linea due punti in modo che, volendo andare dal-
’uno all’altro percorrendo la linea [23], &

necessario passare per il punto di divi-

//\‘)B :
(\ slone.
Ad es., il punto 4, della linea qui a

- ¢—~—. canto, non divide la linea. Neanche 1l
A B punto D non la divide. Il punto B la di-
vide in due parti, e il punto C in tre.

Se un punto divide una linea, due altri punti della linea
atessa si dicono cadere da bande opposte del punto di divi-
sione nel caso che non si possa andare dall’uno all’altro, percor-
rendo la linea, senza passare per il primo punto ; altrimenti si
dird che i due punti cadono da una stessa banda del punto di
divisione.

(2) Con queste parole si esprime che la retta € una linea
infinita, ininterrotia, aperta. Se avesse punti estremi, o d’ar-
resto, questi non avrebbero la proprieta di dividerla.Se la retta
(od anche soltanto una parte di essa) fosse chiusa, ci sareb-
bero punti che non la dividerebbero.

(3) Con queste parole si esprime (in maniera da poterlo
afruttare) il modo di estendersi della retta da ambedue le bande
d’un suo punto qualunque. ( Una linea pud essere indefinita, e
cid non pertanto esser tutta compresa in uno spazio limitato }.

(4) S'intende dire che, conoscendo due punti di una retta,
essa mon si pud confondere con nessun’ altra. Od anche
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29. Poiché una retta ¢ individuata da due suoi
punti qualunque [28, 3"], per indicare una retta basta
mdicare due suoi punti. Cosi la retta, che passa per due
puntt A4, B, si accenna scrivendo la retta A B e leg-
gendo: la refta A, B.

Le due parti, nelle quali una retta ¢ divisa da un
suo punto, si dicono raggi (uscenti da quel punto).
Un raggio si accenna nominando il punto ond’esce
(I origine del raggio) e un altro punto qualunque del
raggio stesso.

30. Teor. Per due puntc qualungue dello spazio si
pud far passare una retta.

Dim. Infatti, condotta una retta a passare per
uno der punti dati [21, 1°], (!), facendola poi rotare in-
torno a codesto punto, si pud [28, 2°] ottenere che
essa vada a passare anche per I'altro punto dato.

31. Quando sifa passare una retta per due dati punti
4, B, si dice che si tira, che si conduce la retta 4 B.

. L’istromento ideale, con cui si tira la retta che
passa per due punti, si dice riga.

82. Teor. Tutle le rette sono equali.

Dim. [nfatti, conducendo una retta a passare per
due punti d’un’altra [30], si ottiene che le rette coinci-
dano. [28, 3°].

33. Teor. Per uno stesso punto passano innumere-
vole retle distinte.

Dim. Sia 4 il punto dato, e si faccia passare

che per due punti non passa che una retta sola. Ossia che: ge
due rette hanno due punti in comune, esse coincidono com-
piutamente.

(') Qualunque linea data pud [21, 1°] esser condotta a pas-
sare per un punto dato. Per la prima parte della dimostrazione
non 8i deve adunque tirar in campo il postulato della retta.
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per questo punto una retta qualunque. [30]. Poi, preso
nello spazio un punto B ad arbitrio, che non sia
perd sulla retta, si faccia passare una retta per 1 due
punti 4 e B. Le due rette oltre del punto A non hanno
nessun altro punto in comune, giacché, se un altro ne
avessero, coinciderebbero compiutamente [28, 3°]; ma
allora avrebbero in comune anche il punto B.

Ed ora, scelto nello spazio un punto C, che non ap-
partenga a nessuna delle rette considerate, o fatta pas-
sare una retta per A e per C, si ha una terza retta, che
passa per 4 ed & distinta dalle precedenti. E cosl via.

34. Teor. Due rette st possono rendere coincidenti
in modo che un raggio assegnato dell’ una coincida con un
raggio assegnato dell’ altra.

Dim. Infatti, considerando i raggi M 4, N B, s1 puo
[21, I°] cominciare a traspor-

tare il raggio M4 cosi che M A
il punto M cada in N; poi, _
facendolo rotare intorno ad 2 B

N, finché riesca a passare per
un punto del raggio N B [28,2°], si ottiene [28, 3" che
esso divenga coincidente col raggio N B.

35. Corx. Tutti i raggi sono egualt.

36. Teor. Una retta pud muoversi pur coincidendo
sempre con una retta fissa.

Dim. Basta infatti, perché cio abbia luogo, che la
retta mobile passi costantemente per due punti qua-
lunque {28, 4°] della retta fissa {28, 3°].

(*) 8i pud dunque dire che qualsivoglia punto d'una retta
divide la retta in parti eguali. Ma questa proprieta, per quanto
speciosa, non basta a caratterizzare la retta. ( Infatti anche
un’elica, ad es., ¢ divisa in parti eguali da*qualsivoglia suo
punto ).
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3%. Quando una retta si muove nel modo mdicato
nel precedente teorema, si dice che la rotta scorre su s
stessa. T.o scorrimento pud aver luogo in una direzione
o nella direzione opposta.

38. Quando una figura ruota intorno a due puntl
fissi A, B [21, 8°], rimangono fermi tutti 1 punti della
figura che sono sulla retta 4B, perchd questa retta
non si muove [28, 3°]. Percio cosi fatto movimento si
dice rotazione intorno a quella retta, e questa si chiama
I’ asse della rotazione.

I piano.

39, Tra le superficie consideriamo in primo luogo
i piani. Le proprieta d’ogni piano, dalle quali si pos-
sono logicamente dedurre le altre, sono espresse dal
seguente postulato (che tien quindi luogo, in certo
modo, anche di definizione di codesta superficie).

40. Postinlato del piano.

Tra le superficie ve ne sono di quelle chiamate piani,
le quali possiedono tutte le sequenti proprietd

1°. Una retta, se passa per due punti di un piano,
giace tutta nel prano.

9°. Ogni retta di un piano divide (') il prano m due
parti. (%).

(1) Si dice che una linea & una superficie divide la sﬁpér-
ficie, quando si possono segnare su questa due punti in modo
che qualunque linea, che unisce i due punti e giace sulla super-
ficie, deve incontrare necessariamente la linea di divisione.Due
punti cosi posti si dicono giacere sulla superficie da bande
opposte rispetto alla linea. Similmente due figure situate in
una superficie si dicono da bande opposte d’una linea di divi-
sione, se tali sono rispetto a questa linea un punto qualunque

d’ una figura e un punto qualunque dell’altra.
(%) Le parti, in cui un piano & diviso da una sua retta qua-
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3°. Facendo rotare un mano wntorno ad una suq
retta qualungue [21, 3°; 38|, qualsivoglia delle parti, in
cut il prano é diviso dalla retta, pud esser condotta a pas-
sare per un punto assegnato arbitrariamente nello spazio.

4°, Se due rette dv un piano hanno un punto in co-
mune, t raggi, in cui una delle rette & divisa dal punto
comune, sono da bande opposte rispetto all’ altra retta. (1).

5°. Un piano pud muoverst in modo che una suna
retta scorra su se stessa in quale si voglia delle due dire-
zioni |37], e in modo poi che esso passi costantemente per
un punto dello spazio esterno alla retta.

6°. Un piano pud rofare in due sensi opposti intorno
ad un suo punto qualungue ¢ tm modo da passar costante-
mente per due punti dello spazio che non sono allineati (*)
col centro dv rotazione.

7°, Un piano divide lo spazio in due parti. (3).

lunque, sono due, perché, presi nel piano due punti, che siano
da bande opposte della retta, e poi preso un terzo punto qua-
lunque del piano, da questo punto si pud andare, restando sul
piano, ad uno dei due primi, senza incontrare la retta.

(') Quando due rette hanno un punto in comune, si dice
che si tagliano, che si segano, che 8’ inconirano in quel punto,
il quale si dice punto d’'intersezione o d’inconiro delle due
rette; ece.

() Per esprimere che dei punti possono appartere ad una
stessa retta, si dice che quei punti sono allineati.

(3) 8i dice che una superficie divide lo spazio (od un so-
lido ) quando si possono prendere due punti dello spazio (o
del solido) in modo che qualunque linea, che li unisce ( senza
uscire dal solido) deve incontrare necessariamente la super-
ficie. Due punti cosi posti si dicono essere da bande opposte
rispetto alla superficie. Similmente si dice che due figure sono
sitnate da bande opposte d’una supericie, se tali sono, rispetto
alla superficie, un punto qualunque d’una figura e un punto

qualunque dell’ altra.
2
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44. Teor. Per tre punti qualunque, che non siane
allineati, st puo far passare un piano, ed uno soltanto. (1).

Dim. Siano 4, B, C tre punti qualunque; perd la
retta, che passa per due {30}, non contenga anche il
terzo. Si vuol dimostrare che
un piano si puo condurre a
passare per 1 tre punti; e che
due piani, se passano entram-
bi per i tre punti, coincidono
per 1ntero,

Preso un piano qualun-
que, e tirata in esso una retta
ad arbitrio, si muova poi tutta la figura, cosi da
ottenere [30] che la retta, e con essa il piano, passino
per due dei punti dati, sia ad es. per i punti 4, B. Indi
si faccia rotare il piano intorno alla retta A B, finché
esso passi per il punto (' [40, 3°]. Cosi resta provato
che per i tre punti 4, B, ' passa un piano.

Imagintamo ora che un secondo piano sia con-
dotto anch’esso a passare per gli stessi tre punti A4,
B, C. Proveremo che i due piani, che chiameremo « e 8,
coincidono compiutamente.

Intanto 1 due piani contengono entrambi [40, 1°]
ciascuna delle rette 4 B, AC, BC, perché ciascuna ha
con I'uno e con l'altro dei piani due punti in co-
mune. Si prenda ora sopra uno dei piani, ad es. sul
plano «, un punto /) qualunque, che sia fuori delle tre
rette; e poi si prenda su una di queste, ad es. sulla
retta A C, un punto qualunque %, in modo pero {40, 4°]
che i punti D ed £ siano da ban8e opposte rispetto ad
un’ altra retta, ad es. rispetto alla retta 4 B. La retta

(") Ossia: un piano é individuato da tre punti, purché
non siano tn una stessa retta.
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D E [30], poiché passa per due punti D, E del piano
e, glace 1n esso [40, 1°]; e poiché 1 punti D, E sono
da bande opposte della 4 B, essa incontra necessaria-
mente [40, 1°] questa retta ; sia F il punto d’incontro.
Ora, poiché 1 punti £ ed F appartengono rispettiva-
mente alle rette A C, 4 B, essi appartengono anche al
p1ano f; su questo piano giace per conseguenza [40, 1°]
tutta intera la retta £ F, e quindi anche il punto D,

Nello stesso modo si proverebbe che ogni punto
del piano g appartiene anche al piano «. Dunque 1 piani
coincidono.

42. Cor. 1°. Per una retta e un punto fuori di essa
passa un piano, ed uno solo.

Infatti un piano «, che passi [41] per due punti 4,
B della retta e per un punto C esterno alla retta,
passa [40, 1°] per la retta e per questo punto. Ed ogni
altro piano, che passi per la retta e per il punto C, poi-
ché passa per i punti 4, B, C, coincide [41] col
piano .

43. €or. 2°. Per due rette aventi un punito i co-
Mmune passa un piano, ed uno solo.

Infatti, se €' é il punto comune, 4 un altre punto
d’una delle rette e B un altro punto dell’ altra, un pia-
no a, che passi per i tre punti 4, B, C, passa [40, 1°]
per ambedue le rette. Ed ogni altro piano, che passi
per le due rette, poiché passa per 1 punti 4, B, C, coin-
cide [41] col piano «.

44. Cor. 3°. Tutti + piani sono equali tra loro.

Basta infatti condurre un piano a passare per tre
punti d’un altro, che non siano allineati, perché 1 due
piani coincidano. [41].

45. Per indicare un piano, si indicano tre suol
punti qualunque che non siano allineati [41]; oppure
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una sua retta ed un suo punto esterno alla retta [42];
oppure due sue rette. [43].

46. Teor. Per una retta passano innwmerevols piani.

Pim, Sappiamo [42] che per una retta e un punto
esterno ad essa passa un piano. La retta e un punto,
che non appartenga al detto piano, determinano {42]
un nuovo piano, distinto dal precedente. E cosi via.

4%. Le partl in cul un piano & diviso da una sua
retta si dicono falde. La retta si dice origine di ciascuna
delle due falde. |

48. Teor. Due falde date si possono far coincidere
i modo che un raggio assegnato dell’ origine di una di
esse coincida con un raggio assegnato dell’ origine del-
U altra.

Dim. Invero, fatti diventar coincidenti i due raggi
[34], poi, facendo rotare una delle falde intorno all’ o-
rigine comune finché passi per un punto dell’ altra
falda [40, 8°], si ottiene la coincidenza [42] accennata
nel teorema.

49. Cor. Tutte le falde sono equalsi.

50. Teor. Un piano pué muoversi vestando sempne
coincidente con un piano fisso e in modo che una sua
retta scorra su se stessa, in una direzione o nell opposta.

Dim. Siano due piani « e 8 coincidenti ; sia A B
una data retta del piano a; chia-
miamo C'D la retta che coincide E
con 4 B ed appartieneal piano 8; B
infine sia £ un punto di questo C D
piano.

Imaginiamo di muovere il piano « in modo che la
retta A B scorra sulla CD, in una o nell’altra dire-
zione [37], e che esso passi costantemente per il punto
£ [40, 5°]. Il piano ¢ in qualunque delle nuove posi-
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zioni, avendo in comune col piano # una retta ed un
punto esterno alla retta, coincide [42] con questo piano.

51. Quando un piano si muove nel modo indicato
nel teorema precedente, si dice che il piano scorre su
se stesso in quella data dirvezione.

52. Def. Presi tre punti qualunque 4, B, C, che
non siano allineati, uniamoli a due a due coi tre
segmenti () AB, BC, C A. La figura che ne risulta
s1 chiama #riangolo, e si indica dicendo: il trian-

golo A, B, C (enunciando le tre lettere

A 1 un ordine qualunque). I tre punti A,

B, € si dicono 1 vertici del triangolo; i

tre segmenti si dicono i lat! del trian-

golo. Un vertice e il lato che non ter-

B ¢ minain esso si dicono opposti. T piano

determinato [41] dai vertici del trian-

golo, e nel quale stanno {40, 1°] 1 lati, si dice ¢l piano
del triangolo.

I lati di un triangolo dividono il piano del trian-
golo in due parti, una limitata e I’ altra illimitata.
Ogni punto della parte limitata si dice inferno al tri-

angolo, ed ogni punto dell’altra parte

s1 dice esterno. La linea composta dei

tre lati si dice il contorno del triangolo.

3. Teor. La retta, che passa per

un vertice di un triangolo e per un punto

C interno al triangolo, incontra i lato op-
posto.

Dim. Sia un triangolo 4 BC, e

preso un punto O interno, si tiri la retta 4 0. I lati

() La parte d’una retta compresa tra due punti della
stessa si dice segmenfo (di retta). Il segmento, terminato a
due punti 4, B, si accenna dicendolo il segmento 4, B.
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A4 B, 4 C cadono da bande opposte della retta 40, e
cosi per conseguenza anche i punti B, C. Pertanto il
lato B C incontra necessariamente [40, 2°] la retta 4 O,
cioé questa incontra 1l lato.

54. Teor. Un raggio, che giaccia nel piano d' un
triangolo ed abbia Uorigine in un punto interno al trian-
golo, incontra il contorno del triangolo.

Dim. Sia un triangolo 4 BC e nel suo piano un
raggio O M, uscente da un punto O interno al trian-
golo. Uniamo questo punto con i tre verticl. Se il rag-
gio O M é sovrapposto ad uno
del raggi OA4. OB, OC, esso
incontra 1l contorno del trian-
golo A B ( in un vertice. Altri-
menti esso passa per il vertice
O e per un punto interno di
uno dei triangoli 0 A B, O B(,
OCA; e per conseguenza esso [b3] incontra il lato
opposto a questo vertice, incontra dunque uno dei lati
del triangolo dato.

55. Teor. Un raggio d'un piano si puo far rotare
intorno alla sua origine, in due sensi opposti, in modo che
venga a passare per ogni punto del piano una volta ed una
sola, e che non passi mai per punti che non appartengano
al pano.

Dim. Sia un piano « ed in esso un raggio 0 .
Costruito in un piano g un triangolo 4 BC(, e preso
nell’ interno un punto O ad arbitrio, si sovrapponga
poi il piano B al piano @, in modo che il punto O’
cada in (. Cosi si ottiene che nel piano « sia segnato
un triangolo A BC, in tal guisa che il punto O sia
nell’interno del triangolo.

E poiche il raggio O M ha !’ origine nell’ interno,
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esso incontra il contorno del triangolo in un punto N.
Imaginiamo ora che un punto mobile, partendo da N,
percorra tutto il contorno in un senso o nell’altro. Per
qualunque delle posizioni assunte dal punto mobile
possiamo condurre {30] un raggio che, uscendo da 0,
passi per quel punto; e possiamo anche imaginare che
tutti questi raggi nom siano
altro che successive posizioni
assunte dal raggio OM, che,
rotando intorno ad 0, accom-
pagnt il punto mobile nel suo
movimento. Il raggio mobile,
come quello che ha costante-
mente In comune col piano
.due punti, si mantiene nel suo movimento {40, 1°] tutto
nel piano, e per comseguecnza non vien mal a passare
per nessun punto che non appartenga al piano.

Prendiamo ora nel piano del triangolo un punto
qualunque D e tiriamo il raggio O [). Codesto raggio,
perché ha I’ origine in un punto interno al triangolo,
ne incontra necessariamente |53} il contorno. e sia nel
punto E. Quando il punto mobhile si trova in £, il rag-
gio O D coincide col raggio OM, il quale per conse-
guenza passa per D.

E perché il punto mobile nel suo movimento passa
una volta sola per il punto £, il raggio mobile viene a
passare una volta sola per 1l punto D.

56. Quando un raggio st muove nel modo consi-
derato nel teorema precedente, si dice che esso de-
serive (che genera) il pano.

5%. Teor. Un piano puo rotare intorno ad un suo
punto e comcidere costantemente con un piano fisso.

Pim. Siano due piani coincidenti ¢ e 8, e In essi un
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punto O qualunque. Siano poi 4 e B due altri punti
del piano B, i quali non siano allineati col punto O.

Supponendo che il piano « ruoti intorno ad O, in -
un senso o nell’altro, e in modo da passar sempre per
1 punti 4 e B [40, 6°], esso coincide costantemente col
piano . [41].

%8. Un piano, che si muova nel modo indicato dal
teorema precedente, si dice che scorre su se stesso, %o-
tando intorno a quel punto.

59. Cor. Qualunque figura d'un piano pud muoverst
nel piano, o scorrendo lungo una retta del piano [51], op-
pure rotando imtorno ad un punto del piano. [58).

€0. Teor. Un piano & invertibile. (*).

Pim. Si inverte un piano facendolo rotare intorno
ad una sua retta qualunque [38] finché una delle falde
in cui il piano & diviso dalla retta passi per un punto
dello spazio [40, 3°] perilquale passava laltra falda. [42].

I segmento.

61. Due punti d’' una retta dividono la retta in
tre parti; quella limitata dai due punti si dice seg-
mento (segmento di retta, tratto); le altre due parti
sono due raggi, e si dicono 1 prolungament: del seg-
mento, dall’ una e dall’altra banda di esso. I due punti
si dicono 1 termini, le estremita del segmento. Si dice
anche che 11 segmento unisce 1 suoil estremi, che &
compreso tra questi; ecc.

Il segmento, che termina nei punti 4, B, si indica
dicendo il segmento A, B (oppure il segmento /3, 4).

() Un piano ha due pagine. Invertire un piano vuol dire
muoverlo per modo che le due pagine si scambino di posto
’una cou Paltra.
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62. Postulato della Yunghezza. Una linea finita
ed una sua parte qualungue hanno lunghezze differenti.

63. Teor. Qualunque segmento ¢ invertibile.

Pim. Sia un segmento 4 B qualunque; imagi-
niamo che sia posto sopra una retta M N. Dico che si
pud rimettere il segmento sopra la stessa retta, in
modo che il punto B cada dove si trovava il punto A,
e che questo punto vada a ‘cadere dove si trovava il
punto B.

Infatti, posto il punto B in 4 e fatto [34] che

. 11 segmento si dis-

M A i} 4{\ N ponga sul raggio

AN, 1l punto A de-

ve cadere in B; daccheé, se cadesse invece in A', allora

1 due segmenti A B, 44’, perché posizioni distinte

d’un medesimo segmento, avrebbero la stessa lun-
ghezza, e cid non pud essere. [62].

€64. Datl due segmenti 4 B, C D, imaginiamo di
voler riconoscere se sono eguali. Se mai ha lnogo que-
sto caso, ad una estremita

A B ; )

05 g d’'un segmento deve corri-

‘ spondere una estremita del-
1 ] .

" - I'altro. [26]. La prova della

sovrapposizione pud dun-
que cominciare in quattro modi, dacché s1 pud met-
tere (' in 4 od 1 B, oppure si puo cominciare po-
nendo D in 4 od in b.
Trasportiamo intanto [34] il raggio ' D sul rag-
gio A B.
Se il punto D cade in B, si conchiude [28, 3°] che
1 segmenti sono uguall.
Se il punto D non cade in B, ma ad es. in D', al-
lora senza bisogno di fare gli altri tre saggi, possiamo
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conchiudere che i due segmenti non possono diventar
coincidenti. [63].

Se due segmenti A B, C'D non sono eguali, per-
che, ad es., sovrapponendoli in modo che (" cada in 4,
1l termine 2 non cade in B (ma in D'), allora uno dei
segmenti & uguale ad una parte dell’altro. Ci6 si esprime
dicendo che il primo & minore del secondo, od anche
che questo & maggiore del primo.

Per indicare che un segmento C'D & uguale ad
una parte di 4 B (che ¢ minore di 4 B), si scrive :

CD < AB oppure AB > (CD.

65. Il segmento, che unisce due punti A, B, o
qualunque altro che sia eguale al segmento 4 B, si
dice anche distanza (reciproca) di quei due punti (tra
loro).

Cosi, dati 1 punti 4, B, C, se il segmento 4 B &
uguale al segmento A () i punti B e C si possono dire
equudistanti da A. e questo punto si pud dire equidi-
stante dagli altri due.

66. Due segmenti, che abbiano una estremitd in
comune e nessun altro punto in comune, si dicono con-
secutivi.

Se due segmenti consecutivi giacciono sopra una
stessa retta, 1 due segmenti si dicono per diritto (I'uno
all’altro ).

6%. Ponendo due segmenti per diritto [34], si ot-
tiene un segmento del quale i dati sono parti, e che si
dice somma di questi due segmenti,

Ciascuno dei due segmenti si dice differenza tra la
somma ed una delle parti.

Aggiungendo alla somma di due segmenti un terzo,
81 ottiene la somma dei tre segmenti ; ecc.
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88. Teor. La somma di pi segmenti non viene al-
terata, se st muta Uordine in cui si succedono gli addends.

Dim. Infatti, invertendo [63] il segmento compo-
sto di due addendi consecutivi, si muta ordine di due
addendi consecutivi, senza alterare la somma. E me-
diante lo scambio replicato di due addendi consecutivi
81 puo ottenere che gli addendi, che si succedevano in
un certo ordine, vengano a succedersi in un altro ordine
voluto qualunque.

69. Cor. Dovendo far la somma di pive segmenti,
st puod duderli comunque in parti, e sommar pos queste
parti in un ordine qualunque.

%0. Per significare I’ addizione ed anche la somma
di quanti si vogliano segmenti AB, ' D, EF..., si
serive:

AB 4+~ CD + EF 4+ ...

Per significare la soffrazione e quindi anche la
differenza tra due segmenti 4 B, (' D, posto che 4B
sia 1l maggiore (o almeno non sia minore dell’ altro),
81 serive:

4B — CD.

Se 1l resto della sottrazione, sia eguale, ad es., al
segmento K F) si significhera cio scrivendo :

4B — CD = EF.

L’angolo.

1. Due raggi OA, OB, uscenti da uno stesso
punto O, dividono il loro piano [43] in due parti che si
dicono angoli. Adunque :

R. Def. 5i dice angolo la parte d'un piano che & li-
mitata parzialmente da due suoi raggi uscenti da wno
stesso punto.



__ 98 _

I raggi, che limitano un angolo, si dicono i lati
dell’ angolo ; il loro punto co-
mune s1 dice 1l vertice dell’ an- A
golo. Il piano, di cui & parte un
angolo, si dice 1l piano dell'an-
golo. Qualunque punto d’un an- 0
golo, che non sia sopra un lato,
si dice che & interno all’angolo; e 1’angolo stesso si
dice che & compreso da’ snoi lati; ecc.

%3. Un lato d’un angolo, rotando nel piano del-
I'angolo [59], in un senso conveniente, e fino a che si
sia sovrapposto all’altro lato, genera 1’angolo.

%4. Dato il vertice d’un angolo, un punto qualun-
que d'un lato e un punto qualunque dell’altro lato,
sono determinati il piano [41] e i lati [28, 3°] dell’an-
golo; ma Pangolo stesso non si pud dire compiuta-
mente determinato, dacché 1 lati tagliano il loro piano
in due parti, che sono entrambi due angoli aventi lo
stesso vertice e 1 medesimi lati.

Per evitare ogni indeterminatezza, imagineremo
che ogni angolo sia stato generato da un raggio [73];
chiameremo primo lato, od origine dell’angolo, la posi-
zione 1niziale; secondo lato, o termine
dell’angolo, la posizione finale del
raggio generatore; e indicheremo il |
verso in cul ¢ avvenuta la rotazio- -
ne. (). E si indichera un angolo,
nominando per primo un punto del 0
primo lato, quindi il vertice, e .in
fine un punto del secondo lato.

B

(') In questo libro si suppone che la rotazione avvenga
sempre, rispetto a chi guarda un angolo, nel senso in cui gi-
rano le lancette degli orologi.
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Cosi nella figura di questo §, ammesso che le ro-
tazionl avvengano nel senso delle lancette degli oro-
logi, quello dei due angoli, a cui appartiene il punto C,
si indica dicendo : angolo A, O, B. L’angolo, a cui ap-
partiene 1l punto D, siindica dicendo : angolo B, 0O, A.

Dovendo indicare questi angoli per iscritto, scri-
veremo : angolo A O B, ed angolo B O A, oppure pit sem-
plicemente A(O) B e B(0) A, dove si vede chiusa tra
parentesi la lettera che indica il vertice.

%5. La definizione e meglio il modo di generazione
d’un angolo s’adattano al caso che 1 lati siano per di-
ritto (opposti ), e al caso che siano sovrapposti.

L’angolo di due raggi opposti g1 dice patfo.

Nel secondo caso 1’angolo od & nullo, oppure & un
intero piano (& un perigono).

%6. Qualunque raggio del piano d'un angolo, che
abbia Vorigine sopra un lato od esternamente, e che
passi per un punto interno, divide’angolo in due parti.
Ma fra i modi di divisione d’un angolo noi considere-
remo soltanto quelli dovuti a raggi passanti per 1l ver-
tice dell’angolo. (Soltanto in questo case le parti sono
amgoli tutte e due. Fa eccezione, per questo riguardo,
Pangolo piatto ).

%%. Postalate dell’angelo. Una parte [76] &’ un
angolo non puo essere uguale ail’ intero.

38. Cor. Ogni angolo & imvertibile. [48, 77].

%9. Dati due angoli 4 £C, D E' F, imaginiamo di
voler riconoscere se sono eguali. Supposto che abbia
luogo questo caso, manifestamente a ciascun lato del-
'uno deve corrispondere [26] un lato dell’altro, e
quindi il vertice al vertice. Cosi, per ottenere la so-
vrapposizione, sl comincera a far coincidere un lato
d’un angolo con un lato dell’altro[34], e poi il piano
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dell’uno col piano dell’ altro [48], in modo che gh an-
goli cadano da una stessa banda del lato comune. (*).
Posti cosi gli angoli, se anche gli altri due lati coin-
cidono, si conchiude che
essl sono eguali. [43]. R
Nelcasocontrario, senza / D /

altre prove [78], si pud / - K-
conchiudere che i due / ~C / ) oo
. . e s
angoli non sono eguali. e [ .-
80. Quando due an- B EI’"‘—?

goli non sono eguali,

uno di essi é uguale ad una parte dell’altro. Si ac-
cenna codesta relazione dicendo che il primo angolo
& minore del secondo, sppure che questo & maggiore
del primo. Ad es., relativamente alla figura prece-
dente, si dira che A (B) (' & minore di D(E ) F, oppure
che D(E)F & maggiore di 4(B)C. Si indica cid
scrivendo :

A(B)C < D(E)F oppure D(E)F > A(B)(C.

81. Una posizione qualunque del raggio che ha

generato un angolo (che mnon sia perd né la prima
ne Pultima) divide I'angolo in
due angoli che si dicono parti

dell’angolo dato; e questo si dice Af

loro somma. Cosi si & determi- rf D..-
nato il concetto di addizione di gl
due angoli, e in generale di " e =

quanti angoli si vogliano.
Nella nostra figura il rag-
g BD taglia I'angolo ABC nei due 4 (B) D,

('} Cioe, per dir meglio, in modo che, quando si volesse
che il lato comune generasse poli due angoli, si dovesse farlo
rotare in uno stesso verso,
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D(B)(; ed esso & la somma di codesti due angoli.
S1 indica questa relazione scrivendo :
AMB)D +- D(B)YC = 4A(B)C.

Ciascuna delle parti & la differenza tra la somma
e I'altra parte. Ad es., &:

A(B)D = A(B)C — D(B)C.

82. Teorx. La somma di¢ pit angoli & indipendente
dall’ ordine in cui si sussequono gli addendi.

Dim. Infatti, invertendo |78] 1 angolo composto
di due addendi consecutivi, si muta l'ordine di due ad-
dendi consecutivi, senza che venga alterata la somma.
E ripetendo abbastanza lo scambio di due addendi con-
secutivy, si finisce ad ottenere che gli addendi si succe-
dano in un ordine prestabilito qualsiasi.

83. Un angolo si dice convesso quando i prolunga-
menti dei lati cadono fuori dell’angolo ; altrimenti 'an-
golo s1 dice concavo.

Percio, ad es.; si pud dire che due raggi uscenti
da uno stesso punto, e che non siano per diritto, divi-
dono il loro piano in due angoli, che sono uno convesso
e ]’altro concavo.

Ogni angolo convesso & minore d’ un angolo piat-
to; ed ogni angolo concavo & maggiore d un angolo
piatto. [80] (}).

Due angoli, 1 quali abbiano un lato in comune,
s1 dicono comsecutivi. ( Per il caso che due angoli conse-
cutivi siano in uno stesso piano, si deve aggiungere
questa condizione che il raggio, che 1i ha generati, ab-

(") Nel seguito soltanto in rarissimi casi ci accadra di do-
ver considerare angoli concavi. Pertanto neli'indicare un an-
golo possiamo dispensarci dal distinguere un lato dall’altro,
e bastera pronunciare per seconda la lettera del vertice. Si fara
avvertenza, quando si intenda parlare d’un angolo concavo.
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bia girato intorno alla sua ortgine nello stesso senso
per tutti e due gli angoli).

Due angoli col vertice in comune e nei quali 1 lati
di ciascuno siano 1 prolungamenti del lati dell’ altro si
dicono opposti al vertice.

Quando due rette si segano, nel loro piano ci sono
due coppie di angoli opposti al vertice.

Gli angoli, in cui una falda é divisa da un raggio
uscente da un punto qualunque dell’ origine, si dicono
adiacenti.

84. Teor. Tutti gli angoli piatti sono equali tra
loro. [48].

85. Def. Due angoli, la cui somma sia un angolo
piatto, s1 dicono supplemeniari.

86. Cor. 1°. [ lati della somma di due angoli sup-
plementari sono per diritto.

87. Cor. 2°. [ supplementi di angoli equali sono
eguali. [84].

88. Cor. 3°. (*I» angoli opposti al vertice sono equali
tra loro.

" Infatti due'angoli opposti al vertice hanno un an-
golo adiacente in comune, del quale ambidue sono
supplementari. {87].

89, Teor. Se due raggi uscenti da
wuno stesso punfo di una retta, cadono
da bande opposte di questa e fanno
con essa due angoli equali che non siano
consecutivi, essi sono per diritto.

Dim. Da un punto E, d’una retta
A B, escano due raggi EC, ED. E
sia. A(E)C = B(E)D. Dico che i raggi EC, ED
glacciono sopra una stesse retta.

Infatti, poiché I'angolo 4 E C & supplementare di




CE B [85], anche i due angoli CEB, BE D sono
supplementari, epperd [86] i raggi EC, ED sono
per diritto.

Il cerc_hlo.

90. Preso in un piano un raggio 0 4 e segnato su
questo un punto M, imaginiamo che il raggio ruoti
intorno al punto 0, mantenendosi nel piano [566] in un
senso o nell’opposto, e fino a che abbia ripresa la posi-
zione primitiva. In questo movimento il punto M de-
scrive una linea che si chiama cerchio (o circolo); il
punto O si chiama centro del cerchio, ed ogni segmento,
che unisce il centro con un punto del cerchio, si chiama
raggio del cerchio.

Spesso si chiama il raggio di un cerchio (non un

raggio ) un segmento che sia
G N{ eguale ai raggi, indipendente-
4 mente dalla sua posizione.

Il piano, in cui giacciono
tutti 1 punti d’un cerchio ed il centro, si dice piano
del cerchio.

O1. Tutti i vaggi d'un cerchio sono equali tra loro,
perché non sono altro che posizioni distinte di un
medesimo segmento.

92. Se tutti i puntid’una figura giaceiono in un pia-
no, la figura si dice piana. Altrimenti si dice storta, gobba.

Un cerchio & una linea piana.

93. Un cerchio diwide il suo plano in due parti,
una limitata e 1'altra illimitata. La parte limitata si
chiama la superficie del cerchio.

Il segmento, che rotando intorno al centro de-
serive con ' estremita mobile un cerchio, descrive nella
rotazione la superficie del cerchio.
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Il centro d’un cerchio appartiene alla superficie

del cerchio.

94. Un punto del piano d'un cerchio si dice interno
od esterno al cerchio, secondo che giace nella parte Li-
mitata o nella illimitata di quelle due in cm il cerchio
divide il suo piano.

Altrettanto si dice di una figura i cul punti siano
tutti interni ad un cerchio o tutti esterni.

95. Ogni punto interno ad un cerchio ha dal centro
distanza minorve del raggio. Infatti 11 segmento che lo
unisce col centro é parte d’un raggio.

96. Ogni punto esterno ad un cerchio ha dal centro
distanza maggiore del raggio. Infatti, unendo quel punto
col centro, si ottiene un segmento di cui una parte é
un raggio del cerchio. {93].

9%. Se la distanza d'un punto del piano d'un cerchio
dal centro & minove del raggio, il punto ¢ miterno; ¢ se¢ é
magqiore del raggio, il punto é esterno.

Infatti, nel primo caso il punto non puo cadere
sul cerchio, né fuori, perche la sua distanza dal centro
sarebbe ugnale o maggiore [96] del raggio ; e cio con-
tro I’ 1potes1. Ecc.

98. Wef, Se tutti ¢ puntt d’ una figura hanno una
proprieta comune, e soltanto ¢ punti di quella figura hanno
quella proprieta, quella figura si dice il luogo (}) dei
punti che godono quella proprieta. ().

(1) 8’intende dire che la figura & il luogo dove sono posti
tutti i punti che godono quella proprietd. Ma bisogna poi in-
tendere aggiunto questo che ogni punto della figura gode di
quella proprieta.

(3) Cosi, per conchiudere che una certa figura ¢é il luogo
dei punti che godono una certa proprieta, bisogna aver dimo-
strato: 1° che tutti i punti della figura hanno quella proprie-



— 85 —

99. Teor. In un piano, il luogo dei punti, che hanno
da un punto del piano distanze uguali ad un segmento
dato, ¢ il cerchio che ha il centro in quel punto e ragqi
equali a quel segmento.

Dim. Sia O il centro del cerchio ed A B il seg-
mento dato.

1°. Per la definizione del cerchio [90] (cio& per il
modo in cui si deve intenderlo de-
seritto) ogni punto del cerchio ha
dal punto O distanza eguale ad 4 B.

0 2°. Se un punto del piano del

cerchio non appartiene al cerchio,

esso ha dal centro distanza minore [95] oppure [96]
maggiore del raggio.

In conchiusione tuti e soltanto i punti che hanno...
appartengono ecc.

100. Teor. Una retta, se passa per i centro dun
cerchio ed appartiene al piano del cevchio, ha in comune
col cerchio due soli punti, e questi sono situati da bande
opposte del centro.

Dim. Infatti il segmento, che con una estremita
genera 1l cerchio, viene nel suo movimento a cadere
su clascuno dei raggi in cui una retta, che appartiene
al plano del cerchio e che passa per il centro, & divisa
dal centro ; epperd questa retta ha in comune col cer-
chio le due estremita di quelle due posizioni del seg-
mento mobile. Non ha poi col cerchio altri punti co-
muni, perché ogni altro punto della retta ha dal centro
distanza maggiore o minore del raggio, e quindi {97]
non appartiene al cerchio.

ta; 2° che 1 punti, che non appartengono alla figura, non
godono quella proprieta (oppure che ogni punto, il quale ha
quella proprieta, appartiene a quella figura ).
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101. Ogni segmento, che passa per il centro d'un
cerchio ed ha le estremita sul cerchio [100], si dice dia-
metro di quel cerchio.

102, Tulti diametri d'un cerchio sono equali, perché
ogni diametro é composto di due raggi.

103. Teor. Una refta, che passa per un punto in-
terno ad un cerchio ed appartiene al piano del cerchio, ha
m comune col cerchio due punti almeno, e questi situati
da bande opposte del punto dato.

Dim. Sia un cerchio di centro O e un punto in-
terno A4; e sia M N una retta che appartiene al piano
del cerchio e che passa per 4. Si tiri la retta 40, e
siano B, C'1 punti in cui essa incontra il cerchio. [100].
Poiché 1 punti B, C cadono da bande opposte del punto
4, e quindi da bande opposte della retta M N [40, 4°],
qualunque linea, che giaccia nel piano del cerchio ed
unisca B con C, incontra necessariamente [40, 2°] la
retta M N. Tanto vale per
ciascuna delle parti in cui il
cerchio & tagliato dai punti
B, C.

Infine, perché codesti
due punti, che la retta M N
ha necessariamente in co-
mune col cerchio, cadono da
bande opposte della retta B (' essi sono situati da bande
opposte del punto 4.

104. Teor. Si pud sempre descrivere un cerchio, che
guacera in wn piano dato, abbia il centro in un punto qua-
bunque del piano, e raggio equale ad un segmento dato.

Dim. Infatti, posto che sia O il punto dato ed 4 B
il dato segmento, si puo |21, 1°; 28, 2°; 40, 1°] intanto
porre il raggio A B nel piano dato in modo che A
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cada 1n ‘0. Poi, facendo che il segmento 4 B compia
una rotazione intorno ad O, il
punto B descrive 1l cerchio do-
m mandato.

L’istrumento ideale, con cui
si pud descrivere qualunque cerchio domandato, si
chiama compasso.

203. Cor. Dato un segmento, una retta e su questa
retta un punto, si possono segnare sulla retta due seg-
menti, che abbiano una estremitd mel punto dato e che
stano equale al segmento dato. [42, 104, 100].

e

A

Divisione della Geometria.

106. La Geometria si suole dividere in due parti;
la. Geometria piana o Planimetria, che studia le figure
piane e le relazioni tra figure piane indipendentemente
dalla posizione dei loro piani; e la Geometria solida o
Stereometria, che studia le figure senza la restrizione
che 1 loro punti siano tutti in un piano. (}).

(*) Questa divisione non & necessaria ; na presenta van-
taggi incontestabili nell'insegnamento elementare.

BRETSCHNEIDER (Jena, 1844) ha pubblicato un trattato di
Geometria elementare, destinato all’insegnamento, nel quale,
rompendola con le tradizioni classiche, ha soppresso la divi-
sione sopraccennata; ma non tutti sono rimasti convinti della
opportunitd dell'innovazione. In una prima esposizione sono
piuttosto da cercare i pretesti per separare le proposizioni, che
non le ragioni di presentarle unitamente.

-~
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CAPITOLO I
COSTRUZIONI FONDAMENTALI

10%. Lemma 1°. (*). Se un segmento é minore della
somma ed & maggiore della differenza di altri due, anche
clascuno di questi & minore della somma degli altri due.

Dim. Un segmento « sia minore della somma di
due altri 8, y, e sia maggiore della loro differenza. Per
il caso che i segmenti § e y siano disuguali, suppo-
niamo d’aver chiamato f§ il maggiore. Cosi lipotesi &
rappresentata dalla disuguaglianza g = y e dalla limi-
tazione :

Bty >e> f— p
S1 vuol provare che anche ciascuno dei segmenti 8, y
e minore della somma degli altri due.

Per il segmento y la cosa ¢ chiara. Infatti, dap-
poiche esso & uguale o minore di #, esso ¢ in ogni caso
minore della somma g 4- a.

Per il segmento $ prendiamo la disuguaglianza :

ﬁ — Y < q
ed aggiungiamo y ai due membri. Poiché il primo
membro rappresenta cio che & rimasto del segmento g

(') 8i chiama lemma una proposizione, che farebbe parte
di una susseguente, ma che si stacca e si premette, perché &
utile poterla citare nel seguito. (Talvolta codesta separazione

si fa per ragioni didattiche; per non avere ciod una dimo-
strazione troppo lunga).

Spesso il titolo particolare serve anche a giustificare il
posto occupato dalla proposizione, perché, confrontata con le
prossime, sembrerebbe non far gruppo con esse.
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quando se ne & tolta una parte uguale al segmento y,
aggiungendo questo segmento al residuo torna neces-
sariamente il segmento 8. Cosi dall’ultima eguaglianza
si conchiude 1’ altra :
B <a-+ v
Eppero resta provato che, se ece.

108. Lemma 2°. Se ciascuno di tre segmenti é mi-
nore della somma degle altri due, ciascuno & maggrore della
differenza degli altri due.

Dim, Ciascuno dei segmenti «, §, y sia minore
della somma degli altri due. Dico essere ciascuno mag-
giore della differenza degli altri due. Proviamo, ad es.,
che o ¢ minore della differenza tra g e y.

Per i1l caso che i segmenti 8 e y fossero eguali, la
cosa ¢ manifesta.

Quando sia g > y, ricorrendo alla disuguaglianza:

« — y > B,
e sottraendo y dai due membri, s1 ottiene:
a > f — ».
Per il caso che sia y > f, dalla disuguaglianza:
a — B >y,
sottraendo 8 dai due membri, si ottiene:
x>y — 8.

Nello stesso modo si proverebbe che ciascuno dei
segmenti B e y é maggiore della differenza degli altri
due; epperd resta provato che, se ecc.

109. Lemma 3°. Se la distanza dei centri di due
cerchi & minore della somma dei raggi e maggiore della
loro differenza, i cerchi hanno in comune due punti che
sono da bande opposte della retta dei centri.

Pim. Siano due cerchi di centri 4 e B; indi-
chiamo con « e g 1 raggi rispettivi e con y il segmento
A B. Supponiamo che questo segmento sia minore della
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somma e maggiore della differenza degli altri due.
Sappiamo intanto di-poter dire {107] che ciascuno dei
tre segmenti in discorso & minore della somma degl
altri due. Ora dobbiamo provare che i due cerchi hanno
necessariamente in comune due punti situati da bande
opposte della retta 4 B.

Ed ora, scelto uno dei cerchi, ad es. il cerchio
(4) ('), cominceremo ad osservare che esso ha in co-
mune con la retta 4 B due punti H, K, perché codesta
retta passa per il centro. [100].

Poi noteremo che il segmento B 1, perché uguale
ad (« - y), & per I'ipotesi maggiore di B. Per conse-
guenza [97] il punto # & fuori del cerchio (B).

Invece il segmento B K & minore di B. Ed invero,
poiché codesto segmento & la differenza tra i segmenti
a e P, esso & [108] in
ogni caso minore di
B; epperd [97] 1l punto
K cade nell’interno
del cerchio (B).

Il cerchio (4) ha
dunque un punto ester-
no ed uno interno al
cerchio (B); per con-
seguenza 1 due cerchi hanno due punti almeno in co-
mune. Codesti punti comuni ai cerchi non possono
appartenere alla retta 4 B, perché il cerchio (4) su
questa retta ha solo 1 punti H ¢ X [100], e quest:
S0nO uno esterno e I altro interno al cerchio (B). I due
punti comuni sono poi da bande opposte della retta

(*) Per brevitd, quando non sia possibile equivoco, si in-
dicaun cerchio nominandonesolo il centro. Scrivendo, si chiude
tra parentesi la lettera che indica il centro.
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A B, perché sono da bande opposte di questa retta le
parti in cui ciascuno dei cerchi & di%iso dalla retta stessa.,

Cosi si & dimostrato che, se ecc.

120. Cor- 2°. Se ciascuno di tre segmenti dati ¢ mi-
nore della somma degli altri due, sopra. uno indicato dei
tre segmenti e da una sua banda assegnata si puo semprre
costrurre un triangolo i cui altri due lati siano equal ar
due altri segmenti dati ¢ in modo che quello dei due lati,
che deve essere uguale ad wno indicato dei due segmenti,
abbia una estremitd in una assegnata del primo segmento.

Infatti se, facendo centro nelle estremita del seg-
mento indicato, con raggi rispettivamente ugual agli
altri due segmenti, si descrivono due cerchi, questi
cerchi hanno necessariamente in comune due punti si-
tuati da bande opposte della retta dei centri, perché la
distanza dei centri dei cerchi, che & minore della somma
dei raggi, ¢ poi [108] maggiore della loro differonzs.
Unendo uno dei punti comuni ai due cerchi coi centri,
si ottiene il triangolo accennato nel corollario.

111. Cor. 2°. Sopra una base data ¢ da una banda
assegnata st puod sempre costruire un traangolo isoscele, nel
quale 1 lati eguali siano equali ad un dato segmento, ¢l cui
doppio super la base. [110]. |

(S1dice isoscele ogni triangolo che ha due lati eguali;
U terzo lato si dice la base del triangolo isoscele).

112, Cor. 3°. Sopra un dato segmento e da una banda
assegnata s pud costruire un triangolo equilatero. [110].

(Si chiama equilatero ogni triangolo che ha i lati
eguali ).

213. Oss. Dalla dimostrazione del! teorema del
§ 109 risulta il modo di risolvere il problema della co-
struzione dei triangoli accennati mnei paragrafi 110,
111, 112. Analoga osservazione si intendera fatta in
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fine della dimostrazione di ogni teorema che affermi la
possibilita di costruire una figura che sodisfaccia a date
condizioni.

114. Lemma. Duc triangoli, se hanno due lati e I'an-
golo compreso rispettivamente uguali, hanno equali rispet-
tivamente anche gli altri elementi, e somo eguali.

Dim. Nei triangoli A BC, DEFsia AB= DE,
AC=DF e C(A)B= F(D)E.

S1 deve provare che &

B(C = EF; che sono eguali A

gli angoli in B ed E, ed eguali

gli angoli in €' ed ¥, e che ,

anche i triangoli sono egualli. B &
B C E F

A tale intento sovrappo-
niamo [78] I'angolo C'4 B al-

I"angolo #F'DE, in modo che il lato A B cada sul
raggio D E. Allora, perché I’angolo ("4 B & uguale
all’angoclo FD E, il lato A C cade sul raggio D F.

E perche ¢ 4B = DE, il vertice B cade in E ;
e perché 6 AC = D F, il vertice C cade in ¥.

Cosi, essendo B in E e (' in F, anche il segmento
B (' comcide (28, 3] col segmento EF, I’angolo B
con 'angolo E, I’angolo ¢ con l'angolo F, ed il
triangolo col trianpolo.

115. Oss. Quando due triangoli sono eguali, due
lati corrispondenti sono opposti ad angoli eguali, e due
angoli corrispondenti sono opposti a lati eguali. '

A16. Lemma. Se due lati di un triangolo sono egua-
li, glt angoli oppost: c?d-essi sono eguali. (V).

(') Questo teorema si suol anche enunciare: In un trian-
golo isoscele gli angoli alla base sono eguali. E lo si cita an-
che dicendo: In un triangolo a lati eguali (sottinteso, se di
eguali st sono) sono opposti angoli equali.
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Dim. Neltriangolo AB(Csia 4 B = A Dico es-
sere A(B)C = B(CY4.
A tal fine sui prolungamenti dei lati A B, 4C si
prendanc due segmenti eguali tra loro B D, C'E, e poi
si tirino BE e O D.

Se ora confrontiamo i trian-
golid BE, A C D, troviamo che
hanno A B=AC, AE=AD,
e I'angolo in 4 in comune. Per

A
B /\5 conseguenza[l14|e BE=CD
”m e B(E)C= B(D)C
/
ff

Cosi, se si confrontano i
triangoli B C D, BC E, poiché
e in essi:

DB=E(, DC=EB e B(D)(U= B(E)C,
s1 conchiude [114] essere: C'(B)D = E(C) B;
epperd [87] sono eguali anche i loro supplementari
A(B)C, B(C)A, come d. d. (V).

187, Teor. Qualunqgue angolo puo esser diviso in
due parti equals, e in un modo soltanto.

" Bim. Sia 'angolo A BC.

/ \ Sui lati, partendo dal verti-
| ce, si prendano due segmenti
o/ 1\, eguali BD, BE, o tirato il seg-
/T mento [ E, su questo segmento,
/c N A preso come base, e dalla banda
‘ opposta a quella in cui si trova

il punto B, si costruisca[111] ad
arbitrio un triangolo isoscele £ D ¥, Tirando il raggilo
BF, I'angolo A B( resta diviso in duo parti eguall.

(') Pitt semplicemente si pud dimostrare la proposizione,
invertendo I'angolo C 4 B [78]; oppure considerando come di-
stinti i triangoli 4 BC, A C B, e confrontandoli [114] tra loro.
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Infatti, nel triangolo B E D, essendo BE = B D,

e[116]: E(DYB = B(E)D.
Cosi nel triangolo E D F, essendo EF = FD,
e[116]: F(D)E = D(E)F.

Per conseguenza tutto 'angolo #.D B é uguale all’an-

golo BEF. Se ora confrontiamo i triangoli BE F,

B DF, troviamo che hanno BE = BD, EF=DF

eB(E)F = F(D)B; per conseguenza [114] é:
F(BYE = D (D) F.

Questo poi che un angolo si possa dimezzare in
un modo soltanto é conseguenza
del concetto che abbiamo di an-
golo, per cui le metd di angoli
eguali o d’uno stesso angolo sono
eguali tra loro. ().

Cosi non potrebbero 4 (B).D
ed A(B)E essere ambidue meta
dello stesso angolo 4 BC.

118, Dividendo per meta un angolo piatto A CB,
s1 ottiene un raggio C'D, che parte da un punto di una
retta (quella composta dei lati dell’angolo piatto), e
che forma con questa retta angoli eguali.

Il prolungamento C'E del raggio C'D forma an-
ch’esso con la retta A5 an-
goli eguali. Infatti codesti an- b
goli sono opposti al vertice di
angoli eguali, epperd [88] an-
ch’ essi sono eguali. In conchiu-
sione 1 quattro angoli, che le due E
rette A b, D E formano intorno al
punto d’intersezione, sono tutti e quattro eguali tra loro.

() Il raggio che dimezzaun angolo se ne dice la bisettrice.
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189, Wef. Due rette, che si incontrano e formano
quattro angoli equali, si dicono perpendicolari l'una al-
U altra, nel punto comune.

(Basta che, dei quattro angoli, due consecutivi
siano eguali, perché siano eguali tutti e quattro. [118)).

120. Due rette, che abbiano un punto comune e
non siano perpendicolari tra loro si dicono obligue.

121. Poiche si e provato che ogni angolo pud esser
dimezzato, e che puod esser dimezzato in un modo sol-
tanto, si puo dire [118] che:

Ad wna retta, 1 un suo punto qualungque, st puo mal-
zare una perpendicolare, ed una soltanto.

122. Un angolo, che sia meta di un angolo piatto,
si dice retto.

Poiché tutti gli angoli piatti sono eguali tra loro
(84], e le meta di angoli eguali sono eguali [117], pos-
siamo dire che tutti gli angoli retti sono equali.

223. Qualsiasi angolo, che sia minore di un retto,
si dice acuto. Ed ogni angolo maggiore di un retto si
dice ottuso. ().

124. Due angoli, la cuil somma sia eguale ad un
retto, si dicono complementari.

Angoli acuti eguali hanno complementi egua-
li. [122].

125. 0ss. Poiché la somma di due angoli adiacenti
¢ un angolo piatto, si pud dire [122] che:

La somma di due angoli adiacenti ¢ uguale alla som-
ma di due angoli retti, e che:

126. La somma di tulti gli angoli. in cui un piano é

(1) Si pud anche dire che un angolo & acuto, retto, od
ottuso, secondo che & minore, uguale, o maggiore del nuovo
angolo, che si ottiene prolungando uno dei lati dell’angolo
dato (di la dal vertice).
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diviso da quanti- si vogliano ragge uscenti da uno stesso
punto, ¢ uguale alla somma di quattro retti.

123. Probl. [nalzare la perpendicolare a ung retta
data in un suo punto dato. i

Risol. Sia data la retta 4 B, e su questa un punto
C. Si tratta di tirare la reita che & perpendicolare ad
ABin C.

Partendo da (| si prendano sulla retta dyue seg-
menti eguali O D, (' E. Poi sulla

base D £ si costruisca [11 1] un -
triangolo isoscele qualsivoglia /\\
DEF. LarettaCF &la perpen- P Y
dicolare domandata. ! i

/

Dim. Infatti, poiché in un AD ¢ RR
triangolo isoscele gli angoli alla
base sono [116] eguali, é F(D) C = C(£) F. Essendo
inoltre per costruzione }J) — I'E e CD = CE,
1 triangoli #D(C, FEC hanno anche gli altri olo-
menti [114] rispettivamente uguali; ed in particolare
e D(C)F = F(C)E.

128. Teor. Da un punlo, dato fuori di una retta,
St pud sempre calare su questa una perpendicolare, ed una
soltanto,

Bim. Siano dati un punto 4 e una retta B C che
non passi per 4. Dico che sj puo tirare una retta ed una
soltanto che passi per 4 e sia perpendicolare alla B

Preso, fuori della retta data, un punto 3{ in guisa
che 4 ed M giacciano da bande opposte della retta,
81 tiri il segmento 4 M. Questo segmento taglia neces-
sariamente [40, 2°] la retta B sia N il punto d’in-
contro. Ed ora, con centro 4 e raggio A M, si descriva

() Come si & oSservato, questo problema non & che un
caso particolare del problema relativo al § 117.
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un cerchio. Poiché la retta 5 C passa per un punto N,
che & interno al cerchio, essa ha in comune col cerchio,
due punti almeno situati da bande opposte di N. Siano
D ed E questi punti. Condotti 4D, AE, si divida
per meta [117] I’ angolo E 4 D.
La bisettrice incontra necessa-

A
a’,f\\\ riamente il segmento D E; sia
AR IR F il punto d’intersezione. Dico
DN \E essere A F perpendicolare a B C.
B m F < Infatti 1 triangoli 4 D F,
AEF, avendo AT in comune,

?

A D = AE perche raggi di uno
stesso cerchio, ed F'(4)D == E(A) F per costruzione,
hanno [114] anche gli altri elementi rispettivamente
uguali; e in particolare ¢ D(F )4 = A(F ) E.

(irimane da dimostrare che da un punto, che sia
fuori d’una retta, non si puo tirare alla retta che una

perpendicolare soltanto.
Sia un punto 4, ed una retta B ( che non passa

per 4; e sia A D perpendicolare a BC. Tiro per 4
un’altra retta qualunque che -
contri la BC in E. Proveremo

\ che la retta A £ non & perpen-
dicolare alla B8 C.

B E c A tal fine s1 prenda un seg-

mento D F che sia eguale ad
/ AD e si unisca F' con E.

| Se si confrontano i trian-

goli ADE, F D E, si trova che

hanno D E in comune, AD = D F ed eguali gli angoli

ADE, E DF, perché le rette 4 ¥ e B( sono perpen-

dicolari tra loro. Per conseguenza|114| gliangoli DEA

ed F'E D sono eguali.

A
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Ora, se la retta 4 £ fosse perpendicolare a B (),
I’angolo D E A sarebbe retto, e quindi retto anche
FED; per conseguenza I'angolo F E A sarebbe piatto,
cioé la linea A K F' sarebbe un segmento. Ma allora
avremmo due rette con due punti 4 ed F' in comune e
non coincidenti; e cio non pud essere (28, 3°]. La
retta 4 K non é dunque perpendicolare alla BC.

Cosi resta dimostrato che ecc.

129. Teor. Qualunque segmento puo esser diviso e
m un modo soltanto in due parti equali.

Dim. Sia il segmento 4 B.

Costruito {111} ad arbitrio su 4 B, preso come base,
un triangolo isoscele 4 B C, si
dimezzi[117] Pangolo BC 4. La C
bisettrice taglia il segmento 4 B,
e il punto ¥ d’intersezione di-
vide il segmento dato in parti ;
eguali. i B

Infatti, confrontando i trian- B
golh CAE, ' BE, si trova che
hanno C'£ in comune, C4 = C'B, e per costruzione
E(CYA=D(C)E. Per conseguenza|ll4|é AF = EBD.

Questo poi che un segmento si possa dimezzare
in un modo soltanto & conseguenza del concetto che ab-
biamo di linea, per cui meta di
segment: eguali, 0 d'uno stesso ey
segmento sono eguali tra loro. # R
[62]. Cosi non potrebbero A4
ed 4 D essere ambidue meta dello stesso segmento 4 B.

130. Teorx- .5: puo sempre costruive un angolo che
st eguale a un angolo dato, che abbia per lato un rag-
geo dato, e che cada da wna banda assegnata di codesto
raggio.
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Dim. S ABC 1 angolo dato, ed FE il rag-

gio dato.
Preso sul lato B A un punto H ad arbitrio, da M
st cali [128] la perpendicolare H K sull’altro lato
dell’ angolo. Quindi, preso su

g FE un segmento FM = BK,
A si tiri [121] per M la M N per-
ey }1{ . pendicolare ad F E. Infine, fatto

MN = HK, si tir il raggio
/iﬁ FN. LI’angolo N F'M & uguale
all’angolo dato 4 BC.
Infatti, poiché nei triangoli

HBK,NFM & BK = FM,
HK=NM ¢ BK)H = F(M)N, egli & [114]
A{(B)C'= N(F)E.

Il problema ammette una sola soluzione. [77].

131. Probl. Costruire un triangolo che sia equale
ad un triangolo dato.

Risol. Si costruisce [130], dove la questione ri-
-chiede, un angolo eguale ad uno di quelli del triangolo
dato, e sui lati dell’angolo costruito si prendono, par-
tendo dal vertice, due segmenti rispettivamente uguali
a quei due lati del triangolo, che contengono |’ angolo
prescelto. Unendo le estremita dei due segmenti, si ot-
tiene un triangolo eguale [114] al dato.

— .__‘_-‘__H Limansens U



CAPITOLO III
IL TRIANGOLO

*

Proprieta d'un triangolo.

132. Un angolo, compreso da un lato di un trian-
golo e da un prolungamento di un altro lato, si dice
angolo esterno del triangolo. Un angolo esterno & adia-
cente ad uno degli angoli del triangolo, e si dice opposto
di ciascuno degli altri due.

138. Teeor. In ogni triangolo un angolo esterno é
maggiore di ciaséuno degli angoli intern: opposti.

Pim. Sia un triangolo qualunque 4 B(), e s1 pro-
lunghi uno dei lati, ad es. 1l lato 4 B, in D, Dico che
I’angolo esterno DA (' ¢ maggiore di ciascuno degli
angoli interni opposti 4 BC, BC' A.

Percio divido A C' per meta [129] in E| e condotto
il segmento B ), lo prolungo, e faccio £ F' = B E. Poi
osservo che il punto F' cade '
necessariamente dentro del-
Pangolo DAC; ed invero,
dappoiché la retta 3 F in-
contra la retta BD in B e
la retta AC' in E, il raggio
E F non puo incontrare i lati
dell’angolo D A (. |28, 3°].
Per conseguenza, se si tira il raggio 4 F, questo divide
in due I"angolo D A C.

Ora, considerando i triangoli F E A, B E C, tro-
viamo che 1 lati £ F, E A sono per costruzione uguali
rispettivamente ai lati £ B, E C, e che sono eguali gli
angoli AEF, C E B, perché opposti al vertice. Per-
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tanto [114 anche gli altri elementi sono rispettiva-
mente uguali, e In particolare é:

F(A)E = B(C)E.
Ma F(4)C & una parte di D(4)C'; quindi &:
D(4)C > B(C) A.

Similmente, prolungato il lato C 4 in H, si po-
trebbe provare (dividendo cioé il lato A B per me-
ta, ecc.) che I'angolo esterno 5 A H & maggiore del-
Pangolo ABC. Ma ¢ B(4)H = D(A)C [88]; quindi
infine D (4)C & maggiore anche di 4(B) (.

134. Cor. 1°. La somma di due angoli d'un trian-
yolo qualunque é minore di due retti.

Pim. Sia i triangolo 4 BC. Dico che la somma
di due angoli, ad es. la somma degliangoli 4 B, BC A,
é minore di due retti.

Infatti, prolungato il lato

BC in D, si ha 183} che I’ an-

golo interno 4 B é minore del-

esterno opposto 4 (' D. Aggiun-

\E p~ gendo a clascuno dei due angoli
Iangolo B (' 4, si ottiene:

A(B)C -+ B(C)A < A(CYD 4+ B(C)A.
Ma la somma dei due angoli adiacenti 4 (' D, BC 4
¢ [125] uguale a due retti; per conseguenza la somma
dei due angoli A BC, BC A é minore di due retti.

135. Cor. 2°. Se un triangolo ha un angolo retto,
0 un angolo ottuso, gl altri due angoli sono acuts.

Infatti, se uno di questi fosse retto od ottuso, esi-
sterebbe un triangolo, nel quale due angoli darebbero
una somma eguale a due retti, 0 maggiore. E cid non
puo | 134] essere. -

136. Se un angolo di un triangolo & retto, il tri-
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angolo si dice retfangolo. 11 lato opposto all’angolo retto
si dice ¢potenusa; gl altri due lati si chiamano cafets.

Se un angolo di un triangolo & ottuso, il triangolo
si dice oftusangolo.

A3%. Corx. 3°. Due reotte, che siano perpendicolar: ad
una terza, non & incontrano.

Infatti, se s’incontrassero, ci sarebbe un triangolo
con due angoli retti, e ¢id non puo darsi. [135].

138. Teor. Se due lali di un triangolo sono egqual,
qli angoli opposti wi due lati equali sono eguali.

Dim. Si trova nel § 116.

139. 0ss. Se un triangolo ha due angoli egualz, que-
st sono acuti, giacché non esiste nessun triangolo [135]
nel quale due angoli siano retti, od ottusi. Possiamo
dire pertanto {138]: In un triangolo isoscele gli angol:
alla base sono acuti.

140. Se sui lati di un angolo acuto, partendo dal
vertice, si prendono due segmenti eguali, e se ne con-
giungono le estremita, si ottiene un triangolo isoscele,
nel quale anche [139] 'angolo opposto alla base é acuto.
Esistono dunque triangoli nei quali tutti e tre gli an-
goll sono acuti.

Quando tutti e tre gli angoli di un triangolo sono
acutl, 1 triangolo s1 dice acutangolo.

141. Teor. Se¢ due latt di un triangolo sono disu-
quali, Uangolo opposto al lato maggiore ¢ maggiore dell’ an-
golo opposto al lato minore. (V).

Pim, Nel triangolo 4 B (il lato 4 B sia maggiore
del lato A . Dico che 1'angolo B('A4 opposto al lato
maggiore 4 B, & maggiore dell’angolo 4 BC, che &
opposto al lato minore A4 (.

(') Sicita questo teorema dicendo: in un triangolo alato
maggiore & apposto angolo maggiore.
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Si tagli dal lato maggiore 4 B una parte 4D
eguale ad AC, e si tiri C'D. Perché il punto D
cade tra 4 e B, il raggio C'D cade nell’ angolo
BCA.

Si osservi ora 1l triangolo 4 D', In questo, poi-

ché &6 4 D= AC, gh angoli DC 4,
A ADC sono [138] eguali tra loro. E

dacché 1’ angolo BC A é maggiore

di D(C)A, esso &€ maggiore anche

dell’angolo 4 DC. Ma questo, come

esterno del triangolo B D(C, alla sua

volta & [133] maggiore dell’ angolo
D B, interno opposto. Dunque, a maggior ragione,
e B(CYyd> 4(B)C.

142. Teor. Se due angoli di un triangolo sono equali,

i lati opposti ai due angoli eguali sono equali tra loro.
Dim. Nel triangolo 4 BC sia
A A(B)C = B{C)A. Dico essere
/‘\ AC=ADL.

/‘ I lati AC, 4B non possono in-
fatti essere disuguali, perché in tal
/ caso anche gli angoli A BC, BC A sa-

B c

rebbero disuguali [141], e ¢16 contro

I’ ipotesi.
143. Teor. Se due angoli di un triangolo sono
disuguali, 11 lato opposto oIl angolo maggiore ¢ may-
giore del lato opposto all’ angolo mi-

A
nore.
Pim. Ne] triangolo 4 B(C, I'an-
—/ golo B3C 4 sia maggiore dell’angolo
- A BC. Dico che il lato 4 B, opposto

B C

all’angolo maggiore, ¢ maggiore del
lato A (', che ¢ opposto all’angolo minore.

\\“\.
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E infatti, non puo essere J.B= AC(, perché al-
lora [138] sarebbe B((')4 = A(B)C, e cid contro
I'ipotesi. Né puo essere 4 B <C AC, perché [141] ne
verrebbe la conseguenza che B{ (')A sarebbe minore
di 4(B)C(, e cid di nuovo contro l'ipotesi.

Ma poiché A B non pud essere uguale ad A C, né
minore, esso & maggiore di questo lato.

144. Cor. In un triangolo rettangolo U'ipotenusa é
maggiore di ciascun cateto. In un triangolo ottusangolo il
lato opposto all’angolo oftuso & maggiore di ciascuno degl
altr: lati. {135, 143].

148. Teor. Ciascun lato di un triangolo ¢ minore
della somma degli altri due.

Pim. Sia un triangolo qualunque 4 BC. Dico che
clascun lato & minore della som-

ma degli altri due, ad es. che il i
lato B¢ & minore della somma 5
BA-{ AC.

Prolungato B A (1), st tac-
cia 40D = AC, dimodoche &
BD=DBA -+ AC;es tirt DC.

Poiché nel triangolo 4 .DC
¢ AD = AC, abbiamo [138] 4(C)D = (C (D) 4.
Per conseguenza ¢ B(C)D > C(D)B. Ma in un
triangolo ad angolo maggiore & [143] opposto lato
maggiore; quindi ¢ B D > B(, ossia:

BA + AC ~ BC.

146, Cor. Ciascun lato di wun triangolo ¢ maggiore

della differenea degle altri due. {108,

(") Bisognerebbe aggiungere < dalla banda di 4 ». Ma qui
e spesso in casi analoghi si tacciono per brevita circostanze
pur necessarie, ammettendo che 1'acume del lettore supplisca
al silenzio.




ws BB —

14%. O0ss. Abbiamo veduto [110] che & sempre
possibile costruire un triangolo, i cui lati siano rispet-
tivamente uguali a tre dati segmenti, quando ciascuno
di questi é minore della somma degli altri due. Ora pos-
slamo agglungere che queste condizioni, che allora
si son trovate sufficienti, sono anche necessarie. Infatti,
se una non fosse sodisfatta, e cid non pertanto si po-
tesse costruire un triangolo, 1n tal caso esisterebbe
un triangolo nel quale un lato sarebbe uguale alla
somma degli altri due, o maggiore. E cid non pud
[145] darsi. (*).

148. Teor. Il segmento, che unisce un pusnto d un
lato di un triangolo col wvertice opposto, é minore di uno
almeno degle altri due lati.

Dim. Nel triangolo 4 B ¢ unisco un punto D qua-
Iunque del lato BC col vertice A. Dico che 4 D & mi-

nore di uno almeno dei lati A B, 4 C.

Infatti, gli angoli BDA, ADC o

\ sono retti ambidue, e allora 4D &

\ minore [144] di ambidue 1 lati 4 B,

AC. Oppure 1 due angoli sono disu-

guali; ma in tal caso uno dei due &

ottuso, e allora 4D & nccessariamente minore [144]

di quello dei lati 4 B, 4C che ¢ opposto all’angolo
ottuso.

149, Cor. 1°. In un triangolo isoscele il segmento,

B D c

(1) Cogliamo 1’ occasione per far notare come la risolu-
zione d’un problema possa gettar luce sopra un teorema. Ad
es,, se non si fosse ancora risoluto il problema del § 110 (e
fatte le osservazioni relative), si potrebbe dubitare esserci un
teorema pit perfetto di quello del § 145, per esempio questo
che ciascun lato, anche se aumentato d'un suo quarto, é su-
perato dalla somma degli altri due lati.
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che unisce un punto della base col vertice opposto, é minore
dei lali eguali; ed il segmento, che unisce un punto d’ un
prolungamento della base col vertice opposto, & maggiore dei
lat: equali. [148].

150. Cor. 2°. In un triangolo reflangolo od ottusan-
golo, il segmento che unisce il vertice di uno degli angoli
aculi con un punto del lato opposto é minore del lato oppo-
sto all’ angolo retto od ottuso. [144, 148].

Relazioni tra elementi di due triangoli.

151, Teor. In due triangoli, se due lati e U angolo
compreso sono Tispeltivamente uguali, anche gli altri
elements sono rispettivamente uguali, ¢ anche i triangoli
sono eguali.

Dim. La stessa che nel § 114.

152. Teorx. Se due triangoli hanno due lati rispet-
tiwamente uguali e U angolo compreso disugquale, i terzi lati
somo disuguali, ¢ il maggiore é nel triangolo che ha U an-
golo maggiore.

Dim. Siano 1 due triangoli 4 BC, DEF, e sia in
essi AB= DE AC = DF e C(A)B> F(D)LE.
S1 tratta di provare che ¢ BC > EF.

A tal fine dall’angolo maggiore (' 4 B e dalla parte
di 4 B, supposto che sia
A B eguale o minore di
AC, si tagli via [130] un
angolo HAB che sia
eguale al mmore /' (D) E.
Sia K il punto in cui il
raggio A H 1ncontra 1l

lato B C.
Quando sia 4 B = AC, il segmento 4 K & minore

[ 149] di ambidue questi lati. Quando poié 4 B < A,




allora 4 K, perché é minore [148] di uno almeno di que-
sti due lati, esso & certamente minore di A C. Per con-
seguenza, se sul raggio A K s1 prende un segmento 4 H,
che sia eguale ad 4 C, 1l punto H cade necessariamente
fuori del triangolo 4 BC. Si tirino BH ed HC. (V).

Intanto, confrontando i triangoli A B H, D E F, tro-
viamo che hanno AB = DE, AH = DF (perche &
AC=DF) ed H(A)B = F(D)E. Per conseguen-
za[151]é BH = EF.

Ora si osservi il triangolo A H(' Essendo in esso
AC = AH, egli ¢[106] 4(H)C = H(C)A. Ma ¢
BH)YC > A(H)C ed H(C)4d > H(C)B; quindi &
B(H)C > H(C)B. Per conseguenza [143] nel trian-
golo BHC egli e BC > BH.Ma é BH= E F,quindi
infine ¢ BC > EF.

Cosi resta dimostrato che, ece.

153. Teor. Se due triangoli hanno t lati rispettiva-
mente uguali, anche gli angoli sono rispettivamente ugua-
lz, e anche i triangoli sono egualr.

Dim. Nei triangoli A BO,DEF sia AB= DE,

AC = DFe BC = EF.
A D Si deve provare anzitutto
che gli angoli sono rispet-
tivamente eguali.
/ Consideriamo, ad es.
B C E ¥ [118], 1 due angoli C'A B,
FDE. Essi non possong
essere disuguali, percheé in tal caso, essendo A B=DFE

(?) Se si volesse dimostrare codesto teorema indipendente-
mente dal teorema 148, si direbbe: Poiché il lato 4C & uguale
o maggiore di 4B, Vaungolo A BC éuguale o maggiore di
B(CyA. Ma é A(K)C > A(B)C; quindi 6 A(K)C > K(C) A,
e per conseguenza & AC > 4 K, Ecec.
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e AC = DF, i due lati BC, E F sarebbero disu-
guali [152], e ci6 contro 1'ipotesi.

Ma ora 1 due triangoli, poiché hanno A B= DE

AC= DFedegnali gliangoli C(4) B, F (D) E, hanno

rispettivamente uguali gli altri angoli [151), ed essi

stessi sono eguali tra loro.
154. 0ss. Ora possiamo indicare una costruzione,

pia comoda di quella insegnata nel § 130, per risolvere
il problema ivi indicato.

Infatti, se sia 4 B ('I'angolo dato, ed ¥ E il raggio
dato, basta prendere sui lati dell’ angolo dato due punti
H, K ad arbitrio, ¢ poi, preso sulla D E un segmento
FN = B K, costruire un triangolo M ¥ N, i cui altri
lati M, M N siano
eguali rispettiva-

mente al segmenti
BH, 1K E sinoti
che la costruzione / \N

di cosi fatto trian-
golo é sempre pos-
sibile [ 110}, perché i tre segmenti BK, BH, HK, ai
quali devono essere uguali i lati del triangolo da
costruire, sodisfanno | 145] appunto alle condizioni
che ciascuno sia minore della somma degli altri
due.

I’angolo M F'N, costruito in questo modo, e l'an-
golo dato A 13 " sono poi eguali, perché [153] opposti
a lati eguali in triangoli, che hanno per costruzione i
lati rispettivamente uguali.

155. Teor. Se due triangoli hanno due lati rispetti-
vamente ugualr e il terzo lato disuguale, al lato maggiore

¢ opposto angolo maggiore.
Pim. Nei triangoli ABC, DEF sia AB= DE,
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AC = DF e BC> EF. Dico che l'angolo in 4

é maggiore dell’ angolo in D.
Infatti, non si pué ammettere che questi due an-
goli siano eguali, giacché al-
A D, lora, essendo nei due trian-
goli due lati e ’angolo com-
presorispettivamente ugua-

c F 1i sarebbe[151] BC = EF,
£ e cio contro 1’ipotesi.
NéTangoloin 4 puod es-

sere minore dell'angolo in D, perché ne seguirebbe[152],
pure contrariamente all’ipotesi, essere BC « E F. L’an-
golo in 4 & quindi maggiore dell’angolo in D, come d.d.

156. Teor. Se due triangolt hanno un lato e due an-
goli ordinatamente (') uguali, anche gli altri elementi sono
ordinatamente uguali, e anche i triangoli sono equali.

Dim. Nella dimostrazione bisogna distinguere
due casi, perché i due angoli, che si aceennano nell’i-
potesi, 0 sono entrambi adiacenti al lato dato, oppure
uno é adiacente e 'altro é opposto.

Nei triangoli ABC, DEF sia BC = EF,
A(B)YC = D(E) I, e poi
sia 0 B(C)A = E(F) D, op-
pure C(A)B = F(D)E.

E chiaro che tutto sta
a provare | eguaglianza dei
due lati 4 B, D E, poiché cosi
ci si riduce al caso, in cui i due triangoli hanno due
lati e Pangolo compreso rispettivamente nguali.

D

(') Delle cose si dicono ordinatamente (invece di rispet-
tivamente) uguali ad altrettante, quando I’eguaglianza rispet-
tiva ha luogo anche tenendo conto dell’ordine in cui le cose

|sono disposte,
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Supponiamo, se puo essere, che 4 B e D E siano
disuguali. Uno det due sara il maggiore, supponiamo
sta AB> DE. Allora, fatto BH = DE, si tiri C H,
che cade necessariamente entro 1'angolo BC A.

Intanto, poiché nei due triangoli HBC, DEF &
BC=EFHB=DE ed H(B)C=D(E) F, &[151]
anche B(C)H=E(F)De C(H)B=F(D)E.

Ora, nel primo caso, essendo E(F) D = B(C) 4,
si conchiude essere B(C)H = B((') 4; il che & falso.

Nel secondo caso, essendo C'(4) B = F (D) E, si
conchiude essere C (H ) B= (' (4) B. Ma cid & pur falso,
perche I'angolo esterno di un triangolo non & uguale,
ma [ 133] maggiore di ciascuno dei due interni opposti.
E dunque necessariamente A B = DFE; e cosi {151]
anche rimane dimostrato per entrambi i casi che, se ece.

25%. Teor. Se due iriangoli reftangoli hanno Uipo-
tenusa e un cateto rispettivamente uguali, anche gli al-
tri elementi somo rispettivamente uguali, e anche i trian-
gobt sono equali.

Dim. Nei triangoli A BC, D E'F, rettangoli in C
ed Fisia AB=DE ed AC=DF

Dico che anche gli altri elementi 1A

sono rispettivamente uguali e che e

anche 1 triangoli sono eguali. B = C
Manifestamente basta [151] pro-

vare che sono eguali i lati BC, B F. 1P
Ammettiamo che questi lati /’/

non siano eguali, e che sia, ad es., F & F

BC = HF Sitiri DU,

Se si confrontano i triangoli ABC, DH F, s
trova che hanno AC=DF BCO=HF ed eguali,
perché retti, gli angoli compresi. Per conseguenza,
(161} ¢ AR = DH Ma per ipotesi & AR = DFE,
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quindi ¢ anche D E = D H. Ma ci0 non pud es-
sere. [150].

Conchiudiamo che é necessariamente B( = E F;
eppero resta provato [151] che, ece.

158. Teor. Se in due trigngoli rettangoli le ipote-
nuse sono eguali, ¢ un cateto dell’uno é maggiore dv un
cateto del secondo, U'altro cateto del primo triangolo & mi-
nore del rimanente cateto del secondo.

Bim. Nel triangoli 4 B(, D EF, rettangoli in
Cedin F,sia AB=DFE ed AC > D F. Dico essere
BC < EF.

Non pud intanto essere I (' = EF, perché allora
1 due triangoli ret-
tangoli, essendo 1'i-
potenusa ed un ca-
" K D teto rispettivamen-
e o te uguali, avrebbe-
# ro[157] AC = DF,
| e cio contro I'ipo-
tesl.

Ma non pud neanche essere B ( >~ EF. Infatti
ammesso che sia BC > EF, echesia HU=EF,
si faccia KC = D F, e si tirino A H ¢ KH.

Intanto, poiché nei triangoli KHC, DEF ¢
KC=DF, HC= EF esono eguali gli angoli in
¢ ed in F, conchiudiamo [151] essere K H = D E.
Ma per ipotesi 8 DE = 4 B, quindi é anche A B= K fi.

Ora noi sappiamo [150] che in un triangolo ret-
tangolo il segmento, che unisce il vertice di un angolo
acuto con un punto del lato opposto, & minore del-
I’ipotenusa. Percio dal triangolo 4 B(C abbiamo es-
sere AH < AB; e dal triangolo A4 H{ abblamo
KH < AH. Per conseguenza ¢ KH < 4B. Mu
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avevamo trovato essere K H = A B. Essendo caduti
in contradizione, conchiudiamo che non pud neanche
essere BC' > E'F. Cosi resta provato che & B(' << EF,
ed in generale che, se ecc.

Perpendicolari ed oblique.

- 189.Sappiamo [128] che per un punto dato fuori di
una retta si pud sempre condurre una retta, che sia
perpendicolare alla retta data. Sappiamo di pitt che la
perpendicolare & unica, che cioé ogni altra retta, che
passi per il punto dato e incontri la retta data, & obli-
qua a questa retta, fa con questa angoli disuguali.

Il segmento della perpendicolare suaccennata, com-
preso tra il punto e la retta, si suol chiamare, senz’altro,
la. perpendicolare tivata dal punto alla retta; e I'estremita,
che il segmento ha sulla retta, & detto il piede della per-
pendicolare. |

Cosi per obliqua condotta da un punto a una retta
s’intende quel segmento di una obliqua, che & COmpreso
tra 1l punto e la retta.

160. Il segmento, compreso tra il piede della per-
pendicolare e quello di una obliqua, condotte da uno
stesso punto a una medesima retta, si dice proiezione
dell’ obliquu sulla retta.

161. £ piti generalmente s’intende per proiezione
di um segmento dato sopra una retta data il segmento com-
preso tra 1 piedi delle perpendicolari calate sulla retta
dalle estremita del segmento.

162. Teor. Lo perpendicolare, tirata da un punto
a una rvette, ¢ minore @ ogni obliqua ; se due oblique
hanno proiezioni equali, esse sono equale; se hanno proie-
ziont disuguali, quella che ha proiezione maggiore ¢
magqiore.
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Dim. Da un punto O siano condotte a una retta

A B la perpendicolare OC e un’ obliqua qualsivo-
glia OD. Poi fatto C E = C D, si tiri OFE. Infine,

preso un segmento (' H > (' E, si tiri O H. Si deve
provare che la perpendi-

R colare OC & minore del-

Pobliqua O D; che le due

/ obliqgue O D, OE, che
et — hannoi proiezioni eguali
C D, CE, sono eguali;e

che 'obliqua O H é maggiore dell’ obliqua O E, perché
('H, proiezione della prima, & maggiore di CE, che
& la proiezione della seconda.

Per la prima parte del teorema basta rammentare
che in ogni triangolo rettangolo 1" ipotenusa & mag-
giore dei cateti [144]; egli & percid 0C L O 1.

Per la soconda parte, considero i triangoli O C' D)
(' E. Essendo O( comune, (/1) =CE e D(C) 0 =
O(C)E, eanche|[151] 0D = OF.

Per provare infine che ¢ O H > 0 E, dal maggior
segmento ('H si tagli la parte C D eguale al minore
CE, esitiri OD. Le due oblique OD, UE, come
quelle che hanno proiezioni eguali, sono eguali. Ed
ora, osservando 1 triangolo isoscele (0 D E, conchiu-
diamo | 149] essere O H > O FE, come d. d.

163. Un segmento, che sia eguale alla perpendi-
colare calata da un punto sopra una retta, si dice di-
stanza del punto della retta. (In altre parole & soltanto
la lunghezza [4] della perpendicolare che si vuol con-
siderare, non la posizione, quando codesta perpendico-
lare si chiama distanza del punto dulla retta).

164. La retta perpendicolare ad un segmento nel
punto di mezzo s1 dice asse del segmento.
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I punti estremi di un segmento si dicono simme-
frici rispetto all'asse del segmento.

165. Teor. [T huogo dei punti equidistant: da due
punti dati & Vasse del segmento che unisce i due punti.

Dim. Siano A e B due punti dati, C'il punto di
mezzo del segmento 4 B, e DE la retta perpendico-
lare ad A B nel punto C. Si deve provare [Y8] che
ogni punto della retta D E & equidistante da 4 e B; e
che qualunque punto, che non sia sulla D £, ha dai
punti 4 e B distanze disuguall.

1°. Sulla DE si prenda ad arbitrio un punto F,
e lo si unisca con A e con B. Le due oblique F4, F' B,
perché hanno proiezioni eguali 4G,

(' B, sono egual:.

2°. Ora si prenda ad arbitrio un
punto H fuori della retta DE, elo
si unisca coi punti 4, Be (. Si os-
servi intanto che, essendo H fuori A
della 1) E, la retta C'H non pud coin-
eidere con la perpendicolare D E,
epperd essa fa con la AL angoli disuguali. Cosi i
due triangoli HCA, HCB hanno CH i1n comune,
A( = CB, ma I'angolo compreso disuguale; quindi
[152] ilati H A, H B sono disuguali.

In conchiusione fufti e wnicamente i punti, che
giacciono suila D E, hanno la proprieta di aver di-
stanze nguali dai punti 4 e B.

1686. Cor. 1°. La perpendicolare, tirata ad un seg-
mento da un punto che sia equidistante dalle estremata
del segmento, dimezza il segmento. (').

Infatti, se non lo dimezzasse, allora, dappoiche

() In altre parvole: la perpendicolare, tirata alla base
d' un iriangolo isoscele dal vertice opposto, dimezza la base.
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I"asse d'un segmento passa per tutt: i punti equidi-
stanti dalle estremits del segmento [165], ¢i sarebbero
due perpendicolari distinte condotte ad una stessa retta
da uno stesso punto, e cid non puo essere. [128].

16%%. Cor. 2°. La retta, che passa per due punti cia-
scuno det quali & equidistante dalle estremity & un seg-
mento, e I asse del segmento.

Infatti I’asse d’un segmento passa per tutti i punti
equidistanti dalle estremits, del segmento [165], e due
punti bastano [28, 8°] ad individuare una retts.

V68. Yeor. Il luogo dei punti equidistanti da due
vetle che si tagliano & composto dalle bisettrici degli angoli
comprest dalle rette stesse.

Dim. Siano le rette A B, (' D, che si taghano nel
punto Z.

1°. Preso un punto sopra una delle bisettrici degli
angoli formati dalle due rette,
ad es. il punto £, da questo
punto si tirino le FH, F K per-
pendicolarmente alle rette stes-
se, & s1 considerino i triangoli
EFH, EFK. Poiché in essi il
lato E F & comune, gli angoli in
H e K sono retti, e per ipotesi &
F(E)H = K(E)F, & anche
[167] FH = FK.

2°. Si prenda ora ad arbi-
trio, fuori delle bisettrici, un punto L: si tirino le LM,
L N perpendicolari alle rette date, e si unisca L con E.
Osservando i due triangoli rettangoli LEM, LE N, si
vede che, poiché hanno I"ipotenusa in comune, se avos-
sero eguali i cateti 7, M, I N , sarebbero eguali [157]
gliangoli MEL, LEN, e cid contro Pipotesi che L

b




— 86 —
non sia su alcuna delle bisettrici. Le distanze L M, LN
sono dunque disuguali; e cosi resta dimostrato che, ecc.
| 169. Oss. Due bisettrici consecutive qualungue
sono perpendicolari fra loro; infatti I’angolo da esse
compreso, perché composto delle meta di due angoli
adlacenti, é retto.

Per conseguenza [86] le bisettrici sono a due a
due per diritto, e cosi in tutte e quattro formano due
rette perpendicolari tra loro.

Poligoni.

1%0. Datl iIn un certo ordine n punti 4,, 4,,
Ag,... 4, _,, 4,,talmente che tre consecutivi qua-
lunque (') non siano allineati, si unisca mediante seg-
menti clascun punto col seguente e 1’ ultimo punto col
primo; cosi si forma una figura che si chiama poligono.

I punti dati s1 dicono i vertici del poligono; 1 seg-
menti sopra indicati si dicono 1 lafi.

Un poligono si indica nominando successivamente
1 vertici nell’ ordine in cui sono dati o nell’ordine in-
verso. Si pud anche cominciare da un vertice qualun-
que; in tal caso 1'ultimo ed il primo si considerano
come due vertici consecutivi.

Se ci sono lati, 1 quali abblano in comune un punto
che non sia un vertice, il poligono si chiama nitrecciato.
Noi escludiamo poligoni cosi fatti dalle nostre consi-
derazioni.

Se tutti 1 vertici e quindi anche tutti i lati di un
poligono giacciono in uno stesso piano, il poligono si
dice piano; altrimenti & gobbo.

(*) Consideriamo come consecutivi anche i tre 4, 1,
Ap, 4y, editre 4,,4,4:.
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Un poligono piano si dice convesso se, rispetto alla
retta a cul appartiene un-suo lato qualunque, tutti gli
altri lati cadono da una stessa banda.

Rammentiamo che nella Planimetria non si consi-
derano altro che poligoni piani; e quando diremo di
qualche proprieta di un poligono in generale, intende-
remo sempre che 1l poligono sia convesso.

Un poligono piano convesso ¢ una linea chiusa,
dalla quale il piano resta diviso in due parti. La parte
finita s1 dice superficie del poligono; ed ogni suo punto
(che non sia pero su nessun lato) si dice interno al po-
ligono ; qualunque punto dell’altra parte del piano si
dice esterno al poligono.

Spesso la superficie di un poligono si accenna di-
cendola semplicemente poligono, senz’ altro.

La linea composta dai lati di un poligono si dice con-
torno del poligono; ed il segmento, che si ottiene som-
mando i latidi un poligono, si dice perimetro del poligono.

In un poligono convesso, gli angoli convessi, com-
presi ciascuno da due lati consecutivi del poligono, si
dicono, senz’altro, gli angoli del poligono. G1i adiacenti
degli angoli di un poligono si dicono angoli esterni del
poligono.

Ciascun angolo di un poligono si dice compreso dai
lati che lo formano, e adiacente a ciascuno di questi lati.

Quanti sono 1 verticl di un poligono, tanti sono 1
lati, tanti gl angoli.

Secondo che il numero dei lati & 3, 4, 5, 6, .

8 ... 10,...12,... 15,..., il poligono si dice trmn-
golo, quadrangolo, pentagono, esagono, ... ottagono, . . .
decagono, . . . dodecagono, . . . pentedecagono o 2

Un poligono, che abbia tutti 1 lati eguali tra lo-

ro, st dice equilatero; se ha tutti gli angoli eguali tra
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loro, si dice equiangolo; infine, se ha ad un tempo tutti
1 lati eguali e tutti gli angoli eguali, il poligono si dice
regolare.

1%1. Sopprimendo un lato di un poligono, resta
una linea che si dice spezzata. Le estremitd del lato
soppresso st dicono estremitd della spezzata ; ma si pos-
sono dire anch’esse verfici della spezzata. Allora in
una spezzata 1l numero dei vertici é di una unitd mag-
giore del numero dei lati. Del resto una spezzata puod
essere piana o gobba, intrecciata o no, convessa o non
convessa.

192. Qualunque segmento, che abbia le sue estre-
mita sul contorno di una figura, e non giaccia intera-
mente sul contorno di essa, si dice corda della figura.

In un poligono una corda, che abbia le sue estre-
mita 1n due vertici non successivi, si dice diagonale
del poligono.

173. Anticipiamo la spiegazione di alcune altre
denominazioni, a fine di poterne far uso negli esercizi.

In un triangolo la corda, che unisce un vertice col
punto di mezzo del lato opposto, si dice mediana, cor-
rispondente a quel vertice o a quel lato. In ogni trian-
golo ci sono tre mediane.

In un triangolo la corda, che dimezza un angolo,
s1 chiama bisettrice, corrispondente a quell’ angolo, o al
lato opposto, sul quale finisce. Tn ogni triangolo vi
sono tre bisettrici.

In ogni triangolo la perpendicolare, tirata da un
vertice sul lato opposto ( distanza di quel vertice da
quel lato) si dice altezza del triangolo, corrispondente
a quel vertice, o a quel lato. In ogni triangolo vi sono
tre altezze.

Per brevita, talvolta, si accenna un angolo di un
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triangolo con la sola lettera maiuscola, che indica, il ver-
tice; e il lato opposto con la stessa lettera minuscola.

Dinoteremo, rispettivamente, la mediana, la bi-
settrice e 1’ altezza uscenti dal vertice 4 ( corrispon-
denti al lato @) coi simboli m,, b,, %,: e con pil
perimetro.

Talvolta in un triangolo isoscele si dice vertice,
semplicemente, il vertice opposto alla base (b). E per
lato (1), senz’ altro, si deve intendere uno dei lati eguali.

174. Teoxr. Una retta non pud avere in comune col
contorno di un poligono comvesso pivc di due punti.

Dim. Infatti, se la retta avesse in comune col con-
torno un terzo punto, uno dei tre punti cadrebbe ne-
cessariamente tra gli altri due, e allora la retta a cui
appartiene 1l lato che passa per quel punto lascerebbe
gli altri due punti da bande opposte; e ¢id contro
I'ipotesi che il poligono sia convesso.

1%8. Teor. Ciascun lato di un poligono qualungue
& minore della somma di tutti gli altre.

Dim. Sia un poligono qualunque 4 C B D E. Dico
che uno qualunque dei lati, ad
es. 1l lato A B, é minore della
somma di tutti gli altri. Perciod
unisco il vertice 4 con tutti gli
altrl vertici del poligono, ed os-
servo che, essendo [145] nel trian-
golo ABC, AB < BC 4 AC,
e nel triangolo ACD, AC << CD + AD, egli &
AB < BC+ CD + AD. Infine, essendo nel trian-
golo ADE, AD < DE -\- E A, abbiamo :

AB < BC+4 CD -+ DE 4+ EA.

1%6. Cor. Ii perimetro d una spezzata ¢ maggiore

del segmento che me unisce le estremita.




— 70 —
17%. Teor. Un raggio, uscente da un punto interno
dr un polgono, wncontra il contorno del poligono.

Dim. Infatti, unendo quel punto con tuttii ver-
tici del poligono, si trova che quel raggio in uno dei
triangoli risultanti incontra [53] il lato opposto al ver-
tice ond’esce, e quel lato é parte del contorno del po-
ligono.

178. In un piano un poligono si dice inviluppato
da un altro poligono, se esso & una parte di questo po-
ligono (o, in altre parole, se nessun punto del con-
torno del primo poligono é esterno al secondo ).

179, Teor. Il perimetro di un poligono convesso é
minore del perimetro di qualunque altro poligono che lo
mviluppi.

Dim, Sia il poligono convesso ABCDEF, e
A HKLMN Oun altro poligono che lo inviluppa. Vo-
glio provare che il perimetro del

primo e minore del perimetro del M
secondo. /_L/\ Ap

K

A tal fine, perché i vertici ::, ’]'5""‘“"3;'?:”
D ed F del primo poligono ca- E F /
dono nell’ interno del secondo, H
prolungo D ed EF fino ad
incontrare in P e ¢ il contorno
dell’ inviluppante. Ed ora, essendo [145] :

DP4+PE>DE ed FQ-4 Q4> FA,
1l perimetro del poligono 4 B C P E ¢ ¢ maggiore del
perimetro del poligono 4 BC' D E F. E perché la spez-
zata C K L M P é maggiore del segmento C' P col quale
ha in comune le estremita, e la spezzata ENOQ &
maggiore di £ @, ed & A H+ H B> A B, il perime-
tro del poligono 4 4 K L M N O & maggiore del peri-
metro del poligono 4B (' P E Q. Per conseguenza il
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perimetro del poligono 4 H K L M N O é maggiore del
perimetro del poligono A BC D E F.

180. Cor. 1'. Se due poligoni, uno dei quali invi-
luppa U altro, hanmo parte del contorne in comune, 1l teo-
rema precedente ha luogo anche prescindendo dalla parte
del contorno che ¢ comune.

181, Ceor. 2°. La somma dei segmenti, che uniscono
un punto preso nell’ interno di un triangolo con le estre-
mitd d’ un lato, & minore della somma degli altri due
late. [180].

182, Teor. Se in due poligoni &’ equal numero di
lati, prescindendo da un lato e dagli angoli ad esso adia-
centi, sui quali non si fa nessuna ipotesi, tutti i lati e gli
angoli sono ordinatamente uguali, anche quel lato e quegli
angoli sono ordinatamente uguali, ed anche i poligoni
sono equaly,

Pim. Ne: pohgom d’egual numerodilati A BO D E,
F H K L M, prescindendo dai lati 4 E, FMe dagli an-
goli ad essi adiacenti (sui quali non si fa nessuna ipote-
si), 1 lati e gli angoli siano ordinatamente (!) uguali.

(1) Dicendo che i lati e gli angoli di due poligoni d’egual
numero di lati sono ordinatamente uguali, s’intende dire che
Veguaglianza rispettiva degli elementi dei poligoni ha luogo
anche tenuto conto dell’ordine in cui gli elementi si succe-
dono, dimodoché due lati consecutivi qualunque d’un poli-
gono sono rispettivamente uguali a due consecutivi dell’altro,
e sono eguali gli angoli compresi.

Due poligoni d’egnal numero di lati potrebbero avere
tutti gli elementi rispettivamente nguali e non essere uguali.
Ad es,, se nel poligono A BCD E, tirata la diagonale 4D, sia
D(4)B = C(D) A, ribaltando il poligono 4 BCD in modo
che si scambino di posto i vertici 4 e D, si ottiene un poligono
che ha tutti gli stessi lati ed angoli del primitivo e che non &
uguale (in generale) al primitivo.
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Sovrapponiamo ’angolo B all’angolo H in modo
che il lato B A4 cada sul raggio HF. Essendo BA = H F,
il punto 4 cadra
m F. Essendo . M
AB)C=F(H)K, a F
1 lato BC cadra
sul raggio HK. Es- b L
sendo 5 (' = HK,
il punto C cadra in B C H X
K. Cosi, continuan-
do, si trova che i poligoni coincidono compiutamente ;
eppero resta provato che, ece.

Esercizi.

(Awv. I numeri, che sono scritti in fine di taluni esercizi,
accennano le proposizioni del testo sulle quali principalmente
8i fonda (od almeno si pud fondare) la dimostrazione del teo-
rema, o la risoluzione del problema. Ma quando i detti numeri
s0no in quel carattere stesso, che si ¢ usato per numerare gli
esercizi, in tal caso 1’accenno si riferisce a precedente eserci-
zio. Quando i numeri sono pit d’uno, essi accennano le pro-
Posizioni ausiliarie in quell’ ordine in cui esse 0CCOTTONo),

l. Se due rette, che dividono due angoli adiacenti, sono per-
pendicolari tra loro, e una dimezza uno degli angoli, 1’al-
tra ¢ anch’essa la bisettrice dell’altro angolo. — Se le bi-
settrici di due angoli consecutivi sono perpendicolari tra
loro, i lati non comuni dei due angoli sono per diritto.

2. Se degli angoli, formati da quattro raggi uscenti da uno
stesso punto, il primo & uguale al terzo e il secondo al
quarto, i quattro raggi formano Jdue rette. Se dei quattro
angoli sopra accennati il primo & uguale al terzo, le bi-
settrici degli altri due sono per diritto. [86].

3. Se le diagonali di un quadrangolo si dimezzano scambie-
volmente, il quadrangolo ha i lati opposti eguali ¢ gli an-
goli opposti eguali.

4. Se un quadrangolo ha i lati opposti eguali, anche gli an-
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12,

13.

14.

goli oppostisono eguali, e le diagonali si dimezzano scam-
bievolmente.

Se le diagonali di un quadrangolo si dimezzano scam-
bievolmente e sono eguali, il quadrangolo ¢ equiango-
lo. — Be le diagonali 8i dimezzano scambievolmente e
sono perpendicolari tra loro, il quadrangolo ¢ equilatero.
Se le diagonali di un quadrangolo sono eguali ¢ si dimez-
zano scambievolmente ad angoli retti, il quadrangolo &
regolare.

In un triangolo il piede di una altezza si trova sul lato
sul quale & calata, o sul prolungamento di questo lato, se-
condo che ambidue gli angoli adiacenti al lato sono
acuti, oppure uno & acuto e I’ altro ottuso. ( Dal teor. 188,
indirettamente ).

L’angolo, compreso dai segmenti tirati alle estremita di
un lato di un triangolo da un punto preso nell’interno del
triangolo, ¢ maggiore dell’angolo compreso dagli altri
due lati del triangolo. (8i prolunghi ... [183]).

Se un poligono ha i vertici in un cerchio (ciod & iscritio
in un cerchio) ed & equilatero, esso & anche eguiangolo.

Iscrivere in un cerchio dato un poligono regolare di 8, o
di 16, o di 32 lati . . ..

Se un quadrangolo & iscrittoin un cerchio,la somma di due
angoli opposti ¢ uguale alla somma degli altri due, [116].
Secondo che una mediana é maggiore, uguale o minore
della meta del lato a cui & condotta, 1" angolo opposto a
questo lato & minore, uguale, o maggiore della somma
degli altri due. E reciprocamente. [141, 116].

Due punti 4, B sono situati da una stessa banda di una
retta CD;elaretta 4 B incontra la C D in . Si dimostri
che la differenza delle distanze del punto E dai punti
A, B & maggiore della differenza delle distanze di qual-
sivoglia altro punto della "D dai medesimi punti 4
o B.[146

Dimostrare |'eguaglianza di due triangoli che hanno 1
lati rispettivamente uguali, e cid fondandosi unicamente
sui teoremi 114 e 116. (Si dispongano i due triangoli cosi
che abbiano un lato in comune e cadano da bande oppo-
ste di questo lato. Bisogna poi unire i vertici opposti al
lato comune, e distinguere tre casi).



5.

16.

17.

18.

9.

20.

21

22.

23.

Se due triangoli hanno un lato e le altezze corrispon-
denti agli altri due lati rispettivamente uguali, essi sono
eguali.

Se due triangoli isosceli hanno gli angoli alla base rispet-
tivamente uguali, ed eguali le altezze corrispondenti alle
basi, o quelle corrispondenti ai lati eguali, essi sono
eguali.

Se due triangoli isosceli hanno I'angolo al vertice e 1a me-
diana unscente dal vertice rispettivamente uguali, essi
sono eguall.

Se due triangoli hanno due lati e 'angolo opposto a uno
di questi rispettivamente ugnali, gli angoli opposti al-
Paltro lato o sono eguali, o sono supplementari. { Me-

diante sovrapposizione).
Dimostrare, indipendentemente dal teor. 145, che ciascun

-lato di un triangolo e maggiore della differenza tra gli

altri due. (Dal maggiore dei due lati si taglia una parte
uguale all’altro; ece., {139, 125, 143]).

Se due triangoli 4 BC, D E F hanno eguali ilati B C,
E F ed egnali gli angoli opposti, e ’angolo in B & mag-
giore dell’ angolo in E, I'angolo in C é minore di gquello
in F. (Mediante sovrapposizione, e provando che il ver-
tice A non pud cadere dentro del triangolo D £ F.[B 183]).
Se in due poligeni d’egual numero di lati, prescindendo da
un angolo e dai lati che lo comprendono, sui quali non
si fa nessuna ipotesi, i lati e gli angoli sono ordinata-
mente uguali, anche quell’angolo e quei lati sono ordi-
natamente uguali. (Si uniscano tra loro, in ciascuno dei
poligoni, i vertici attigui & quello dell’angolo di cui si
vuol provare I’eguaglianza. Cosi si pud trar profitto dal
teorema 182).

Se in due poligonid’egual numero di lati, prescindendo da
tre angoli consecutivi, sui qonali non si fa nessuna ipotesi,
1 lati e gli angoli sono ordinatamente uguali, anche quei
tre angoli sono ordinatamente uguali. (Si uniscano tra
loro, in ciascono dei poligoni, i vertici del primo e del
terzo dei tre angoli, [182, 156]).

Se si unisce un punto qualunque O con tutti i vertiei di un
poligono, e si prolunga ciascun segmento dalla parte del
punto O di una parte uguale a se stesso, e si uniscono poi
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ordinatamente le estremita dei prolungamenti, si ottiene
un poligono eguale al primitivo.

Se da due punti partono dei segmenti eguali, ciascuno
a clascuno, e formanti, tra loro, angoli ordinatamente
uguali, e 81 uniscono ordinatamente da una parte e dal-
I'altra le estremita di quei segmenti, si ottengono due
poligoni eguali.

Se in due poligoni eguali, divisi ad arbitrio i lati di un
poligono, ciascuno in due parti, si tagliano nello stesso
modo i lati dell’ altro poligono, e si unisce in ciascuno
dei poligoni ciascuno dei punti di divisione con quello che
divide il lato seguente, si ottengono due poligoni eguali.
Il teorema vale anche se uno o pilt lati vengono divisi
in tre parti; e se su qualche lato non si fa cadere nes-
sun vertice del nuove poligono; e anche se si fa cader
qualche vertice del poligono iscritte in un vertice del
poligono dato.

Se sui lati di un poligouo regolare si prendono, partendo
dai vertici, dei segmenti tutti eguali tra loro, e estremita
di ciascun segmento si unisce con quella del segmento
susseguente, sl ottiene un poligono regolare.

Se un poligono regolare ha piu di quattro lati, e si uni-
scono a due a due i vertisi clie sono separati da un solo
vertice, s1 ottengono rette, che, intersecandosi, formano
un nuovo poligono regolare.

Se una spezzata a zig-zag ha lati eguali ed angoli eguali,
i punti di mezzo dei lati sono allineati. [89].

Due triangoli isosceli, se hanno la base e I’angolo al ver-
tice rispettivamente uguali, sono eguali. Se le basi sono
eguali ¢ gli angoli disuguali, dove 1'angolo & minore il
lato ¢ maggiore. [8].

Se due rette fanno con una terza angoli alterni (¥) eguali,
od angoli corrispondenti eguali, esse non hanno nessun
punto in comune. { Dal punto medio di quel segmento
della terza retta, che & compreso tra le due prime, si ca-
lino le perpendicolari su queste due rétte. Si provi [89)
che le due perpendicolari sono per diritto. [137]).

(*; 1l significato delle parole alterno e corrispondente ¢ dichiarato al
§ 241.
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31" Se ciascuna di due rette taglia i lati di un angolo in punti
equidistanti dal vertice, le due rette non possono incon-
trarsi. (8i dimezzi I'aungolo. [187]).

32. Sesi prolunga, di 14 dal vertice, uno dei lati eguali di un
triangolo isoscele, ¢ si dimezza I’angolo esterno risul-
tante, la bisettrice non pud incontrare la retta a cuj ap-
partiene la base del triangolo, (8i dimezzi anche I’ angolo
al vertice. |187]).

33. Qualunqueretta perpendicolare alla bisettrice dell’angolo
al vertice di un triangolo isoscele (in un punto preso
nell’interno del triangolo) taglia i lati eguali in punti
equidistanti dalla base del triangolo. [137, 54]).

34. Ciascun lato di un triangolo & minore del semiperimetro
del triangolo. [145).

35._La somma dei segmenti tirati ai vertici di un triangolo
da un punto situato nell’interno del triangolo & minore
del perimetro del triangolo, ed & maggiore del semiperi-
metro. {181, 145).

36. La somma delle diagonali di un quadrangolo é minore del
perimetro e maggiore del semiperimetro del quadrangolo.

37. La somma delle altezze di un triangolo & minore del peri-
metro del triangolo.

38. Se da un punto M di un lato di un angolo acuto si cala la
perpendicolare M N sull'altro lato, poi da N la N P per-
pendicolare sul primo lato, e da P nuovamente la perpen-
dicolare ecc. e cosi via indefinitamente, un punto, che
percorra la spezzata M N P..., si avvicina sempre piu al
vertice, senza poter mai arrivarvi, [162].

39. Se due punti si muovono sui lati di un angolo retto od ot-
tuso, allontanandosi dal vertice, la loro distanza diventa
sempre piu grande, Puo accadere il contrario, se I’ angolo
& acuto.

40. Tirare tra i lati di un angolo dato un segmento in modo
che sia dimezzato da una data corda deil’angolo. (117,127].

41. Se in un triangolo isoscele per le estremity della base si
tirano due rette che si seghino in un punto della mediana
corrispondente alla basc, queste due rette incontrano i
lati eguali in due punti che sono equidistanti dalla base
del triangolo.

42. Se pili egmenti posti sopra una stessa retta ed aventi il
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punto di mezzo in comune sono basi di triangoli isosceli
1 vertici di codesti triangoli, che sono opposti alle basi, si
trovano sopra una stessa retta.

Se sopra i lati di un angolo si prendono, partendo dal
vertice, due segmenti eguali 4 B, 4 C, e consecutivamente
altri due segmentieguali B D, C E,e tirati i segmenti C.D,
B E, si unisce il loro punto d'intersezione col vertice del-
I’angolo dato, V'angolo viene cosi diviso per meta,

In un triangolo isoscele le mediane s'incontranoc in uno
stesso punto. [43].

Se, diviso in due ad arbitrio un lato di un triangolo equi-
latero, si tagliano nello stesso modo gli altri lati, e cia-
scun punto di divisione si unisce col vertice opposto, si
ottengono tre rette, che, intersecandosi, formano un trian-
golo equilatero.

Sia. 4 BCD un quadrangolo regolare [6]. Suilati 4 B, RC,
CD, D A si prendano quattro segmenti eguali A K, B F,
CH, DK, esitirino le rette 4 H, BK, CE, D F. Quests,
incontrandosi, formano un quadrangolo regolare,

Se la bisettrice di un angolo di un triangolo dimezza il
lato opposto, i lati dell’angolo dimezzato sono eguali. (8i
prolunghi la bisettrice di 14 dal lato dimezzato di un seg-
mento eguale alla bisettrice. |142]).

Le bisettrici degli angoli di un triangolo s’incontrano in
uno stesso punto. ( Tirate due bisettrici, si prova che il
punto d'incontro & equidistante dai lati del triangolo. Si
unisce questo punto col terzo vertice, e si prova che
questa retta ¢ la terza bisettrice ).

Dimezzare un angolo dato senza adoperare il vertice del-
I’ angolo. (8i tirino due secanti ... ¥ una applicazione del
precedente esercizio ).

Le bisettrici degli angoli di un triangolo equilatero for-
mano nel punto d’incontro tre angoli eguali.

Iscrivere in un cerchio dato un triangolo equilatero, e un
esagono regolare. (Preso un triangolo equilatero qualun-
que, se ne dimezzino gli angoli [48], poi si costruiscano
nel centro del cerchio angoli eguali a quelli compresi dalle
bisettrici ).

Dividere un angolo retto in tre parti eguali. ( Se da uno
degli angoli compresi dalle bisettrici di ua triangolo equi-
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latero si toglie un retto, resta un angolo che & un terzo
di retto ).

Se per le estremita e per il punto di mezzo di un seg-
mento si tirano tre perpendicolari al segmento, gua-
lunque punto della perpendicolare intermedia & equidi-
stante dalle altre due,

Se due punti 4, B sono situati da una stessa banda di
una retta data, ed 4', B’ sono i punti simmetrici di 4, B
rispetto alla retta stessa, unendo un punto ¢ qualungue di
codesta retta coi quattro punti, si ottengono due angoli
40 B, 4'0O B’ che sono egnali.

Riferendosi al precedente esercizio, dimostrare che’é
AB=A"B', 4B'=A'B, e che questi due ultimi seg-
menti si segano sulla retta data. (Si uniscano i punti 4
ed 4' con quello in cui BB’ sega la retta).
Dimostrare che, se si prendono sui due segmenti 4 B, A' B’
indicati nell’esercizio 54, due segmentieguali A M, A" M’
1 punti Med M’ sono simmetrici rispetto alla retta data.
Dimostrare che se la retta, che passa per i punti de B,
indicati nell’esercizio 54, incontra la retta ivi stesso ac-
cennata, anche la retta 4’ B’ passa per quel punto.

Se si trovano i punti, che sono simmetrici dei vertici di un
poligono rispetto a una retta, e si uniscono quei punti
ordinatamente tra loro, si ottiene un poligono eguale
al dato.

Due puntisimmetrici rispetto a una retta data 4 B sono
equidistanti da una retta qualunque che sia perpendico-
lare ad 4 B; e anchei piedi delle perpendicolari sono
simmetrici rispetto a codesta retta.

Costruire col solo compasso il punto che é simmetrico di
un’altrorispetto allaretta che passaper duealtripuntidati.
Come si pué riconoscere, col mezzo del solo compasso,
se tre punti dati sono allineati? (Si costruiscano due
punti simmetrici rispetto alla retta che passa per due dei
dati. Ecc. ).

Come si pud riconoscere, per mezzo del solo CcOmMpasso,
se la retta che passa per due dati punti 4 e B & perpen-
dicolare alla retta che passa per due punti dati Ce D ?
(8i trova il punto £ simmetrico di 4 rispetto alla retta

CD; poi [61]).



63. Data una retta e due punti da una stessa banda di essa,
trovare sulla retta un punto tale che i segmenti, che
lo uniscono coi punti dati, formino con la retta angoli
eguali. (8i costruisce il punto, che é simmetrico di uno
dei dati rispetto alla retta data).

64. Dimostrare che la somma dei due segmenti, che risol-
vouo il problema precedente, ¢ minore della somma dei
segmenti tirati dai due punti a qualsivoglia altro punto
della retta. (S8i unisce il nuovo punto con guello sim-
metrico di uno dei dati, che si & trovato per risolvere il
problema. [145] ).

65. Unire due punti, dati fra i lati di un angolo, con una

spezzata trilatera, che abbia i vertici sui lati dell’ an-

golo dato, ¢ sia tale che ciascun lato di codesto angoio
formi angoli eguali con quet lati della spezzata che lo in-
contrauno.

Dato nun angolo acuto e un punto 4 frailati dell’angolo,

trovare su questi lati due punti B e C tali clie il trian-

golo 4 BC abbia il minor perimetro possibile, (Si costrui-
seano e si uniscano tra loro 1 puntl che sono simmetriei

di 4 rispetto ai lati dell’ angolo ).

67. In un triangolo ciascuna mediana e minore della semi-
somma dei due lati che con essa concorrono nello stesso
vertice. (Bisogna prolungare la mediana d’ un segmento e-
guale alla mediana). La somma delle mediane ¢ minore del
perimetro del triangolo ed ¢ maggiore del semiperimetro.

68. Se due lati di un triangolo sono disuguali, la mediana,
che ha con essiin comune una estremita, fa col lato mag-
giore angolo minore. (Si prolunghi la mediana d’ un seg-
mento ad essa eguale). — L'altezza invece fa col lato
maggiore angolo maggiore.

69. Se due lati di un triangolo sono disuguali, la bisettrice
dell’ angolo compreso da questi lati cade tra la mediana e
I'altezza uscenti dallo stesso vertice. (E una conseguenza
dell’ esercizio precedente ).

70. Se sopra una retta, e consecutivamente, si prendono dei
segmenti uguali, in numero dispari, ¢ sulla somma di que-
sti segmenti si costruisce ad arbitrio un triangolo iso-
scele, e poi si unisce il vertice coi punti di divisione della
base, I'angolo al vertice resta diviso in parti, I'intermedia

66
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delle quali & maggiore delle rimanenti. Queste sono a due
a due uguali, e tanto pilt piccole quanto pit discoste dal-
I'intermedia. [68].

La bisettrice di un angolo di un triangolo taglia il lato
opposto in parti rispettivamente minori degli altri due

lati. [133, 1431
In un triangolo la bisettrice di un angolo compreso da
lati disuguali, taglia il terzo lato in parti disuguali; ed é
maggiore la parte adiacente al lato maggiore.

Ciascuna delle bisettrici di un triangolo resta divisa dal
punto d’incontro delle bisettrici per modo che la parte, che
hauna estremita nel vertice dell’angolo dimezzato, ¢ mag-
giore dell’altra. (Conseguenza dei due esercizi precedenti).

Ogni mediana & maggiore della bisettrice uscente dallo
stesso vertice, purche i lati che contengono I’ angolo di-
mezzato non siano eguali. [69].

In un triangolo ogni bisettrice & minore della semisomma
dei lati dell’angolo dimezzato. — Lia somma delle biset-
trici & minore del perimetro del triangolo. [74, 67].

In un triangolo su lati eguali cadono altezze uguali; e su
lato maggiore cade altezza minore. — E reciprocamente.
( Bisogna distinguere pilt casi [141, 133].

In un triangolo a lati eguali corrispondono mediane
uguali; alato maggiore corrisponde mediana minore. — E
reciprocamente. (Se é 4 B> 4 C e D ed Esono i punti
di mezzo, si consideri dapprima il triangolo 4 D & [141].
Poi, preso su D B un segmento D F = FE C, si confron-
tino {1562] i triangoli £ D C, E D F. Resta poi a provare
essere K. B > L F).

In un triangolo a lati eguali corrispondono bisettrici
eguali; a maggior lato corrisponde bisettrice minore, — K
reciprocamente. (Caso 1°. 8ia B C il minore dei tre lati. Bi-
sogna provare che A D bisettrice corrispondente ¢ mag-
giore di ciascuna delle altre due, ad es. di B E bisettrice
di A(B)C. Si faccia D' (AYB=A(B)D,e AD'=BDe
si tiri BD’'. Il punto D' cade necessariamente [141] fuori
del triangolo, e B D' taglia AC, poniamo in F. Poiché la
metd diangolo minore,é minore,ilraggio 13 D' cade nell’an-
golo AB E. Se poi s8i calada B la BP perpendicolare su
AC, questa, essendo 4 B> B C, cade [69] fuoridi A(B) E.
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QuindidD=BD'> BF > BE. Caso2°. Si considerino
ora le bisettrici degli angoli oppostiailati 4 C, 4 B mag-
giori di B C. Sapposto AC > A B, dico che 6 BE < CH,
Sia O il punto d'incontro delle due bisettrici. £ intanto
B O < CO.Ora, fatto,sul lato 4 B, AC' = 4 C, tiro C' O,
Questa retta entra per O nel triangolo A BE, e va ad in-
contrare il lato AE in H'. Facilmente si prova che
OH'=0H Ma[69]B(E)Aéottuso; quindi O H' > O K,
e per conseguenza BE < CH,c. d.d.).
Costruire un triangolo, dati due lati e la mediana corri-
spondente al terzo lato. ( Preso un triangolo qualunque, e
tirata una mediana, si supponga cheil triangolo sia quello
che si vool costruire. 8i prolunghi la mediana di un seg-
mento eguale ad essa.... Cosi, connesso col triangolo do-
mandato, risulta un triangolo, che si pud costruire, Ece.).
Se per i punti di mezzo dei lati di un triangolo equilatero
sl tirano tre segmenti eguali e perpendicolari ai lati, tutti
e tre rispettivamente dalla stessa banda del triangolo, o
dalla banda opposta, e si uniscono le estremitd di codesti
segmenti, si ottiene un triangolo equilatero.
Se per i vertici di un triangolo equilatero si tirano tre
segmenti eguali e perpendicolari ai lati, in modo che cia-
scun segmento, rispetto alla retta a coi é perpendicolare,
cada dalla stessa banda che il triangolo o da bande op-
poste, e si uniscono le estremitd di questi segmenti, si ot-
tiene un triangolo equilatero.
Se due triangoli hanno due lati e una mediana rispettiva-
mente uguali, essi sono eguali. (Si distingueranno due
casi. Per quello in cni la mediana & la corrispondente al
terzo lato, si prolunghera la mediana di un segmento ad
essa eguale).
Se due triangoli hanno un lato,la somma degli altri due, e
uno degli angoli adiacenti al primo lato, rispettivamente
uguali, essi sono eguali. (Presi due triangoli, e supposto
che essi siano i triangoli in questione, si prolunghino due
lati, quelli adiacenti all’angolo eguale, di segmenti eguali
rispettivamente agli altri due lati, cosi da formare le due
somme che si sa essere uguali. Considerando i due trian-
goli, che ne risultano, si pud poi provare I’eguaglianza

dei due primi ),
6
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84. Se due triangoli isosceli hanno i perimetri e le altezze cor-
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rispondenti alle basi rispettivamente uguali, essi sono
eguali.

Se due triangoli hanno perimetri eguali e due angoli
rispettivamente uguali, essi sono eguali. (Siano 4 BC,
D E F i triangoli, i cui perimetri sono eguali, e sia
A(B)C=D(E)FeC(A)B=F (D) E. Manifesta-
mente la difficoltad siriduce a provare che ¢ 4 B= D E.
Non siano eguali; sia,ades., A B> D Ee BH= D E. Si
costruisca in /7 I'angolo & H B eguale a C (4) B. 11 lato
H K non pud incontrare |30] il lato 4 C; incontra [177]
quindi B Cin K. Cosi si trova che i triangoli 4 B C HBK
dovrebbero avere perimetri eguali. E ¢ié non puod [175]
essere ).

Costruire un triangolo, dato un lato, un an golo adiacente
ad esso, e la somma degli altri due lati.

Costruire un triangolo isoscele, dato il perimetro e l'al-
tezza corrispondente alla base.

Se per due punti 4, 1 d’ una retta. e da una stessa banda
di essa, si tirano due segmenti 4 C, B D eguali e per-
pendicolari alla retta, codesta e la retta € 2 non hanno
nessun punto in comune. ( Si provera che le due rette sono
perpendicolari a quella che passa per i punti di mezzo dei
segmenti 4 B, C D).

89. Riferendosi alla figura dell’esercizio precedente, simostri

che € Dnon pud essere minore di 4 B, (Dimostrazione in-
diretta. Sul prolungamento di 4 B si prendano dei seg-
menti eguali ad 4 B, e siano B A/, A4'B' B'A" ece.; si
conducano per 4’, B’, A"’ ece. le 4'C LWB'D' A"C ecc.
perpendicolariad 4 B ed eguali ad 4 C. Supponendo sia
CD < 4B, si pud pervenire alla conchiusione che la
spezzata ACDC'D'C"D"B" ,.,. & minore del seg-
mento 4 B' ...),

90. Qualunque retta, che passi per il punto di mezzo di un

segmento 4 B, o che sia perpendicolare all’asse del seg-
mento 4 B, é equidistante dai punti 4, B.

91. Se una retta & equidistante da due punti 4, B, essa, o

92,

passa per il punto di mezzo del segmento 4 B, o non ha
con la retta 4 B nessun punto in comune.
Una retta, che incontri il prolungamento di un segmento
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od il segmento stesso in un punto che non sia il punto di
mezzo, ha dalle estremitd del segmento distanze disa-
guall.
Se da due puuti, presi sopra un lato di un angolo, si calano
le perpendicolari sull’altro lato, le due perpendicolari
sono disuguali, el & maggiore quella che & pitt distante
dal vertice. (Indirettamente, giovandosi dell’esercizio
precedente),
Se due punti scorrono sopra i lati di un angolo, allonta-
nandosi dal vertice, e in mods che le loro distanze dal
vertice siano sempre uguali tra loro, la distanza tra i due
punti va sempre crescendo. ( Si dimezzi I’ angolo).
Sia A B Cun triangolo isoscele,e B Cla base. Presosu 4C
un punto I ad arbitrio, sul prolungamento di 4 B si
prenda B B =C D, Poi si conduca E D. Dimostrare che
E D & dimezzata (in K) dalla base. E reciprocamente:
se E' D & dimezzata dalla base, ¢ B E= C D. Si osservi poi
che fra i triangoli, che harno un angolo in comane e
uguale lasomma dei lati che contengono I’ angolo comune
I’isoscele ha maggior superficie. (Da D e da E si calino
le perpendicolari D F, ¥ H sulla BC, e si considerino,
prima i triangoli DCF, E B H,poiidne DF K, EHK).
Dedurre dall’esercizio precedente questa conseguenza che
il poligono regolare, che ha i vertici nei punti di mezzo
dei lati di un poligono regolare dato, & quello tra i poli-
goni, che si possono ottenere operando come indica I’ eser-
cizio 26, che ha la minima superficie,
Se per D, punto di mezzo della base B C di un triangolo
isoscele 4 B C,si tira una retta che tagliil prolungamento
didBinFEeillatoACinF,8DE > DFeBE>CF
(Dall’angolo € B Esi tagli una parte uguale all’angolo
D€A. Poi, preso su B A un segmento BH= C F, si
tiri D H.[72)).
Se si prendono sopra una retta quanti si vogliano seg-
menti eguali consecutivi A B, BC, C D.. ., e, preso fuori
della retta un punto O e tirati i segmenti 0 4,0 B,0C. ..,
8i prolungano, ciascuno d'un segmento eguale a se 8tesso,
8i ottengono punti 4’, B, C’... equidistanti dalla retta
data. E i segmenti 4’B’, B'C',C'D’ ... sono eguali tra

loro.
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99 ¥raitriangoli isoperimetri, costrniti sulla medesima base

100

l'isoscele ha la massims superficie. ( Sia A B Cil triangolo
isoscele, e D B Cl'altro triangolo. Bisogna provare dap-
prima [181] che i perimetri devono segarsi. Posto che B.D
seghi 4 C in E,si prende su E B un segmento £ F uguale
al minore [148] £ C, ¢ su E 4 un segmento EH = E D.
Ponisi osserva essere B F - F'A > A B, donde si pud de-
durre la consegnenza che 8 A+ A K > FH4 HEla
quale prova trovarsi il punto H tra dAed & ecc. ).

Seun segmento si muovein modo che unaestremitascorra
gopra una retta data, e si mantiene perpendicolare a co-
desta retta, I’altra estremita del segmento descrive una
linea che ¢ divisa in due parti eguali da qualsivoglia suo
punto,

- & A -



CAPITOLO 1V
DEL CERCHIO

Prime proprieta del cerchio.

183. Teor. Una retta ed un cerchio non possono
avere pi di due punti in comune.

Dim. Presi sopra un cerchio qualsiasi due punti
qualunque 4, B, si tirl la retta 4 B. Se mal questa
retta passa per il centro O, possiamo asserire senz’al-
tro [100] che essa non ha altri punti in comune col cer-

chio. Supponiamo che non passi
0 per il centro, e uniamo il centro
con A e B; cosi cit risulta un
triangolo O 4 B, che & 1soscele,
perché ¢ O A = O B. Ora per-

5 B ché il segmento, che unisce un

punto qualunque della base di
un triangolo isoscele o dei prolungamenti della base col
vertice opposto, non & uguale allato del triangolo [149],
nessun punto della retta, che sia distinto dai due A e B,
pud appartenere al cerchio. [97].

184, Cor 1°. Nessuna parte d'un cerchio é un seg-
mento.

Infatti sopra un segmento ci sono piu di due punti
allineati, ed un cerchio non pud avere con una retta
pitt di due punti in comune. In altre parole il cerchio
é una linea totalmente diversa dalla retta.

185. Cor. 2. Non c’¢ che un solo pano che con-
tenga tutti @ punti d'un cerchio.

Infatti tre punti qualunque d’un cerchio, non es-
sendo allineati [188), determinano un piano [41],
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e questo coincide [41] col piano in cui fu deseritto
il cerchio.

186. Teor. Un cerchio ha un centro solo.

Dim. Sia un cerchio qualunque descritto con cen-
tro 0. Dico che nel piano del cerchio non esiste nessun
altro punto, dal quale, come dal centro 0, tutti 1 punti
del cerchio siano equidistanti.

Preso un punto 4 ad arbitrio, si tiri la retta 4 0.
Questa retta, poiché passa per il centro, incontra i
cerchio [100] in due punti B, C,
ed ¢ OB = OC. Per conse-
guenza [129] 1 segmenti A B
ed A C sono disuguali; e tanto
basta per poter dire che il punto
A non si potrebbe considerare
come un altro centro del cer-
chio, giacché tutti 1 punti del cerchio hanno egual di-
stanza dal centro.

18%. Teor. Due cerchi, che abbiano raggi eguali,
sono eguali.

pim. Due cerchi abbiano raggi eguali. Dico che
essi sono eguali.

Si trasporti uno del cerchi sull’altro, in modo che
i centri e i piani dei cerchi coincidano. Ci0 fatto, si
pud dire che ciascun punto di ciascuno dei due cerchi
ha dal centro dell'altro distanza eguale al raggio di co-
desto cerchio; epperd [99] ciascun punto di ciascuno
dei due cerchi cade sull’altro cerchio. I cerchi sono
dunque uguali, c. d. d.

188, Cor. Un cerchio ¢ individuato, quando me
sia dato il piano, il centro e il raggio; o, cio che falo
stesso, il piano, il centro ¢ un punto qualsivoglia del
cerchio.
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Ché infatti tutti i cerchi, descritti con quel centro
e con quel raggio, coincidono. {187}

189. Teor. La retta, che passa per il centro d'un
cerchio e per il punto di mezzo d'una corda, é perpendico-
lare alla corda.

Dim. Poiché il centro d'un cerchio & equidistante
dalle estremita di qualunque corda, la retta che passa
per il centro d’un cerchio e per il punto di mezzo
d’'una corda, che non sia un diametro, ¢ 1'asse della
corda [167], epperd & perpendicolare alla corda. [164].

190. Teor. La perpendicolare, calata dal centro
d'un cerchio sopra una corda qualunque, divide la corda
per melda.

Dim. Poiché il centro d'un cerchio & equidistante
dalle estremita di qualunque corda, la perpendicolare
calata dal centro d'un cerchio sopra una corda, che
non sia un diametro, & la perpendicolare calata sulla
base di un triangolo isoscele dal vertice opposto, e si
_sa [166] che codesta perpsndicolare dimezza la base.

191. Teor. La perpendicolare condotta ad una covda
nel punto di mezzo (I asse della corda) passa per il centro
del cerchio.

Wim. Infatti 'asse d'una corda, poiché [165]
passa per tutti i puntiche sono equidistanti dalle estre-
mita della corda, passa anche per il centro del cerchio.

192, Probl. Trovare il centro & un cerchio dato.

Risol. Sul cerchio dato si prendano ad arbitrio
tre punti 4, B, C, e si tirino le corde AB, BC(, e poi
iloro assi D F, E H. Queste rette devono incontrarsi,
e 11 punto d’ intersezione o il centro ricercato.

Dim. Sappiamo [191] che V'asse di qualsivoglia
corda passa per il centro del cerchio. Ambedue le rette
DF, E H devono adunque passare per il centro, ep-
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perd esse hanno un punto almeno (il centro) in co-
mune. Ma bisogna provare che non puo¢ darsi che le
due perpendicolari coincidano, giacché, se questo caso
potesse avvenire, la costruzione indicata non varrebbe
sempre a determinare il centro d’un cerchio dato. A
tal fine s1 osservi che la retta D F| perché perpendico-
lare alla 4 B, non puo essere per-
pendicolare anche alla C' B, al-
trimenti da uno stesso punto B
sarebbero condotte ad una stessa
retta D F due perpendicolari di-
stinte, e cid non puo essere [128].
Ma allora le rette DF ed E H,
poiche una di esse & perpendi-
colare alla BC e l’altra no, sono distinte.

In conchiusione, non pud darsi che le due rette
D F, E H non abbiano nessun punto in comune, né che
esse coincidano ; esse adunque s’ incontrano necessaria-
mente, ¢ 1l punto d’'incontro &[191] il centro del cerchio.

193. Cor. *°. Se due cerchi hanno tre punti in co-
mune, essi coincidono.

Infatti la costruzione, che si facesse per trovare
1 centro di uno dei cerchi (usando dei tre punti co-
muni ai cerchi ), determinerebbe nel tempo stesso il
centro dell’altro cerchio. Ma allora i due cerchi, gia-
cendo in uno stesso piano [185], avendo il centro e un
punto in comune, coincidono. [188].

194. Cor. 2°. Un cerchio ¢ individuato, quando
sono dati tre suor punti qualungue.

195. Cor. 3°. Due cerchi distinti non possono aver
pin di due punti in comune.

196. Cor. 4°. Se un punto é equidistante da tre
punti d un cerchio, esso é il centro.




— 89 —

Bim. Siano A, B,Ctre punti d’un cerchio, e i
tre segmenti 04, OB, OC, condotti ad essi da uno
stesso punto O, siano eguali tra loro. Dico che il punto
O & il centro del cerchio.

Infatti, se con centro O e raggio O 4 si descrive
un cerchio, questo cerchio ed il cerchio dato hanno in
comune 1 tre punti 4, B, C, epper6 [193] hanno anche
il centro comune.

19%. Cor. 5°. Due cerchi descritti con raggi diversi,
non possono dwentar coincidenti. ( Infatti non potreb-
bero aver pilt di due punti in comune. [193].

D1 due cerchi, descritti con raggi diversi, quello
che ha il raggio maggiore si dice il maggiore, e Paltro
il minore.

Archi di cerchio.

198. Un punto d’ un cerchio non lo divide in due
parti ( come avviene nella retta), ma due punti lo di-
vidono in due parti; ciascuna di queste si dice arco
(di cerchio). I due punti sono i termini, le estremita di
ciascun arco.

St puo supporre che un arco (come il cerchio a
cui appartiene ) sia stato descritto dall’ estremita d'un

raggio, che abbia rotato intorno

SN al centro. Il punto di partenza
\c s1 dice origine dell’ arco.

0 B Dovendo indicare archi po-

/ stl1 In uno stesso piano, suppor-

N remo che le rotazioni abbiano

avuto luogo nello stesso verso
che per gli angoli, e nomineremo prima 1’ origine e
poi I’ altra estremita dell’ arco. Cosi, nella nostra figu-
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ra,1’arco 4 B é quello che passa per il punto C, e I'arco
B 4 é 1l rimanente del cerchio.

Un arco si dice compreso da un angolo, se ha glhi
estremi sui lati dell’ angolo ed ogni altro suo punto &
interno all’ angolo.

199. Un angolo, il cui vertice sia nel centro d’un
cerchio, si dice angolo al centro rispetto a quel cerchio;
e per arco corrispondente a quell’ angolo s’intende
I’arco compreso tra i lati di quell’angolo.

Si suol anche dire che un angolo al centro imsiste
sull’ arco corrispondente.

200. Teor. In cerchi equali (0 1m uno stesso cer-
chio ), se due angoli al centro sono equali, gli archi corri-
spondent: sono equali.

Dim. Siano due cerchi (B) ed (E') eguali, ( cioé
descritti con raggi eguali [197]); e i due angoli al
centro A BC, D E'F siano

eguali. Dico che 1 due archi
AC, DF sono eguali.

Infatti, se sovrappo- ‘
niamo !’uno all’altro i due c A F |

angoli, ad es.angolo B al-

P’angolo F, in modo che il lato B A cada su E D, il
lato BC cade su EF) il punto 4 in D, il punto Cin
F, e un cerchio sull’altro, e quindi anche 1'arco 4C
sull’arco D F'

201. Cor. 1°. Ogni diametro d’ un cerchio divide il
cerchio in due parti eguali.

Infatti i due archi, ne’quali un cerchio & diviso
dalle estremita d’un diametro, corrispondono a due
angoli al centro che sono eguali, perché piatti ambidue.

202. Cor. 2°. Per dimezzare un arco dato, basta
[200] dividere per meta il coryispondente angolo al centro.
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203. Teor. In un cerchio, angolo al centro mag-
giore comprende arco maggiore.

Dim. Nel cerchio (0) siano i due angoli al cen-
tro A OB, C' O D disugnali, e sia il primo il maggiore.
Dico che I’'arco A B & maggiore
dell’ arco C D.

Si tagh |1564] dall’angolo
maggiore I'angolo A ) K uguale
al minore C'(0)D. L’arco A E
& uguale [200] all’arco C' D} ep-
pero l'arco 4 B & maggiore del-
I'arco € D (una parte del primo
& uguale al secondo).

204. Teor. In un cerchio, su archi egualt insistono
angoli al centro eguali.

Dim, Infatti, se gli angoli fossero disuguali, tali
sarebbero [203] anche i due archi; e cio contro I ipotesi.

2085. Teor. In un cerchio su arco maggiore insiste
angolo al centro maggiore.

Pim. L’angolo, che comprende 1’arco maggiore,
non puo essere uguale all’altro angolo, né minore, per-
ché 1'arco compreso dal primo sarebbe allora eguale
[200] all’altro arco, o minore [203] ; & c10 contro 'ipotesi.

206. Un punto C, che appartenga ad un arco 4 B,
divide 1'arco in due parti, di cul I'arco A B si dice
S0MIQ.

Si sommano archi di cerchi eguali (o d’ uno stesso
cerchio) costruendo nel centro d’ uno dei cerchi un
angolo che sia la somma di quelli al centro corrispon-
denti agh archi dati. [200].

E si trova la differenza di due archi di cerchi
eguali (o d’ uno stesso cerchio), costruendo nel cen-
tro d’uno dei cerchi un angolo eguale alla diffe-
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renza del due angoli al centro corrispondenta agli ar-
chi dati.

Poiché la somma di pit angoli é indipendente dal-
I’ ordine 1n cui s1 succedono, tanto vale peyr la somma
degli archi.

Corde nel cerchio.

20%. Una corda d’un cerchio, quando non passa
per il centro, divide il cerchio in due parti disu-
guali. [201].

Per indicare la corda che unisce le estremita di un
arco dato, si dice: la corda softesa da quell’ arco. Per
converso, trattandosi d’ un cerchio, e volendo indicare
P’arco che ha le estremita in comune con una data cor-
da, si dice: I’arco che sottende quella corda. Ma perché
in un cerchio sono due gli archi che sottendono una
data corda, per togliere I’ indeterminatezza stabiliamo
che, quando si parla dell’arco che sottende una data
corda, dei due archi si intenda il minore.

208. Teor. In un cerchio, se due corde sono eguall,
gli archi che le sottendono somo eguali; ¢ se somo disu-
quali, la corda maggiore é sotlesa
da arco maggiore.

Pim. Sia un cerchio con
centro O, e in esso due corde
uguali 4 B, CD. Dico che gli ar-
chi A B, C'D, che le sottendono,
sono eguall.

Infatti, poiché 1 triangol:
0OADB, OCD hanno i lati rispettivamente uguali, &
[153] anche 4 (0 ) B=C(0) D. Per conseguenza [200]
I’ arco 4 B & uguale all’ arco C D.

Supponiamo, in secondo luogo, che la corda A B
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sia maggiore della ' D. Dico che I’arco A4 I3 é maggiore
dell’arco C' D,

Infatti, poiché nei triangoli 0A B, 0CD i lati
concorrenti in O sono eguali, e il lato 4 B ¢ maggiore
del lato C'D, & [152] A (0) B > C(0) D. Per conse-
guenza |203] anche I’arco A B & maggiore dell’arco €' D).

209. Teor. In un cerchio, se due archi sono equal,
essi sottendono corde uguali, e se sono disuguali, e minori
di mezzo cerchio, U arco maggiore sottende corda maggiore.

Dim. Sia O il centro del cerchio, ed 4 B, C'D due
archi eguali. Dico che le corde 4 B, C'D sono eguali.

Si considerino i due triangoli O 4 B, 0 C D. Poiche
gli angoli in 0 sono eguali, come quelli che insistono
su archi eguali [204], e i lati che concorrono in O sono
eguali, & [161] anche 4 B=CD.

Supponiamo, in secondo luogo, che 'arco 4 B (mi-
nore di mezzo cerchio) sia maggiore dell’ arco C'D.

In questo caso, poiché [205] su arco maggiore in-
siste angolo al centro maggiore, abbiamo intanto:
A(0)B ~ C(0) D. Ed ora, osservando i triangoh
AOB, COD, si conchiude [152] essere 4 B> CD.

210. Teor. In un cerchio un
diametro ¢ maggiore di qualungue
' corda che mon passa per il centro.(*).
m Dim. Sia O il centro del cer-
AU N B chio, e in questo un diametro A B
¢ R e una corda €D gualunque, che
non passa per il centro. Dico es-

sere AB > CD.

Infatti, poiché la somma dei lati 0C, OD del

(') Questo teorema & un caso particolare del precedente,
ma la dimostrazione di questo non si adatta al primo; epperd
occorre una dimostrazione a posta.
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triangolo ('O 1) é maggiore |145] del terzo C D, ed &
CO = A0 e OD = 0B, anche la somma dei seg-
menti1 A0, O B, cioé il diametro A B, é maggiore della
corda ('D.

21k, Teor. Se¢ due corde d' un cerchio sono eguali,
esse hanno dal centro distanze uguali.

Dim. Siano due corde ugnali A B, (' D. Dico che
esse sono equidistanti dal centro, che sono eguali, cioe,
le perpendicolari O E, O F calate
dal centro sulle due corde.

Intanto, perché la perpendi-
colare, calata dal centro sopra una
corda, divide [190] la corda per
metd, e le corde 4 B, C' D sono
eguali, sono eguali anche le meta
E B, CF. 1 triangoli rettangoli
O B E, OC F hanno adunque I'ipotenusa e un cateto ri-
spettivamente uguali; quindi é anche [1B7)OE = OF,
come d. d.

212. Teor. Se due corde di un cerchio sono disu-
gual, la maggiore ha dal centro distanza minore.

Dim. Siano due corde 4 B, C'D disuguali, e sia
48 > € D. Conduco le perpen-
dicolari OE, OF. Dico essere
OFE < OF.

Infatti, poiché la perpendi-
colare, calata dal centro sopra
una corda, dimezza [190] la cor-
da, ed ¢ AB > (' D, anche BE,
meta di A B, ¢ maggiore di ('F che & una metd di
C' . Se ora consideriamo i triangoli rettangoli OE B,
OF(, troviamo che hanno le ipotenuse uguall, e che
il cateto B E del primo é maggiore del cateto C'F del-
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Ialtro. Ne segue [1568] che il rimanente cateto O K del
primo triangolo é minore di OF, come d. d.

213. Teor. Se¢ due corde d un cerchio sono equi-
distanti dal centro, esse sono egquali.

Dim. Le corde infatti non possono essere disu-
guali, perché in tal caso anche le distanze dal centro
sarebbero [212] disuguall, e cido contro 1'ipotesi.

Ri4. Teor. Se due corde d un cerchio hanno dal
centro distanze disuguali, la pid vicina ¢ maggiore della
pu lontana.

Bim. Siano A 3, ' D due corde di uno stesso cer-
chio, e la 4 B sia pia vicina al centro che non la CD.
Dico che la A B é maggiore della (' D,

Infatti, non pud la A B essere uguale alla C D,
perche in tal caso essa avrebbe [211] dal centro la
stessa distanza che la (7 D, e cid contro 'ipotesi.

Né potrebb’essere A B < (' D, perché in tal caso
la A I3 avrebbe [212] dal centro distanza maggiore di
quella della C' D, e cié pure contro 1" ipotesi.

Cosi, poiché non pud essere 4 B=CD, né
A B < ('D, & necessariamente A4 B > C D.

Pcsizione rispettiva d’ una retta e d’ un cerchio.

215. Teor. Je la distanza di una retta dal centro di
un cerchio & minore del raggio, la retta ha col cerchio due
punti in comune; ogni altro punio della retta, se & com-
preso tra quet due, e interno al cerchio: altrimenti é esterno.

Bim. Sia O il centro del cerchio, 4 B la retta, e
la perpendicolare O C calata dal centro sulla retta [163]
sla minore del raggio del cerchio.

Intanto, poiché OC & minore del raggio, il punto
C & [97] interno al cerchio, e per conseguenza [103] la
retta ha 1n comune col cerchio due [183] punti situati



— 96 —
da bande opposte di €. Chiamiamo D), ' questi punti
ed uniamoli col centro.

Ora, essendo O 1) = 0 E, 1] triangolo O D K é 1s0-
scele: epperd, prendendo sulla base un punto qualun-
gue F, e tirando OF, ab-

biamo [149] OF < OD; ‘//”“_'"““\

e prendendo su un prolun- /

gamento di D X un punto r 0

H, ed unendolo con O, ab- \/ ///\ ;’
biamo OH > OD. Per con- n A, / “ /
seguenza [97] ogni punto Ao\ Fo D

della retta 4 B, che & com-
preso tra D ed E, & interno al cerchio, ed ogni punto
del prolungamenti di D F & fuori.

216. Poiché nei punti D ed £ la retta dianzi con-
siderata passa dall’ interno all’ esterno del cerchio, o vi-
ceversa, sidice che la retta sega il cerchio in quei punti,
od anche che é una secante del cerchio in D ed E.

24%. Teor. Sc la distanza di una vetia dal centro
d un cerchio ¢ uguale ol raggio, la retta ha col cerchio in
comune un punto solo, ed ogni altro punto della refta &
fuori del cerchio.

Dim. Sia O il centro del cerchio ed 4 B la retta.
E la perpendicolare O C, calata
dal centro sulla retta, sia eguale
al raggio del cerchio.

Intanto, poiché OC é uguale
al raggio del cerchio, il punto ¢
appartiene al cerchio. Ma ogni
altro segmento, tirato dal centro a qualsivoglia altro
punto M della retta, ¢ [162] maggiore della perpendi-
colare OC) quindi ogni punto della retta, diverso dal
punto C) & fuori del cerchio. [97].

0

A C M B
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218. Una retta ed un cerchio, che giacciano in
uno stesso piano ed abbiano un solo punto in comune,
s1 dicono fangenti in quel punto; il punto comune si
dice punto di contatto. (Ordinariamente si dice che &
la retta fangente del cerchio; che lo tocca in quel
punto ). _
219. I’ultimo teorema si pud ora enunciare nel
modo seguente :

La retta perpendicolare a un raggio di un cerchio,
nell’ estremita, & tangente al cerchio nell’ estremita di quel
raggio. Ogni altro punto della retta é fuori del cerchio.

220. Teor. Per qualunque punto d’un cerchio si
puo condurre una tangente al cerchio in quel punto, e una
soltanto.

Dim. Sia un cerchio di centro O, e su questo un
punto A qualunque.

Intanto, se tiriamo il raggio O 4, e poi la retta BC
perpendicolare ad O 4 nel punto 4, abbiamo [219] una

retta tangente al cerchio nel
punto dato. Resta dunque a
provare che per 4 non si puo

o condurre nessun’altra retta,

L& che sia tangente al cerchio

J in A. A tal fine si tiri per

A una retta DF ad arbitrio

Bk C L ’
~ distinta dalla B(. Allora,

poiché l'angolo O AC & ret-
to, tale non & "’angolo O A E; epperd la OF, perpen-
dicolare alla D E, calata dal centro O, & necessaria-
mente distinta dalla 0 4. E perché [162] la perpendi-
colare ¢ minore d’ogni obliqua, la O F & minore del
raggio () Jd; quindi la retta D E & una secante del

cerchio, ed 4 & uno dei punti d'intersezione. [215].
7
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221, Cor. Il raggio, che va al punto di contatto
di una tangente d'un cerchio, & perpendicolare alla tan-
gente.

Infatti, se cosi non fosse, tirando la perpendico-
lare al raggio nella sua estremita, si otterrebbe una se-
conda tangente [219] al cerchio nello stesso punto, il
che si & dimostrato [220] impossibile.

222, Teor. Per un punito, che sia fuori d’ un cer-
chio, passano due tangenti del cerchio ¢ due soltanto.

Dim. Sia un cerchio di centro C' e un punto ester-
no A. Si vuol provare che fra le rette, che passano per
A, due e due soltanto sono tan-
genti del cerchio.

Unito 4 con C, si descriva
un cerchio con centro A e rag-
gio AC, e poi si descriva un
cerchio con centro € e rag-
gio che sia eguale al diametro
del cerchio dato. E facile rico-
noscere che A C, distanza dei
centri dei due cerchi, & minore

della somma dei due raggi, e
maggiore della loro differenza. Infatti AC & minore

della somma dei raggi, perché & uguale ad uno di essi.
Per provare che & maggiore della loro differenza ( detto
H il punto in cui A C incontra il cerchio dato) imagi-
niamo di portare sulla retta AC, da C verso 4, 1l dia-
metro del cerchio dato. Cost si rende manifesto che la
differenza tra i raggi dei due cerchi & la differenza tra
i segmenti CH ed A H, e che percid é minore di 4 C,
che & la soranma dei segmenti stessi. Possiamo quindi
conchiudere [109, 195] che i due cerchi hanno due
punti in comune, situati fuori della retta AC o da
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bande opposte di codesta retta. Siano B e D codesti
punti.

I segmenti C'B, C' D, poiché hanno una estremita
nel centro del cerchio dato e sono maggiori del raggio,
mcontrano il cerchio; siano Eed F i punti d’incontro.
Si tirino le rette 4 E ed 4 .F. Dimostreremo che. que-
ste rette sono tangenti del cerchio; K ed F sono i
punti di contatto.

Infatti, la retta 4 E, poiché passa per i punti 4
ed E che sono equidistanti dalle estremita del segmento
BC, é perpendicolare a BC [167], ciod al raggio C £ nel-
I estremita, eppero essa [219] & tangente al cerchio in E.

Nello stesso modo si proverebbe che la retta 4 F
é tangente del cerchio in F.

Ci rimane da dimostrare che dal punto 4 non si
possono condurre altre tangenti al cerchio.

Imaginiamo a tal fine che 4 E, A F'siano due tan-
gent: condotte al cerchio dal punto A4, e che I ed F
siano 1 punti di contatto. Sappiamo [221] che, se si
tirano 1 raggi CE, CF, questi riescono perpendico-
lari alle tangenti.

Ed ora, confrontando i triangoli rettangoli ACE,
ACF, troviamo che hanno !'ipotenusa A C in comune,
ed eguali i cateti C'E, C F. Per conseguenza [157] egli
e AE = AF. Possiamo dire pertanto che le parti delle
tangenti condotte ad un cerchio da uno stesso punto
esterno, comprese tra questo punto e i punti di con-
tatto, sono tutte uguali fra loro. Da cid vien la conse-
guenza che le tangenti non possono essere pit di due;
ed invero, se ce ne fossero tre, il punto 4, avendo di-
stanze uguali da tre punti del cerchio, sarebbe [196] il
centro, 1l che non pud essere, perché esso é fuori del
cerchio.
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Cosi resta dimostrato che ece.

223, 1l segmento di una tangente ad un cerchio,
condotta da un punto esterno, compreso tra questo
punto e il punto di contatto, suol dirsi, senz’altro, una
tangente condotta al cerchio dal punto esterno. Cosi,
riferendoci alla dimostrazione precedente, ed osser-
vando essere C(4)E = F(A)C, possiamo dire che:

2:24. Le tangentz, condotte ad wn cerchio da un punto
esterno, sono equali tra loro, ¢ fanno angoli equalt col sey-
mento che unisce il loro punto comune col centro.

225. Teor. Se la distanza di una retta dal centro
di un cerchio & maggiore del raggio, ognt punto della retta
¢ fuore del cerchio.

Dim. Sia O il centro del cerchio, . B la retta, e
la perpendicolare O C calata dal centro sulla retta sia
maggiore del raggio. Si deve
provare che ogni punto della 0
retta & fuori del cerchio,

Intanto, perché O €' & mag- \J\(
giore del raggio, il punto C & |"
fuori [97] del cerchio. E poi A ¢ M B
fuori del cerchio ogni altro
punto M della retta A B, per-
ché ogni obligna & [162] maggiore della perpendi-
colare. ’

2268. Teor. Secondo che una retta ha due punti,
uno solo, o messun punto in comune con un cerchio la
distanza fra il centro e la retta & minore, uguale, o mag-
guore del raggio.

Dim. Infatti le ipotesi contrarie conducono a con-
seguenze che sono in contradizione col dato. [215,
217, 225].

2%, Probl. Costruire un triangolo, che abbia due
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lati eguali a due segmenti dati, e I angolo opposto a uno di
essi equale ad un angolo dato.

Risol. Sia C'(A4)B 1V angolo dato; chiamiamo «
e 1 due segmenti, e sia « il segmento a cui dev’ es-
sere uguale il lato opposto all’angolo dato.

Sopra un lato dell’angolo si prenda un segmento
A D che sia eguale a 8. A e D sono due vertici del
triangolo da co-
struire. Il terzo
vertice deve tro-
varsisul lato A B;
e perche deve a-
vere dal punto D
distanza egua.le ad e, deve [99] trovarsi sul cerchio che
ha centro in D e raggio . Descritto questo cerchio,
se esso incontra in F' il lato 4 B, il triangolo DA F
sodisfa le condizioni del problema.

Dise. L’angolo dato pud essere acuto, retto od
ottuso.

I. I’ angolo dato sia acuto. Si cali da D la perpen-
dicolare D K sul lato A B.

1°.Se ¢ « < DE, 1l cerchio con centro D e rag-
g10 a non ha [225] nessun punto in comune con la retta
A B, e cid prova che il problema in tal caso non am-
mette soluzione, che non esiste cioé triangolo con tre
elementi eguali rispettivamente ai dati, e disposti
come richiede il problema,

2°. Quando & ¢ = D K, 1l cerchio e la retta hanno
in comune [217] il solo punto Z, e il triangolo doman-
dato & il triangolo rettangolo A D E.

3°. Quando & « > D E, ed & <C d D, il cerchio taglia
{215, 162} il raggio A B in due punti F, F'’, ei due tri-
angoli A D F, A D F' sodisfanno ambidue al problema.
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4°. Se 6 a= A D, 1l cerchio taglia [215, 162] il
raggio A B nel punto A4 e in un altro punto H, epperd
il problema ammette per unica soluzione il triangolo
isoscele 4 D H.

5°. Quando infine & ¢« > AD, il cerchio taglia
[215, 162] il lato A B in un punto K e il prolunga-
mento del lato in un altro punto X'. In questo caso il
problema ha per unica soluzione 1l triangolo 4 D K ;
perché il triangolo 4 D K’ ha bensi due lati eguali ai
dati segmenti, ma 1 angolo opposto al lato DK, e
che dovrebb’essere uguale all’ angolo acuto dato, & in-
vece supplementare di questo angolo. |

II. Quando 1’angolo dato & retto, perché il pro-
blema ammetta soluzione, & necessario e sufficiente che
il lato opposto all’angolo dato sia maggiore dell’ adia-
cente. Il cerchio, che bisogna descrivere, taglia il lato
opposto in un punto e il prolungamento in un altro.
Ambidue 1 triangoli risultanti sodisfanno alle condi-
zioni volute; sono pero [157] eguali, e cosi le due so-
luzioni si riducono infine ad una sola.

II. Quando I'angolo dato & ottuso, il piede della
perpendicolare D E cade sul prolungamento del lato
A B. In questo caso, perché il cerchio tagli 1l lato 4 B,
non basta che il raggio superi la perpendicolare, ma si
richiede [162] che superi anche il lato DA adiacente
all’ angolo dato; allora il cerchio taglia una volta il
lato A B e I’altra il prolungamento, eppercio il pro-
blema ammette una soluzione saltanto.

Pos’zione rispettiva di due cerchi.

228. Lemma. Tra 1 scymeni:, che 8t possono tirare
ad um cerchio da uno stesso punto che non sia i centro,
quello che passa per il centro é maggiore 4’ ogni altro, e
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quello, un cui prolungamento passa per il cewiro, & mi-
nore d’ ogni altro.

pim. Per il caso che il punto appartenesse al
cerchio la proposizione ¢ manifesta, dacche 1l segmento
che passa per il centro ¢ un diametro, e come tale é
maggiore [210] di qualunque altro dei segmenti, che &
una corda la quale non passa per il centro. L’altro
segmento, quello un cui prolungamento passa per il
centro, in tal caso non esiste; & nullo.

G altri due casi, quando cioé 1l punto é interno,
senza essere il centro, od ¢ esterno, si possono trattare

unitamente.
Sia adunque un cerchio di centro 0, ed un punte

A qualunque, che non sia 11 cen-
tro, né cada sul cerchio. Tirando
la retta A ), otteniamo [100] m
A B quel segmento, che va da 4
al cerchio passando per il cen-
tro; ed in 4 C quel segmento, un
cui prolungamento passa per il
centro. Uniamo 11 punto A4 con
un punto M qualsivoglia del cer-
chio. Proveremo essere 4 B mag-
giore, ed A C minore di 4 M. Si
tiri 1l raggio O M.

Ed ora, essendo 4B = A0 4 OB, cioé
AB= A0 4+ OM, ed [145] A0 4+ OM > A M,
egli & anche AB > A M.

Dallo stesso triangolo A O M, per questo che la
differenza di due lati & minore del terzo [146], abbiamo,
nel primo caso :

OM — A0 < AM,
c nel secondo: 40 — OM < AM,
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eppero, essendo OM = OC, in ambidue i casi &:
AC < AM.
Cosi s1 & dimostrato che ece.
229. Teeor. Se la distanza dei centri di due cerchi
e maggiore della somma dei raggi, ciascun cerchio é tutio
fuori dell’ altro.
Dim. Siano 4 e B i centri di due cerchi di raggi
xaefl osa: AB > o« -} B.
Proviamo da prima che ogni punto del cerchio
(A4) é fuori del cerchio (B).
Intanto dall’ ipotesi abbiamo :
AB — a > 8,
eppero, facendo A4’ = «, si ha A’'B > §. Per cid
[99,97]ilpunto A’ ap-
partiene al cerchio (4)

ed & fuori del cer- -
chio (B). . p
Osserviamo poi A A’ B

che, se prendiamo sul

cerchio ( 4) un punto qualunque M e lo uniamo con
B, ci risulta un segmento B M che & maggiore di B A4,
perché BA' & tra 1 segmenti, che si possono tirare da
B ai punti del cerchio (4), quello un cui prolunga-
mento passa per il centro di questo cerchio [228].
Cosi, essendo BA' > B, ¢ anche BM > f, epperd [97]
il punto M é fuori del cerchio (3).

Nelle stesso modo si prova che il cerchio (B) é
tutto fuori del cerchio ( 4).

230. Teor. Scla distanza der ceniri di due cevchi ¢
uguale alla somma dei raggi, i due cerchi hannno un solo
punto in comune, situato sul segmento che unisce i centrs.
E ogni altro punto di ciascuno det cerchi & fuori dell altro

cerchio.
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Dim. Siano 4 e B i centri di due cerchi di raggi
AB

xefl esia:
« + B
€ per conseguenza:
AB — o = 8.
Cosi, facendo AC = a, si ha CB = B. Pertanto il
punto (' appartiene ad ambidue 1 cerchi.

Osserviamo ora che, se prendiamo sul cerchio (A)
un punto M qualunque e lo uniamo con B, ci risulta
un segmento /53 che &
maggiore di B, perché
BC & tra 1 segmenti, che
sl possono tirare da B ai
punti del cerchio (4),
quello un cui prolunga-
mento passa per il centro di questo cerchio [228].
Cosi, essendo BC = B, ¢ BM > B, epperd [97] il
punto A & fuori del cerchio (B).

Nello stesso modo si prova che, eccettuato il punto
C, ogni punto del cerchio (B) é fuori del cerchio (4 ).

231. Teor. Sc la distanza dei centri di due cerchi
e munore della somma dei raggi e maggiore della lovo dif-
ferenza, i due cerchi hanno due punti comuni, i quali
sono summelrici rispetio alla retta dei centri. Dai due
punte comune ciascun cerchio & diviso in due archi, i
quali sono, uno interno e U altro esterno all’ altro cerchio.

Dim. La dimostrazione & stata data nel § 109; a
compimento qui possiamo aggiungere che i punti co-
mnni a1 due cerchi sono due soli, perché due cerchi di-
stintl non possono averne di pit. [195]. E che i punti
comunl sono simmetrici rispetto alla retta dei centri,
perche, essendo clascun centro equidistante dai due
puntl, la retta dei centri & 1’asse del segmento dei due

I
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punti. [167]. Infine, poiché sappiamo [109] che ciascun
centro ha un punto interno ed uno esterno all’altro
cerchio; gli archi in cui ciascun cerchio & diviso dai
due punti comuni sono: uno tutto interno e 1'altro
tutto fuor: dell’ altro cerchio.

232. Teor. Se la distanea dei cenlri di due cer-
chi & uguale alla differenza dei raggi, i cerchi hanno
un punto in comune il quale cade su quel prolungamento
del segmento dei centri che ¢ della banda del centro del
cerchio minore; ogni altro punto del cerchio maggiore
¢ fuori del cerchio minore; e ogni altro punto di questo
cerchio ¢ imterno del primo.

Dim. Cominciamo ad osservare che 1 raggi dei
due cerchi non possono essere uguali, dacchd in tal
caso la distanza dei
centri sarebbe nulla, e
gquindi 1 due cerchi
coinciderebbero. Chia-
miamo A il centro del
eerchio maggiore ed «
il suo raggio; chiamia-
mo B il centro dell’al-
tro cerchio e B il raggio. L’ipotesi & significata dal-
I’ egnaglianza 4 5 = a« — B, 0o in altro modo dalla
seguente 4 B 4+ f = a.

Sul prolungamento di 4 B, partendo da B, s1 pren-
da un segmento B3 C = 8. Cosi, essendo AC = 4 B -}- 8,
& AC = «. Percid il punto C' appartiene ad entrambi
1 cerchi.

Osserviamo ora che, unendo un punto gqualungue
M del cerchio ( 4) col punto B, si ottiene un segmento
BM che & maggiore [228] di BC, perché B(' é fra i
segmenti, che si possono condurre dal punto B ai
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punti del cerchio (4), quello un cul prolungamento
passa per il centro di questo cerchio. Cosi, essendo
B(C=pg,&é BM > 8, epperd [97] il punto M & fuori
del cerchio ( B).

Resta a provare che ogni punto del cerchio mino-
re, fatta eccezione per il punto B, cade nell’ interno
del cerchio maggiore. A tal fine osserveremo che, se
sul cerchio ( B) si prende un punto qualunque N e lo
sl unisce con 4, si ottiene un segmento 4 N che & mi-
nore [228] di 4, perché AC & fra i segmenti, che si
possono condurre dal punto 4 ai punti del cerchio ( B),
quello che passa per il centro di questo cerchio. Cosi,
essendo AU =ea, & AN < o, epperd [97] il punto ¥
& nell’interno del cerchio (4). ().

233. Teeor. Se la distanza dei centri di due cerchi ¢
minore della differenza dei raggi, il cerchio maggiore é tutto
fuore del manore, e questo & tutto nell’ interno del primo.

Dim. Cominciamo ad osservare che i raggi dei
due cerchl non possono essere uguali, dacché in tal
caso la distanza dei centri dei due cerchi (neanche se
1 centri coincidessero ) non potrebb’ essere minore della
differenza dei raggi. Chiamiamo 4 il centro del cerchio
maggiore ed « 1l suo raggio; chiamiamo B il centro
dell’ altro cerchio e 3 il raggio. I’ ipotesi & significata
dalla disuguaglianza 4 B < « — §, o in altro modo
dalla seguente 4 B -+ B8 < e

(!} Sembrerebbe che dovesse bastare provare che ogni
punto del cerchio minore & interno al maggiore, per poter con-
chiudere 'altra parte del teorema, Ma non abbiamo la propo-
gizione: se una figura & tutta interna ad un’altra, questa &
tutta fuori della prima. Infatti, ad es., se dividiamo un angolo
in tre parti, ogni punto dell’angolo intermedio & dentro del-
Pangolo dato, e questo non & tutto fuori dell’altro.
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Sul prolungamento di 4 B si prenda un segmento
BB’ — 8. Cosi, essendo AB' = AB + B, ed
AB -+ f <ea danche 4 B' < a. Pertanto il punto B’
appartiene al cerchio (B5) e cade nell’ interno del cer-
chio (4). Se poi sifa 44’ = ¢, il punto A’ viene a
cadere sul prolunga-
mento di BB’ = 8,
eppero fuori del cer-
chio (B).

Ora s1 osservi che, o
unendo un punto qua-
lanque M del cerchio >\

(4) col punto B, si % o
ottiene un segmento A B B’ A

B M, che ¢ maggiore

[228] di BA', perché BA' & fra i segmenti, che si
possono condurre dal punto B ai punti del cerchio
(4), quello un cui prolungamento passa per il cen-
tro di questo cerchio. Cosi, poich¢ & BA’ > B, é an-
che B M > B, epperd [97] il punto M & fuori del cer-
chio ( B). |

Resta a provare che ogni punto del cerchio mi-
nore ¢ interno al cerchio maggiore. Percid osserve-
remo che, se uniamo un punto qualunque N del cer-
chio (B) col punto A, otteniamo un segmento A4 N,
che & minore [228] di 4 B', perché A B' & fra i seg-
ment1, che si possono condurre dal punto A ai punti
del cerchio (B), quello che passa per il centro di
questo cerchio. Cosi, poiché & AB' <« a, & anche
AN < a, epperd [97] il punto N & nell’interno del
cerchio (4).

234. Teor. Se due cerchi hanno in comune un pun-
to, che non sia sulla retta dei centri, allora la distanza
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dei centri & minore della somma ed ¢ maggiore della diffe-
renza dei raggr.

Dim. Infatti, unendo il punto comune coi centri
dei cerchi, si ottiene un triangolo, un cui lato & la di-
stanza de1 centri e gli altri due sono due raggi dei
cerchi. [145, 146].

235. Cor. 2°. Se due cerchi hanno un punto in co-
mune che non sia sulla retta dei centri, essi hanno un
altro punto in comune. [234, 231].

238. Cor. 2°. S¢ due cerchi hanmo un solo punto
m comune, questo appartiene alla retta dei centri. [235].

237. Teor. Sc due cerchi hanno un solo punto in
comune, lo distanza dei centri & uguale alla somma o
alla differenza dei raggi, secondo che ciascun cerchio
® esterno all’ altro, oppure uno & interno all’ altro. [236,
229, 233 1.

238. Teor. Sec due cerchi non hanno nessun
punto . comune, la distanza dei centri & maggiore
della somma dei raggi oppure minore della differenza dei
raggy, secondo che ciascun cerchio é tutto fuori dell altro,
oppure wno dev cerchi & interno all altro. [229, 230,
231, 232].

239. Due cerchi, se hanno un solo punto in co-
mune, si dicono fangenti in quel punto (si dice che
si foccano in quel punto), il quale si chiama punto di
contatio.

I due cerchi si dicono tangenti esternamente, se
ciascuno & esterno all’altro; e si dicono tangenti inier-
namente, se uno dei due & interno all’altro.

D1 due cerchi, che abbiano due punti comuni, si
dice che si segano in quei due punti.

240. Teor. Se due cerchi si toccano, essi hanno me-
desima tangente nel punto di contatto.
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©im. Infatti, poiché il punto di contatto si trova

sulla retta dei centri [236], la perpendicolare a guesta
retta in quel punto & tangente [219] ad ambidue i

cerchi. (*).

101.

102

103,
104.
105.
106.

107.

108.

109.

110.

Ha2.

tre primi capitoli

Esercizi..

Due corde di uno stesso cerchio, se non sono ambedue due
diametri,non possono dimezzarsi scambievolmente. (Indi-
rettamente. [189, 121]).

Condurre per un punto, dato nell'interno di un cerchio,
una corda in modo che essa sia dimezzata dal punto
dato. [189].

Se una retta taglia due cerchi concentrici, i segmenti di
essa, compresa tra i cerchi, sono eguali tra loro. [190].
Se due corde uguali si tagliano,le parti dell’una sono ri-
spettivamente uguali alle parti dell’ altra.

Se due cerchi eguali si tagliano, essi si tagliano in parti
rispetti vamente uguali. [200].

Due cerchi non possono tagliarsi scambievolmente per
meta.

Due corde, condotte per le estremita di un diametro e for-
manti con questo angoli alterni eguali, sono eguali.I loro
punti di mezzo e il centro sono allineati.

Tirare per un punto, dato nell’interno di un cerchio, la

pit piccola corda possibile.

Costruire un triangolo, dati due lati e I’ altezza relativa al
terzo lato.

Costruire un triangolo dato un lato, un angolo adiacente
e l'una o I'altra delle mediane uscenti dai vertici degli
altri due angoli.

Condurre in un cerchio una corda, cosi che (prolungata
se 1] punto & esterno ) passi per un punto dato, ed abbia le
estremitd equidistanti da un altro punto dato.

Con centro dato descrivere un cerchio, che tocchi un cer-

chio dato.

(1) A questo gunto si potrebbe passare alla lettura dei
ella Stereometria.
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Riconoscere, col solo compasso, se la distanza tra dne
punti dati & ugnale alla somma di due dati segmenti. [230].
Con centri dati descrivere due cerchi che si toechino ester-
namente, e i cui raggi abbiano data differenza,
Con centri dati descrivere due cerchi,che si toechino in-
ternameute e i cui raggi formino una somma data. -
Son dati un cerchio e una retta. Condurre una tangente
al cerchio, la quale non abbia con la retta data nessun
punto in comune. [187].
Dato un triangolo equilatero e un punto dove che sia, de-
scrivere un cerchio, che disti egualmente dai vertici del
triangolo e dal punto dato.,
Se due cerchi eguali si tagliano, e si conduce una retta
perpendicolare alla corda comune, i segmenti della retta
compresi tra i cerchi sono eguali tra loro.
Se un cerchio & tutto interno ad un altro, e una retta li
taglia tutti e due in modo che le parti di essa, comprese
trai cerchi, siano eguali, essa retta & perpendicolare alla
retta dei centri.
Se un cerchio & iscritto in un angolo, tutti i triangoli ta-
gliati via dall’angolo dato con tangenti al cerchio, con-
dotte in modo che il cerchio rimanga fuori di ciascun
triangolo, hanno perimetri eguali. [224). — E, se si con-
giunge il centro con le estremitd di una di gueste tangenti,
Pangolo che si ottiene & costante (uguale alla metd del-
I'angolo compreso dai raggi, che vanno ai punti di con-
tatto dei lati dell’angolo dato).
Se un poligono,di numero pari di lati, 8 circoseritto (*)ad
un cerchio, la somma dei lati di posto pari & uguale alla
somma dei lati di posto dispari.
Se una spezzata circoscritta ad un cerchio ha i lati eguali,
gli angcli di posto pari sono egunali tra loro; e cosi i ri-
manenti.
Descrivere un quadrangolo regolare, che abbia i vertici
sui due archi interni di due cerchi eguali che si tagliano.
In cerchi disuguali, corde uguali hanno dei centri rispet-
tivi distanze disuguali; e se due corde hanno dei centri
distanze uguali, esse sono disuguali. {190].

(*} Un cerchio si dice iseritto in un poligono, se tocca tutti i lati del

poligono. Per converso il poligono si dice circoscritto al cerchio.
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Per segnare i punti di contatto delle tangenti ad un cer-
chio, passanti per un punto dato fuori del cerchio, basta:
descrivere il cerchio concentrico col dato e che passa per il
punto dato; quindi tirare la tangente al cerchio dato nel
punto in cui esso & incontrato dal segmento che unisce il
centro col punto esterno; e infine unire i punti, ne’quali
codesta tangente incontra[108]il maggiore dei due cerchi,
col loro centro.
Due corde, perpendicolari a uno stesso diametro, compren-
dono archi eguali; e, reciprocamente, se due corde, che
non si tagliano, comprendono archi eguali, il diametro
perpendicolare ad nuna & perpendicolare anche all’altra.
Due corde perpendicolari a una terza ed equidistanti dai
termini di questa, sono egnali.
Circoscrivere a un cerchio una spezzata equilatera, i cui
lati siano eguali & un segmento dato.
Ciascuno di due cerchi & esterno all’altro, Quale & la piu
grande, e quale la piu piccola delle distanze tra un punto
di uno dei cerchi e un punto dell’altro? [176].
Un cerchio & tutto nell’interno di un altro, senz’aver con
questo il centro in comune. Quale & la pit grande, e quale
la pil piccola delle distanze tra un punto di uno dei cerchi
e un punto dell’altro?
Il minore di due cerchi & tutto nell’ interno dell’altro, e 1
due cerchi non sono concentrici. Fra le corde del mag-
giore, tangenti al minore, quale & la piu grande, e quale
la minima? {228].
Tra 1 segmenti, che si possono condurre a un cerchio da
un punto che non & il centro, due, che facciano angoli
eguali col minimo, sono eguali tra loro; e se fanno angoli
disuguali, quello, che fa angolo maggiore, & minore. [152].
Condaurre la tangente a un cerchio in un sno punto dato,
senza usare del centro. (Si prendono sul cerchio, partendo
dal punto, due archi eguali.,.).
Tirare una retta, che tocchi due cerchi eguali ed esterni
Puno all’altro. [129, 222].
Costruire un triangolo,dati ko, m, e b,
Se due cerchi eguali hannoicentri sopraun terzo cerchio, e
questo ne taglia uno, esso taglian anche'altro. E i due primi
cerchi sono divisi dal terzo in partirispettivamente uguali,



137.

438.

139.

— 113 —
Se due poligoni d’egual numero di lati sono circoscrittia
due cerchi eguali, ¢ sono rispettivamente uguali le di-
stanze dei vertici dai centri, i poligoni sono eguali.
Se due cerchi eguali si tagliano, ogni segmento terminato
ai due archi interni, oppure ai due esterni, e condotto per
il punto dove la corda comune & tagliata dalla retta dei
centri, & diviso per meta da questo punto.
Trovare un punto, che sia equidistante da due punti dati
4, B, e che abbia data distanza da un terzo punto C.

(Attesa Uinfinita varietd di questioni geometriche, che
possono essere proposte, ¢ impossibile indicare un me-
todo generale per risolvere tutti i problemi di Geome-
tria. Esistono pero dei metodi, che si possono applicare
a intere classi di questioni; il pit generale é quello in
cut 5i fa uso dei luoghi [98] geometrici. Di questo me-
todo daremo qui un breve cenno.

La risoluzione della maggior parte dei prablemi geo-

metrici si riduce infine alla determinazione di un punto.
E la difficolld dipende ordinariamente da cid che cotal
punto deve sodisfare nel tempo stesso a pi2 condizioni.
In tal caso si considerano queste condizioni separata-
mente 'una dall’altra; ciascuna sard sodisfatta da in-
rumerevoli punti, da tutti i punti di una certa figura,in-
sommada un luogo geometrico. Se questi luoghi saranno
refte o cerchi, e si sapra trovarli, nel punto comune si
avra il punto richiesto. Che se t luoghi descritti avessero
pid punti comuni, o nessuno, si conchiuderebbe rispetti-
vamente che il problema ammette altrettante soluzioni, o
che non ne ammetie nessuna.
_Ad es., nel problema precedente si vede chiaro che il
punto domandato deve sodisfare a due condizioni di-
stinte; a quella di essere equidistante dat due punti A e
B, e a quella di avere dal punto C una distanza data,
Alla prima sodisfanno tutti e unicamente [165] i punti
dell’ asse del segmento A B; alla seconda condizione so-
disfanno tutti e soltanto i punti del cerchio, che ha
centro in C e raggio equale alla distanza data. Pertanto
il punto cercaio deve trovarsi ad un tempo e sulla retta
¢ sul cerchio accennato.

Se si tratta di un caso particolare, la retta e il cerchio
8
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st descrivono, e, secondo che hanro nessuno, uno, o due
punti in comune, nessun punto, uno, o due sono i punti
domandati, Ma quando si tratia soltanto di accennare il
come 8i risolva il problema, allora si puoé anche trala-
sciar di fare una figura; allorala considerazione delle
particolarilid,chepossono presentarsi,costituisce un com-
plemento necessario della trattazione del problema,com-
plemento che si dice discussione del problema; laddove
le considerazioni preliminari, dalle quali risulta il da
farsi, costituiscono cio che si dice analisi del problema.

Da gquanto precede riesce manifesta U'importanza di
conoscere molti luoghi geometrici, che siano pero rette, o
cerchi. Ora ne accenneremo parecchi, e poi ci propor-
remo problemi, nei quali si possa farne applicazione).
Quale figura & il luogo dei centri dei cerchi di dato rag-
gio, che passano per un punto dato?
Luogodei centri dei cerchi che passano per due punti dati.
Luogo dei centri dei cerchi che toccano una retta in un
punto dato.
Luogo dei centri dei cerchi, i quali toccano due rette che
si tagliano.
Luogo dei centri dei cerchi che toceano, esternamente o
internamente, un cerchic dato in un punto dato.
Luogo dei centri dei cerchi di dato raggio che tocecano,
internamente od esternamente, un cerchio dato.
Luogo dei centri dei cerchi, che toccano due dati cerchi
concentricl.
Luogo dei centri dei cerchi di dato raggio,che hanno con
un dato cerchio in comune una corda eguale a un dato
segmento.
Luogo dei centri dei cerchi di dato raggio, che dimez-
zano un cerchio dato.
Luogo dei punti di mezzo delle corde di un cerchio, che
sono eguali a un dato segmento,
Luogo dei punti da cui si possono condurre & un cerchio
dato tangenti eguali a un dato segmento.
Luogo dei centri dei cerchi di dato raggio, che tagliano
un cerchio dato sotto angolo dato (tali, ciog, che le rispet-
tive tangenti nel punto d’incontro comprendono un an-

golo dato ).
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Descrivere con raggio dato un cerchio, che passi per un
punto dato, ed abbia il centro sopra una retta data, o so-
pra un cerchio dato. [140].
Descrivere con raggio dato un cerchio, che passi per due
punti dati. [146],
Descrivere un cerchio, che passi per due punti dati, ed
abbia il centro sopra un cerchio dato. [141].
Descrivere un cerchio di dato raggio, che tocchi una rette
data in un punto dato. [142, 140].
Descrivere un cerchio, che tocchi due date rette le quali
si tagliano, e che abbia il centro sopra un cerchio
dato. [143].
Da un punto sono tirate le tangenti ad un cerchio. Si de-
scriva un altro cerchio, che tocchi le due tangenti e il
cerchio dato. [143].
Con raggio dato descrivere un cerchio, che tocchi un cer-
chio dato in un punto dato. [144, 140].
Descrivere un cerchio, che abbia raggio dato, passi per un
punto dato, ed abbia data distanze da un punto dato. [228].
Deserivere un cerchio, che tocchi I’ipotenusa di un trian-
golo rettangolo, e un cateto in un punto dato. [142, 143).
Con raggio dato descrivere un cerchio, che tocchi un cer-
chio dato, ed abbia il centro sopra una retta data. [145].
Descrivere con raggio dato un cerchio, che abbia il cen-
tro sopra un cerchio dato, e che tocchi un altro cerchio
dato. [145].
Descrivere un cerchio, che tocchi due dati cerchi concen-
trici, e passi per un punto situato tra i due cerchi. [146].
Con raggio dato descrivere un cerchio che passi per un
punto dato e toechi un dato cerchio. | 140, 145).
Con raggio dato descrivere un cerchio, che tocchi due
cerchi dati. [145].
Descrivere con raggio dato un cerchio, che passi per un
punto dato, e dimezzi un cerchio dato. [140, 148).
Iscrivere e circoscrivere un cerchio a un triangolo equi-
latero. {143].
Iscrivere un cerchio in un triangolo qualunque. [143].
Iscrivere un cerchio in un guadrangolo, nel guale sono
eguali tra loro due lati consecutivi, ed eguali tra loro an-
che gli altri due lati. [143].
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MTirare una corda, che sia perpendicolare a un diametro
dato, ed eguale a un dato segmento. [149].
Trovare sopra un cerchio un punto, che abbia da un dia-
metro dato data distanza. [i70].
In un cerchio tirare una corda, che sia eguale a un seg-
mento dato, e che sia dimezzata da un’altra corda se-
gnata nel cerchio. [149].
Da un punto dato tirare a un cerchio dato una secante in
modo che la parte di questa, che é compresa nel cer-
chio, sia eguale a un dato segmento. [149].
Da un punto dato condurre a un cerchio dato una secante
in guisa che I’angolo al centro, che insiste sull’arco ta-
gliato via dalla secante, sia eguale a un angolo dato. |149].
Descrivere mezzo cerchio, che abbia le estremita sopra un
lato di un triangolo adiacente ad angoli acuti, e che toc-
chi gli altri due lati del triangolo. [143].
Tirare una retta, che abbia data distanza da un punto
dato, e sia equidistante da due punti dati.
Con raggio dato descrivere un cerchio, che abbia il centro
su cerchio dato (o su retta data), e che tagli un’altro cer-
chio dato in modo che la corda comune sia eguale a un
dato segmento. [147].
Con raggio dato descrivere un cerchio, che tagli due dati
cerchi in modo che le corde comuni siano eguali rispetti-
vamente a due dati segmenti. [147].
Descrivere con raggio dato un cerchio, che passi per un
dato punto, ed abbia con un dato cerchio in comune una
corda eguale a un segmento dato. [140, 147].
Sopra un cerchio (od una retta) trovare un punto cosl,
che le tangenti da esso condotte a un dato cerchio siano
eguali & un dato segmento. [1501.

181, Descrivere tre cerchi egnali in modo che ciascuno tocchi

i82.

183.

glialtri due e due lati di un triangolo equilatero dato. | I43].
Dato un cerchio e una retta, tirare una secante in modo
che le parti di questa comprese, una nel cerchio !’al-
tra fra il cerchio e la retta, siano eguali a due dati seg-
menti. [149, 150].

Costruire un triangolo, date 1'altezza e la mediana rela-
tive a un lato, e dato il raggio del cerchio circoseritto.
(8i costruird dapprima il triangolo di cui 1'altezza e la
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mediana sono due lati. Poi si determinerd il centro del
cerchio circoscritto. [140, 1656] ).
Costruire un triangolo, dato un lato, la somma degli altri
due, & I'altezza relativa a uno di questi lati.
Con raggio dato descrivere un cerchio cosi che le tan-
genti, condotte ad esso da due punti dati, siano. eguali
rispettivamente a due dati segmenti.
In un cerchio tirare una corda in modo che la differenza
tra i due archi, in cui essa divide il cerchio, sia eguale a
un dato arco dello stesso cerchio.
B dato un cerchio nna tangente, ¢ un punto su questa. Si
descriva un cerchio, che tocchi esternamente il dato, ab-
bia il centro sulla tangente, e passi per il punto dato. (8i
porti sulla tangente, partendo dal punto, un segmento
eguale al raggio del cerchio).
Per un punto dato fuori di un cerchio condurre a questo
una secante in modo cheil segmento compreso nel cerchio
e quello compreso tra il cerchio e il punto dato siano
eguali. (La questione si riduce a costruire un triangolo di
¢ui sono noti due lati e la mediana relativa al terzo lato).
Costruire tre cerchi di dati centri, che si tocchino a due
a due. [168].
Un cerchioe una retta non hanno nessun puntoin comune.
Quale & la pill grande e quale la piti piccola tra le distanze
dei punti del cerchio dalla retta? [228, 162].
Sono dati due punti 4 e B sopra un cerchio, e un terzo
punto C esternamente. Si vuol tirare per 4 e B due
corde 4 4' ¢ BB’ in modo che gli archi da esse compresi
siano eguali, e che la retta 4'B’ passi per C. (8i tagli la
retta A'B’ col cerchio concentrico col dato e che passa
per C.....[1267).
Dato un punto 4 e due cerchi di centri B, C, tirare per 4
un segmento che abbia le estremitd sui due cerchi, e che
sia diviso per metd dal punto 4. (I segmenti, che sono
dimezzati dal punto 4 e che hanno una estremita sopra
uno dei cerchi, su che linea hanno 1’altra estremita ?).
Per un punto dato tirare un segmento, che abbia una
estremita sopra un cerchio dato e 'altra su retta data,
in modo poi che sia dimezzato dal punto dato. (Si cali dal
punto la perpendicolare sulla retta; la si dimezzi...).
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Costruire un triangolo, dati a, ky ed m .
Costruire un quadrangolo 4 BCD, dati 4C, CD, D B,
4(C)De C(4)B.
Dato un triangolo rettangolo, descrivere un cerchio che
tocchi I’ipotenusa, che passi per il vertice dell’angolo
retto, e che abbia il centro sopra un cateto. (Si dimezzi
I’angolo opposto al cateto che si considera).
Iscrivere in un cerchio un quadrangolo, di cui si cono-
scono due lati opposti e la distanza dei punti di mezzo di
codesti lati.
Due cerchi hanno per diametri due raggi formanti un
diametro di un terzo cerchio. Si descriva un cerchio, che
tocchi tutti e tre i cerchi dati.
Si determini, usando del solo compasso, i punti in cui la
retta, determinata da due punti dati, taglia un dato cer-
chio. (Si costruisca il punto simmetrico al centro rispet-
to alla retta data. Poi, facendo centro nel nuovo punto e
con raggio eguale a quello del cerchio dato, si descriva
un cerchio... Si discuteranno i vari casi ).
Le altezze di un triangolo acutangolo passano per uno

stesso punto.



