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SUPPLEMENTO

AGLI ELEMENTI DI MECCANICA
E D’IDRAULICA.

SEZIONE PRIMA

De’ Principj della Statica.

—

CAP L

Principio delle velocita virtuali.

Is AL punto 4 ( Fig. 1) sia applicata
una forza §, la quale agisca per la retta
A L. Immagino che il punto 4 trascorra in
un altro punto a vicinissimo ad 4. Condot-
ia per a la perpendicolare ab sopra 4B,
sara 40 lo spazietto percorso dal punio 4
secondo la retta 4B, che & la direzione
della forza §. Questo spazietto 40 si dird
la Pelocita virtuale della forza §.
| Adunque per velocitd virtuale d’una for-
za intendiamo lo spazietto che per un dato
moto minimo descrive il punto d’ applica-
zione della forza secondo la direzione della
forza medesima .

i

"
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2. Il prodotto §. 40, o sia il prodotto
della forza § per la sua velocitd virtuale .
si divra il Momento della forza S.

Si adottano queste. denominazioni per abh-
breviare il discorso. Del restc convien bene
enardarsi dallo scambiare questo Momento
colle altre diverse quantitd che abbiamo al-
trove (L 49.03) sotto lo stesso pome  di-
segnate .

3. Proposizione I. Concorrendo piu forze
in un panto , il momento della risultante ¢
uguale alla somwma de’ mowenti delle com-
ponenti .

Concorrano nel punto 4 le forze S, 8,
8" ete. agenti secondo le yegre A D
AC=1+", 4D =s" cte. ¢ sia la loro risul-
tante V agente secondo la retta 4 R = .
Riferito questo sistema a tre assi  ortogona-
Iy siano x, 4, z le coordinate del punto
4. Imwmagino che questo punto 4 trascorra
In a , percorrendo secondo le tre coordinate
gli spazietti d v, dy, dz. Considerando Je
rette s, s, s". ... u siccome funzion; di
X, ¥, 2, si vede che oli spazietti 40, Ac,
Add.... Adr percorsi dal punto 4 sec wndo
le rette s, 5 > "o > saranno rispetti-
vamente ds, ds' d, . .du. E i mo-
menti - delle  forze saranno Sds, Sds',
S"ds" . ... Vdu. O io dico che sard

Vdu::Sd.s-c-S’ds’-q-S”d.s”....
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Dim. Siano a, b, ¢ le coordinate del pun-
to IJ. Sara

AB=s = \/ ((x—a)’-l-(y-—b)’-l- (z-—t)’) ; onde

s __x—-a s _y--b. 7 __Z==C
o x S d} $ ,(g—z. - s

Ora si risolva la forza S in tre forze paral-
lele alle tre ccordinate x, ¥, 2. Qneste sa-

r— —_b Z w—C
ram;loS.--—-m——-;S.y r S
S Ky S

S ‘E’_ﬁ ; S (—{—f ) C_Z-f . Facciasi la stes-
(Z.%' d.’}-’ dz

sa risoluzione per le altre forze 8", §'" etc.
ed anche per la forza 7V, la quale simil-

; O Sia

du
mente verra decomposta nelle tre V( )

dx
i (n_.ff), V(‘_{E). Ed avremo (I 30) le
ay (2
ecuazioni

du ds fds' L fds”
()= (2) < (2) - (22)-
P ) WY L) WY Y it

dy dy) dy dy )

du d s fds' Y A
(1) =5 (4) w5 (&) s (;;;)----

le quali moltiplicate rispettivamente per
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dx, dy, d i, e poi sommate, rendono
appnuto
Vdu—=8ds+ Sds" «+8"ds"....

4. Scolio 1. La proposizione & vera, quand’
anche  pumo 4 venendo in a trascorresse
uno spa-is hnito. Imperocche de-crivendo il
punto 4 secondo x, y, z elj «paz] Diniti
AX, 5y, — 2, le mutazioni della retra s
COT! ibpmulemi a questt tre 5pazj saranno
X—a y—20 Ze=C

— . b X Y
) S Y $

A s X—a fAS Yy —b YA Z—C
—_— = | — == -
QX s Qj § Qz g

Dal clie avremo nello stesso modo di prima
V iu=— Qﬂs+S’J-_‘,.S'+S”A&"....

5. Scoiio I1. Anche dalle pitt semplici no-
ziont clementari si poteva trarre la prova
della Proposizione precedente . Siano le due
foyze (Fig.2) AB=8§, AC=8, e la lo-
ro ri=ubiavie 4 R = V', che sara la diagona-
le del ymvatlelograinmo 4 B RC  Dicasi |’ an-
poio LAR==, , Pangolo CAR=3, 1’ angolo
RAu=—. Condotte le normali BM, CN
sopra ia diagonale 4 R, sara per le note pro-
prictd del parallelog ammo, AR=AM - AN,
e B —=CN: o sia

V=S cos. o =+ S cos. 3
§ sin. - = &' sin. Ie
Si moltiplichi la prima equazione per cos. ¢,

. A z; onde
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1a seconda per sin. ¢; e sommandole avremo

V cos. e == Scos. (x4¢) 4 S (B—0).
Ora condotte dal punto a le normali ab,
ac, ar sara

Ar ( ) Ab % ) Ac
COS,. e ——: COS. {g ~=*f) = — , COS () mmé ) 0 —=
" Aa * Aa’ YTV A

Dunque V. A4r=8.4b+ §.4c.

Cosi sommmando i momenti di due forze,
si ha il momento della loro risultante. E se
le forze sono piu di due, sommaundo il mo-
mento della risultante delle prime due col
momento della terza, si avra similmente il
il momento della risultante delle tre torze ,
il qua'e per conseguenza sara eguale alla
somma dei momenti di esse. E cosi i pro-
cederd rer quante siano le forze.

6. Scolio IIl. Se lo spazio trascorso dal
punto 4 sulla direzione d’alcuna delle {orze
non fosse per lo stesso verso per cui tende
la forza ma in senso contrario, il momento
di quella forza andrebbe preso negativamen-
te. Cosi nel parallelogrammo della Fig. 3
sara V. Ar=8 . 4b—~§ .4c.

7. Proposizione II. Se pitt forze concor-
renti in un punto libero A4 si fanno equili-
brio , sard la somma de’ loro momenti eguna-
le a zero; e viceversa.

Poiché se v’ ¢ equilibrio, sara la risultan-
te ¥V = 0; onde avremo (3) I’ equazione

0=Sds+Sds" +5"ds"....
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E viceversa se questa equazione ha Inogo,
sara (3) Vdu=c. E perch¢ non puo esse—
rYe du = ¢ per un moto qualuncue del pun-
to 4, converra che sia V' = o; onde sarav-
vi equilibrio.

8. Scolio I. Se il punto 4 sospinto  dalle
forze §, &, 8" .... contro una linea o su-
perficie resistente, sta in equilibrio sopra
di essa; dicasi K la pressione che esso eser-
cita contro quella linea o superficie . Questa
pressione acira senza dubbio secondo una
retta A perpendicolare ad essa linea o su-
perficie: poiché se apisse obbliquamente ,
potrebbe risolversi in due, I’ una normale 5
I" altra tangenziale, e con quest’ ultima non
premerebbe , il che & contro "ipotesi . Cid
pcsto s’ intenda rimossa quella resistenza ,
ed in suo luogo sostituita una forza — £
agente secondo la retta k. I palese che Pe-
quilihrio sussisterd ; ed essendo ora punto
A aflatto libero, invece dell’ equazione dell’
articolo precedente avremo quest’ altra
C=8ds+8ds'" +8"ds".... - Kdk.

9. Scolio II. Per altro ancle in questo
caso trovera luogo 1" equazione dell arrt. 7
quando si supponga che il punto A trapas-
sando nel punto prossimo @ movasi sulla
linea o superticie anzidetta. Poiché allora lo
spazietto 4 ¢ sard una retta infinitesima per-
pendicolare alla retta 45 onde il punto 4



non s avanza sulla medesima retta A. Quin-
di dk =0, e torna [’ equazione
¢c=S8Sds+ 8ds +-8"ds"....

10. Propostzione II[. Sia un sistema de’
punti A, £, C ¢c. animati dalle forze S, §', S
etc. Sia questo sistema perfettamente libeio,
ed in equilibro. Dico che la somma de’ nio-
m-nti delle forze sard ecuale a zeio.

Dini. Siano (TIig. 4) i tre punti 4, B, C
animati dalle forze A P =S, BQ=S5",
C R = 8" . Uniti guesti tre punti coile rette
AB , A4C, BC ,sia AB=f, AC=f",BC=(",
Dicasi p 1’azione che il punto B esercita
sul putto A, in virtu della connessione
delle parti del sistema; la quale azione sa-
ra diretta per 4 B, e sarid ecnale e con-
traria a quella che il punto 4 esercita sopra
il punte B: o in altri termini, sia p la
tensione della retta 4 5. E similmente sia
p' la tensione della retta AC, ¢ p” la ten-
sione della retta 5 C.

Egli & chiaro che nel punto 4 aciscono le
tre forze S, p, p' che debhone equilibrarsi
fra luro, indipendentemente dal resto del
sistema: poiché tutto il resto del sistema
non agisce sopra 4, se non appunto per
mezzo delle due forze p, p'. E similmente
nel punto B si equilibrano fra loro le tre
forze 8§, p, p"; e nel punto C le we for-
ze 8", p', p".
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Ora dato al sistema un moto minimo qua-
le il permette la connessione delle parti del
sistema stesso, trascorra il punto 4 secondo
la retta 4 P lo spazietto ds, sccondo 4 B
lo spazietto d f, secondo 4 C lo spazietto
df'. Ed il punto B trascorra secondo le
rette 5Q, B A, BC gli spazietti ds’, d®»
dt". E finalmente il punto C trascorra se-
condo CR, CA4, CB gli spazietti ds",
d¢', d3". Avremo (7) le tre equazioni

c=8ds+pdf+pdf

c=8ds +pdO4pdf"

0=S8"ds" 4-p'dT 4 p'd "
srmmando le quali avremo per 1’ equilibrio
di tutto il sistema I’ equazione

C=S8ds+ Sds' 4+ 8"ds"

+p(df+dCP)+p'(df’-l—df»;’)-f-p”(df”-}-d;D”)
Ma T equilibrio del sistema sussistera pd
pitt né meno, se intendiamo che siano sop-
presse le forze §, &, 8", e che i punti
4, B, C siano tenuti fermi dalle sole ten-
sioni p, p', p" rivolte in senso contrario.
Dunaue T’ equazione precedente deve tutta—
via sussistere, fatto S=8—=8"=0, ®
cangiato il segno delle forze p, p', p".
Varri dunque 1 equazione |
C = (A f4-d D y—p(d f'4-d D) —=p"(df"4=dJ")
che sommata colla precedente lascia

O=38ds+8ds" «+ 8"ds"
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Intendesi agevolmente come questa dimo-
strazione si estenda a qualsivoglia numero
de’ punti componenti il sistema.

11. Scolio 1. La dimostrazione si applica
ezualmente a’ sistemi rigidi, e a quelii di
forma variabile. Ma per i primi si potrebbe
conchiudere anche nel wodo segneate. La
verza rigida A B non puo spostarsi se non
per moto copiposto di moto proaressivo, €
di moto rotatorio. Ora per un moto progres-
sivo qualunque della retta 4.5, ¢ chiavo
che i due rermini 4, B si avanzano egnal-
mente e per lo stesso verso secondo 4 B e
Por un moto rota'orio winimo, ¢ pure chin-
10, che siccome entrawhi I puntt 4, B
descrivono rette inhinitesime perpendicoiari
alla A B, cosi nissuno di essi sj avanza se=
condo la stessa 4 B. Adunque deto al si~-
stema un moto minimo, ¢li spazietti per—
corsi dai dve punti 4, B sulla direzione
della forza p debbono necessariamente esse-
re uguali, e rivolti per lo stesso verso.
Siccome poi quella forza p avisce e’ due
punti 4 , B con direzioni opposte {ra loro,
cosi " uno di questi spazietti sard necessa-
riamente percorso secondo la direzione della
forza p, e 1 altro contro la direzione di
essa forza. Danque sard ne’ sistemi vigi-
di d2=—df. E similmente si trovera
€3 =—df' ,ed3"=—df". Onde |'e-
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quazione dell” articolo precedente si riduce
tosto ad essere
C=S8Sds+8ds+8"ds"....

12. Scolio I1. Se fosse nel sistema aleun
punto hisso, sia H la pressione che questo
sostiene , e sia la sua direzione una retta /.
Sussistera I’ equilibrio, anche rimosso cuel
fulcro, se in sua veee s’ intenda applicata
quivi al sistema una forza — H diretta se-
condo /e. Sara allora come se il sistema fos-
Se¢ libero, ed avra laogo I” equazione

O0=S8Sds4+8ds +8"ds".... ~HdIk

13. Scolio I11. Similmente se fosse nel si-
stema alcun punto appoggiato e sospinto
coutro uvna superficie resistente, sia K la
pressione che ne risente la superficie, diretta
secondo la normale £. E I’ equilibrio non si
turbera , se si rimova quella resistenza, ed
invece si aggiunga al sistema la forza — K
agente secondo A: ccn questo 1’ equazione
diventera _

(=Sds+8ds"+8"ds".... —Kdk

14. Scolto V. Quel moto minimo che sj
suppoue concepire il sistema, e da cui si
misurano le velocitd virtnali e i momenti
delle foirze, fiugiamo che sia non un moto
qualunque, ma quale il permettono gli os-
tacoli che trattengono il sistema. In questd
caso dovremo intendere che i punti fissi re-
stino lermi; onde sard d h=o. E similmen-
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te dovremo intendere che 1 punti sospintd
contro una linea o superficie resistente si
movano su qucila, deserivendo una retra
inhnitesima che sard perpendicelare alla £
onde sarda d L = o. In tale ipotesi adunque
si ottiene di bel nvovo | equazione
0=S8ds4+8ds+8"ds"....

come pei sistemi liberi .

15. Scolio V. Adunque in un sistema equi-
librato, la somma de” mowmenti delle forze
si trovera eguale a zero per ogui moto mi-
nimo conciliabile colla costituzione, e colle
condizioni particolari del sistema. E si tro-
verd ancora egnale a zero per un moto mi-
nimo qualunque , purché tra le forze appli-
cate al sistema si contino anche le reazioni
o resistenze degli ostacoli che lo trattengono.

16. Proposizione 1V. Viceversa se la som-
ma de’ momenti delle forze applicate al si-
stema ¢ uguale a zero, sara quel sistema in
equilibrio .

Dim. Sia il sistema de’ punti 4, B, C etc.
animati dalle torze S, 8§, 8" etc. e sia la
somma de’ lovo momenti eguale a zero. Se
il sistema npon ¢ in equilibrio, prendano
dunque i punti 4, B, C ete. le veloritd
v, v, ¢ ete. per cui nell’ istante d ¢ per-
covrano gli spazietti odt, v'dt, v"d ¢t etc.
Ora se ai punti 4, B, C etc. oid investiti
delle forze &, 8, 8 ete. aggiungiamo le
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forze —o, —¢', —¢” ete. e quali distrug-
gano ne’ suddetti punti quelle velocitd ini-
ziali ¢, o', ¢" ete. egli & evidente che coll’
agziunta di queste nuove forze il sistema
adesso sard in equilibrio . Essendo adunque
1 momenti di queste nuove forze — ndt,
— ¢Pdt, — " d ¢ ete. avremo (10)

O0=38ds+ Sds" 4+ 8"ds"....

— " dl " dt =" dt.. ..

Ma gia per ipotesi &

O=S8ds+ Sds" +S"ds"....
Dunque sard ancora 0 = 0% o= /" =y 17 la
qual equazione non pud verificarsi quando
non sia ¢ =0, ¢*' =0, ¢*"" = o etc. Quan-
do dunque la somma de’ momenti delle for-
2¢ ¢ ugnale a zero, j punti 4, B, C etc.
non ponno concepire moto veruno, ed & jl
sistema in equilibrio .

CAP IIL

Tcoremi Statici dedott; dal principio
delle velocita virtual; .

17. P roPoOsizioNr I. Nella Leva retta
due pesi reciprocamente proporzionali alle
loro distanze dal fulero, si fanno equilibrio.

Questa Proposizione sulla quale si appog-
gia tutta la Teoria delle Macchine, e che
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percid viene annoverata tra i principj della
Statica, si deduce nmwediatamente dal prin-
cipio delle velocitd virtuali. Supposta una
rotazione minima della leva 4 F B (Fig. 5)
attorno al fulero F, per cui ella passiin CFD,
e condotte le orizzontali Ca , Db, é l)dlta(,
che le velocita virtuali 4dua , B b dei due
pesi P, Q sonc proporzionali alle distauze
AF, BF. Oca pel principio delle velocita
virtuali dev essere (10) P. da=Q. Li==c.
Dunque P:Q::Bb:Aa:: BF:4F,

Con eguale facilita nelia Leva inflessa AF°D
(Yig. 6) si wroverebbe da : B = MF: NVF,
e quindi per 1’ equilibrio dover essere P:Q =
NF:MF.

18. Scelie 1. Questa legze dell’ eyuilibrio
nella Leva pud tottavia diviostrarsi imme-—
diatamenre senza derivaria ne dal principio
della velocitd virtuali, né da quello della
composizione delle forze.

Sia la leva X Z ( Fig. 7) divisa per metd
dal fulcro F, e carica di pesi uniformemen-
te distribniti per turta la sua lunghezza. E
evidente che questa sard in equilibrio .

Ora preso nella Leva un punto quatunque
L, tutti i pesi uniformemente distribniti
sulla porzione X' L si riuniscano in un solo
peso P posto in 4, punto di mezzo della
X L. E similmente tutti i pesi uniforme-
mente distribuiti sopra la L Z si raccolgano
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in un solo peso Q posto in B, punto di
mezzo della L Z. E purc chiaro, che 1’ e~
quilibrio sussistera .

Sara dungue P:Qu XL: LZ. Ma abhiamo

LZ =X~ LX=20FX—0A4AX=20A4F
Dunque P:Q:: BF:AF. 1l che etc.

19. Scolio I1. Alcuni oppongono a questa
dimostrazione, che I’ equipollenza di pit pesi
unilormemente compartiti sopra una linea ,
ad un peso solo egual= alla loro somma e
posto nel punto di mezzo della medesima,
non ¢ assunto cosi evidente che non abbia
d’ vopo dj dimostrazione esso pure. Tuttavia
¢ facile il convincersi (a) che il peso Q po-
sto in D equivale per esempio a due pesi
g, q, ciascuno la meta di Q, posti ne’
punti L, Z equidistanti da B, Poiché si
prenda Z [ = 2 I, ed imwaginando che in
J siavi un altro appoggio, epli & evidente
che o sia in B il peso Q, o siano in L, Z
i pesi ¢, g, in amendue i casi quest’ ap-
poceio f porterd la metad del peso Q . Laon-
de rimosso ¢uest’appogzio si richiedera in f
la stessa forza per equilibrare il peso Q, che
per equilibrare i due pesi ¢, ¢. Onde etc.

20. Proposizione I{. Sia un csistema di
pe:i in equilibrio; dato al sistema un moto

{a) Vince Phil. Transact. 1794.
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minimo qualunque , il centro di gravita del
sistema non s alza, n¢ s abbassa.

Dim. Siano i pesi §, 8§, 8" etc. e siano
s, s, s" etc. le verticali condotte dal cen-
tro di gravita di ciascun peso, e termiuate
ad un piano orizzontale qualunque. Sia £
I’ altezza del centro di gravita del sistema
sopra cuesto piano; e sard (I 40)

S8 = 85 b S
Z: -y yp ¥
‘5""4"‘"&5 —i—\b * s a0

Ora s’ imprima al sistema un moto minimo
per cui le verticali s, s', s ete. divenga-
10 s4+ds, s +ds , s"+ds" etc. ¢ 4
diventi Z «+ d Z . Sara

SdsanS'" I  +=8"ds"....

dZ — o
S e = 8§

Ma per ipetesi il sistema & in equilibrio
dinque (10) Sds+S'd s+ S o §7 e o .
dunque d Z = o, ¢ "altezza Z ¢ costante .

21. Coroll. I. E viceversa se un sistema
di pesi sara talmente disposto che per un
moto mipimo qualungue il sno centro di
oravitd non s alzi né s’ abbassi, quel siste~
ma sard in equnilibrio.

Fu questo Teorema proposto da Torricel-
li, che ne dedusse la legge dell’ equilibrio
di due pesi nel piano inclinato; e si puo
egualmente ritrarne la legge dell” equilibrio



16 SEZIOXE

in tutte le altre macchine nelle quali pid
pesi si eauilibran fra loro.

22, Coroll. 11. Essendls & Z = o, sara ge-
neralinente parlando Z un massimo, o un
minimo. Dal chie si deduce ¢he in un sisre-
ma equilibirato di pesi, I” altezza del centro
di gravitd sopra ' orizzonte & la massima o
Ia minima di quelle che avrebbon luogo  se
il sistema perdesse la situazion d’ equilibrio,
da qualunque parte esso piegasse .

Se quell’ altezza € un winimo, il ceontro
di gravita occupa il sito pit basso; e tur-
bato il sistema in qualunque modo, il cen-
tro di gravitd viene ad alzarsi. Cessando la
cagione perturbatrice, questo centro torne-
ri a discendere, e perd il sistema si ricom-
porrd nella sitvazione d equilibrio. Cosi av-
vience o una bilancia, nella quale il cen-
tro di gravita cada al di sotto del centro
del oo . |

Se poi queell’ altezza & un massimo, il cen-
tro di gravita sta nel sito pit alto, e da
(nalungue parte crolli il sistema, esso ern-
tro viene ad abbassarsi. Cessando la cagio-
ne perturbatrice, il centro discenderd tutta-
via, ed il sistema si allontanerd sempre piu
dalta situazione & equilibrio. Cosi trabocca
una bilancia nella aquale il centro di gravi—
ta sia posto al di sopra del centro del
molo.
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23. Proposizione III. Sia un sistema di
punti sollecitati per le rette s, s', s", etc.
dalle forze §, 8, 8" ete. tali che la fun-
zione Sds+ §'ds + S'ds"” ec. sia una
differenziale esatta — d @ . Se il sistemma &
in equilibrio, sard la funzione @ un massi-
INO0 O ull winImo ; € viceversa.

Ancor questo Teorema proposto da Mau-
pertuis & una conseguenza iwmediata del
principio delle velocita virtuali. Pciche se
v’ ha equilibrio, dovri essere (10) dP = o,
onde @ un massimo o un minimo: e vice-
versa .

Che anzi la proposizione inversa & sempre
e generalmente vera: la diretta e scggetta
a qualche eccezione, potendo darsi caso che
sia d P =— o, e tuttavia la funzione @ non

$ia né massima n¢ minima.
24. Scolio. Le forze agenti nella natura

sono sempre tali che la {unzione Sds +
S'ds' + 8"ds" etc. & una differenziale esat-
ta, ed ha luogo il Teorema precedente . Poi-
che¢ queste forze o sono costanti, ed indi-
pendenti dalla sitvazione de’ punti ai quali
si applicano, o sono attrazioni ditetre ad
un centro, ¢ funzioni delle distanze che -e-
parano il punto sul quale agisce la forza da
(questo centro ; cosiccheé prendendo queste
distanze medcsime per le rette &, s', s" etc.
2
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saranno le forze §, &, 8" etc. o costanti,
o funziont di s, s', s" etc. rispettivarmen-
te. Io entrambi i casi & manifesto che la
formola Sds 4+ S'ds + 8"ds" ete. riesce

una differenziale esatta =d 9.

CAP IIL

Dcll’ equilibrio d’ un punto .

%%, PASSIAMD ora a dichiarare dietro Ia
scorta del Ch. Sig. la Grange 1’uso del prin-
c pro delle velocitd virtaali nella risoluzione
de’ Problemi Starici. Nel che prima di scen-
dere a’ casi particolari fia bene segnare ge-
neralmente le tracce da seguirsi. Sia dun-
que un sistema de’ punti 4, B, C ete. sol-
lecitati dalle forze 8, 8, 8" ete. Riferito
questo sistema a tre assi ortogonali, siano
X, ¥5z5 a5 202", 4", 2 ete. le
coordinate de’ punti 4, B, C etc. Ciascuna
forza come § si risolva nelle tre P, Q, R
dirvette secondo le x, v, z: e cosi la forza
S nelle tre P, Q', R etc. Eguagliando a
zern la somma de’ momenti (1) avremo per
I eqqnazion genera! dell’ equilibrio

(4) o= Pdx+Pdx' 4+ P'dy"....

..|..Qdy+Q’dfy’+Q”dy"’....
~Rdz4+ Rdz +R'dz"....
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26. Se tutti i punti 4, B, C etc. del si-
stema fossero liberi, e fra loro sconnessi,
cosi che ogni punto potesse cangiar luogo in-
dipendemente dagli altri, le variazioni del-
le coordinate dx, dy, dz, dx' =c. sareb-
bero tutte arbitrarie ed indipendenti fra
loro, e dovrebbe I’ equazione (4) verificarsi
qualunque valore si attribuisse a codeste
variazioni. Qunindi Dbisognerebbe porre egua-
i a zero i loro coeflicienti, e si avrebbero
le equazioni P=o0, Q=o0, R=¢, P'=o
ec. tre volte tante quanti sono 1 punti com-
ponenti il sistema.

2-. Ma se quei punti sono ritenuti o da
ostacoli esterni, o da spranghe che li con-
sinngano fra loro, o in tutt’ alira guisa,
per modo che determinato ad arbitrio il
moto d alcuni di quei punti, gli aliri siano
obbligati a segnirli scorrendo per date li-
nee: le variazioni dx, dy, dz, da" ec.
non sono pit allora arbitrarie,, ma dipendo-
no dalla costitnzione e dalle condizioni par-
ticolari del sistema. Conviene allora espri-
mere queste condizioni con equazioni atte
ad esprimere i rapporti che debbon passare
tra le variazioni delle coordinate. Per m z-
zo di queste equazioni s eliminerann. dall’
equazione (4) altrertante di cueste vaiiazio-
ni dx, dy ec. Quelle che restano, #asan-
no adesso arbitrarie e indipendenti {ra loro.
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Si pongano eguali a zero i loro coefficienti
e si avranno le equazioni che rappresentano
I” equilibrio del particelare sistema proposto.

28. A queste equazioni si pud pervenire
anche col metodo seguente. L’ equilibrio del
sistema deve sussistere anche se s’ intendavo
tolti via gli ostacoli che fermano i punti
del sistema, le spranghe che li legano etc.
purche a’ quei punti s’ intendano applicate
delle forze eguali e contrarie alle azioni che
il sistemia esercitava contro quegli ostacoli.
S’ intendano adunque ai punti 4, B, C ec.
oltre le forze §, §, 8" ete. applicate le
forze —~p, —q, —r ec. esprimenti le rea-
zioni degli ostacoli che trattengono il siste~
ma, e ucll’ equazione (4) si comprendano
anche i momenti di queste forze. Sara allo-
ra come se tutti i punti del sistema fossero
liberi ; tutte le variazioni dx,dy, dz, ec.
tornano arbitrarie; e posti eguali a zero i
loro coetheienti, forniranno altrettante equa-
zioni. Da queste poi dovranno eliminars; le
quantita Ps>q,rec e le equazioni che
rimangono saranno desse che esprimono |’e-
quilibrio del proposto sistema .

Questo secondo metodo ha un vantaggio
sopra del primo, poiché olire le condizioni
dell” equilibrio ne did a conoscere i valori
di p, g, r ec. o sia delle azioni che il si-
stema esercita contro gli ostacoli; come so-
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no le pressioni de’ fuleri, le tensioni delle
spranghe o delle funi etc.

29. Di questi dne metodi si potrd sceglie-
re ne’ particolari Problemi quello che por-
ga maggiore facilita. E gioverd moito 1" in=~
dustria nello esprimere le condizient del si-
stema colle equazioni pitl acconcie a poters
si combinare coll” equazione (4) ed agevola-
re 1" eliminazione delle indeterminate . 1 che
meglio apparira pegli esempy .

30. Proposizione I. Determinare le condi-
zioni o equilibrio d’un punto libero.

L’ equazione (4) diventa in (uesto <€aso
Pdr+Qdy+ Rdz=oc. Onde avrewo (20)
P=—=o0.Q0=c¢, R=o. 1Tl che etc

31. Proposizione II. Determinare le con-
dizioni 4’ equilibrio d” un punto appoggiato
ad una superficie resistente.

Sia I’ equazione di guesta superficie dx
mdy-+ndz=c. Con essa elimineremo (27)
dall’ equazione P dx+Qdy+Rdz=o0
1" indeterminata d x, onde restera

(Q—mP)dy+(R-—nP) =0
E di qui le due condizioni Q=m P; R=nP.

2, Lemma. Sia la retta k normale alla
superficie determinata dall’equazione d x +-
mdy-+ndz=o. Sara "
dk:frfm.dy-ﬁndz

VAUR RIS N
Dim. Siano @, b, ¢ le coordinate dsll’ e-
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stremita della retta £, mentre x, ¥, Z s0-
no le coordinate dell” altra estremita posta
aulla SDPt‘I‘ﬁL‘ie. Sara

SRV D ——

onde fatto dk=Ldx+ Mdy 4+ Ndz, sard

L=1""¢ ; M"-"'V—b, N=Z2"°¢
k k k

el L* 4 M + N*—= 1. Ora sc le coordina-
te x, ¥, z variano in modo che il punto
da esse determinato rimanga sulla superficie
medesima, & palese che in tal caso sard
dk=—=c. Adunque posto dx+mdy =+ ndz —o,
dovrda essere L dx ~+ Mdy +~ Ndz=o.
Si prenda dunque dx = —m dy —ndz,
e la funzione Ldx a Mdy 4+ Ndz che al-
lora diventa (M —m L)d y 4= (N —nL)dz
dovra e<sere =—o, qualunque siano le varia-
zioni dy, dz. Di qui si deduce M—=mL;
N =n L; alle quali equazioni aggiungendo
I'altra L0 4 M* - N* — , 81 avra

7 I

m

= s M= ’
\/(l +m’ +n") \/U-r-m’-i-n’)
_ n
V (i +=m' 4n')
32. Corollario. Prr mezzo d; questo Lem-

ma potremo sciogliere il Froblema prece-
dente col secondo metodo proposto all’ art.

N

onde etc.
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28 . Sia K la pressione che il punto esercita
sopra la superficie, e £ la sua direzioue ,
normale alla superficie stessa. Avremo (25)
1’ equazione

Pdx+Qdy+ Rdz— Kdk=o0
o sia (31)

Pdxv+Qdy+Rdz—K . dawmdy+ndz

\/(l 4= 4 1L)
ed uguagliando a zero i coeflicienti delle in-
determinate otterremo le tre equazioni

P\/(l-i-n'ﬁq-n‘):ff
Q\/(l-e-m’-i-an‘)—::mlf

4 R\/(I—-}-Inz-l—n")mnff
Eliminando K, risulta come sopra Q=m P,
R =nP; e di piu trovasi

K=\(P*+ Q + R).

CAP 1IV.

Dell’ equilibrio de' sistemi rigidi .

33. P.ROPOSIZIONE I. Determinare le cons
diztoni d’equilibrio d’un sistema rigido .

Ubp tale sistema non pud spostarsi se non
per moto progressivo, O per moto rotatorio
attorno alcuno de’ tre assi ortogonali, o
per moto composto d'alcun di questi: giace
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ché impediti questi movimeoti, il sistermna
(L. 99) & assolutamente immobile. Oy st1p-
POsto un moto progressivo qualunque , avre-
mo dx=dx'=dx" etc. dy=dy ' =dy"
etc. dz=dz' =dz2" ete. Postj questi va-
lori pell’ equazione (4) e servendoci del sim-
bolo S per denotare compendiosamente la
somma delle quautita omologhe attencnti a’
diversj punti del sistema, onde sja per e~
sempio S. P =P . P pn ec. quell’ e-
quazione diventa
0=dxS. PardyS.Q4dzS.R
onde abbiamo queste tre condizioni d’equi-
librio $.P=0;8.Q0=0: S.R—=o
Supposta una rotazione minima d P ate
torno O Z ( Fig. 8 ) asse delle z » avremo in
primo Inogo
z=dz' =dz" ete..... — o
Poscia i triangoli simili O P Q, Qrg danne
0Q: Qq::PQ:qgr::0OP:0Qr: o sia
1:d P y:ida:: x: —d y; onde
dx=ydQ ; dy==2xd®
e similmente
da'=1'd} dy' =—=x'd
dx" = y"d® ; dy"=—2"dd ete.
Con questo I equazione (4) di immediata-
mente ¢ =S. Py —S.Qx; o sia
S.Py=S8.Qua.
In simil guisa supposta nna rotazione jn-
[initesima attorno O Y, si avra Ia (quinta
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eondizione S. Pz =S. Rx; e supposta la
rotazione attorno O X, si avra la sesta
S.¢z=S. Ry.

34. Scolio I. Questa & la via pitt breve per
dedurre dal principio delle velocita virtoali le
condizioni d’ equilibrio d’ un sistema rigido.
Potremmo giungervi anche per alira strada,
tenendo sempre la traccia dell’art. 27, ma
esprimendo in diversa guisa la condizione
dell’ invariabilitd del sistema . Siano f, g, h
ec. le rette A B, AC, BC etc. che uni-
scono i punti 4, B, C etc. del sistema;
e sara

f= V(=7 w5y e = )

g = \//( (A" =Y e (Y = ) = (2 — z)‘)

h — V( (xfr — x.r)s - (J.n_)_r); —-— (Z.,”— Zf)z)

Ora per la forma invariabile del sistema
queste distanze f, g, i etc. debbono rima-
nersi invariate , comwunque il sistema si muo-
va. Quindi le equaziosi df =0, dg =0,
dh = o etc. merce le quali potremo elimi-
nare dall’ equazione (4) altrettante fra le
indeterminate dx, dy, dz, da’ etc. Ed
eguagliando a zero i coeflicienti di quelle
che vi rimangono, ci riculteranno le siesse
$€1 equazioni di prima.
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35. Scolio IT1. E pud vedersi anche senza
compiere il calcolo, che per quanti siano i
punti componeuti il sistema, le equazioni
finali saranno sempre sei, né pit, né me-
no. Gia se (quei punti sono tre, I’ equazio-
ne (4) porterd nove indeterminate, fra le
guali eliiinandone tre colle tre equazioni
df=o0,dg=c, dh=o0 rimarranno sei
indcterminate arbitrarie, ed altrettante e-
quazioni .

Che se i punti sono pit di tre, per ogni
punto che s againnge, s’accrescono nell’ e-
quazione (4) tre nuove indeterminate ; ma
s acerescon anche tre nuove equazioni colle
quali eliminarle. Infatti il sito del nuovo
punto € determinato dalle sue distanze daj
tre primi. Siano (ueste distanze Srag, W
ed avremo le tre nuove equazioni df'=o,
dg'=c, dlN =o. Quindi al termine del-
fe eliminazioni, rimarranno sempre nell” e~
quazione (A4) sei indeterminate arbitrarie ,
come prima.

30. Scolio 1V. Finalmente sj potrehbe an-
che tenere il metodo dell’ art. 28 esprimen-
do con p, g, r ete. le tensioni delle rette
fs g, h ete. ed aeginngendo all’ equazione
(4) i termini —pd f — qgdg—rdh ec. Al-
lora rignardando tutte le indeterminate sice
come arbitrarie, si eguaglierd a zero il coef-
ficiente di ciascuna; ed eliminate le quan-
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titd p, g, r ec. si arrivera alle stesse equa-
zioni ultime, con di pid il vantaggio di poter
determinare le tensioni medesime p , ¢, r ec.

37. Proposizione II. Determinare le con-
d'zioni d’equilibrio d' un sistema rigido sol-
lecitato da forze parallele.

Siano queste forze S, &, §" ec. e la lo-
ro direzione faccia cogli assi delle x, ¥, z
eli angoli I, m, n. Sara P=Scos. l;
Q=S cos.m; R=2_5 cos.n; P = S cos. l ec.
onde le sei equazioni (37) si riducono a que-
ste uattro: S S==1w@ 3

cos. [S.Sy=vcos.mS.8x

cos. IS, Sz=cos.nS. Sx

cos. mS.8z=cos.nS Sy.
La prima esprime che il sistema non puo
aver moto progressivo: le altre esprimono
che il sistema non pad rotare attorno 1’ ori-
gine delle coordinate ; cnsicche se 1" origine
delle coordinate fosse nn punto fisso, ba-
sterebbero per 1’ equilibrio queste tre equa-
zioni vltime .

38. Proposizione III. In un sistema rigido
sollecitato da forze parallele trovare tal
punto, attorno cui non possa rotare il si-
stema , qualunque siasi la direzione di que-
ste forze .

Siano le coordinate del punto cercatd
X, Y, Z. Trasportiamo in questo puno
I’ origine delle coordinate; per il che c¢o-
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vremo nelle equazioni (37) in luogo di x,y , &
porte X=X, y—=Y , z~Z. Ed esse di~-

verranno

cos. [ {S. S)'—YS.S% —=cos.m { S.Sx—X8S.8 }
cos. [ % S. Sz-—-ZS.Sé = CO0S. n { S.Sx—XS. 8 }

cos.n,{ S. Sz—Z8. S} = C0s. n % S5.8y—-Y8. 8 }

Queste tre equazioni esprimono che il siste-
ma non puo rotare attorno al punto deter-
minato dalle coordinate X, ¥, Z. Ora per
la condizion del problema queste equazioni
deggiono verificarsi qualunque siasi la dire-
zione delle forze, ed in conseguenza qua-
lunque sieno gli angoli /, m, n. Dovranno
adunque porsi eguali a zero i coeflicienti dt
cos. L, cos. m, cos. n; il che dai

x=S5:8% 5 _S.8y , 8.8z
S.§

Attorno al punto determinato da queste
cooirdinate non potrd girare il sistema, qua-
Iunque siasi la situazione del sistema stesso
rispetto alla direzione delle forze parallele ;
e perd questo viene ad essere il centro del-
le forze parallele, o vogliam dire il centro
di gravita .

39. Coroll. I. Siano i punti 4, B, C ec,
anmati dalle forze parallele S, § , $” ec
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Fissato un punto o termine qualunque, sia
d 1a distanza di 4 da questo termine, f la
distanza de’ due punt 4, B; e finalmente
D la distanza del centro delle forze dal’
termine fissato. Dico che sara

D __S. Sd’_S. S§ fe
— 8.8 5.8)

Qui per S. Sd* intendo la somma di tut-
ti i prodotti che si ponno formare moltipli-
cando ciascheduna forza pel quadrato della
distanza del suo punto d’ applicazione dal
termine; e per S. 8§ f* intendo la somma
di tutti i prodotti che si ponno formare
moltiplicando le forze a due a due, e mol-
tiplicando il prodotto pel quadrato della di-
stanza de Ioro punti d’ applicazioue .

In fatti sara

(S.Sx)* +=(S. 8yY + (5. 8z)
(5. 8y -
Facendo poi attualmente i quadrati di S. Sx,
S.8y,S. 8z vedremo che essi possono rap-
presentarsi sotto questa forma
(5.8x)=5.8.5.87 -_S.88 (=)
S.8yy =5.8.8.8y —5S. §8 (y' —y)
(S.8zy =5.5.8.82°=5.8¢ () —2)
Ora si sommino questi tre quadrati, € si
sostituisca (uesta somma nel valore del 1)
ed avvertendo essere
e S G R g R e =T

D=X+Y'+2Z'=
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troveremo appunto la proposta espressione
di D*.

Mediante questo Teorema che devesi al
Sig. La Grange, si conosce la distanza del
centro di gravita da un termine qualunque,
quando si sappiano le distanze di tutt i
punti del «isteina da quel termine , e le loro
distanze scambievoli .

4o0. Coroll. II. Pitt facilmente ancora si
ricava quest’altro bel Teorema proposto da
Leibnizio . Siano in equilibrio attorno al
punto 4 (lig. 1) quavte forze si vuole,
espresse in quantita e in direzione dalle
rette AB, AC, AD ec. Sara 4 il centro
di gravita de’ punti B, C, D ec. conside-
rando questi punti siccome ageravati da pesi
eguali .

Siano X, Y, Z le coordinate del punto A;
a, ¥,z quelle del punto B . La forza 4 B
essendo per ipotesi espressa dalla retta 4 B,

sari — \/( (x—X)’-h(Jf-—Y)’-c—(z—-Z):) €

risolvendola in tre parallele a tre assi, que-
ste tre componenti saranno x—=X, y—7,
r — Z . Egualmente la forza A4 C si risolver)
nelle tre a2’ — X, ¥ =Y, 2'~ 7. e la forza
AD pelle tre 2" =X, y' =Y, 2" — Z ec.
Sia n il numero di queste forze equilibrate
AB, AC, 4D ec. Avremo per motivo dell’
equilibrio (3v)



PRIMA . 3c

x4+x 4+ . =nX=0
Y43 4+ ..—nY =0
24z =z’ =nli=0

Sono adunque le coordinate del punto 4

queste tre
S.x S v
X=""1 ¥V —; L=

n n i

S =z

che sono per 1" appunto le coordinate del
centro di gravitd de’ panti B, C, D ec.

Convertendo il discorso appariid recipro-
camente che se il punto 4 sara centro di
gravita de’ punti B, C, D ec. sollecitato
quel punto dalle forze AB, AC, 4D ec.
si rimarva in equilibrio.

41. Coroll. £I1. Di (ui ancora il Teorema
di Roberval. Se vn punto € posto nel cen-
tro di gravita d’ una piramide triangolare ,
e sollecitato da quattro forze espresse dalle
rette terminate ai uattro vertici della pi-
ramide , resterd in equilibrio .

Poiche & facile dimostrare che il cenvro
di gravita della piramide & anche centro i
oravitd di quattro pesi eguali collocati nei
quattro vertici .
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CAP V.

Dell’ equilibrio d’ un sistema di forma
variabile .

Art. I. Del Poligono funicolare.

42. P}:oposzzzowz. Determinare le con-
dizioni di equilibrio del Poligono funicolare,
supponendo che a tutti i termini dei lati
siano applicate delle forze qualunque.

Decowmposte queste forze parallelamente aj
tre assi, avremo {25) 1'equazione (4). Qui
le indeterminate dx, dy, dz, dx' ece
saranno tre volte tante quanti sono i ter-

mini de’ lati del policono. Onde se il na-
mero de’ termini & m, sard il numero delle
indeterminate 3m.

Ora siano i lati del poligono f, g, & ec.
Poich® questi lati non possono allungarsi,
avremo le equazioni di condizione d f=o,
dg =0, dh =0 ec. tante, quanti sono i
lati del poligono, vale a dire m — 1. Per
via di queste elimineremo nell’ equazione
(4) altrettante indeterminate ; ve ne rimar-
ranuo 2 m -+ 1 arbitrarie. Epuaglieremo a ze-
ro i loro coefhcienti; e saranno queste le e-
quazioni o condizioni d’equilibrio del pro-
posto peligono .
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43. Coroll. I. Oppure chiamando p, ¢, r
ec. le teusioni delle funi £, g, h ec. si for-
wera 1" equazione

(4) =pdf—qdg—rdh.....=
e procedendo col wetodo indicato all art. 36
si arriverd alle stesse equazioni .

44. Coroll. II. E qui giova avvertire che
potremo sewmpre determinare la situazione di
tutti i termini dei lati, ed in conseguenza
di tutto il policono; poiché se alle equazio-
ni che esprimono le condizioni .dell” equili-
brio in numero di 2m 4+ 1 aggiungiamo le
equazioni di condizione d f = o0 ec. in nu-
mero di m — 1, abbiamo fra le coordinate
dei vertici del poligono 3 m equazioni; tan-
te appunto quante bastano per determinar
tutte le coordinate.

45. Coroll. III. Se il poligono & chiuso,
il numero de’ termini sard uguale al nume-
ro dei lati; onde le variazioni arbitrarie, e
per conseguenza le equazionl dell’ equilibrio
saranno solamente 2 m.

46. Coroll. IV. Se i termini estremi del
peligono sono fissi, Vi saranno nell” equazio-
ne (4) sei indeterminate di meono, perche
mwancheranno le sei variazioni appartenenti
ai due termini fissi; onde le equazioni dell
equilibrio resteranno solamente 2m — 5.

Che se i capi del poligono non fossero
fissi, ma solamente obbligati a scorrere so-

3
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pra date superficie , le equazioni di queste
superticie serviranno ad eliminare nell” equa-
zione (A4) due indeterminate ; cosicché il
numero delle equazioni finali si ristringera
a2xm—1.

47. Coroll. V. Ma ordinariamente tornera
pitt comodo cercar prima le condizioni d”e-
quilibrio del poligono riguardando i capi del
medesime  siccome  fissi; e determinare le
tensions delle tani estreme . Allora se i capi
del poligono non sono fissi, bisognera di
pit che queste tensioni {acciano equilibrio
a quelle forze, o resistenze che sono ad
essi capi applicate.

48. Coroll. V1. Se alcuno de’ nodi ai ¢uali
sono applicate le forze fosse scosrevole ,
quelio per escmpio che unisce i lati f, g;
allora non ¢ pill necessario che f e g siano
costanti, ma basterd che lo sia la loro som-
ma f-+g.Quindi in vece delle due equazioni
df= o0, dg=o0 abbiamo I’ equazione uni-
ca d f+dg=o0. Abbiamo dunque un inde-
terminata di weno da eliminare ; e pero avre-
mo una condizione di pit per 1" equilibrio.

49. Scolio . Nello sciogliere il Problema
precedente , noi abbiamo counsiderato i lati
del nostro poligono, come se fossero verghe
d’ invaviabile lunghezza , congiunte a cernie-
ra in guisa che ¢li angoli loro possano aprir-
si o serrarsi. Che se questi lati fossero fili
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o corde flessibili, cosi che possano incurvar-
si , accostandosi le estremita de’ Jati 1" una
all’aluia, allora & munifesto che per assica-
vare |" equilibrio del poligono si ricerca una
condizione di piu, oltre quelle che si rica-
vano col metodo insegnato: e questa ¢ che
le {orze applicate ai vertici traggano dall in-
dentro all infuori, teudendo a distrarre ed
allontavare scambievolmente i vertici stessi.

E viceversa se i lati del poligono {ossero
tante spranghe inflessibili semplicemente ap-
pogeiate 1" una contro I’ altra senza giuntu-
re negli angoli, converrebbe che le forze
applicate ai vertici traessero dall’ infuori all’
indentro, tendendo ad accostare fra loro i

verticl stessi.
Egli ¢ poi manifesto chie le condizioni che

assicurano 1 equilibrio del poligono di lati
flessibili , assicureranno anche quello del
poligono di lati rigidi semplicemente ados-
sati 1’ nno all’ altro, tanto solo che s’ inten-
da rivolta in contrario la direzione di tutte
le forze.

5¢. Esempio I. Ora per mostrare con ¢ual-
che facile esempio |" applicazione de’ propo-
sti metodi, prendiamo il raso del poligono
tirato da forze parallele , tutio steso in un
piano, e fisso ne’ due capi F, I', quale
il rappresenta la Fig. 17 del Vol 1 se non
chie le direzioni delle forze P, Q, R deg-
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giono figurarsi parallele . Presa 1" origine del-
le ascisse nel punto L, e fate le x per-
pendicolari, e le ¥ paraitele alla direzion
delle forze, siano x, 3 le coordinate del
punto 4; 2',y" quelle del punto B ec.: onde

EA:f::.\/(xz—l—y’);AB:g:\/ ((x’-—x)’ +(j"-_’y‘)’);

ed in simil guisa si esprimeranno i lati se-
guenti BC=h, CL =1. L’ equazione ge-
nerale dell’ equilibrio & pel nostro poligono
(4) Pdy+Qdy +Rdy'=o
che dovra combinarsi colle quattro equazio-
ni di condizione
df=o0, dg=o, dh=o0, di=o.
Sarda poi  x = f sin. %3 y == f cos. a
Al == g sin g ;¥ —7y = g cos. B
A" —a'=hsin. y; y"'—=y == hcos. y
A== i sin o ¥y ==ic0s.y’
Avvertendo questo, ed avvertendo di pit
che per esser fisso il panto L abbiamo
da" =dy" =c, le quattro equazioni di
condizione diventano
dx+dycot.a =0
dr =—=dx 4+ (dy —dy)cot. =0
da' —dx' =+ (dj{" — dy'] cot. y =0
dx' —dy" cot. y' =0
Eliminiamo prima da queste equazioni' le
indeterminate dx, dx', dx'" ed avvertendo
essere cot. o = —=cot. 8, e cot. 8 ==—cot. ¥
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avremo
0= dy(cot.a = cot.q') 4y’ (cot.B = cot.8')
+ dy'" (cot.y =4 cot.y')
Finalmente se con quest’ ultima equazione
elimineremo nell” equazione (4) una qualun-
que delle tre variazioni dy, dy' , dy",
ed eguaglieremo a zero i coeflicienti delle
dvue che restano, avremo per equazioni dell’
equilibrio queste due

P (cot. £+ cot. B') = Q (cot. a = cot. o)

P (cot. ¥ + cot. »') = R (cot. a 4+ cot. a)
che sono l= stesse (I. 135) gia ricavate con
altro metodo.

Per determinare la situazione de’ punti
mobili 4, B, C o le loro coordinate x,y;
x',3"; a", y", abbiamo appunto sei equa-
zioni . Le due dell’ equilibrio; ove invece
di cot. « ec. dovremo porre i loro valori es-

pressi per le coordinate, essendo cot. a = 3
x

r

y =3
. x —x
equazioni di condizione , o piuttosto le quat-
tro ond’ esse derivano f* = x* < y';

g =@ =x) 4+ (y —y) etc.

51. Esempio II. La fune 4 BC (Fig. 9)
sospesa tra le due Leve rette T4, C.L mo-
bili sui fuleri £, E' ed aggravate de” pesi
F, G porta il peso P attaccato ad essa
fune con un nodo scorrente. Si domandano

cot. B = = cot. a’' = ec. L le quattro



24 SEZIONE

le condizioni dell” equilibrio, e la positura
del sistema equilibrato.

Fissata in £ " origine delle ascisse orizzon-
tali, e delle ordinate verticali, siano x, % ;
A,y al, y", x", " le coordimate de’
punti 4, B8, C, L' . Decomposto poi il pe-
so F in due forze parallele applicate ne’
punti £ ed 4, e parimenti il peso G in
due applicate in £’ e C, le forze applicate
ne’ fuleri restano elise; onde in luogo de’
pesi F, G bastera che io consideri in 4, C
due forze aventi verticalmente all’ insu colle
direzioni 4 H, C K. [ valori di queste for-

F.ET G.IL'L
7€ SAranno —r——s —E i che per bre-
vita indicheremo colle lettere H, K.

Con questa preparazione il Problema &
ridotto a quello dell’ articolo precedente,
dovendosi ricercare 1" equilibrio del Poligo-
no LADBCE fisso in £, L', e tirato necli
angoli 4, B, C dalle forze — H, P, — K.
Se non che posto EA=f, AB=g, BC=h,
CE' —i, per motivo del nodo scorrente,
invece di quattro equaxioni di condizione
avro (48) solamente (ueste tre

df=o,dg+dh=0, di=o
da combinarsi coll’ equazione dell” equilibrio
—~Hdy+Pdy — Kdy"=o.

Compiuto il calcolo sulle stesse tracce

dell’ articolo precedente, si troveranno que-
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ste tre condizioni dell” equilibrio 1.° sin. 8=
sin. @ onde nel caso nostro si pud infe-

2 H
rite 8=p8. 2. cot. a = (1 — --P—-) cot. 3 -

o X
3° cot- v == 1 — —+ ) cot. B.
Y 7

Con queste ftre equazioni , esprimendovi
cot. o , cot. g cc. per le coordinate, e colle
tre altre che esprimwono per le coordinate le
rette note f, g4I, ed ¢, deterwineremo
le sci coordinate de’ puntimobili 4, B, C.

Avt. 11. Del Poligono Llastico .

52 PROPOSIZIONE. Determinare le con-
dizioni d’ equilibrio nel poligono elastico .

Gli angoli di questo poligono s figurano
ecsere altrettanti elastri dotati d’una forza
che tende ad aprirli. Sia £ la forza del primo
elastro formato dai lati f, g esia ¢ I'ango-
lo esterno formato dal lato g col prolunga-
mento del lato f. La velocitd virtuale della
forza I sara de, e il suo momento Ede.
Parimenti esprimendo con letrere accentate
le quantitd relative agli ancoli susseguenti
del poligono, saranno L'de', L'"de" ec.
i momenti delle forze che agli altri ela-
stri -appartengono . Onde I'equazione gene-
rale dell’ equilibrio sard pel poligono elastico
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o= A+ Lde s L'de’' - E"de. ...
da combinaisi al solito colle equazioni d f=0,
dg:(‘, dh-:.:o eC.

83. Scolio 1. Oppure conforme all art. 43
si formerd I’ equazione

o=(4d)—pdf—qgdg—rdh....
+Ldea L'de' + L'"de" . ...
la quale ci dispensa dall’ avere riguardo al-
le equazioni di condizione d f = o er.

54. Scolio 11. Per potere servirci di que-
ste_equazioni come fu insegnato agli art. 27.
28. fa d’ uopo esprimere le variazioni de,
de'ec.inx,y,z,2,v, 2 ec. Or (questo
non ¢ punto difhicite. Dicasi a 1a corda che
unisce i termini dei lati f, g sara per la
Triconometria @' = /" 2 f g cos. ¢ 4 g
onde essendo f e g costanti, si ricava

ada ) i
dc— — . Parimente chiamando b

fg $in. e

la corda che unisce i termini dei latj g, h,

bdb

avremo de¢' = --g s € Cosiin segui-
in.e

to. Abbiamo ancora
a— \/((x”—-x)*-.,.. (3" —3): -}-(z"—-z)')
Bin. e* =1 — (f’ + & - a’)z —

2/g
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ende avremo sempre il modo di esprimere
per le coordinate le variazioni de, d¢' ec.

55. Scolio I11. La forza cle fa un elastio
per aprirsi ¢ tanto mageiore uanto piu 'ela-
stro ¢ pirgato . Si suppone comunvmente che
sintantoche I'angolo e ¢ acuto, sia la forza
elastica proporzionale a sin. ¢. lu tale ipo-
tesi | equazioue dell‘equilibrio (53) sara pel
poligono omogeneo

. acda  bdb
o=(4)—pdf—qdg...—L e -+ i
- S

essendo £ quantitd costante .

Art. UI. Della Curva funicolare.

56. NE’ sistemi che sino ad ora abbiam
contemplati, erano le forze applicate a pun-
ti separati I’uno dall’ altro. Or velendo sot-
toporre allo stesso metodo un sistema con-
tinuo, converra distinguere quelle variazioni
delle coordinate che nascono quando da un
punto del sistema passiamo ad un altro, da
quelle che nascono quando quel primo pun-
to si muta di luogo merce quel moto mini-
mo del sistema da cui misuriamo le veloci-
td virtuali delle forze e i loro mowenti. Le
prime variazioni denotereme coi soliti segni
dx,dy,dz; le seconde coi segni Sx, 3v,
Sz. Siano x, ¥, % le coordinate d’un pun-



42 SEZIONE

to M. Quelle del punto prossimo saranno
X4+dx, y+dy, z+dz; quelle poi del-
lo stesso punto M trasportato altrove pel
motoe minimo del sistema saranno x + 5 x,
y4+3dy,z43z. E sc il panto M & solle-
citato dalle forze P, Q, R secondo le coor-
dinate x, y , z, saranuo i momenri di (ue~
ste forze Pdx, Q8y, RSz.

07- Pel principio delle velocitd virtuali
devesi raccogliere ed ugunagliare a zero la
somma de” momenti di tutte le forze che
sollecitano il sistema; e questa sard I’ equa-
zion generale dell” equilibrio. Ora io dico
che se i punti estremi del sistcma sono fissi,
(questa cquazione potra sempre ridursi alla
torma seguente

S (LiSxva+ My 4 Niz)=0
dove il segno S denota Pintegrale o la som-
ma e’ momenti Ldx, M3 Y ec. estesa per
tocta 1" ampiezza del sistema proposto.

Imperocché quand’ anche sotto il segno
S. 8 incontrassero de’ termini della forma
Asdx, ASddx ec. questi si potranno sem-
pre trasformare come segue. In primo luogo
poicheé le variazioni espresse dai segni ¢, 9
sono affatto indipendenti tra loro, si posso-
no questi segni permutare a piacere, onde
in vece di 45dx, Adddx ec. si potrd
scrivere Addx, Add3Sx ec. Poscia inte—
grando per parti abbiawmno
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‘[44(??515:A.’)‘x—fdﬁ.b‘x

e stendendo I iutegrale a tatta |’ ampiezza
del sistema
S.Adsxr=—= A" x" — A V2 =S.dA4.3x
ove A3 1" ¢ il valore che acquista 4 Y x nel
priwie punto del sistema, ed 4”8 2" quello
che acquista nell’ ultimo punto del sistema
stesso . Ma (uesti punti sono fissi per ipo-
tesi; dunque 3 X' =3 x"" = 03 onde

S Ao —S.dd.5 =
E nello stesso modo si troverd

S. Adddr=S.dd 4.5x
Con queste trasformazioni noi potremo sem-
pre coondwrre I’ equazione dell” equilibrio al-
la divisata forma.

58. Cio posto, se gli elementi del sistema
tossero del tutto sciolti e sconnessi, le va=
riazioni dx, 3 v, 3z sarebbono arbitrarie
ed indipendenti fra loro; e I’ eqquazione dell’
equilibrio trarrebbe con se (26) queste tre
L=c¢, M=0¢, N=o0.Ma se v’ ha lega-
me tra le parti del sistema per cui quelle
variazioni dipendano 1" una dall*altra, con-
verrd chiamare iu sussidio (27) 1’ equazioni
che esprimono questa relazione, onde elimi-
nar di queste variazioni quante pil si pud,
indi eguagliare a zero i coeflicienti di quel-
le che restano. Oppure converri (28) con-
tare tra le forze applicate acli elcmenti del
sistema anco le reazioni degli ostacoli che li
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trattengono ; che cosi le variazioni §x, §y .
3 z tornano tutte indipendenti fra loro, e si
procede come uvel primo casa.

59. Che se i punti estremi del sistema non
sono hssi, converrebbe avere riguardo anche
ai termini 4’32 ec. Ma ordinariawente torne-
ra pin comodo ricercare a parte le condi-
zioni d” equilibrio di questi punti, a quel
modo che fu indicato nell’ art. 47.

Go. Proposizione I. Trovare la curva d’e-
guilibrio del filo flessibile 4 M B { Fig. 10)
sollecitato in tutti i suoi elementi da date
forze .

Sia AP=x, PUl=y, AM=s, e pren-
dasi per elemeanto del bilo I'archetto Mm=ds,
che si ricvarderd come costante. Siano Pds,
Q J s le forze che sollecitano 'elemento W m
parallelamente alle v cd alle y; e sia p
la tensione di quell’ elemento o latercolo
M m . Rignardandosi la curva come un po-
lizono funicolare intinitilatero, il latercolo
d s rappresenterd uno qualunque, come f,
de’ lati del poligono; e o' equazion del po-
ligono (43) diventera per la curva |

S.(Pdsdx4+Qdsdy—pids)y=o

Ora per ridurre questa equazione alla for-
ma proposta nell” art. 57 osservo essere

d
3ds:5|/(dx‘+dy"):£3dx+ g—{de

Abbiamo poi (57}
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x d:
§ PA% s uuo——s5.a.P%% 54

ds d s

d-
S.wédy:—-S.d.p ‘V.(S‘y

ds ds

Con (queste sostituzioni I’ equazione diventa
dx. .
5 P PEI N Y
S.((lT ds+d. T )qu—(st-}-d s ))_})__0

onde (58) avremo le due equazioni
PAX o 3 Qdswd.
d s
Per esse potremo conoscere la tensione p in
ciascun punto della carva; climinando poi
p > avremo ) equazione della curva stessa.

6i. Coroll: I. Si moltiplichi la prima equa-
zione per dx, la seconda per dy, e si
sommino, dopo " avere eseguiti 1 differen-
- ziah indicati; ed avvertendo essere
dx*+dy*=ds*; dxddx +~dyddy = dsdds = o
risultera —dp=Pdx+ Qdy.

Ga. Coroll. I1. L’ equazione della cuarva
A M B eliminando p riuscira (uesta

dy [Pds—dx [Qds=o

63. Coroll. III. NI Problema non sarehbe
guari piu difficile se le forze che tirano gh
elementi del filo agissero in diversi piani.
Sarebbe allora —dp=Pda+Qdy+ Rdz;
e la doppia curvatura del filo sarebbe rap-
presentata con due qualunque fra queste

pdy _

Pds+d. == 10

ds
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equazioni

dnyds—dx‘/‘ng;:@

dzf]’ds-—-dxfﬁds

dz/‘st—dy/'Rds:o

04. Coroll. IV. La curva espressa dall’ e-
quazione dell”art. 62 sara anche (49) la cur-
va d equilibrio d”un arco composto di la-
tercoli rigidi addossati I"uno all’ aliro. Im-
perocche volte in contrario le direzioni di
tutte le forze, quell’ equazione si rimane

QO

1

la stessa.
65. Coreoll. V. Sia un velo o un lenzuolo

flessibile attaccato ad un cerchio del raggio
CB, ed in ogni punto della periferia che
ha per raggio P M = y sollecitato dalle for-
ze P, Q. Si cerchi la ctwuva 4 M B dalla
cui rotazione attorno 4 C si produce la sa-
perficie equilibrata di esso velo. Conside-
rando 1’ equilibrio dell’ unghia tenuissima
B 4b, si potra prendere per elemento di
essa il trapezio Mt: essendo poi Min —=ds
ed M q proporzionale ad y, gnesto trapezio
potra esprimersi con yds. Quindi le forae
animatrici dell’elemento Mt saranno Pyds,
Qyds; e la tensione sard p. M q e potra
esprimersi col prodorto py. Tactte (ueste
mutazioni nell’ equazione dell’ equilibrio ,
troveremo
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—d.py=Pydrx+Qydy
e I"equazione della curva 4 M B riuscird

dfy/Pyds-dfoyds;O

66. Proposizione I11. Trovare la carva d’e-
quilibrio d’ un filo sollecitato da forze pa-
ratlele .

Prendendo le x parallele alla direzione
delle forze, sara Q = o, onde des—_::A.
Pertanto 1" equazion generale di tali curve
che* sogliono dirsi Catenarie , sard questa
d;rde s =Ad x. Se la catenaria ¢ omo-
genea, P e costante, e |’ equazione diven-
ta sdy = 4d~.

67. Coroll. I. L’ equazione della catenaria
puo rappresentarsi sotto un altra forma, in-
troducendovi 1’angolo r M m che fa |’ ele-
mento della curva ds colle x. Sia quest’ an_
oolo =k . Sard dx=ds cos.k; dy—=dssin. k.
i-"osti questi valori, 1" equazione della carva

diventa fP ds-—= 4 cot. k

8. Coroll. II. Differenziando uest’ equa-
Adk

zione avremo Pds — — Sl Ora se di-

casi R il raggio osculator della curva nel
punto M, sard dk=— R Dunque

4 , . .
P = . Onde impariamo questa sin-

R sin. k®




Al SeziONE

golare proprietd delle catenarie, che la pe-
tenza & in ragion reciproca composta del
raggio (i curvatura, e del quadrato di sin. k.

69. Proposizione JII. Trovare la curva
d’equilibrio d’un filo sollecitato da forze
normali al filo stesso.

Sia N d s la forza normale alla curva che
spinge |’ elcmienio ds. Risolvendola nelile
due Pds, Qds parallele alle x ed y, a-
viemo (1. 35) Pds=Ndy,Qds=—Ndx.
Sara pertanto (02) I equazione della nostra
curva

d_’_y‘/‘NdJ-’-{-dfodx:O

~0. Corull. I. In queste curve la tensione
& costante. Infatti colle sostituzioni dell” ar-
ticolo precedente nel valore del dp (61)
troveremo d p = 0.

71. Coroll. II. L’equazione (6c) Pds -

d
d.%g:o, poiché p & costante, e Pds=

Ndy, diventa Ndsdy +pddx=o0. In
troducendovi 1’ angolo & (67) quest’ equa-
zione prende la forma semplicissima

Nds — P dk=o0
L’ altra equazione dell’art. 6o condurrebbe
allo stesso risultato.

m2. Coroll. III. Di qui si trae (65) NV =

- P Onde impariasno questa bellissima

7
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proprietd delle nostre curve, che la poten-
za € da per tutto reciprocamente proporzio-
nale al raggio di curvatura.

73. Lsempio I. Discendiamo a qualche ca-
so particolare, ricercando la ficura di alcu-
ne curve piu celebri, e primieramente della
Velaria. Sia £ 4 £' (Fig. 11) il prolilo del-
la Vela fissa ne’ due capi £, L' e gonha
dal vento spirante secondo ¥ 4. Si riferi-
sca la carva all’asse 4 B parallelo ad V' M,
che passa pel punto della maggiore gonficz-
za della vela, ove la rangente € normale ad
A B . Fatto AP:—:.’,U, PM:J/', AJW:_"'—"S,
se il vento spira con velocitd dovuia all” al-
tezza § , sara (II. 317) la forza dell’ urto
normale proporzionale ad Ssin. &:. Quindi
faremo N=——m S sin. k* , adoprando .il se-
ecno — perche (1. 33) la direzione di que-
sta forza fa angolo ottuso colle x positive;

—ndk

e |’ equazione (71) dara d s = : s ed
R (71) m S sin. k*
. pcot. k pdax
s== ; ovvero sdy = ~ .
integrando, =& U

Non serve aggiunger costante, giacché s=o
di cot. k= 0. E quindi manifesto che la
Velaria ¢ la stessa curva che la catenaria
omogenea posta coll’asse parallelo ad ¥ 4.

74. Lsempio II. Vogliasi tener conto an-
che del peso della Vela, che per piu {aci-

&
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1ité‘n supporremo omogenea, € percossa da

vento orizzontale. Allora oltre la forza IV
dovremo considerare anche la forza costan-
te — Q agente in direzione contraria alle 7 _
Sard dp=Qdy, onde p=4+ Qy. Poscia
per I’ equazione della carva non potremo piu
servirci dell' equazione (71) Vds—pdk=o,
aXx

ma converra risalire all'altra Pds+d . %—; -0

che nel nostro caso diventa Ndy+d.(A4+Qy)
cos. k = o onde avremo —m Sd y sin. k* —
Adksin. k+Qdycos. k—Qydksin. k=0,
e quindi
dy dk
Ad+Qy  Qcot.k—m Ssin. k
75. Lsempio II1. Passiamo ora alla curva
Linteare . E sia EA L' ( Fig. 12) il profilo
del lenzoolo attaccato in £ ed in L', e di-
steso dalla pressione d’ un liquido che vi
sovrasti al livello B B . Prendiamo per asse
la verticale 4 P elevata sul punto infimo
della curva, ove la tangente & orizzontale .
Sia 4 B = b. Sard la pressione normale so-
pra il punto M (Il 40 ) proporzionale a
b— x, onde faremo N=—m@(b—2x). E
I’ equazione (71) postovi per ds il suo va-
d x

cos.
mbdx—mxdx+pdkcos. k=0

lore

, diventera
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Integrando cosi che x=o dia sin. k=1, sard
| pdy

p——mbx—{-e—mx‘_-—_—psin.k—_—:

2 ds

Pongasi per brevitd il primo membro = X;
€ sara

ds_-p‘dy ; ovvero d y = kil

X V (p*— &%)
»6. Esempio IV. Per 1a Linteare grave ed
omogenea , oltre la forza IV vi sard la forza
costante — P agzente contro le ascisse. L
satd dp=Pdx, onde p=44+ Px. E
pdy
ds

-

I’ equazione (00) Qds +d. =0 di-

ventera _Nd'r"'d'(A-l-P-’P)g-{::Oc

Sostituendo per IV il suo valore (75) , poscia

integrando cosi che z=0 dia a—y; — sin. A=,
avremo
I d vy
A—mbx+—2- mx' =(4+Px) -

Facciasi il primo membro — X ; e riuscird

d
ds:(A * P,_x) y; ovvero
X
Xd
dy — - i

V ((4+Px) — }")
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Art. IV, Della curva Elastica .

77 P roposizronNc. Trovare la curva d
equilibrio d' una lastra elastica ed omoge-
nea, sollecitata da date forze.

Sia gqnesta curva A M B ( Fig. 10) e con-
servate le stesse denominazioni (6c¢) sia di
pit e I'angolo del contatto, o sia 1’ angolo
Tmn fatto dal latercolo M m prolungato col
latercolo prossimo mn ; e sia R il raggio di

- . ds
curvatura nel punto M. Sari €= Ora

I’elasticita nel punto M, giusta I’ ipotesi dell’
art. 55 e proporzionale a sin.e ovvero ad e,
giaccheé 1" angolo infinitesimo si confonde col
suo seno; (uindi la forza elastica sard reci-
procamente proporzionale ad R, e potra

esprimersi per — essendo £ quantitd co-

stante ; e sara i1l suo momento - Se, o0sia

L _ds
70 7 Posto cid, riguardando la curva

siccome un poligono elastico infinitilatero
avremo (53) I’ equazione

E _ds
-5' P " e— — ——
( dsdx+Qdsdy p&ds-l-RB R) 0
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Conviene ora ridarre quest’ etjuazione alla
forma proposta nell’art. 57 . L’ integrale
S.pdds si riduce come sopra all’ art. 6o.

L ds
Resta 1’altro integrale S. ¥ § — % Metten—

. - dsdy dsdx
do per R il sno valore e OVVETD = didy

troviamo -t-i—f"'ds \/((ddx) +(ddy))

o ds Rddx Rddy
Quindi §. 7= g0 Sdd x 4= ——— == sddy.
Ma per le riduzioni insegnate all’ art. 57
E Rddx Ed'x
S. : — .
R d s Sd“dx_.S. d s ‘%
£ Rddy Ed'y
S . » 5 d d o S * 5
R T ds Y=g T

Facefido queste sostituzioni nell’ equazione
dell’ equilibrio, poscia eguagliando a zero i
coeflicienti delle variazioni 8 x, 37, avremo
in ultimo queste due equazioni

pdx Ed“x__
Pds«+d. P e 7o O

dy FEd'y
dsad. P -
Ll = ds =T d s} ©

Per esse determineremo la tensione p, elimina-
ta la gqnale, ci restera I'equazione della curva.

78. Coroll. I. Facendc attualmente i diffe-
renziali, e sommando le due equazioni molti-
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plicate rispettivamente per dx e per dy, trovo

r
—dp= Pdx~+ de+dsi(dxd‘y+dyd“y)

3LdR
osia—dp:de+Qdy+ o onde

p = cost. + ~7 —f(de-n-Qdy)

=g, Coroll. Il Poscm per avere 1’ equazio-
ne della carva, s’ integrino le due equazioni
(77) e si elimini p; verra

E
dy [Pds—dx [Qds = - (dxd’y —dyd'x)
ed integrando di nuovo
r
fdnyd.s -—fdfodsz e (daddy—dyddx)

Ma dxddy-—dyddx—-—(f% . Dunque in

fine sara 1’ equazione cercata

fdnyds-—fdfods-o—%::o

8o. Coroll. 111. Se le forze applicate alla
lastra agissero in diversi piani, prendendo
tre coordinate avremmo queste tre equazioni

Jdy [Pds— [dx [ Qds= 313 (dxddy—dyddx)

fdz[Pds— [dx [Rds= a — (dxddz-—dzddx)

JdzfQds—fdy[Rds=— (dgddz-dzdd) )
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due delle quali sono sufficienti a determi-

nare la doppia curvatura della lastra.
a1. Coroll. IV. Se la lastra non fosse omo-

senea, o se | elasticita non si volesse sup-
porre in ragione inversa del raggio di cur-
vatura , allora invece di esprimere I’ elasti-

o E | .
citd per —=, la denoteremmo semplicemen-

te per £, intendendo per L non piu una
costante , ma una variabile, funzione di z e
di . Ed invece dell’ equazione (79) avrem-
mo la seguente
jjdy/‘Pds—fdfods-r-E:o
ga. Esempio. Sia la lastra 4 M B grave ,
fissa nell’ estremo 4 , e tirata nell’ estremo

B dalla forza B S§.
Risolvasi questa B S in due forze, 1 una

— F orizzontale, 1’ altra G verticale. Avre-
mo Q=o0,¢€ des::—F. Avremo poi
P costante, € de.s — Ps+ G. Quindi
I’ equazione (79) della curva diventera

E
_.E:A_Fx_cy_Pfsdy

essendo 4 una costante.

Per rendere il Problema ancor pil sempli-
ce, trascuriamo la gravitd della lastra, e sia
essa curvata soltanto da un peso G attaccato

\ B
all’ estremitd B. Sard == 4d—=GCy. La
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cosrante A4 si determinerd avvertendo che
Y inflessione dell’ ultimo latercolo ¢ B dev’
esser nulla, poiche il peso € che vi & ap-
plicato immediatamente non ha momento
alcuno per farlo girare attorno al punto ¢,
nc fa forza per piegarlo. Quindi se | alti-
ma ordinata C B dicasi = ¢, bisogna che

L

quando y=—=o, divenga ) == 0; onde A==Gc;

e I’ equazione diventa

!

Quest’equazione consente appunto con quel-
la che si trovd negli Elementi ( I 403 ) per
esprimere 1’ incarvamento delle travi fitte
nel muro.

Che se la lastra fosse piantata vertical-
mente , e si piegasse pel carico d’ un peso G

postovi in cima, avremmo allora des:-_.-o,

L
des:::—G'; onde I’ equazione -I-i;—:Cy.

Non occorrerd aggiunger costante, poiché
L

¥ =o da — =0, come deve essere pel

motivo pocanzi detto. Ancor questa equa-

zione concovda benissimo con quella che si

trové altrove (L 470 ) per esprimere 1 inar-
camweuto de’ fusti delle colonne.
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CAP L

Teoria generalc del moto de’ corpi.

83. INsEGN6 oid il Sig. d’Alembert (1. 261)
per qual via possano dedursi le leggi del
moto d’ un sistema da quelle dell’ equilibrio.
Avendo nni pertanto dal principio delle ve-
locitd virtvali conseguita (25) un equazion
generale (4) atta a rappresentare 1’ equili-
brio d’ un sistema da date forze animato ,
potremo ora similmente ricavarne un altra
atta a determinare il moto che dall’ azione
di quelle forze sard impresso al sistema .

84. Siano i punti 4, B, C ec. tra se
collegati in qualsivoglia modo, e sollecitati
da date forze . Siano P, Q, R le forze ac-
celeratrici che sollecitano il punto 4 secon-
do le sue coordinate x, ¥, z; e scorso il
tempo t movasi quel punto colla velocitd
¥V , la quale si risolva nelle tre velocitd
u, v, wsecondo x, y, z rispettivamente.
Nell’ istante susseguente esso avra le velo-
Citd U du, v4-dv, w+dw. Ma per
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1’ azione libera delle potenze -acceleratrici,
dovrebbe aver concepite (I 184) le velo-
cita u -+ Pdt, v+Qdt, wa+ Rdt. Dan-
que rimangono spente pel contrasto tra le
parti del sistema le velocitd Pdt—du,
Qdt—dv, Rdt — dw. Parimente se di-
stinguiamo con un accento le quantita omo-
loghe appartenenti al punto B, troveremo
che esso perde le velocita P'de—du',
Q'dt—ds', Rdt—dw'; e cosl degli al-
tri. Ora le forze corrispondenti a queste ve-
locita perdute deggiono (1. 261) equilibrar-
si fra loro. Dunque se io supporrd i punti
A, B, C ec. animati soltanto da, queste
forze Pdt — du ec. ed immaginero che il
sistema prenda un moto minimo coneciliabile
colle condizioni particolari di esso sistema |
rel qual moto le coordinate x, y, z del
punto 4 ricevano le variaziopi dx, Sy, §z,
e le coordinate x', y', 2’ del punto B ri-
cevano le variazioni dx', 3, §z' ec. avrod
pel principio deile velocitd virtuali questa
equazione
() c=(Pdt—du)§x+(P'dt—du')sz'....
+ (Qdt—dv)5 y +(Q'dt—~dv')3 y' ....
~+ (Rdt —dw)§ z 4= (R'dt —dw')§ 2" ..o
85. Dividendo per Y elemento del tempo
dt, che riguarderemo come costante, ed

dx dy

avvertendo essere (L. 184) u=—, v= -Z
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dz
dt
sentarsi sotto questa {orma

dda ddx’
= R 3 -P’_ S R ralt.
(B) o (P = ) ax-i—( e )Bx
ddvy dd
+( “"323)5’*(@ )

P Z _'
- ff_@_) N P )5
dt’ e

86. Ora se i punti del sistema {fossero
sciolti d’ ogni vincolo, le variazioni § x, 3y,
3z, 8 ' ec. sarcbbono tutte arbirrarie; si
dovrebbero adunque eguagliare a zero i lo-
ro coeflicienti, ed aviemmo per determina-
re il moto del punto 4 le tre equaziqui
Pdi=du,Qdt=dv, Rat=dw; ov-

dd:r dd v ddz
— “132'—-"_".
= 0= d e d >’

pel moto del punto D le tre equazioui
Pdt=—du, Qdt=d¢' , Rdt—=dw' ec.

Ma stante il vincolo (,he lega i punti del
sistema , converrd servirsi delle equazioni
di condizione onde eliminare dall’ equazio-
ne (B) quante piu si potrd delle indetermi-
nate 3 x, 3 y ec. Oppure converrd contare
tra le forze applicate al sistema anche le
reazioni degli ostacoli. In somma dovra trat-
tarsi 1’ equazione ([B) come insegnammo do-

w = — , I’ equazione (B) pud anche rappre-

vero P =
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versi fare dell’ equazione (4) agli articoli
20. 27. 28.

37. Se il punto 4 fosse il centro di gravita
d’ una massa m , animata in tutti i1 suoi ele—
menti dalle potenze acceleratrici P, Q, R,
le forze agenti sul punto 4 sarebbero m P,
mQ@Q, mUR; e le forze estinte sarebbero
m (Pdt —du) , m (Qdt —dv), in (Rdt—dw).
E se parimente ne’ punti B, C ec. siano le
masse m', m" ec. si vede che per adattare
T equazione (B) a questo sistema di masse
conviene in luogo di dx, 3y, 5z mettere
m3x, mdy, mdz; ed in luogo di §a',38y/,
o z' mettere m'yx’' , m'Sy , m'} 2! ec.

CAP IL

Teoremi Dinamicit dedotti dalla Teoria
preccdcntc .

88. .PROPOSIZIONE 1. I centro di gravi-
ta d’un sistema libero cosi si muove, come
se turta la massa del sistema vi fosse riuni-
ta, e tutte le forze vi fossero immediata-
mente applicate.

Sia formato il sistema dalle masse m,
m' , m" ec. sollecitate dalle forze accelera-
trici P, Q, R; P', Q', R ec. Intendo per
centro di gravitd del sistema il centro di
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gravita delle masse m , m’, m" ec. consi-
derate come se¢ fossero altrettanti pesi; e
dico che se il sistema ¢ libero, vale a dire
senza ritegno di punti {issi o altri ostacoli
esterni, questo centro di gravitd cosi si
muove come farebbe una sola massa S.m
sollecitata dalle forze S.mP, S.mQ, S. m1i.
Dimn. Valendo I’ equazioune (B) per ogni
moto minimo conciliabile colle condizioni
del sistema, varra anche per un moto pro-
oressivo ; giacche se il sistema ¢ libere, pud
scnza dubbio concepire un tal moto . Oi sup-
posto un moto progressivo qualungue, sara
Jx=Jda'=3x" ec. BV._.ny Sy ec. 3z —8z'=3z"
Pounendo nell’ equazione (&) questi va-
lori, indi eguagliando a zero i coefhcienti
delle variazioni residue dx, 3y, ¢z avrewo

mddr mdd_y
S.mR:S._—H—-—mddZ
dt’

Or siano X, Y, Z le coordinate del centro
di gravita; sara
S.mx=XS.m;S.my=YS.m;S.mz= ZS.m
e differenziando due volte, e dividendo a
ciascuna volta per dt¢

mddx ddX mddyv ddY
So T ammew . .', S g I TR i g S . ‘)
dte? dt’ Bl T d t- dt’ m
S.mddz _ ddZS m

adt de
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onde in fine abbiamo queste tre equazioni

S.mP__ddX_ S.mQ _ddY S.mR ddZ
S.m T di"’S.m " dee ’S.m dit

Or queste equazioni sono appunto (86) quelle
che determinano il moto d’un punto solle-

. S.mP S.mQ

citato dalle forze acceleratrici — g o
S.m " S.m

?

3 . ovvero, il che torna lo stesso, d’
.m

nna massa S. m sollecitata dJalle forze S.mP,
S.m(Q,S.mR. Dunque ec.

89. Coroll. 1. Se non vi sono forze acce-
leratrici, ed il sistema si muove solo per
velocitd preconcepite,, o per impulsi mo-
mentanei comuanicati alle diverse masse m ,
m' , m'" ec. il centro di gravitd cammina
equabilmente in linea retta.

go. Coroll. I1. Lo stesso avviene se le for-
ze acceleratrici consistono in attrazioni scam-
bievoli d’ una massa verso dell’ altra, o 4’ un
punto verso dell” altro .

Poiché siccome 1’ attrazione del punto 4
sopra B & uguale e contraria a quella del
punto B sopra 4, ed & cosi di tutti gli
altri punti, & palese che trasportate tutte
queste forze nel centro di gravitd, la risul-
tante sara nulla. Adunque per esse il cen-
tro di gravitd non concepird verun moto ;
nd potrd muoversi se non per le velocita
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preconcepite , o per gl’impulsi momentanei
comunicati al sistema; e questo moto ¢ ne-
Eessariamente (89) unilorme e rettilineo.

91. Coroll. II1. Di qui si raccoglie che
" azione scambievole fra le parti d’un si-
stema libero non apporta verun cambiamen-
to al moto del suo centro di cravitd. Nel
che consiste il principio conosciuto in mec-
canica sotto il nome di Conscrvazione dcl
moto del centro di gravica .

92. Movasi un punto per la curva B §-
(Fig. 13) descrivendo nell’ istante ¢ |"ar.
chetto M m . Se da un ccntro O conduco 1
raggi vettori O M, Om , il trianzolo M Om
si dira " drea elementare descritta nell is—
tante d ¢ attorno il centro O. La somma di
tutte le aree elementari costituisce 1" Area
intera descritta nel tempo ¢.

Sia Qg la projezione dell’ archetto M m ,
ed OQ, Oq lc projezioni de’ raggi vettori
O M, Om sopra un piano qualungque X0 Y.
Il triangolo Q Oq sara la projezione dell’
area elementare; e la somma di tutte (ue-
ste projezioni costituisce la projezione deil’
area intera descritta nel tempo ¢ dal punto
MM attorno il centro O.

93. Lemma I. Esprimere analiticamente
le projezioni delle aree descrirte dal punto
M attorno 1’ origine delle coordinate, e vi-
portate sui piani delle coordinate x, ¥ , z.
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Siano OX ,0Y ,0Z i tre assi, ed OP ==,
PQ=y, QM =z le coordinate del punto
A1 . Sia sul piano X O Y il triangolo QO ¢
la projezione dell area elementare M O m
descritta nel tempetio d¢. Condotta da
Q la perpendicolare Q R sopra Ogq, sara

Q0g = _;.. Og.QR. Ma Og=00=)/(x*+y7);

QR=1/(Q¢ — Rq); dove essendo Q¢ =

dx +dy , Rg:d.OQ::fdxf-yd,y,
V(2 +37)

compiuto il calecolo, troveremo QO0qg=

L (ydx—xdy). Adunque se chiamiamo 4 la
2

projezione dell’area sul piano XO0Y,avremo
2odA=ydx—=xdy
E similmente chiamando B, C le projezioni
dell’ area sui piani X0Z , YOZ troveremo
odB=zdx—=xdz
20d C=2zdy—ydz.
94. Lemma II. In ogni sistema libero sol-
lecitato da qualsivoglia forze , hanno luogo
queste tre equazioni

: —xdd
S.mjddxdc: 4 =S.m (Py—Qx)

S.m zr,ldx(;:zxddz —=S.m(Pz—=Rx)

—viddz
s.mz‘ldﬂ’dcf 1z S.m(Qz—Ry)
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Dim. Poiche il sistema & libero, potrd con-
cepire moto rotatorio attorno un asse qua-
lunque . Or supposta una rotazione minima
d @ attorno I’ asse delle z , sara (33)

Sx=ygP ,8y==25@,3z=0

Sx=9'5P , 3y ==2a'3 , 52" =0 €¢.
Posti questi valori nell’ equazione (B), es:a
si trasforma nella prima delle tre equazioni
annunciate . Similwente supposta una rota-
zione minima attorno 1"asse delle 3, si avrd
la seconda equazione; e supposta la rota-
zione attorno I'asse delle a, si avra la terza.

95. Scolio. Quando il sistema & libero,
cueste tre equazioni vagliono senipre € ge-
neralmente , dovunque si ponga I’ origine, e
comuncue si costituiscano gli assi delle coor-
dinate .

Se v’ & nel sistema un punto fisso vaglio-
no tuttavia quelle tre equazioni, purche pe-
ro 1 origine delle coordinate si costituisca
nel punto fisso.

Se vi sono due punti fissi, ovvero un as-
se immobile , allora prendendo quell’ asse
per assc v. g. delle z, avra luogo bensi la
prima equazione, ma non gia le alire due.

06. Proposizione I1. Sia un sistema libero
riferito a tre assi O X, 0Y,0Z, ¢ le for-
ze acceleratrici P, Q , R sieno tali che 1
loro momenti di rotazione attorno ciascuno

5
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di quei tre assi si annullino. L’area des~rit-
ta nel tempo t da ciascuna massa m attorno
P orizine O s’ intenda projettata sul piano
X0 Y. La somma di queste projezioni mol-
tiplicate ciascuna per la massa a cui appar-
tiene , sard proporzionale al tempo ¢. E sa-
rd Jo stesso delle projezioni fatte sopra 1
piani YX0Z, YOZ.

Dit. Giacch® per ipotesi la somma de’
momenti di rotazione delle forze P, @, R
attorno ciascuno dei tre assi ¢ nulla, sard
(I. 1c0) S. m(Py —Qux)=0; S. m(Pz—Rx)=0;
g.m (Qz—Ry)=o. Altronde chiamando co-
me sopra 4, B, C le projezioni delle aree
sui piani X 0 Y, X0Z, YOZ, abbia-
mo (93)

yddx — xddy =d . (ydx — xdy)=2dd 4

wlddx —xddz=d . (zdx = xdz) = 2dd B

zddy — yddz =d . (zdy — ydz) = 2ddC
Con questo le tre equazioui (94) diventane

odd 4 2dd B . 2ddC

S.m——-—0;5.Mm———==0;>.m

dt’ at dt’
Integrando cel fare dt costante, e cosi che
)’ integrale cominci quando t = o, abbiamo
S.omA-—=ct; S.2mB =¢'t; S.2mC=c"¢
essendo ¢, ¢, ¢’ coeflicienti costanti. Dun-
que ec.

In questo Teorema consiste il principio
conosciuto col nome di Conservazione delle

arec.

=0
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g7. Coroll. I. La condizione dell’ annullar-
si i momenti di rotazione delle forze acce-
leratrici rispetto a totti tre gli assi, pud av-
verarsi in piu casi. Primieramente quando
non vi sono forze acceleratrici, ed il siste-
ma si muove per impulsi momentanei, o per
velocita preconcepite. Allora la condizione
¢ adempiuta dovunque si ponga 1 origine
delle coordinate, e qualunque ne siano gli
assi . Pertanto in questo caso se consideria-
mo le aree descritte attorno un punto qua-
lunque , e le projezioni loro sopra un piano
qualunque che passi per quel punto, la
somma di queste projezioni moltiplicate cia-
scuna per la massa corrispondente, dovra
essere proporzionale al tempo.

93. Coroll. Il. In secondo luogo, quando
lc forze acceleratrici counsistono in attrazio-
ni scambievoli tra un punto e 1" altro: poi-
chd queste forze a due a due sono eguali e
contrarie, onde 1 loro momenti di rotazione
sono nulli rispetto di qualunque asse imma-
ginabile . Anche in questo caso come nel
precedente,, il Teorema vale per le aree
descritte attorno un punto qualunque, e
projettate sopra qualunque piano che passi
per quel punto.

99. Coroll. IIT. Tn terzo luogo , quando le
forze acceleratrici sono tutte dirette ad un
sol centro. Allora il momento di rotazione
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di ciascuna forza sari nullo rispetto di ogni
asse condorto per guoel centro. Quindi in
questo caso vale il Teorema soltanto per le
aree descritte attorno al centro delle forze,
e projettate sopra un piano che passi per
il suddetto centro.

100. Coroll. IV. Se un corpo & sollecitato
da una forza acceleratrice diretta ad un cen-
tro, descrivera intorno ad esso delle aree
proporzionali ai tempi; e viceversa.

Sia O il centro della forza, ed X O Y un
piano condotto per O e per la direzione
della velocitd da priocipio impressa al mo-
bile. E facile il vedere che la trajertoria
giacera tutta sul piano X O Y. Quindi |’area
descritta dal corpo si confonde colla sua
projezione 4. Cra abbiamo (99) 2m 4 —=ct¢:
danque ec.

E viceversa se 2m 4 — ct, sari ancora
omdd 4

dt

momento di rotazione della forza rispetto
dell” asse O Z. Dunque la sua direzione ta-
glierd I"asse O Z; ¢ poiché giace nel piano
XOY , passerd necessariamente pel punto O.

101, Proposizione III. Sia il sistema da
tali forze animato, che Pdx + Qdy + Rdz sia
una differenziale esatta = d @, ¢ similmen-
te Pldx’+ Q' dy + Rdz —=dQ ec. Sard

Sem V* = cost. 4= 25 . m @ |

= o. Dunque (96) sard nullo il
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Dim. Valendo I’equazione (B) per ogni mo-
to minimo che possa cadere nel sistema pro-
posto, valera senza dubbio anche per quel
moto minimo che il sistema realmente con-~
cepisce nell’ istante dt. Potremo adunque
nell’ equazione (B) fare dx=dx,3y =dy,
Sz=dz, 5x'=d x' ec. Con queste sosti=
tuzioni essa diventa

S.mudu+vdv+wdw)=S.mdd

ed integrando

I : I .
S. —m (W -0" =) =S, —m V?*=S. m@P+-cost.

onde ec.

102. Coroll. I. Se non vi sono forze acce-
leratrici, la somma delle forze vive (1. 310)
de’ corpi del sistema, o sia la forza viva
totale del sistema, ¢ costante. Nel che con-
siste il principio cost detto della Conserva-
zione delle forze vive.

103. Coroll. II. Ma quando vi sono forze
acceleratrici, la forza viva si muta nel pas-
sare il sisterna da una situazione ad un al-
tra; e cresce o cala, secondo che cresce o
cala S.m Q.

Sia nel principio del moto V=U, e §=0.
Sara dunque allorcht t =0, S.mU" =
cost. + 2S.mP. Ma scorso il tempo t ab-
biamo S.m V* = cost.+25.m Q. Adunque
sara il guadagno della forza viva
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S.mV' =-S.mU =25 mP~2S.m®¥.
104. Coroll. IIl. 11 valore di @ non di-
pende se non che dalle forze acceleratrici
P, Q, R e dalle coordinate x , y , z de’
punti a cui sono applicate. Dal che si rac-
coglie. 1.° Che se dopo un tempo £ i punti
A, B, C ec. del sistema saranno tornati
dov’ erano da prima, anche la forza viva
del sistema sara torpata qual era prima,
qualunque siano state le curve descritte dai
sudetti punti. 2.° Che se quei punti sono
passati altrove, come in a, b, c ec. la for-
za viva avra bensi sofferto cangiamento; ma
questo cangiamento sard lo stesso, qualun-
que siano state le curve da, Bb, Cc ec.
descritte did var) punti del sistema.

105. Coroll. IV. Applicando queste dottri-
ne al movimento d’un sol corpo isolato, si
vede che se questo non ¢ spinto da forza
acceleratrice , il suo moto sarid uniforme ,
qualunque curva €sso Percorra. Poiché sard
¢ =c, e quindi m ¥° ed anche ¥V saranno
costanti .

106. Coroll. V. Ma se viene stimolato da
forze acceleratrici, e partendo dal punto 4
con una data velocitd U sia pervenuto nel
punto a , la velocita 7 che egli avra in a
sara la medesima, qualnnque sia stata Ja cur-
va 4a per cui v’ & giunto. Poiché (10z) la
mutazione della forza viva m¥V?* —-m U’ , @
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per conseguenza anche la velocitd ¥V, & af-
fatto indipendente dalla curva da.

107. Coroll. VI Sia ua sistema di corpi
gravi che partendo dalla quiete si muova,
cangiando comunque di sito. Ad ogni istan-
te del moto la forza viva del sistema sara
.Ja stessa che sarebbe se ciascuno de’ cor pi
fosse disceso liberamente per un eguale al-
tezza verticale,

Poich® se prendiamo le ordinate z verti-
cali, sard ¢ == gz, chiamando g la gravi-
ta. Adunque se " pel principio del moto era
z2—2 ,ed U=o0, avremo (1¢3) S.m V> =
2gS.mz—2gS.mZ. Ora fingiamo che
ciascuna massa m scenda liberamente per
1’ altezza z— Z ; essa avra acquistata la ve-
locitd |/ 2g{z = Z), onde la sua forza vi-
va sard 2m g (z — Z), e la forza viva del
sistema sard come sopra 2gS.mz—2gS.mZ.
Dunque ec.

108. Coroll. VII. Nella stessa ipotesi, il
centro di gravita del sistema sara disceso di
tanto, di quanto risalirebbe , se ciascun cor-
po risalisse verticalmente colla velocita ac-
quistata nel discendere.

La discesa del centro @i gravita esprunem

S.mz-—S.m2

palesemente per = . Ora se
S.m

tutti i corpi del sistema risalissero vertical-
mente colla velocita 7, ciaschedun d’ essi
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salircbbe (I. 195) per 1’ altezza verticale

iz onde la salita del centro di gravitd

sarebbe -S——?—z—{/--. Ma abbiamo veduto (107)

285
essere S.mV*=2gS. mz—zgS m Z-.
Dunque ec.

Propose Ugenio questo Teorema, e se ne
valse nella ricerca del centro d’ oscillazione;
ed appresso Daniele Bernulli da questo prin-
cipio dedusse le leggi dell’ Idrodinamica .

109. Coroll. VIII. Ritorpnando ad un si-
stemna animato da qualsivoglia forze, sup-
pongo che nel suo movimento esso venga a
passare per quella situazione in cui se da
principio fosse stato collocato, sarebbe ri-
masto in equilibrio. Giunto il sistemma a
questa situazione, quivi la sua forza viva
sard un massimo o un minimo. E viceversa.

Poich® nella situazion d’equilibrio la som-
ma de’ momenti delle forze (23) dev’ essere
eguale a zero, € per conseguenza S.m @
sard un massimo o un minimo. Dunque an-
cora lo sarda S.m V.

Cosi nel pendolo oscillante 1a forza viva
¢ massima, quando il centro di gravita pas-
sa sotto il fulcro; minima gnando passa al
di sopra. Devesi queste Teorema al Signor
Courtivron.
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110. Scolio I. Tutti questi Teoremi s*ui'*
conservarsi o alterarsi la forza viva d’un si-
stema che passa da una situazione ad un
altra, si veriicano nel supposto che durante
questo passaggio non s’ inContri verun osta=
colo atto a cangiare subitamente d'una
quantitd finita le velocita de’ corpi compo=
nenti il sistema . Poiche allora da un istante
all’ altro le differenze delle coordinate x, ¥ .
z non sarcbbono pit infinitesime, ma fini-
te. N& potremmo pill fare come prima (iot)
le variazioni S x , Sy, 9z eguali a queste
differenze: poich¢ il principio delle velocitd
virtuali , generalinente parlando, non ha
luoge se non pei moti miuimi, € per le va-
riazioni infinitesime delie coordinate.

111. Scolio II. Egli & percio che nell’ur-
to de’ corpi duri si fa una perdita di forza
viva: poiché le wvelocitd cangiano subita-
mente nella percossa. Se la veloeita di cia-
scuna massa si decompone in due, I"una
che si conserva dopo 1" urto, I altra che
nell’ urto si estingue ; quella parte di forza
viva che corrisponde a cjuest’ultima velocita
viene a perdersi, conservandosi 1’ altra.

112. Scolio I1I. Ma nella percossa de’ cor-
pi elastici, cangiandosi la velocitd per gradi
minimi duorante la compressione e la succes-
siva restituzione delle parti, la legge delle
forze vive avra luogo. Se 1’ elasticita ¢ per-
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fetta, ogni particella si restituisce al pun-
to donde parti, e perd (104) la forza vi-
va si riproduce qual era prima. Se imper-
fetta, non operandcsi per intero la resti-
tuzione , dev’ esservi perdita di forza viva.

113. Proposizione IV. Sia di nuovao il si-
stema da tali forze animato che ciascun tri-
npomio Pdx 4+ Qdy + Rdz sia difteren-
ziale esatto. Nel tempo ¢ le masse m, m',
m'’ ec. dai punti 4, B, C ec. passino ne’ pun-
ti a,b,cec. perlecarve da , Bb, Cc ec.
Dico che queste curve sono tali, che se
ciascuna massa m si moltiplica per I’ inte-
grale [ V' ds esteso dal punto di partenza
4 sino al punto d’ arrivo @ , la somma. di
questi prodotti ¢ un minimo.

Voglio dire che S. med.s- avra minor
valore che non avrebbe se i corpi descrives-
sero tutt' alire curve comprese fra gli stessi
termini A ed a, B e b ec.

Diwmn. Poiche (101)
S.mV>*=cost.+2S.m (Pdx+Qdy+Rdz)
avremo differenziando secondo 9
S.m V5'V.._~—*_.S.)?Z(P5x+ QrS:V-;-RSz,)
Ponendo questo valore nell’ equazione (B)
dell’ art. 84, ed avvertendo essere Vdt=ds,
verra
S.md.S‘SV::S.m(dqu-i-dpé‘y.;.dwaz)
Altronde poiché ds = |/ (d x* +-d ¥* + d z*)
differenziando secondo ¢, e pei dividende
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per dt, troveremo

Vids=u  dx+3dy+w3dz=udd x+vd3y 4 wdsz
€ percio ancora

S mVsds=S.m (uddx+vddy+wdiz)
Quindi avremo

S.m3S(Vds)y=S.(mdsSV+mV5ds)
S.md (u, X == v Sy e w5 Z) . Ld ‘integrando

S./m,§ (Vds):SS.m/Vds:cost. -+

S.mudx 4+0vdy4-wiz).

Compio ora I"integrale , sicché per ciascun
corpo si estenda dal punto di partenza 4
sino al punto " arrivo a; ed allora € mani-
festo che se chiamerd M’ il valore che ac—
quista S.m(udx+¢3y+w)lz) quando le
coordinate corrispondono ai punti di par-
tenza, ed M' il valore che acquista quando
corrispondono ai punti d’arrivo, sard

5S.m [Vds=M"— M.

Ma per ipotesi i punti di partenza 4, B, C
ec. e i punti d’ arrivo a , b, ¢ ec. sono lissi
ed invariabili, poiché si paragonano tra lo-
ro le curve comprese fra quei termini. Dun-
que le variazioni delle coordinate ) x, 3y,
d z che corrispondono a quei punti, sono
epuali a zero. Dunque M'=M"=o0; e
§S.m Vds=o; e per conseguenza S. meds
¢ un minimo.

114. Scolio. Non possiamo prender equi-
voco nel dire che !’ equazione precedente
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indichi vn minimo anziché wn massimo: poi-
che de.s puo crescere all’ infinito , poten-
dosi allungare all’infinito la strada che dal
punto 4 condace al punto a.

115. Coroll. I. Applicando il Teorema al
movimento d’un sol corpo isolato, avremo
Bdes = o. Onde impariamo questa sin-
golar proprieta della trajettoria descritta da
un punto mobile, che presi in essa due pun-
ti qualunque 4, a, I’ integrale/Vds per
la curva 4da ¢ minore che nob ‘sarebbe per
qualunque altra curva che congiungesse gli
stesst termini 4 , a.

116. Coroll. I1. Se il corpo non & stimo-
lato da forze acceleratrici, sard (105) ¥ co-
stante , e diventerd s = ¢ . Quindi esso si
portera dal punto 4 al punto a per la linea
brevissima. E questa sara evidentemente la
linea retta, se il panto & libero: che se il
punto st move sopra una superficie resi-
stente , sard la linea pit breve che su quel-
la superficie congiunge i punti 4 ed a.

CAP IIL

Del moto d' un punto .

117. Pomﬂﬁ una massa, ogni elemento
della quale sia sollecitato dalle forze P, Q, R
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si” move non altrimenti che un punto o
atbmo materiale sollecitato dalle stesse for—
ze,, quel che diremo in qunesto Capo circa
il moto d’ un punte, servira eziandio pel mo-
to d'un corpo animato in ozni suo elemen-
to da forze uguali.

113. Pronosizione I. Determinare il moto
d’un punto libero. .

L’ equazione (B) somministra queste tie

ddx ddy ddz
P — —r Q g — 3 Vs _ a
dt d ¢t dt
e queste ci determinano tutte le circostanze
del moto .

Poiche 1.° moltiplicandole rispettivamente
perdx, dy, dz, e sommando, avremo
VdV =Pdr+Qdy+ Rd=z
onde sapremo la velocita del mobile in ooni

punto del suo cammino.

2.° Integrando le tre equazioni, avremo
le coordinate x , ¥ , = espresse per ¢; onde
sapremo il luogo del mobile ad ogni istante .

3. “‘Eliminando ¢, rimarranno due equa-
zioni tra X, y , z , che saranno quelle del-
la trajettoria, o della curva descritta dal
mobile .

119. Proposizionc I1. Determinare il moto
d’ un punto obbligato a scorrere sopra una
data superficie.

Sia 1’ equazione di cuesta superficie
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dx+mdy+ndz=c; e sia K la pres—
sione del mobile contro di essa, diretta se-
condo la normale £. Sara (860) come se i}
corpo fosse libero, e sollecitato dalle forze
P, O, R,—K. Quest’ultima forza si ri-
solva in tre dirette secondo x, y, z. Queste

dk Lk dk
saranno (3) _K(d ,L) —K(( )) — K (d z)

ovvero scrivendo per brevita

K
L/ (1 #=m*+n") = M, saranno (31) ~ L’
m K n K o s
— e =g Per il che 'equazione (5)
ne dara qneste (re
K ddvx mK __ ddv nK __ddz

o G T Ay el iy T

Ora 1. moltiplicandole rispettivamente
per dx, dy, dz, ed avvertecndo essere
dx+~mdy+ndz=o, la loro somma da-
ra turravia

VdV=Pdx+Qdy+ Rdz.

2. Moltiplicandole similmente per 1, m,
n, ed avvertendo essere Vdt=d s, la lo-
ro somma dara

PiemQanR V* ddxamddy+nddz

K=- e — =~

3.* Eliminando X, rimangono due equa-
zioni tra le variabili x, y , z, ¢; alle qua-
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li se si aggiunge 1’ equazion data della sn-
perﬁcie, avremo tuttavia tre equazionl onde
conseguire le coordinate x, ¥, z espresse
per t.

- 4" E finalmente eliminando anche ¢, le
due equazioni che restano tra x, 5, z de=
termineranno la trajettoria.

120. Coroll. I. Se il corpo € obbligato a
scorrere per una curva piana, di cai sia
I’ equazione dx—+mdy = o, potremo fare
R —o0. E sard

P+rmQ V' ddx+mddy

K= i ~ P
5 % dx ds , )
E poich¢ m =— 3}; M = @, ed il raggio
lat Fds divent
g e r— s div
osculatore 1 daddy—dydds iventa
Pdy — 1 x | e
K= J Q(lx“"’
ds r

Vale il segno superiore se la curva ¢ conca-
va verso |’ asse; |’ inferiore se & convessa.
Ove K riesca positivo, ivi la direzione di
questa forza fard angolo acuto colle x po-
sitive ; ed ove riesca negativo, lo fard ottu-
so. Dal che potremo ravvisare quando la
pressione scspinga il corpo contro la curva,
e quando lo stacchi dalla medesima, for-
zandolo ad abbandonarne la traccia.
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121. Coroll. II. Per determinare la disce-
sa d’un grave lungo una data curva, prese
le x verticali, farcmo Q=oc, e P==g,
secondo che prenderemo le x rivolte al bas-
so o all’alto. Quindi V/* =C=x2gax; ove
la costante C si determinerd dalla nota ve-
locitd del miohile in qualche determinato

ady |
-~  — . L fi-
ds & r :

nalmente 1" equazione Vdt—==d s conginn-
ta coll” equazione della curva, ci mostrera
oli altri accidenti del moto.

I. viceversa date le coudizioni del.moto,
potremo  trovare la eurva per cni dovra
scorrere il grave, affinché le adempia. Ne
recheremo in esempio zleuni {ra’ pitt noti
problemi sulla caduta dei gravi per le carve.

122. Lsempio I. Cada il grave pel con-
VEREO (11 i arco (‘.irC()]are pﬂStD Vﬁ‘rtical“
mente , partendosi da un punto prossimo
alla somnmitd del diametro verticale.

Prese le a dalla sommita di questo dia-
metro, ¢ detto a il raggio del circolo, sard
y*e=2ax— 2%, ed r = a. Quindi avremo

punto . Poi sara K — ==

3

34
V:—ogx; e K= 2-(a—3x). Sin tanto
a

che 3x<a, K rimane positivo, e la pres-
sione {a forza contro la curva; ma tosto che

Sxv=—ea, vien £ =0, ed oltre quel limi-
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te, diviene negativo. Da che si vede che il
corpo scorrera sul cerchio un arco di saetta
uguale al terzo del raggio. Ivi giunto fug-
gird per la tangente.

Il tempo della discesa si avrd dall’ equa-

. a d x .
zione dt = ... . Sin tanto

V28 |V (2aa = )

che I'arco & assai piccolo, pud trascurarsi

a B
V . log. —, essendo w
21/ & W

o
I' ascissa comunque piccola che corrisponde
al punto dal quale il grave parti.
123. Coroll. I. Se il grave non parte dal-
la cima, ma da un punio pit basso, cui

corrisponda 1’ ascissa 6, scorrerd un arco,

2, e viene t =—

- “ [ Y
la cui saetta sard — 5 (@ —0b). E pitt hre-

Ve ancora sara quest’arco, e pit presto il cor-
po saltera fuori dalla curva, se esso non sard
partito dalla quiete, ma entri a percorrere il
cerchio con una velocita altronde impressa.

124. Coroll. II. Esaminando similmente la

caduta pel convesso d’ un arco semicicloida-
[

Ie, se sia —a il diametro del circolo gene-

ratore, si trovera che il grave partendo dal

1
vertice scendera per un arco di saetta =—a ;

4
6
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e partendo da un punto pil basso cui cor-
risponda 1’ ascissa b, la saetta dell’ arco per-

1
corso sard = — (—a — b) :
2 2

Il tempo della discesa si trova rigorosa-

e da t g ] i
mente espresso — 2I/8. 0g: 7~ »

125. Esempio II. Cada un grave pel con-
cavo ¢’ un arco circolare posto verticalmen-
te, arrivando all’ estremita del diametro ver-
ticale. |

Prese le x dal punto infimo di questo dia-
metro, e chiamando b | ascissa del punto
onde si spicca il grave, avremo F =2 (b=—x);

eK:-—-—Cg;-(a+2b—3x). Quindi K e

sempre negativo; e percid appunto la pres-
sione facendo sempre angolo ottuso colle
x , sospinge sempre il mobile contro la cur-
va. Minima & la pressione nel punto di par-

tenza, ove K —— —j— (a — b); massima nel

. g
punto infimo, ove K = — = (a +2 b) .
Qa
Per avere il tempo della discesa, convie-

ne integrare per serie ' equazione

adx

dt = — , —
1 28b—x)2ax—x")
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Si ottiene una serie convergente, scriven-
do I’ equazione cosi

.
dx(l — i) Z
di—— [/(,i 2d
T g VY br—at)
e svolgendo il numeratore colla serie Neu-
toniana del binomio. Cosi d¢ viene espres—
so da una serie di terwmini, tutti della for-

. — A d x
V br—=)

mire dipende dall’ integrale di

m . L integrale di ciascun ter-

—_dd x

V(ba—x)

il quale preso da x="> sino ad x=0, ¢ = .

T/ a

2/ 8

z 1\¢ b 1.3\2 5" 1.3.5\2 0°
lf —§ — =] > e — e
(z) 24 (2.4) g4a’ (2.4.0) sa

126. Coroll. I. Quest’ Esempio comprende
palesemente il moto de’ pendoli che oscilla-
no per archi circolari. La serie pur ora es-
posta esprime il tempo della mezza oscilla-
zione , che per gli archi piccioli diventa co-

Con questo progresso si trova £ =

X

stante, ed —= ”l/a. E il valore di K mostra
2178
la tensione del filo in ciascun punto dell’
arco.
127. Coroll. Il. Per la discesa d’un gra-

ve lungo il concavo d' un arco cicloidale,
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g a4-2b—4x
V'a V(=27
nel punto infimo il valore di K riesce lo
stesso che nell” arco circolare. Ma il tempo

. . , T/ a
della discesa si trovera rigorosamente = - v
V'8
qualunque siasi I'ampiezza dell’arco descrit-
to: nel che appare il tautocronismo della
cicloide .
128. Lsempio IIl. Trovar quella curva,
per cui cadendo un grave eserciti contro di

troveremo K — ¢ onde

essa una pression costante =—= g 4.
Detta & 1’ altezza dovuta alla velocita ini-
ziale del mobile, sarda V* —a2g(h+x). L’

equazione della cercata curva sara X =g4d,
0 sia
dy 2 (hax)

=7 = — 4

d.S r

dxds
ddy
Sostituito questo valore, e divisa I’ equazio-
ne per 2/ (h+x), essa diventerd integra-
bile , e dara

dyy/ (ha+2x)y=4d4dsy/ (h+x)+Bds
essendo B una costante, che si determinerd
quando si conosca la direzione iniziale del
mobile . Facciasi per brevitd = X il coefh-

ciente del ds, ed avremo fra x ed y 1’ e-
quazion separata

-»

Prendasi d's per costante, e sard r ===
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. Xdx
Ay = - “—"—,
V(=)

129. Coroll., Se h —= ¢, viene necessaria-
mente B—=o0, e la linea d’egual pressio-
ne diventa una retta inclinata alla verticale
coll’ angolo il di cui seno & = 4. Che se
cercassimo la curva che dal grave cadente
per essa non fosse punto prewuta, fatto
A — ¢, ritroveremmo la parabola.

13c. Esempio IV. Parta il grave con ve-
locita dovuta all’ altezza i, e con direzion
verticale all’ingiti. Cerco la curva per la
quale dovrad incamminarsi, afhinche in tempi
egnali discenda per eguali altezze verticali.

Sard V' —=2g(h+ x). E perché il tempo
della discesa per ’arco s dee essere pro-
porzionale all’ ascissa verticale 2, e pero
dt proporzionale a dx, dovra essere ds
proporzionale ad Vd x , e precisamente
dsy/2gh="Vdx, giacche nel principio
del moto, quando ¥V =/ 2gh, abbiamo
ds —=dx. Sostitnendo il valore di ¥, e
quadrando, avremo |’ equazione della cer-
cata curva hdy' =— xd x*, ed intecrando
Ohy*=4a*. Questa & la parabola cubica,
cui per tale proprieta Leibnizio diede il no-
me di curva isocrona.

131. Lsempio V. Partendo il grave con ve-
locitd dovuta all’altezza A2, cerco la curva
per cui dovra discendere, affinché in tempi
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ecuali si scosti per eguali intervalli dal pun-
to di partenza.

Qui il tempo della discesa per Varco s
dovrd esser proporzionale alla sua corda.
Tornerd piu comodo cambiare le coordinate,
determinando ciascun punto della curva per
mezzo della corda, che chiamerd z , e dell’
angolo u che fa questa corda colla verticale.
Col che aved x=zcos.u; ds*=dz*+2'du’;
V2e=2g (h -z cos. u).
~ Ora dovendo per la condizion del proble-
ma essere ¢ proporzionale a z , dovrd auche
essere dt proporzionale a dz, o sia ds
proporzionale ad ¥V d z , e precisamente
dsy 28h=Vdz, giacch® nel principio
del woto, quando ¥V = 2gh, abbiamo
s —=—dz. Sostituendo il valore di ¥V, e
quadrando, viene hzdu = dz® cos. u; o

dz _  du |
|/lzz_|/cos.u,.

Tale & I’ equazion della curva, cui Leibni-
zio impose il nome d’ Isocrona Paracentrica,
e che i fratelli Bernulli insegnarono a co-
struire colla retuificazione della lemniscata,
o ellisse Cassiniana.

132. Esempio VI. Trovare quella curva
per cui un grave partendo dalla quiete per-
corre un arco qualunque nello stesso tempo
nel gquale ne percorrerebbe la corda.

Il tempo della discesa per I’ arco s, @

sja
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d s ds .
:/—F*/‘m. Il tempo della disce-

sa per la corda z, si trovera (L. 234)

2z
T 2gx
ziali di questi tempi, si trova ds=—=2dz~=zdx.
Ridotta quest’ equazione fra le variabili x
ed y , diventa omogenea, ed integrata por-
ge 2z* =a’ xy; essendo a una costante.
Appartiene questa equazione alla poc’ anzi
mentovata Ellisse Cassiniana, o Lemniscata,
posta coll’ asse a inclinato alla verticale con
angolo semiretto , e prese le ascisse sulla tan-
gente, che allora appunto riesce verticale.
133. Esempio VII. Tra due dati punti tro-
vare la curva Brachistocrona; o sia quella
per cui il grave nel pit breve tempo di-
scenda dal punto superiore all’ inferiore .
Dovra dunque il tempo della discesa es-
sere un minimo: € perd dovra esserlo 1 in-

. Eguagliando fra loro i differen-

d
tegrale f __ esteso dal punto di parten=-

V' x
za al punto d’ arrivo . Pongasi pertanto
BS-ﬁi =S.3 —C—Z—S- — ¢; ove facendo va-

riare solamente la y , ed eguagliando a zero

: B T dy _
il coefficiente di § 5 , avremo d. m_.o ’
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X

onde dy =d x o’ equazione d’una

cicloide posta colla hase orizzoutale, e ge-
nerata da un cerchio del diametro a. Se
dunque sopra I orizzontale del punto di par-
tenza si descrive una cicloide pei due punti
dati, sard quella la cercata brachistocrona .

CAP 1V.

Del Moto d’un sistema rigido .

Art. I Degli Assi principali d’ un sistema
rigido .

134. ursT' Articolo servird di supple-
mento a cio che si disse negli Elementi in-
torno al Momento d’ inerzia; ed agevolera
la strada alla determinazione del moto d’ un
sistema rigido . Riferito il sistema ai tre assi
ortogonali (Fiz. 14) OX, O0Y, OZ delle
coordinate x, v, z, chiameremo d M I’ ele-
mento della massa, e faremo per brevitd
S.x'dM=A4:S. v dM=PB:S.22d M=C
S.aaydM=D.5S.xzdM—F- S.yzd M= F
onde il momento d'inerzia del sistema risperto
dell” asse O X sara S. (V*+2)YdM =B+ C,
€ cosi i momenti d’inerzia per ¢li aliri due
assi OY , OZ saranno A+ C, A+ B.

135. Pronosizione I, Dati 1 momenti d’ in-
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erzia pei tre assi O X, O0Y , O0Z, trova-
re il momento d’ inerzia per un asse qua-
lunque O G condotto per |" origine O.

Sia O F la projezione di O G sul piano
XOY, e siano gli angoli XOF =p, FOG=q.
Sia nel punto M 1'elemento d M determinato
dalle coordinate OP=x, PQ=y, QM ==z.
Condotta sul piano X OY la Q R perpendi-
colare ad O F, mutiamo le coordinate, fa-
cendole OR—=x", RQ=\', QM=2z'. K sara
x' = 0Q cos. (POQ —p)=xcos. p=+7y sin. p
3" = 0Q sin. (POQ — p) =y cos. p—xsin. p
z2' =z.

Compiasi il rettangolo RQ M T, si con-
duca la T8 perpendicolare ad OG , e com-
pinto anrora I’ altro rettangolo MTSK,
mutiamo di nuovo le coordinate, facendole
OS=2x",S8SK=vy", KM=2". L sard
x" = 07T cos. (ROT — q) = x' cos. ¢ + z' sin. q

fr — ‘.V'
' =0Tsin. (ROT — g) = 2" cos. ¢ — x' sin. q

Sostituendo quivi i valori precedenti di
a's y', z' e poi ricavandone il valore di
g'"* 4+ z'"* , avremo il momente d inerzia
per I'asse O G ; il quale se dicasi Z, tro-
veremo = —= S. (_'y'”’ -+ 2'") d M =
A(sin.pra=cos.p*sin.q* )4=L(cos p*==sin.p*sin.q*)
~+Ccos.g" — 2D sin. pcos. p cos. ¢*

— 2 L cos. p sin. ¢ cos. q
— 2 F sin. p. sin* q cos. q .
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136, Corollario. Cogli -stessi dati si po-
tranno pur calcolare le somme S.x"y"d M,
S.x" z"d M; e confrontando i valori di queste
somme col valor trovato di 2, si vedrad

I d
essere S.a"y"d M —=— ( );

2cos.g\dr
1 ds-

S.x”z”dﬂI:—— (""'— »
2 \dg

137. Proposizione II. Fra tutti gli assi
condotti per I’ origine O, trovare (uell’ as-
se O G cui competa il momento d’inerzia
massimo , o il minimo.

Sciogliesi questo Problema colle due equa-

o dZ A<
21001 ((2—;)._0 3 (C-l_(; -— O

Differenziando adunque il valore di & (135)
separatamente rispetto alle due variabili p,
q > ed eguagliando a zero entrambi i diffe-
renziali, avremo due equazioni per determi-
nare i due angoli p, g che fissano la posi-
zione dell’ asse ricercato .

Eliminando ¢, rimane per determinare I’
angolo p un equazion cubica assai compli=-
cata, che avrd questa forma (a)

A'tang. p’ - B’'tang. p’+C'tang. p 4+ D' =o0.

i

(a} ¥. Euler Theoria motus cerporum selido=
rum . art, 438,
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138. Coroll. I. Quest’ equazione, siccome
cubica, avra certo una radice reale. Dovra
anzi averne due; poiché essendo il momento
d’inerzia per ogni asse quantita positiva, se
v ha un asse che dia il momento massimo ,
dovra per necessitd esserne un altio che dia
il minimo; e viceversa. Che se due radici
sono reali, non potrd non esserlo anche la
terza. La nostra equazione avra dunque tut-
te tre le radici reali; e pero indichera , ge-
neralmente parlando, tre assi.

139. Coroll. II. Ma non a tutti tre que-
sti assi potra convenire la qualita del mas-
simo , o minimo momento; che anzi se uno
dy assolutamente il momento massimo, €
I’ altro il minimo, il terzo non potra dare
nd Pun né altro. E gia & noto che dall’
essere il differenziale d’una funzione eguale
a zero, non sempre si conchiude il massimo
o il minimo.

140. Coroll. III. Bensi converrd a tutti
tre gli assi la proprieta, che il differenziale
del loro momento d’inerzia ¢ uguale a zero;
vale a dire che un minimo cangiamento
nella sitnazione dell” asse per qualunque ver-
so, non cangia punto il valere del momen-
to d’inerzia.

141. Coroll. IV. Portano questi assi il no-
me di dssi principali del sistema . Asse

principale & dunque quello per cui il diffe~
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renziale del momento d’ inerzia & nullo. E
si vede che per ciascun punto del sistema
ponno condursi tre assi dotati di questa

proprieté .

dX
142. Coroll. V. L’ equazioni ((}7)):0’

d g

assi principali, traggon seco quest’ altre due
(130) S.a"y"dM =0, S.x"z'dM=o0.
Dunque ogni asse principale ha questa pro-
prietd, che se in esso si prendono le ascisse
x,sard S.xydM=o0,S.x2d M =0. E

viceversa .
143. Coroll. VLI Se il sistema ¢ simmetri-

co attorno 1’ asse OG , sara O G un asse

dx ) . :
(—-—-) = 0 per le quali si determinano gli

principale .

Poiche prese le x sull’ asse OG , per ogni
elemento d M determinato dalle coordinate
x, y ve ne sard un altro eguale, determi-
nato dalle coordinate x, — y. Onde si vede
che sarid S. xyd M = o. E nello stesso mo-
do si troverd essere S.xzd M —= o. Dun-
que ec.

144. Scolio. Cercare gli assi principali d’
un sistema per via dell’ equazion cubica
(137) sarebbe fatica improba: ma ne’ siste-
mi simmetrici, il Corollario precedente ne
indichera almeno uno di questi assi. E co-
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noscendone uno, facilmente si scoprono gli
altri due per via della segnente

145. Proposizione I11. Dato un asse prin-
cipale , trovar ¢li altri due.

Sia OX I'asse principale conosciuto . Prese
su quello le a, potremo fare (142) D=L=o.
Ora per trovare un altro asse dotato della
stessa proprieta, nel valore di Z (135) che
esprime il momento d'inerzia d’ un asse gna-
lunque , pongo D=L =, e poi ne ricavo

. d 3 d 2
le due equazioni (3—- =0, {—J=o0,le
P d q

quali per la determinazione degli angoli
P> g, daranno I’ equazioni seguenti

2 F
L ~—C

La prima di p ==90o’. La seconda, se
chiamo 2: 1" angolo che ha per tangente

2 F
bL-C’
sti dne valori g =1, ¢ =1 4+ Q0"

Quindi gli altri due assi principali com-
pagni dell” O X saranno 1.° Oy condorto
sul piano YOZ ad angolo YOy = 1. 2.° Oz,
che sullo stesso piano fa I'angolo YOz=i+yo".

146. Coroll. I. Adunque i tre assi princi~
pali sono fra loro perpendicolari.

147. Coroll. II. Se prendiamo sugli assi
principali le coordinate x, y , 2 avremo

Cos. p=0 tang. 29 =

dad per determinar I’ angolo g que-
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S.xydM=0:S.xzdM=0r:;S.yzdM =0

e se di pit collochiamo | oricine nel centro
di gravita del sistema . avremo ancora
S.xdM=c:S.ydM=c¢;8.2zd M=o
148. Proposizione IV. Dati i momenti ¢
incrzia pei tre assi principali, trovare il
momento d’ inerzia per un asse qualunque
condotto per la loro origine.
Siano i tre assi principali OX, OY, OZ ,
e i loro wmomenti d inerzia 4, B',C.
I’asse O G faccia cocli assi principali gli
angoli GOX=f,C0Y =g, CO0Z="L.
Sard per 1"asse O G il momento d’inerzia
2= A cos. f* 4 B'cos. g> 4+ C'cos. I”.
Dim. Prendendo le coordinate sugli assi
principali, potremo (i147) nel valore di &
(135) porre D=L =TI =o. Ed in luogo
delle altre lettere 4, B, € (134) ponendo
i loro valori dati dall’ equazioni
B4+C—=A4A ; A+ C=DB; A4+ B=C
verra

v = A'cos.p’ €08.¢" +L'sin.p* cos.q” + C'sin. ¢*

Ora & cos.pcos.g=cos. GOX=cos. f
sin. p cos. g=1c0s. G O Y =cos. g

sin. g==c0s. GOZ =cos. .
Dunque ec.
159. Coroll. I. Poiché i tre assi principali
sono ortogonali sara
cCs f* +Cos. g° 4 cos. b* = 1. Onde dei
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tre angoli f, g, & bastano due per fissare
la posizione dell’asse O G .

150. Coroll. II. Quindi il valore di Z pud
esprimersi anche in questa guisa
=4 — (A" —DB')cos. g# = (4" = C') cos. h*;
ovvero

2 =C (4= C)cos. f* 4 (4= B') cos. g

Sia 4" > B’ > (': apparisce tosto che sa-
14 4" > X > C'. Onde si conferma che ij
momento d’ inerzia d’ ogni asse ¢ compreso
fra il massimo 4' ed il minimo €' compe-
tenti a due assi principali.

151. Coroll. II1. Pud avvenire che fra i
momenti degli assi principali , ve ne siano
due eguali fra loro. Siano questi i momenti
degli assi OX, OY, onde sia 4'— D'.
Allora diventa

2= A"(1 = cos. I*) + C' cos. I
il qual valore viene = 4', quando h=qc-.
Dunque tutti gli assi condotti nel piano XOY
avranpo eguali momenti d’ inerzia.

152. Coroll. IV. Puod anche avvenire che i
momenti degli assi principali siano tutti tre
eguali fra loro; onde 4'= B’ =C'. Allora
diventa Z=4', e tutti gli assi hanno lo
stesso momento d’ inerzia.

153. Coroll. V. Di qui si vede che gli assi
principali che ponno condursi per vn pun-
to qualunque del sistema, sono sempre o
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in numero di tre, o in namero infinito.

154. Scolin. TPer le cose sin qui dette
azevolmente si ravvisano gli assi principali
delle figure pitt semnplici. Nel parallepipedo
rettangolo gli assi principali condotti pel
centro di gravitd sono tre verte parallele
ai lati. Nella stera ogni diametro pnd aversi
per un asse principale. Nel cerchio, cosi
per la periferia, come per I’ area, uno de-
oli assi principali & una retta elevata sul
centro normale al piano del cerchio: gli al-
tri dne sono due diametri qualunque, che
si taglino ad angolo retto: poich® ogni dia-
metro essendo similmenre posto rispetto al
cerchio, ha egnal momenta d” inerzia. Si-
milmente nel solidi di rivelnzione , 1" asse
medesimo di rivoluzione & uno de’ princi-
pali, e ¢li altri due sono due rette qualun-
que perpendicolari all” asse, che si taglino
ad ancoolo retto.

155 Proposizione V. Trovare il momen-
to d’inerzia della periferia circolare rispetto
d’un diametro.

Sia il ragrio = a. L’ elemento essendo

adx

¥
essendo — ¥ , sara il momento elementare
—aydx, ed il momento totale

l
.-.—:afydx:?raj :-—QT-Ma’.

ds— , e la sua distanza dal diametro
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156. Coroll. I. Di qui si passa agevolmen-
te a trovare il momento d’inerzia dell’ area
circolare rispetto d” un diametro. Prendasi
per elemento dell’ area la zona compresa tra
le ascisse x, x+~dx, e sard (155) il mo-
mento elementare = » 2*dx. Integrando, e
facendo x = a , avremo il momento totale
= za' -I-- M a*

4 4

Che se volessimo il momento d inerzia ris-
petto d’un asse parallelo al diametra, e di-
stante da esso per I"intervallo £, questo sa-

rebbe (1. 265) :—l-a-a‘-c-n-a'k'.
4

157. Coroll. II. Pil oltre pctremo in ogni
solido di rivoluzione assegnare i momenti
d’inerzia competenti agli assi principaii. Gii
per l'asse di rivoluzione si trovo (L 273 ) il

I ’ » L] L
momento = — xfy‘ dx. Gli altri due assi

hanno momenti eguali, che ora determine-
remo. Si consideri nn asse principale con-
dotto pel vertice del solido normalmente
all” asse di rivoluzione, su cui si prendono le
x. E per elemento del solido prendasi la fal-
da frapposta alle ascisse x, x4 dx. Questa
puo aversi per ua cerchio di raggio y, di-
stante dall’ asse principale per 1" intervallo
. Quindi (156) il momento d’inerzia ele~

-
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mentare sard —2— rytdx+rxty’dx. Edil

I
mormento totale = " wfy* dx+ wf:x’ydx.

Che se vogliamo considerare gli assi prin-
cipali condotti pel centro di gravita del so-
lido, ¢ sia X D' ascissa del centro di gravi-
ta, il momento d’inerzia competente all’ as-
se di rivoluzione rimarrd come prima; na
il momento d inerzia per ciascuno dei due
diametri normali all’asse, diventerd (L. 265)

-i'ﬂ'fy“clx-q-vrfxzy’dx—-MX%

158. Coroll. ITI. Pel cilindro, pel cono,
e per la sfera, trovammo altrove (1. 274)
il momento d’ inerzia riferito all’ asse di ri.
voluzione . Ora aggiungeremo il valore del
momento d’ inerzia degli stessi solidi riferito
a un diametro condotto pel centro di gra-
vitd normalmente all’ asse; ritenendo le stes-
se denominazioni d’ allora.

1.‘_Pe1 cilindro , S:LMCL‘-I--L MY

4 12
3 3
2.* Pel cono, S="Ma+—Mb
20 30
.. 83
3.c Per I'emisfero, $ = — M a’
320

4.’ Per Pellissoide, essendo a il semiasse



SECONDA . 99

di rivoluzione, b il semiasse conjugato, il
momento d’ inerzia rispetto del primo @

S = -2;- Mb*; e rispetto del secondo

S:-;-—M(a’-;-b').

Art. II. Formole che rappresentano il mote
rotatorio d’ un sistema attorno un punto.

159. POIGHI’: an sistema rigido non pud
avere altri moti fuorche il progressivo ed il
rotatorio, ed il primo di guesti sappiamo gid
rappresentare aualiticamente, resta che veg-
giamo con quali formole possa rappresentarsi
il secondo.

160. Proposizione I. Pongasi che il siste-
ma giri nello stesso tempo attorno i tre assi
ortogonali delle coordinate 0 X', OY, O %
( Fig. 15) colle velocitd angolati p, ¢, r
rispettivamente ; cosi che nell’ istante d ¢
descriva attorno questi assi gli angoli mini-
mi pdt, gqdt, rdt. Si vuol esprimere il
cangiamento di luogo d’un punto M del
sistema nell’ istante d ¢.

Si consideri dapprima la rotazione rd¢
attorno 1’asse O Z da X verso Y. Sia O Q
la projezione della O M sul piano X O Y.
Il punto Q scorrerd nell’ istante d¢ 1’ archet-
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to Qg =00Q.rde; ed il punto M scorrery
un archetto eguale e paralielo a questa (1¢.
Le coordinate del punto M sono O P=x,
PQ=y,QM=2z, ed i triangoli simili
OPQ, gQr danno
0Q:Qy::0P:qr:: PQ:Qr; osia
1:rdtix:dysiy:—=—dx
Onde avremo per questa rotazione
dx—=—=rydt;dy=radt;dz=o.
Appresso si consideri la rotazione pdt at-
torno ’asse OX da Y verso Z. Sia OC la
projezione della O M sul piano YO Z. 11
punto C scerrera 1’arcaetto Cc=O0C . pdr¢;
ed il punto M scorrerd un archetto eguale
e parallelo a Cc. Ed essendo le coordinate
di M, 0BB=y, BC=z, CH=u=x, itri-
angoli simili O BC, ¢ C s daranno
O0C:Cc::0B:cs:: BC:Cs; o sia
1:pdt::y:dziiz:=dYy
Onde per questa rotazione sara
dr=o;dy=—=pzdt;dz=pydt
Per uitimo si consideri la rotazione gd¢t
fatta attorno 1’asse O Y da Z verso X. Sia
ON la projezione della OM sul piano ZOX.
11 punto V descrivera 'archetto Nn=O0N.qdt;
ed il punto M scorrera un archetto epnale
e parallelo ad Vn. Essendo le coordinate
di M, O0L=z, LN=x, NM=y, avre-
mo pei triangoli simili OL IV, n Nt
ON:Nn:2OL:nt:: LN:N¢t; o sia
1:gdtiiz:dx:ix:==d2z



¢ sard per nuesta rotazione
dx=qzdt;dy=o;dz==qgxdt.
E facendosi tutte tre le rotazioni insies
me , sard
dx=dt(qz=ry)
(C) dy=dt(rx—pz)
zz=dt(py =—qx)
161. Coroll. 1. Si conduca per O la retta
O G determinata da questa proporzione
xX:y:z:.p:q:r
Sard per ciascan punto di questa retta
dx=o0,dy=o0, dz=o. Adunque per I’
istante d ¢ la retta O G resterd immota, e
tutto il sistema non fara che rivolgersi in-
torno ad essa. Per questa proprietd dicesi
la O G Adsse istantaneo della rotazione .
162. Coroll. II. Facilmente si determina la
posizione di questo Asse istantaneo. Siano
f, 8, h gli angoli che esso fa cogli assi
OX, OY, OZ; e facciasi per brevitd
l/(p“ -+ ' 4= T) = V. Sard

-—?; : cos.g-_:i;cos.k:-r—

14 V-

163. Coroll. III. E la velocitd angolare di
questa rotazione istantanea attorno O G,
sard =— V.

In fatti condotta la perpendicolare P K
sopra OG , sara P K = O P sin. f = (162)

cos. f=

-;r—,- V (¢" +r*). Ora pel punto £ abbiamo
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y=0, 2==0, € per conseguenza (i60)
dx=o0,dy=rxdt, d2z=—=wgxdt. Dun-
que la velocita del punto P sard

_ Y dx+dy +dz*)
dt
E la velocitda angolare attorno O G sara

— V(g + 1) — ¥
=—pr— =7

164. Caroll. TV. Tre rotazioni pdt, gdt,
rdt che insieme si facciano attorno tre assi
ortogonali, equivalgono ad una rotazione uni-
ca dty/ (p* <+q*+r') attorno un asse che
fard coi tre primi gli angoli de’ coseni

r q . r
V(p+q ) V(P ag ") | (prag+r)

E viceversa una rotazione P dr¢ attorno
un daro asse, equivale a tre rotazioni sitmul-
tanee Fdtcos. f, Vdtecos.g, Vdccos k
attorno tre assi ortogonali, che faccian con
quello gli angoli de’ coseni f, g, h.

165. Coroll. V. Qui di nuovo ci si dimo-
stra quello che in altra goisa (L. 99) si di-
mostro negli Elementi: che impedita la ro-
tazione attorno tre assi ortogonali, & impe-
dita ad ovn sistema rigido la rotazione attor-
no qualsivoglia altro asse, che passi per la

loro origine.
100. Proposizione I1. Pongasi che gli assi

=x)/ (q* +1).
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0X,07Y, OZ siano fissi nel sistema, di
modo che facendosi le tre rotazioni come nel-
la Proposizione antecedente , ciascheduno de-
gli assi come O X giri insieme col sistema
attorno gli altri due. Si vuol esprimere il
cangiamento di luogo dei tre assi nell’ istan-
te d¢.

Comodamente si rappresentano questi can-
giamenti di sito per mezzo della Trigonome-
tria sferica. Intendasi col centro O, e col
raggio = 1 descritta nello spazio una sfera
(Fig. 16) e siano X, ¥, Z i punti della
sua supetficie per dove passano gli assi O X,
OY, OZ. Essendo (uesti assi ortogonali,
gli archi XY, YZ , Z X saranno quadran-
ti di cerchio massimo, e si taglieranno ad
apgoli retti. FPreso ad arbitrio fra i circoli
massimi della sfera un circolo fisso 47 B,
e fissato in esso parimente ad arbitrio un
punto 7', siano gli archi TX=1,TY=m,
TZ =n,ecliangoli BTX=a, BT Y=y,
BTZ=y. Ora facendosi congiuntamente le
tre rotazioni pdt, gdt, rdt attorno gli
assi O X, 0Y, OZ si vuol sapere quale
spazietto descriveranno nell’ istante d¢ i pun-
ti X, Y, Z, e come varieranno gli angoli
lL,m,n, N, p,v.

Si cerchi da prima il movimento del pun-
to X. Per la rotazione pdt che si fa sullo
stesso polo X, esso non si moverad punto ,
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ende sard per cuesta rotazione
dl=c dr=0
Per la rotazione g dt che si fa sul polo ¥,
il punto X descriveri un archetto XQ=¢d¢,
normale ad ¥ X. E conducendo Q R per-
pendicolare a 7 X, sard
XR= XQcos. TXQ

cos. 12

= = X Q cos. TXZ——--thsml
QR= XQsin.TXOQ

cos. m

= JXQcos. TXY = gdt ]

Ma XR=~dl, e I"archetto Q R & la mi-
sura dell’ angolo Q7X in un cerchio che ab-
bia per raggio sin. TX, onde QR=—d »sin.{.
Dunque said per questa seconda rotazione

cos. I COS. M
dl=gqgdt ; dA = =—qgdt
sin. { sin. {*
In egual modo per la rotazione rd¢ che
si fa sul polo Z troveremo

cOS. m COs. 1
s dA = =rdt

sin. . sin. {*

dl=—=rdt

E facendosi tutte tre le rotazioni insieme

avremo per lo spostamento del polo X le
due equazioni

dlsin.l= dt(qcos.n —rcos. m)
disin. ' = —d t(q cos. m + r cos. n)
4lla stessa guisa si esprimeranno le trasla-
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gioni degli altri due poli ¥, 4. Onde si

avranno tra gliangoli L, m, n, A, p, v,
queste sei equazioni

dl sin. | = dt(gcos.n —r cos.m)
(D) (dmsinnm= dt(rcos.! — P COS. It )
dn sin. n = dt(pcos.m—qcos.l)
dA sin. I° == d t(qcos.m «+7CO08 1)

(E) {dpusinnm® ==—dt(rcos.n +pcos.l)
d vsin.n® =— d t{pcos. | 4 g cos. m)

~

167. Scolio I. Dei tre angoli I, m , n ba-
sterd dall’ equazioni (D) ricavarne due ; che
il terzo ci si palesera dall essere

cos. [* == COS. M’ ~+ Ccos. n* = |

E degli altri tre A, u, v bastera dall’ e~
quazioni (&) ricavarne uno solo; che gli al-
tri due ci si paleseranno dall’ essere

cos. (¢ — A) = — cot. [ cot. m
€08, (¥ — u) = = cot. 7t cot. 1

168. Scolio 1I. Per le formole raccolte inm
quest’ articolo, conoscendo noi le tre velo-
citd p, g, r colle quali si rivolge il sistema
attorno tre assi ortogonali, conosceremo la
situazione di ogni suo punto ad ogni istan-
te: sia per mezzo dell’ equazioni (C) se quei
tre assi sono fissi nello spazio, sia per le
equazioni (D) (E) se dessi sono mobili in-
sieme col sistema.
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Art. IlI. Determinazione del moto
d’ un sistema rigido .

169. COME I equilibrio, cosi anche il
moto d’un sisiema rigido si determina ge-
neralmente e compintamente per sei equa-
zioni e non piu. E queste sono per riguar-
do al moto le tre equazioni dell”art. 88. e
Ie tre dell’art. 94. tutte sei derivate dall’e-
quazion fondamentale (8£). Le prime tre ci
mostrano che il centro di gravitd del si-
stema cosi si muove come se tutta la mas-
sa vi losse raccolta, e tatte le forze vi fos-
sero immmediatamente applicate; onde questo
cammino del centro di. gravitd si determi-
na non altrimenti che quello d' un punto
sollecitato da forze date. Determinato il
viaggio del centro di gravita, non pud ri-
manere altro moto al sistema, se non che
una rotazione intorno a quel centro. E que-
sta rotazione si determina per le tre equa-
zioni dell” art. 94. siccome tosto vedremo.

1770. Proposizione I. Date le forze accele-
latrici P, Q, R sollecitanti ciascun elemen-
to d M, determinare la rotazion del sistema
attorno il suo centro di gravita.

Prendasi il centro di gravita per origine,
e i tre assi principali OX,0Y,0Z (TFig. 15)
per esso condotti si prendano per assi delle
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#,%;,&. 8 dicano F, G, H le somme d¢c’
mowment: delle forze per aggirare il sistema
attorno gli assi OX,0Y, OZ rispettivamen-
te, pel verso XY Z. Di modo che sara
F=8.dM(Ry —Qz2)
H=S.dM(Qx = Py)
Cio posto, le tre equazioni (94) ponendo-

vi d M invece di m, e moltlplu,andole per
d ¢, daranno

th:S.ydedz—S.zdﬂIw
dt dt

Gdt=S.z ddx — 15 dM.(.i__C_z:
dt dt

. ddy ddx

Ora siano p, q, r le velocita angolari col-
le quali girera il sisterna attorno i tre assi
0X, 0Y, OZ. Nell’equazioni precedenti,
in luogo de¢’ differenziali delle coordinate
X, v, z si mettano i loro valori in p, g, r
tolti dalle equazioni (C). E si avverta che
per aver prese le coordinate sugli assi prin-
cipali , sara (147)
S.xydM=0,S.22dM=0,S.yzd M =0
onde spariranno tutti i termini che sotto il se-
eno S contengano xvyd M o xzdM o yzdM
moltiplicato per qualsivoglia funzione di p,
q s r; giacché p, g, r non sono funzioni se
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non che della variabile ¢, e perd escon
fuori del segno sommatorio S. Di piu si
chiamino 4, B, C i momenti d’ incrzia del
sistema rapporto ai tre assi principali O X,
0Y, OZ, onde sia
S.dM(y* +2")=4; S.d M(x*+z')=8;
S.dM (x» +y)=C.
Con queste avvertenze compiuta la prescrit-
ta sostitazione , dard in ultimo le tre equa-
zioni semplicissime
Fdt=Adp +(C—=DB)grdt
(F) Gdt=Bdg--(4-=C)prdt
Hdt=Cdr+ (B=A4ypgdt
onde conoscere le tre velocitd p, g, r, ¢
per esse (168) la posizion del sistema ad ogni
istante . |

171. Coroll. I. Note le velocita p , g, r sa-
premo ancora per ciascuno istante (102 . 163)
attorno qual asse e con qual velocita ango-
lare si ravvolga il sistema.

172. Coroll. 11. Suppongasi che il sistema
fosse da prima in quiete, cosicché quando
t — o fosse p=¢=r==0. Sard pel prin-
cipio del moto
Fdt—=Adp;Gdt=Bdq; Hdt=Cdr
onde le velocitd angolari infinitesime dp,
d g, dr colle quali il sistema incominciera

Fdt¢

a rivolgersi att orno i tre asei, saranno ]
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Cdt Hdt
B’ C

. > H* )
ponga \/(54-8.4- C'*) = W, I"asse is~

tantaneo della rotazione iniziale fara coi tre

. o, . F G H
assi gli angoli de’ coseni AW B W T
e sard la velocitd angolare incipiente d 7 =
Wdte.

173. Proposizione II. Determinare la ro-
tazione del sistema non sollecitato da veru-
na forza acceleratrice.

Qui sard F—=C = H=10; e se per abe
breviare faremo

. Se dunque per compendio si

le tre equazioni (F) diventeranno
dp=Lgrdt; dg=Mprdt; dr=Npqdt
Yongasi pgrdt =d @, ed avremo
pdmede ; qdq::.ﬂ[d@ H rdr:NdCP
ed integrando
r =L Q 4a*; P=2MP4+0"; r’=2NQ a4
essendo a, b, c i valori iniziali di p, g, r
e quindi

d a9

t_"l/(qu)-g-a’)(:zﬂI(p-i-b') (2N¢+C;§

Integrando quest’ equazioue in goisa che ¢==o
dia @ = 0, conosceremo ad ogni istante il
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valore di ¢, onde quelli delle tre velocitd
P42l

Rimane a determinarsi la posizione degli
assi principali, ricavando dalie equazioni (D)
eli angoli [, m, n, e dall’equazioni (L) gli
angoli A, u, v. Se per compendio si scriva

V' (Ad'a +Bb +~Cc)y=K
si soddisfara all’ equazioni (D) ponendo
Ap Dq Cr
cos. I = —7 ; cos. m = —= ; COS. N =
ed infatti questi valori sostituiti nelle equa-
zioni (D) le rendono identiche colle equa-
zioni (F) .

Finalmente delle equazioni (E) bastera (167)
risolverne la prima, per ricavarne 1’ angolo
A. Or gnesta prima equazione colla sostitu-
zione de’ valori precedenti di /, m , n di-
venta

drn(A'p = K')=Kdt(Dqg + Cr)
Dove se in luogo di p, g, r porremo i loro
valori gid determinati per £, avremo un e-
quazion differenziale separata fra A e ¢, I'in-
tegrazion della quale dard per ciascun istan-
tec 1" angolo *, e quindi gli altri due. |

174. Scolio I. 1 valori degli angoli [, m,n
potranno sembrare incompleti, perche vj
mancano le costanti,arbitrarie che dovreb-
bero poi determinarsi in guisa che posto
- — ¢ dessero i valori iniziali di quegli an-
goli. Ma cid non ¢ necessario nel case ne”



SECONDA. Il

stro, giacché questi valori iniziali sono arbi-
trar} eglino stessi, potendosi fissare ad ar-
bitrio il punto 7 nella sfera (166) donde si
spiccano gli archi /, m, n. E la proposta
risoluzione sard completa, fissando il suddet-
to punto in guisa che sia nel principio del
moto

c Z_Aa,‘ Bh __Cc
0S. =5 cos.m___—?{—, COS. N = e

175. Coroll. I. Queste formole ci confer-
mano quello che altronde sappiamo per I’
art. 102: che la forza viva del sistema, o
sia la somma de’ prodotti di ciascun elemen-
to pel quadrato della sua velocitd, si man-
tiene costante.

Infatti moltiplicando i valeri di p*, ¢+, 1
per 4, B, C rispettivamente, indi somman-
doli, avremo
Ap* + B q 4+ Crr=A4a’+Bb* + Cc* = cost.
Ma Ap* + Bg* + Cr = (162) V* (4 cos. f*
~+ B cos. g + Ccos. I*) = (148) V* Z. Or
sia u la velocita dell’ elemento d M e &
la sua distanza dall’ asse istantaneo; sard
2=S.kdM,e k¥V=u.Dunque V* Z =
V'S.k*dM=S.u"d M = cost.

176. Coroll. 11. Se il sistema incomincia a
girare attorno un asse principale, secuird ro-

tando perpetuamente ed equabilmente attor-
no il medesimo . |
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Supponghiamo infatti che il sistema comin-
ci a rotare attorno O X, colla velocita a;
sard b= o0, c= 0. Quindi I equazione fra
t e @ integrata in guisa che t=o dia ¢=o,
dard = c; onde sara p=a, g=0, r=0

197. Coroll. II1. Supponghiamo ora che I’
asse attorno cui comincia il giro, non sia
gid 1" asse principale O X, ma pochissimo
se ne discosti. Da cio intenderemo ancora
quelle che accadera, nel caso che girando
il corpo attorno un asse principale, sia la
sua conversioae disturbata da una mimma
scossd .

Siano dunque le velocita iniziali b, c nom
pitt eguali a zero , ma bensi piccinlissime ris-
petto della a. L’ equazione tra t ¢ @ dard
@ quantitd picciolissima, onde sard prossi-
mamente p = a. FPonendo poi p = a nelle
ultime due equazioni () e poi ditferenzian-
dele, la loro combinazione dara

1dr
(.?_..{;i_a_(z_a?- MATQ:O s ‘-E-E:’-—a’.MZVr:O

equazioni liceari, che integrate in goisa che
¢ =0, dis g=bcd r=c, faranno cono-
scere i valori di ¢ e di r espressi per t.
Prima d’ integrarle distingueremo due ca-
si, secondo che M ed IV saranno di segni
coutrarj, o dello stesso segno. Quaest’ ultimo
caso avverrd, quando siano i tre momenti
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principali 4, B, C diseguali fra loro, ed il
momento 4 dell’asse O X non sia (139) na
il massimo, pé il minimo, ma ntermedjo
fra quelli degli altri due. In tutti gli aleri
casi M ed NV avranno segni contrarj.

178. Coroll. IV. Siano M ed IV di segno con-
trario, e facciasi V= — M k. Le equazioui
gﬁ?ﬂ-a’M’k’q:o 5 d-dzr
dt t
integrate daranno

kg=csinnaMkt+bkcos. a Mkr
r—=ccos,aMhkt—~>bk sin.aMkt

Questi valori di ¢ ed r rimangono scmpre
piccolissimi, per quanto cresca ¢, e vanno
continuamente librandosi fra i limiti g=10,
kgq=c; r=c, r=>bk. Pertanto allorché
il sistema viene a rivolgersi attorno un asse
vicinissimo a quell’ asse principale cui com-
pete il momento d’ inerzia massimo, o il mi-
nimo, 1" asse di rotazione va perpetuamente
oscillando attorno 1" asse principale, rira-
nendovi sempre vicinissimo .

179. Coroll. V. Siano M ed N di sezno
eguale, ed NV = M k*. Le equazioni

+a M kKr—=o

{d
‘(_Z_ig_a’ﬂ[’k’q:o; i r—a’ MKkr—e
dt e

integrate daranno
2kq=(bkc) M (1) — ) —allk
2r=(bka-c) e“Mkt—(bk_c) c—all ke
3
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Questi valori al crescere di t crescono ol-
tre ogni limite. Pertanto quando il sistema
viene a rivolgersi attorno quell’ asse prinei-
pale cni non compete né il memento massi-
mo, n¢ il minimo, !’ uniformiti della sua
conversione & istabile, ed una menoma scos-
sa pud fare che ['asse di rotazione si dilun-
ghi indefinitamente dall’ asse principale .

180. Scolio II. Di questa singolar pro-
prietd degli assi principali, che la rotazione
attorno i medesimi si mantiene perpetua cd
wniforme, possiamo assicurarci auche in quel
modo che fu altrove (1. 285 )indicato. E que-
eto & col far vedere che le forze centrifughe
per le quali ciascun elemento d M tende a
scostarsi dall”asse si bilanciano fra loro in
modo che 1" asse ne vicne tirato cgualmente
per ogni parte, ne¢ piu da una banda pro-
pende chie dall’ altra. Quest’ equilibrio delle
{orze centrifughe si dimostra come seguc.

Giri il sistema attorno 1’ asse delle x con
velocitd angolare p. La vclocita dell” elemen-
to d M sard = p /(3 +2'), e la sua for-
za centrifuga (1. 227) =p d M}/ ()" + %),
Risolvendo questa forza in due secondo le
dirczioni delle coordinate y e =z, faranno
queste p’ ydM,p =d M.

Cid posto, fingasi 1" asse fermato in due
pernj posti alle distanze {5 (' dall” origine
delle ascisse, e si cerchino (L 106) le pres-
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sioni sostenute da questi pernj. Troveremo
che il primo sostiene nel senso delle coer-
dinate ¥y , z le pressioni

?’-’?(s.xj dM—¢'S.yd M),

p)
o S (S.xsz—-{’S.sz)
{~¢
ed il secondo sostiene similmente le pressioni

(—E?((S.ydM—S.xydM);

L (¢S zd M ~S.xz2d M)
=<'

Ma poiche 1" asse di rotazione & un asse
principale, sara (i47) S. xyd M=S. xzd M=o ;
e poich® passa pel centro di gravitd, sar}
ancora S.ydM=S.zd M=o0. Quindi do-
vonque sian posti i due pernj, le pressioni
contro de’ medesimi tornano nulle. Dal che
si vede che 1" asse principale non sostiene
dall’ azione delle forze centrifughe veruno
sforzo tendente a piegarlo.

181. Proposizeone [I1. Determinare il mo-
to d’un sistema rigido attorno un fulero im-
mobile .

Qui il moto progressivo non ha luogn; e
1l moto rotatorio attorno al fulcro si deter—
mina come nelle due Propocizioni preceden-
ti, avvertendo di prendere 1’ origine nel ful=
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cro. € le coordinate ne' tre assi principali
pel folcro condotti: il che non apporta ve-
run cangiawmento alle formole determinatrici
del moto.

E si troverd come prima (176) che se non
vi sono forze acceleratrici, la rotazione im-
pressa attorno un asse principale si conserva
equabile e perperuna.

"182. Scolio. Apparisce questo medesimo
dalla ragione prodotta all’ art. 180, sebbe-
ne in questo caso |’ asse principale non pas-
si pel centro di gravitda, e pero non possa
pit farsi S.yd M=o, 8.zd M =o0. Poi-
che se noi collocheremo 1" uno o 1'altro dei
due pernj nel fulero immobile , facendo = o,
oppure {'=o0, troveremo che quel pernio
che non coincide col {fulcro non sostiene pres-
sione alcuna. E questo basta per assicurarci
che 1’ asse di rotazione si reggerda immobile
senza piegare da veruna parte.

183. Proposizione IV. Determinare il moto
d' un sistema rigido attorno un asse inunobile.

Sia questo I’ asse delle x, sia p la velo-
citd angolare della rotazione , e sia ¥ la som-
ma de’ momenti delle Yorze acceleratrici per
aogirare il sistema attorno questo asse. Avres
mo (10¢) dy=o, dy==—pzdt , dz —pydt. Si
sostituiscano questi valori nell’equazione (170)

ddz ddy

Fl xS. T M —=—uad .2 f ——
at ytl.[[ - S d M "
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e si chiami 4' il momento d’ inerzia del
sistema rispetto dell’ asse di rotazione, on-
de sia S.dM(y 42> )= A'. Risulterd
Fdte=4d"dp. Da questa equazione cono-
sceremo la velocita angolare p , e quindi il
moto del sistema.

184. Coroll. I. Se non vi sono forze ac-
celeratrici, sarda la conversion del sistema
equabile e perpetua.

185. Coroll. Il. Sia il sistema animato dal-
la sola gravita, e sospeso da un asse oriz-
zontale . Sia M la massa, & la perpendico-
lare condotta dal centro di gravita del si-
stema sull’ asse di rotazione, e @ I' angolo
che fa questa retta £ colla verticale. Avre-
dp M gk sin. CP
dt™ A

siccome appunto si conchiuse (I. 298) negli
Elementi . )

mo F=Mgk sin. @ ; onde

CAP V.

Del Moto ne’ sistemi di forma variabile,

b
180. L INFINITA diversita de’ movimenti
che ponno cadere in un sistema non rigido,
non permette di rappresentarli con un limi-
tato numero d’ equazioni generali, siccome si
¢ fatco pe’ sistemi rigidi. Conviene pertanto
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ricorrere jmmediatamente all’ equazione (B),
1a qunale applicata come 8’ insegnd all’art. 86
non mancherd di somminjstrarci tante equa-
zioni quante abbisognano a determinare il
woto di ciascun corpo. Noi ne mostreremo
in questo Capo parecchi esemp); a’ quali si
potranno aggiungere quelli che daremo nejla
Sezione Quinta circa il moto de’ corpi che
scambievolmente s’ attraggono.

187. Proposizione I. Penda dall’ alto un
filo flessibile carico di var) pesi, e sia rimos-
so dal perpendicolo d’ una quantita minima,
rimanendo tuttavia tutto il filo in un piano
verticale. Si voglion determinare le oscilla-
zioni di questo pendolo.

Prendo le ascisse x sulla verticale calata
dal punto di spspensione, e le ordinate y
orizzontali . Siano m , m' , m' ec. le masse
de’ pesi attaccati al filo, e sia r la lunghez-
za del filo tra il punto di sospensione e il
peso m , r' il tratto del filo tra il peso m
ed il peso m' ec. Siano poi le coordinate del
primo peso x, ¥ ; quelle del secondo a’, '
ec. Facendo P=P' ec. =g, e @Q=0Q' ec. =0»
I’ equazione (B) diventa

( ddxy ( dd x' ,
C=]g - )m§x+ — -)m's:x:....

dt’ dt’
ddvy d vy’
---——l mjyy -d J m' 3y e

g - dr
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Or dovremo valerci delle condizioni parti-
colari del nostro sistema onde ridarre al mi_
nor numero possibile le variazioni §x, 5y,
¥ x’ ec. Queste condizioni sono 1.° che le lun-
ghezze de’ tratti r, r', r'' ec. sono costanti,
sipponendosi il filo incapace d’ allungarsi .
2.> che le ordinate y , ¥, 3" ec. sono pic=
ciolissime in confronto di r, ' ec. essendo
palese che le divagazioni del pendolo dalla
verticale rimarranno sempre picciolissime.
Quindi essendo
rFPmx Ayt —x) 4+ (9 — ) ec
avremo merce la picciolezza delle y, y' ec.

* f 2 1, 0)a
Tz=r—2; x'—-x:r'-(z-——{)- % Bl ey --9____'7__)_ e
ar 27 ar!
onde per essere r, r', r'' ec. costanti, sara
S x — - s ¥
r
(¥v' —3)
s =— L5y — r,j 3!
r
(y ’ ¥) 5
r
. o g H o !
)X = - -"’; g o L : N5yl r”-’ )5 ot
r
(,yr_y) (yu_y!) ,
~+~ = Sy -+ = 59"

- - & - * » - » L] - -

E finalmente per la picciolezza delle y, »' ec.
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in confronto delle x , sard ancora
ddx—=dda'=ddx"....=0o0.

Fatte queste sostituzioni, mercé le quali
verranno ad eliminarg; dall’ equazione (B) le
variazioni dx, d x', Y a' ec. ed eguaghau a
zero i coeflicienti delle Sy, 3y, Sy
avremo le seguenti equazioni, a]trettanté‘
quantl sono i corpi

dd f
0""&?{ +(m"‘"m’--..+m( )2y (m “+-m''. .m_*_m(n)}!!(y ’y)
mr o r
o_(?—c-{!- +(m'm".. _,_m(n))sﬂ(:r’ —-.7__) L (n)){.’(y" —7')
o m' '
o_i(i____,_r'm (n) g(y -)f') (m"’ o (n) g y:)
d . \ ' mn rm

ddy\"™) (n) g y(n) (n-r))
de () )

le quali essendo lineari coi coefhcienti co-
gtanti , ponno integrarsi compiutamente coi

C—=

noti metodi .

135. Coroll. 1. Indicherlé prima ceneral-
mente il modo d’integrarle, poi ne mostre=
10 qualche csemplo. Si ponga y' =ay,
y'=by, ¥y = cy er. essendo a, b, c ec.
quantitd costanti da determinarsi. Cosi le
nostre equazioni prenderanno cuesta forma

ddy ddy ddy ‘_
R—z'“‘"'-l-F)’:O, e = Gy=—0; -g?--hﬂy__o ec-
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ove F, G, H cc. saranno funzioni note e
lineari delle indeterminate a, b, ¢ ec. Or
dovianno queste funzioni F, G , H ec. es~
sere uguali tra loro: onde ponendo
kz'.::F:,k;:::G; k* — H ec.

avrd n equazioni, dalle quali eliminando le
indeterminate a , b , ¢ ec. che sono in nu-
mero n — I, rimarrd per determinar K* un
equazione di grado n. Avrd dungque £* va-
lori numero n , ai quali corrisponderanno
altrettanti valori di ciascheduna delle inde-
terminate a , b, ¢ ec.

ddy

at'
dd y = Asin. kt 4 B cos. kt. Quindi se i
diversi valori di A* si distinguano cosi k",
k> , k'"* ec. e similmente .si contrassegnino
i corrispondenti valori delle a, b, ¢ ec.
saranno gl” integrali completi delle nostre

% s .2 s oy .
Or I’ equazione -+ K* y = ¢ integrata

equaziont
y = Asin kt+ Bcos.kt+ A'sink't+ B' cos. k't

y' =adsin kt+aBcos.kt+a' 4 sink't+a' B cos. k'E

y''=bA sinkt+bB eos.kt+b'A' sin. K't+b' B’ cos. k't
189. Coroll. 11, Le costanti arbitrarie 4,

A, B, B ec. in numero 2 n vanno deter-

minate dai valori iniziali di y,% 5, %" ec. e
dy dy dy"”

di a3 030 dF & vale a dire dalla po-
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sizione iniziale del sistema , e dagl’ impulsi
iniziali che per avventura gli fossero im-
pressi .

E cosi se i corpi m , m' ec. senza verun
impulso furono semplicemente lasciati in li-
berta, verrda 4 = A" ec. = o. Per lo contra-
rio se il pendolo da principio era a piombo,
e ne fu rimosso per impulsi minimi, verra
B =0L"ec. =o0.

190. Coroll. III. Se i pesi sono eguali ed e-
quidistanti, 1'equazioni vengon piu semplici

_ddy g ; )
C=T +‘;“(”)’ —(n—1)(¥'=y)

o=t & ((n—-r) (3" =) —=(n—2) (y"--y'))

ddy" g ”_ (_ — ”f_ '
o=t 02 050 )

o\ d){ 4 5 (4 =)

dt 4
e facendo (183) y'=ay, y"=by ec. €

. ) rk*
per brevitd scrivendo —-—g—— — z , avremo le

equazioni

Ze== N = (n —=1) (@ — 1)
az=(Mn—1)@—1)—(n—2)(0b—a)
bz=n—1)(b=—a)—(n— 3)(c~D)

® - > L] L] * » L L ] . + - -
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dalle quali eliminate @, b, ¢... rimarrd I’

equazione in z del grado nesimo

n(n—i)* n—2_ 7.7 (et ) {Ne=2)” zn_g

2 Z: 3 '

191. Coroll. I¥. Siano attaccati al pendo-

lo due soli pesi eguali ed equidistanti. Fa-

reio n =2, e |’ equazione 2’ — 42 +2 =0

dard z =2 ==/ 2. Quindi

b= ‘/('%‘ (z*l/*))* b= \/(g?'(z_l/z))

a=1=—|"2; a'==1 4|/ 2
onde (188) i valori di y ed »'.
192. Coroll. V. Siavi un peso solo. Fatto

g

n==1, aviemo z==1, € k::-l7-—r. Quaindi

Il {

i -+ D cos. -I—/-E

|/r l/;
Agevolmente si ravviserd come quest’ equa-
zione rappresenta le vibrazioni isocrone del

pendolo semplice .

193. Coroll. VI. Qualunque poi sia il nu-
mero de’ pesi, la forma stessa de’ valori
(188) di 3, y', " ec. fa conoscere che il
moto di ciaschedun peso ¢ composto di tanti
moti parziali, ognuno analogo alle oscilla-
zioni d'un pendolo semplice.

194. Scolio I. Il Problema non sarebbe

punto piu difficile, se il pendolo deviasse

O ey 211

LR 3]

:y e d4 Sin.
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dal perpendicolo in qualunque modo , e sen-
za la condizione di rimaner tutto in un piano
verticale. Introducendo allora la terga coor-
dinata orizzontale z , che anch’ essa dovreb-
be esser picciolissima al pari della y, si
avrebbe per le ordinate z, z', 2" ec. un
sistema d’ equazioni tutte simili alle gia tro-
vate (187) per le y, 5, ¥'" ec. e i valori
delle z sarebbero compaczni di quelli (133)
delle ¥ , col solo divario delle costanti ar—
bitrarie. Questa osservazione si applichera
anclie a due Problemi seguenti.

195. Scolio Il. Si accennarono nell’art. 85
due modi di accomodare 1" equazione (B5) alle
condizioni particolari del sistema, corrispon-
denti ai due metodi che per I’ equazione (4)
si proposeto (27.2&). Nello sciogliere il nostro
Problema ci siamo artenuti al pritmo metodo .
Egualmente avremmo potuto valerci del se-

condo, denominando p, p’, p" ec. le tensioni
de’ fili r, r', " ec. ed aggiungendo all’ ¢-
quazione (/5) i termini — p3r—p'St' —p"3r’ ec.
dOVG ryr — xblx-l-_ys‘y

i —=(x' —x) Ox'—=5x)+ (3" —¥) (8¥' —3y) ec.
Sono allora tutte le variazioni : x, 3§ y, dx' ec.
arbitrarie, e fra loro indipendenti. Egua-
gliando a zero li coefficienti di §x, d ',
§ 2" ec. si avranno n equazioni; ed altret-
tante dai coefhicienti dit Sy, 3y, 3" ec.
Le prime determineranno facilmente i valoii
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delle tensioni p, p' ec. Poiché avvertendo
che per la picciolezza delle y si ha dd x ==

X g e—x X" ! |
ddx'ec.=0, ed — = B= = €6, =T,
r r

e P
! 2 !

m(”)); p' o

siavra p=g(ma+m'......
g(m' +m!...4+minly, . ...p(")—.::gm(”) .
Sostituiti poi questi valori nelle seconde equa-
zioni, torneranno quelle (187) di prima.

190. Proposizionc II. Sia lo stesso pen-
dolo della Proposizion precedente carico de’
pesi m, m', m" ec. ed all’estremitd infe-
riore sia attaccato un peso £ gravissimo in
copfronte di tutti gli altri m, m’ ec. Ri-
mosso il pendolo dal perpendicolo, cosi pe-
ro che il peso R resti immoto, si vuol de-
terminare il moto oscillatorio.

Per ridurre questo Problema al preceden-
te , null’ altro occorre se non che fare nelle
equazioni (187) il peso m\) — R grandissimo
in paragone degli altri, e porre 3(") e

ddy® — . Cosi le equazioni divengono

ddy g R gR
0= =m0
__dd_y' g R gR s 7
0= o= + = (Y =)= = (¥ =5
dd_y” gR UR o ”
0= e (7 =) = Sy O =)
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e non contando il peso tendente R nel nu-
mero n de' pesi attaccati al hlo, sara 1’ ul-
tima, o sia la nesima equazione

day™ gR  n)_ fn=1) SR )

Q . i
)
J +m(nlr(n+t]

197. Coroll. I. Se i pesi sono eguali ed
equidistanti , I’ equazioni divengon pitt sem-
plici. Per integrarle ponghiamo 3' =ay,
5" = by ec. e seguitando la traccia segnata
all’ art. 188. formiamo le equazioni che do-
vranno determinare gli n valori di £* e di
ciascuna delle costanti a , b, ¢ ec. Scriven-

mrk?

do per compendio —- - ==z, troveremo le
0 R
o
sezuenti equazioni
Z e B e (== O
alz—~2)+1+b=0
b(z—2)+a-+C=0

- »* - - - - - L 2

g (2= 2) 4+ A

|-

O

dalle qnali eliminando @, b, ¢ ec. si avra
un equazione in z del grado n.

19&. Coroll. II. Ma poich¢ i termini o, I,
a, b, c ec. formano una serie ricorrente,
si pud soddisfare a queste equazioni gene-
ralmente . Essendo ¢ un numero qualunque ,

ed i un angolo qualunque, si ha

— 2§10, § £ COS. b= SHL. (e[ ) L4=8iD0 (F = 1) 1= ©
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Dal che si vede che ponendo z —2==~2co0s.1,
e poi
sin. 2 7 sin. 3¢ Sin. n g

a:_—___'"b_— oo;oF=

Sin. I sin. 1 sin. ¢

a tutte 1" equazioni dell’ articolo precedente
sara soddisfatto, tranne [’ultima, la quale
ci servird per determinare I’ angolo i.
 Quest’ ultima dara
— 28iN. N1 COS. L+ siN. (N —1)i==0
7 S

@ sia sin. (n +1)1=0; onde si trae i = ——
NI

essendo s un numero gualunque intero ¢ po-
sitivo. Quindi ponendo successivamente s =1 ,
2, 3....n siavranno n valori diversi per i,
e quindi per z e per k*, e per cadauna delle
costanti @, b, ¢ ec. Chi facesse s maggiore di
n , tornerebbero pure gli stessi valori di z.

199. Coroll. III. Siano due pesetti eguali
solamente , ¢ disposti ad eguali intervalli tra
il punto di sospensione e il punto infime;

& @ 4 27
onde sara z.:-g,z’_—'_—%-;zzl,z'=35
R 3¢ R
o= , kr =25 ; a==1, @' ==-—=1,
m r mr
vindi se non v' & impulso iniziale, sard
P
o R 3o R
¥y = B cos. t 2. 4 B'cos.t &
mr mr
g R 3o R
¥'= DB cos. ¢ ‘—’—-——B'cos.t\/ £
mr mr
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200. Scolio. Del resto ancor questo Pro-
blema potrebbe sciogliersi col secondo me-
todo, come all’ art. 195 . E stante la piccio-
lezza de’ pesi m , m' ec. in confronto del
peso R, la tensione di rutto il filo verreb-
be prossimamente costante, ed = R.

L qui giova avvertire che (uesta secomda
soluzione non suppone gia come la prima
el’ intervalli r , ', +" ec. assolutamente 1n-
variabili, ma solamente le y picciolissime,
e pero le r, r', 1" ec. pochissimo diverse
dalle ascisse x, &' —x ec. E perd si adatta
ecualmente alle vibrazioni &’ un filo elastico
¢ distraibile, fisso in ambedune gli estremi ,
teso con forza R, e carico d’ un dato nu-
mero di pesi, mcnomamente rimossi dalla
verticale .

Moltiplicando all’ infinito il numero de’
pesetti distribuiti pel filo, e sminuendo all’
infinito 1 loro intervalli, si ha il caso d’ una
corda elastica tesa, ¢ distratta in qualunque
modo dalla sitnazion rettilinea. Comprende-
remo uesto caso nel seguente generale Pro-
blema..

ao1. Proposizione ITI. Determinare il mo-
to d’una corda flessibile fissa in uno de’ sunoi
termini, sollecitata in ogni suo punto da
forze date, e rimossa comungue dalla posi-
tora rettilinea in cui sarebbe in equilibrio .

Yrendo Iorigine delle ascisse nel termine
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fisso, le x sulla direzione rettilinea della corda
equilibrata, e faccio le ordinate y perpen-
dicclari alle x. Essendo d's un elemento qua-
lunque della corda incurvata, siano P, Q
le torze che lo sollecitano secondo le coor-
dinate x, y , sia /i la grossezza o sezion
trasversale della corda in (uell’ elemento,
e ¢ la sua densita, onde hgds la sua mas-
sa, e sia finalinente p la sua tensione. Sara
per questo sisterna |’ equazione (B)

o=, (P-—%%E) hds§x-+S. (Q—-(ﬂl)lzdsbj

- S 'y p 5 d S . .
L’ ultimo termine col'e riduzioni alrr ve jne
segnate (»7) e praticaie (00) si converte in

questi due

d A
S.Sxd.p T-I—S.Syd..;_)_._{_‘?_
. s d s

Facendone la sostituzione, € poscia egua-
eliando a zero (58) i coefhicienti di 3:::, Sy
sotto il segno S avremo per la determina-
zione del moto della corda queste due equa-
Zi0Di
ddx i pdx ddy I pd«,
?F:P_Phqud ds ' de _Q+7u_/ufs “ds
202. Scolio. Prima di applicare le equa-
zioni trovate ad alcun caso particolare , gin-
verd avvertire, che le differenze ddx , ddy
ne’ primi membri sono relative soltanto alla

9
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variabilitd del tempo, né altro esprimono
ae non che la variazione delle ccordinate
x, ¥y d uno stesso punto in diversi tempi;
siccome dalla loro genesi (84) & manifesto.
Per lo contrario ne’ secondi membri la dif-
ferenza ds, e le dx, dy da quella derivate
(6¢) suppongono il tempo costante , ed espri-
mono soltanto la variazioune degli elementi
x,y,s pe diversi punti della curva, e
nello stesso tempo. Per il che converra di-
stinzuerle cezli usati simboli delle dillerenze
parziali .

203. Coroll. I. Se ponghiamo che la corda
pochissimo s’ allontani dalla positora rettili-

Ld .
; dﬁ):o, eds—dx.
dt

nea , potrecmo fare (

Qaindi la prima equazione darda p= T —
S.Plhgds, essendo T upa costante. E la
seconda , sostituito questo valore, e difle-
renziando nel secondo membro col prender
costante |’ elemento d s, diventera

ddy\ (T ddy\ gdv\
(_Ei—c_’) (@_@L.Pllqu)(dx )".-.F)((j:l:’)-l'-"Q.._...:T

204. Coroll. II. Sia una catena di peso e
di grossezza uniforme, pendente dall’ alto
liberamente, e di pochissimo smossa dalla
verticale. TFaremo P =g, Q —=o0; e sara
p=T—ghgs. Dicasi I la lunghezza di

tutta la catena; € manifesto che quando
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s = I dovrd essere p == c¢; onde T=ghql,
e p=ghq (I — s). Quindi

ddy ([ = s g - {il =0
(Rz')"g )(d.b‘) g(cix)"

Quest’ equazione rappresenta la legge delle
oscillazioni della catena; ma i nots metodi
non giungono ad integrarla.

2¢c5. Couroll. 171, Sia upa corda elastica di
grossezza e densita uniforme, fissa in ambj
gli estremi, e tesa da un peso =7T. Sia pri-
va di gravitd, o veramente si trascuri il suo
peso siccome minimo a fronte del peso ten-
dente. Qui fatto P=Q =0 avremo p =7,
e |’ equazione

ddvy T [ddyy _
(d'}"" T hy cz;c“”)“(’

della quale si conosce | integrale completo

j._-—_F.(x-l-t\/}-;Z—q)-t-f. (.x-—-t\/%q)

dove i simboli F, f denotano funzioni arhi-
trarie .

206. Coroll. ITV. Queste funzioni si deter-
minano quando si conosca la figura iniziale
della corda, e la velocita iniziale impressa
a ciascun punto della medesima. Posto che
queste cose Ci siano note, conosceremo pey

. : ; : . dy
ogni ascissa x il valore di y e di — (tvr)
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quando ¢ == 0. Ora se per brevita facciamo
\//:T-‘E-I = b, abbiamo generalmente
y=L (cabtya+f(x=0t)

d |
__(jl: ==—bl" (x4bt)+bf (a2 =0bt)

denotando coi simbeli £7, i differenziali di
T, f; onde sia F'(a4-bt) = (da+-hdt) F(x+-bt) .
Dunque se per un ascissa qualungue x sia
1’ ordinata iniziale s, e la velocita iniziale
it , avremo

s=lF v fix s u==0F". x4 0f". 5
¢ moltiplicando 1’ ultima equazione per dx,

poscia integrandola, avremo --fu dx =

bF.x—0f. 2. Sard dunque
I I
F.x:;—s—-;zfudx

T X
f.ox=— s+—~fudx
2 20

dove i secondi membri saranno funzioni no-
te di x.

Ora nella prima equazione in luogo di =
si ponga x + bt , e nella seconda in luogo
di x, si ponga x—"~bt. Avremo cosi espressi
in x et i valori delle due funzioni F(x=+bt),
f(x—=0t) la somma delle quali ne da il
valore di ¥.

207. Coroll. V. Ma qui convien badare che
‘non abbiamo i valori di s, e di z, e quindi
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di F.x, e di f.x se non per le ascisse x
comprese tra i limiti o, ed [, chiama ndo 1
la lunghezza della corda da un capo all’ al-
tro. Per conseguenza il metodo insegnato
non pud darci le fonzioni F(x+bt), f(1—be)
se quando x == bt trovasi compreso tra que -
sti limiti. Ma il tempo ¢ cresce countinua—
mente ; € ogni poco basta a far che x+0t¢
diventi maggiore di [, ed x — bt negativo;
onde pilt non potremmo nella continuazione
del tempo determinare il movimento e la
fipura della corda.

Soccorre a questo difetto un altra condi-
zione data, la qual ¢ che essendo fissi i due
termini della corda, dovra essere y =—o0 gquan-
do r— o0, e quando x=1{, qgualunque sia
t ; onde abbiamo
F.])tq—f‘-—bt:::();F(Z-c—bt)—l—f(l-—bt)-::o
notendo esser ¢ un qualunque numero posi-
tivo .

Dunque in generale

F.o=m=—f.—2; Fla+D)z==f({l—=2)
essendo z un numero positivo qualunque.
Per cui se metteremo successivamente /= z,
2l =+ z, 3] %=z ec. avremo dalla prima e~
quazione

F(lxx)=—f(— lx2)
Felxzz)==f(—2{=x2z2)
FRlIxz)y=—f(—3lF2)
g4l mz):-—f(——q.l...—.z) eC.
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e dalla seconda

Falxny=—=f.xcz
FOlx:)j=—f(— [=z32)
Flxz)=m=—f (=21l z) ec.

ande si traggono le seguenti conchiusioni
F.z=F(2la-z)=F ({4 z) ec.
_..f(_.zl.—.z)_—;--j'(—.fl-—z) €C.
f(--zl-i—z):f(-—q.l-t-z) ec.
—FQle—z)==F (34— z) ec.

Dalla priwa conchiusione si riconosce fa-
cilmente, che quando couosceremo il valore
di F.z per ogni numero z compreso tra o
ed [, potremo conoscerlo ancora per (ua-
lungee nomero positivo, comuangue maggio-
re di /. E similmente dalla seconda conchiu-
sione si vede, come dato il valore di f.z
per ogoi numero z compreso fra o ed £, se
ne deduce il valore di f.z per ogni nume-
ro negativo. E cosi abbiamo «quel che ci
mancava a compiere il calcolo de’ valori di
¥ indicato nell’articolo precedente.

208. Coroll. VI Nell’ equazione

y=F(xalbt)4+ f(x—10t)
81 ponga successivamente bt —=12/l, 47, 67
ec. Il primo termine prenderd di mano in
mano i valori F(2l <4+ x), F{4l 4+ x) cc.
tutti (207) ecuali ad F. x. E il secondo ter-
mine i valori f'—2l4-2x), f(~ 47 + x) ec.
tutti eguali ad 4. x. Dunque rimarra sem-

fsz

Il
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pre y = F.x+ f.x qual era al principio
del moto.

Di qui si vede che la corda vibrante i~
torna periodicamente al sito iniziale, ad e=

i g 2!

guali intervalli di tempo = 7"

20g. Coroll. VII. Nella stessa equazione si
ponga successivarente bt—1, 31, 51 ec.
ma nello stesso tempo si trasporti 1’ origine
delle ascisse nell’ altro capo della corda,
cangianido x in [ — x. Allora il primo ter-
mine F(x -+ bt) divenuto F(l~— x+bt)
prendera successivamente i valori F (2l — x),
F (4! — x) cc. tutti (207) egualia — f. %
F. 1’ altro termine f (x —b¢) divenuto
fl—x—0be) acquisterd i valori f.—%,
f(=x—21) ec. tatti eguali a —~F.x.
Dunque sara sempre y = — F.x—f.x: che
3 ;] valore iniziale, ma con segno contrario.

Di qui si vede che scorso dal principio del

l

moto il tempo = 7> la corda ripiglia an-

cora la stessa curvatura di prima, ma dop-
piamente arrovesciata , vale a dire di sotto
in su, e da destra a sinistra; ed a questa
posi“tura ritorna poi periodicamente ad inter-

valli di tempo = Qb}

210. Coroll. VIII. Oscilla dunque la cor-
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da alla guisa d'un pendolo, compiendo cia-
LWl

scuna oscillazi<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>