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CALgﬁﬁﬁM:iNTEGRALEM

“Adnotatio 1 ad Cap. IV, Seét. L Vol. L
. . Déterminatio . conflantis finitae in  acquarione
1 ‘ _
f—l——z— =— Conft. £ 1lz+1z,&c
z ‘

pofiro quod integrale annibilesur quando z = o.

\

\, D § 219. docet: Auflor integrationes pro variis
. . L owmTlde

cafibus formulae differentialis —(TS—"— , in quibus #z eft nu-

- . N x

xm—1 dx
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‘merus integer pofitivas pendere 5, 2 formula j/‘
i I I

5, quae pofito k===, ob #™ ™" de=—dz,&lx = — Iz
, , m m

. . dz ..
, reducitur ad hanc fimpliciflimam formam. f l—', culus 1n-
Z

,, tegrale fi affignari poflet, ampliffimum ufum in Analyli
,, effer allaturum , verum nullis adhuc artificiis neque per lo-
A - garithmos
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,, garithmos ueque per angulos exhiberi potuit “. Quonitodo
autem per feriem exprimi poflic infra oftendit ( § 228. ).

. . s dz
I8 . AY - " s "
Subdit vero. Videtur ergo haec fmmulaf ™ fingularem {pe-

,, clem  funtionum t_ranfcendemium {uppeditare , quae utique
5 accuratiorem CVOlUUODCIn meretur .- Eadeln autem quantitas
, tranfcendens in integrationibus formularum exponentialium

 frequenter occurrit, quas in hoc capite trattare inftituimus,

,, propterea quod cum logarithmis tam arfte cohaeret, ut
, alterum genus facile in alteram converti poffic ¢ velati ipfla

formula modo confid = fi =]
" a confiderata —= po ito Jz==#, ut fitz==e”

e dx
3

& dz == ¢* dx transformatur in” hanc exponentialem

5 cuius ergo inéegritfé acque eft abfc’ondita “.
Cirato vero §. 228. docer effe
. X 1 ox* 1 %3 I ¢
=CHlst—F—. —+—. = St
I 2 Lz 3 L3 + 4 L.2.3.4 + e (1)
[ ) atque hinc
. % 1 (lz)2 1 (Iz)3 1 (lz)4 o
ﬂc+zzz+——+-—~,——,+'—.<—)-+—.(—z—)—-+&c.e.(z)
- I L2 3 L23 4 L234 ¢
deinde fubdit ,, quod integrale fi debear evanefcere fumpto
,» #==o0 conftans C fir infinita unde pro reliquis cafibus ni-
,, hil ‘concludi poteit. I[dem incommodum locum habet, fi

,, evanefcens reddamus cafu z==1 quia //z==/o ft infmi-

” t_Lllil‘l. Caeterum pater fi integrale fit reale pro valoribus
,, iplius it nori bi ' 1
» 1P _bz unitate ounoribus, ubl /z elt negarivus; tum pro
” }/;..Ol’l us unitate maloribus fierl imaginarium , & viciflim.
» Hine ergo ( rurfus concludit ) natura huius funtionis tran-
» lcendentis parum cognofeitur .

Quoniam ita fortafle impoffibile eft exhibere integrale

7 d=
j — per logari S au . o .
f [ DEY 108 thmos aut per angulos, uti impoflibile eft ex-

hibere

?‘L.

—pet’ furiltioneny algebraicaii *ffide “di-

hibsre intégrale’ ,
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cendum erit “harc formulam f—l— fingularém fpeciem fanétio-
S R A RIS IR TRY EE I bl T LTI L E il E R e U A
qum tranfcendentium fuppeditare , quae accuratiorem evolatio-
nem “mereatur .- Sed natura fun&ionis tranfcendentds, if : :— fatis

cognofci cerifetury quia licet non poflit-exprimi per: fun&tionem
finitam -algebraicam, tamen exprimitur. per: feriem., cuius {um-
ma eft logarithimus . = ; quae feries ralis eft , ug eius: coriftans
pro ca‘ful‘z: 1 poflit determinari, & quae fi ipfa convergens
non- fit pro aliquibus’ valoribus ‘iplus % tamen- pofiit in' alias
convergentes transformari , & quae demum . exhibear valores
reales ,. quotigfcumgiie“’géles_"\icélbrgs competere debent formulae
integrali f d—; Todéi ‘eroo’ miodo étiam fun&io ‘tranfcendens;

IR SRR S L o>

Ce ‘ . ~dz . - . .
quae oritur:ex ‘hac formula. f T fatis cognofci cenfenda erit,
N z .

fi per feries faltem infinitas exhibeatur , quarum {umma novo
nomine ,-fi cuk libueric erit appellanda , prout- novum eft
etiami - genus franfcendentiae quae ‘feries  tales fint, ‘ut.con-
ftantes per integrationem ingreffae pofiint determinari- pro cafu
z==1, aut pfo cafu z=o, & quarum faltem aliqua femper
convéfgens  fit: pro quocumque valore /z , & quae demum ex-
hibeant valores reales, quotiefcamque tales wvalores competere

debent formulae integrahfl—z. Nihil enim aliud requiri po-
R e e e .. Z

teft , quando ipfa- formula per terminos finitos integrarl ne-
queat ob novum tranfcendentiae genus. Simul ac ‘vero haec
omnia , ‘quae commemorata funt, pracftita fuerint, tunc cenfe-

" » dz
bimus aflignatum efle integrale huius formulae f T quod col-
%z

A 2 locari
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locari poterit fi libeat fub novo fymbolo tranfcendentiae, fub’

quo {i adhibeatur non minus ac fun&iones urculares, & lo-
garithmi amphﬁlmum ufum in Analyﬁ erit allaturum,

Iam vero quemadmodum integrale. formulaef— eft Io-

gd‘rithmus ipfius = ita integrale formulae f — ;quod Eule-

ro videtur tranfcendens novi generis , appelletur fi libet hy-.
perlogarithmus ipfius = .. Nos hmuﬂnodt hyperlogarithmun .

feu fi novum nomen offendeut, nos hmufmodx mtegrale for~

mulae f — ita afﬁcnabunus per varias ferles, ut pumo ‘con-

ftans pro hlS feriebus affignari - pofﬁt pro calu %=0. Secundo
ut aliqua ex his feriebus fatis convergens ‘fit pro quocumque
valore /z. Tertio ut. hae. feries exhibeant. valotes reales pro
quocumque valore reah Iz, ac proinde pro quocumque valore

reali formuhef meus rebus tota huius -fun&ionis- do-
¢trina ablolvetur .

Ac primo determinabimus valorem realem finitum C

pro duabus aequationibus Euler (1) & (2), fi mtecrale de-
beat ev*mefcere fumpto z =0 (%),

Sit C = E + log. — Fifitvero A= E —}- log. F erit

dz\
. =z

——
¢y v !lorern huivs conBantis fnjt

um elle debere jam demonﬂraverat egre-
givs juvenis Thomas Rofi, qui Mathefim ,» & Phxlofo;:hxam publice
repent in R, Ticinenf Archigymualio, & in R.' Ghisl leriorum " Coll,
Swrm demonfirationem fmul ~cum aliis elegantibus animadverfionibus
civer hoc integrale mihi » dum haec praelo mandabantur | humaniter

Fim mumcw't. Cum tamen ipfe conflantem minime determinaverit ;
4 a nobis efficietur . ’

5
' Iz)
f_z—~E+z..F+uz+z y L ‘(2?.‘4-&@.
Iz)3
»_E+zp Fl—litlat— - UZ) ;(2>3+&c.
Iz)3
=A+l-—-lz+lz I(lz) + ;<2.) + &

Modocum fit z f(! )?-’«[Elz) (lz)"

+e J/n{lz)s ’ J[%lz)s = (/z) ; Lgf;lz)‘* e

habebmms
z{z %

+(z) ST T gy R

<1z> <1z> L0
=Adie bt toss T
aCIIe autem appnet feum (3) nullam conltantem addendama

‘.

cﬁ“e poﬁto quod effe debeat f'—— = o quando z==o.

Tam vero cum pro quocumque cafu z <1 quantitas
-y habeat - fuum valorem realem; ipfa habebit hunc va-
lorem a cafu z==o ufque ad cafum == g1, fumpm_p)ro
e bafi logarithmica hyperbolica . Sed in cafu ZE=e T,
lz;—-—I ; 1 —lzx=o0, ac proinde

1 I I
Aw1+—l~———+—~—-—“

2.2 2.3.3  2.344  2.3.4:5:5
eme— 3 (—a 41— 1.2+ 123 — 1234+ 12345 — &e.n)
I 1 I ——
Sit fumma feriei -1+ — ——— + ——- &e.=-L
2.2 2,303 2344 M-
fumma feriei 1 — 1.2 + 1.2.3 — n.2.3.4 + iiCi(&-I)
habebitur A de—t-L==¢—* M; A= Lo aflerit
Eulerus autem in Calculo Diff, Part, Poft, Cap. I. §. 10{"; in-

o)

— 4 & (1)
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fe invenife M = o, 4036524077 fine errore in ipfa ulti-
ma cyphra ; facile vero invenitur effle L=o0, 796599
599297 053134 283... Quare cum’ fic e==2, 718281
828459 0452355 erit  A==o, 577215 5802...
Revera tamen offendemus effe A=o, 577215 6649...,
cum error obrepferit ob errorem in ultimis aliquot cyphris
numeri 0, 4036324077 . ' '

Tam manifelte liquer quod cum duae feries (3) & (4)

., dz . L
habeant idem differentiale 7o & cum per valorem inventum
Z

A=o0, $77215... aequentur inter fe pro caft z==¢~",
aequales erunt etiam pro quocumque alio valore = a eafu
z==c¢ "' ulque ad cafum z==o0. Quare cum in cafu z=o
annihiletur feries (3), anaihilabitur etiam ipfi aequalis (4).
Cum vero fit A==E 4+1F ; C=E +/—F; ent conflans
Fuleri C— A ~~IF+[/~F=A+/—1.

Non erit abs re invenire cundem valorem A == o,
577215.... etiam alia via, unde habebitur modus corrigendi
errores illos in cyphris ultimis fupra notatos; idque eo ma-
gis praeltare iuvabit cum numerus o, §772I5 664901 532 ..:
qui prodit pro valore A fir aliunde cognitus in Analyfi,
qui vix haberetur ad plures cyphras ope {ummationis feriei

1-—12+ 1.2.3 — 1.2.3.4 + &c.... per methodos communes .
Polito z==¢%; lz==u ; de==e¢ " dx habetur
dx e dx dx N w3 x4
J o= = —(14+st—4+ —+ + &e.
[ 2 % x 2 2.3 2.3.4
®? x3 Kt
=Atl—atat T+ b T g (5)
22 233 2.344
non faceflat terminus /— « loco /x; tum quia
uterque habetur eodem jure per integrationem formulic diffe-

rential; de  —dx —
entialis —= , ; tum quia iple terminus /v abit in /-«

ubl negotium

per mutationem conftantis A uti {upra vidimus. Habetur item.

e du

:’f;}_}g\“f_.{_l;’x;{;”_";.’;ﬁ.
% x st 2

i

% %

%? %3

— ——+ &co.. (6)
2.2.3 2334

ibi B eft alia conftans ingrefla per integrationem. Definitur
antem ea conftans refpettn A hoc modo. Evolvatur terminus
ém L : el .

— qui reperitur in hac ultima ferie per valorem ¢” =

X

' ) x»z_ - . . e .
14« +—+ &e Habebitur in ferie inde enafcente terminus
, 2 .

*cénﬁéns r, Caeterl omnes termini numero infiniti afficientur

variabili % . Erit ergo addendo hunc terminum conftantem

*Pﬁ B 3/'-6?” dx: B+1+Q+ }—x; ubi Q includit omnes

x

terminos algebraicos continentes # tam natos ex evolutione

x

dem poteftatum ipfius #; erit B+1—=A ; B=A—1I.
’ e¥dx e¥ | e” ffifﬁc__’ei_}‘e_i
Eft itemf—~—*:—xf+;;+2 =t

B X

dx x? ia_! % _—:;C— 6:-+C —
+zfﬁ<x+m+7+z_3+hc“.) —+ =

IRy f_—f——f—z— 4 &covoa (7) ubi item G cft
T x+3 2.3.4

%% %

alia conflans ingreffa per integrationem. Determinatur aufer:c
G refpeftu B hoc modo. Cum debeat efle (6)=1(7);

proinde

° quam :pbﬁt‘os ante & polt [ — =& in ferie (6). Includen-
b
]

| in | 1 gebral fitos in ferie
do autéem In P terminos omies albebralcoi —p-c
r(3) poft | — %, debet ele B+1+Q+/-w —A-tl=-x+D.

‘ 1 cries earun-
“Cum ergo Q debeat idem effe cam P, cum finr feries

reds et e?ds __e* fl_f | ¥ %3 2 &c.e
e R e
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proinﬂe i + o ;
S —-H——:H— -{--——+&c..,'; ﬁlpﬁCaddatur
5 3 234 )
€ .
quantitas conftans X orta ex evolutione = debebu: effe
2

C+ i:B; com cagteri omnes termini affefti # debeant efle
2

I I .
idem in utraque ferie; erit ergo C-—B-—-—;— =A—1 -——2- .
. e¥ds €~
it item 1n generef =— + -{—- z — + 2.3 —-+.,,,
%

x ‘fdx
+ 202040 ;7_1)1. +2.3. 400 ”f g ubi # mdlcat

numerum terminorum, qui habentur ante termmum 1umma~

e*d.
OFIUML 2030 frveees n f +M . Ac promde:em
%7’1 i
e®d X
[Er= S T e ()%
x
d»q
+2,3.4...,.71fxn+-l ( 1+x+ + -%-2 34--i‘....,.)
L.".‘

ex e ( ) e¥

- 2 — 2,2 = venote == Zo FoBeoee (=1 _—
" +xz‘ + ,\'S_]L _)x4.+ ® -} 34’ 0"
T 2.3 00s B 2.2 eead B P25 I NN

P

msn (71-»1)x"’“‘ 2 (n~2)x""“ .
- Y BN w®
——— e — — =} ———— —-
2.3 (m=3) 5773 + nt1 z(nii)(nlz)

R

e 4 &cves (8), ubi F el conflans in-
3 (4 1) (n42) (nt3) (8

grefl per mte"HHQW m.
Et po-

- Et- ponendo n-[- I loc;o '’ er1t denua

”a’x 6% g% e® - (
f‘.x,j  ——+ +z—~+ 3——_}..,....234...(72 I)——ﬁ-

xl
n-«f-.z‘ + L + - AATIQ)
& +“-=~+Z 34 (n_.;.;)__
R gx :’ K 234 (72.}.1) 234 (”""‘I)
[ Y] G.'
T}"AZ 34‘ ” n+—1+ : _(72 I)xn—}-x o
B e St H G L & S
J 2A<”~I)”’n"‘l o (72"'2:).7(;"_" "'oa;-.r. oy

+= + &c.ean(9)
nt2 2(n+2)(ﬂ+ 3) (ﬂ+2)<n+3>(n+43
ubi: etidm et G- quantitas conftans adiea per integfationem ..
Determinatur autem G refpeftu F ex aequatiorie, quae haberi

;deb_s; (8)——(9) 5. unde oritur.,‘, F — 2340

nx® ‘
D B 2T 334 o
'wrw"lxxm@x~%'zxnyxw T
+i- x+-—+-—’” - = -

#t1 z(ﬂ+1)(ﬂ+2> a(n+r)(n+z)<n+3)
e vG"-’Z ggies(nf1) 234 o (mp1) _

2’;3.4‘.... ﬁx?"_f’f;-‘- g = (ﬂ_;,i)x"‘i‘\ = o

2.3 vvs (2L T) 234, oo (1) _ "+I+l-—:cr

2. (ﬂ~1)x"-' 2% 3(72—2)9«”‘a """

L Pt ey R v toresT ry RIS
nlz 2(n+2)(ﬂ+3) 3(”+2)(ﬂ+3)<n+4)

[
Evoluto. itaque termino 2.3.4..

T & addlto ipli.
B G tar-
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i .
G termino conftanti ——— .. qui mde orltur, habe’fnmus
n

t+ 1 .
I . . . »
o =F -G:»FH' . Erit itaque i fa conflans
U+n4_1 ’ 7Ll C} P
: : I F I I
=A — I — — — — — — ...~ —; 3tque aequatio (3
F Sy 3 a1q q‘ ®

e~ dx

ita exprimetur (10).,MJ[ —Tad E +xz+7—_+ 3_.,

I S T T S 2
+.,..+2-3.4”. (ﬂ— I)—ngfi_A-\I_"f—t‘"'——,i—u\og_“”"
‘ kP 2 3 .4.-«-, on
. 234000022 234000 2.3.4 .. - 23 s ot
" (=)=t 2(,2_3_)%,,_3 2.3 (n-3)4""8
(r=2)(m-x)m  (n-1)m T o« o
3% 3 z2x% % T x-!'n,{.r.; 2(nf1)(nl2)
%3 o :
: — + &c... '
ey ey
Si nunc fumatur x = — 7 == — oo ; annihilabitur {aries

pofita ante conftantem A, atque multiplicata per ¢%; atque
fumendo feries ex ordine ad dexteram atque ad ﬁmﬁram I

eXdw A S
nabeblmusf :A—xm—————’——‘--e-..*——-}-l«-x

X ' 2 3 4 -
j_hx___j_ P , : 3 &
PR PN Iy 3(n+1)(ﬂ+2>(ﬂ+3)+ o
3 n B—1 )7 (r—2)(n—1)n
.__—-a—-u————;'— —— — — &Co oo
* 2% ‘ - 383 : e
Cum vero ob x==er=—-060 fit — ﬁi;—ﬁ——’“ =
(j:l)ﬂ _N__xB 72—:)-;%:21-1)72“ 2<”+IX”+2>.
— <H+I)(n—;)(—ﬂ+§--«—g—“——=—~, &e. ; relngxleblt
exdx

oo
o

anmhxl&rr eﬂt tandam A= :— B R iy + &

AL

I' L I"

n

- 4-
Sed - ex’ demonﬂ:ratlone Eulen m Calc Dlﬂ'er Part. Poﬁ C. VI eft

2w an? 4n4 6n5 NI

+-——'—~—+——-’—'8—+

ubl,&,_ }3 <, ;@,&c. funt numert Bernoulhama In cafi autem =00 eft

A Eflt CI‘UQ

ABC

SN .‘ LRy .

Quod mtccmle cu.m i cafu tpfo e O debeat

ABCT@

Co 0 0 o mmes -

2 4

0, 577215 66490f 5235, ut Eulerus mvemt loco citato.

Eadem Eulem methodo ‘aétu. colle&is centum terrmms feriel

I + + +L +~:=5~ &, mvemmus eiTe '
A—-o, 377215 664901 532860 618112 090082 39.
Gum- vero fit M=¢ (A~ L)-}-xerlt me—-xz-ﬁ-lzg = &e.
=0, 403652 637676 805925 7~
Cum- valor l——lz fit realis a valore z=zo0 ufque ad
valorems %= 1.+~ uhi ®. ef’ﬁ qqanmas mﬁmteﬁma erit
etjam 1ntra hos llmltes f :
(2 ) (12)3 (1z)4
2.2

[-—-—-A+z-1z+; +
T3 i

ubi mhxl mtercedct imaginarium .
: / B 2 Hinc

&c;,.;.,
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‘Hinc evidens fit valorem f ;) quiin calu z=o an-
’ AR .

aihilatur, pro .cafu z=1—0 effe-infinitum ; quod-demon-
firavit nuper celeber. .P. Gregorius Fontana, qui non: fatis -
perfpiciam invenit demonftrationem Euleri. I cafi "enim

d
z=1-0 habemus lz=—0, & i\ F+lo=—00,
> Iz

Cum valor ipfius z eft propior unitati, -tunc- commode
adhibetur feries (4), quae eo magis conversit,. quo ‘minus %
diftar ab unitate. Cum -vero -valor ipfius .z -fit propior -zero;
tunc adhibenda eft feries (ro) transformata, ut fequitar.

Sumatur #=—x4-#; ubi = fit fraftio pofitiva ant ne-
gativa talis ur fir » ‘_Proﬂmipr_j‘”ivalori’ iplins - — % , . erit

% "
l_x-_;[(n.s.y):]n_.__r_'_. o &c., & aequa-
- # 2n® 3l 2 :

tio (10) collatis in unum duabus feriebus hinc & inde ad
latera termini /—s, abibir ih fequentem TR

.f-g‘fa'x___ . I 5 I ' I I R b
] « —-f (;“ +E+2 ;_3"}'2‘3;:'%2.3.4.32—5+u-n+2-3-4-3(ﬂ“"1);’;>
B&—A‘_\I“"i—f—i—;i__;“anwm;‘_“i'i"lﬂ_"v——"zi’“azimcvee@.
2 % & I B e Y L 3713
+ nt1 antr)(ntz) 3(n+‘r)(n+2)(n+3)' T
R s D D Ot
% 25 % 3%3 T
; A feu -
petds 1 I I I I . . 1
Srm (Gt g bt bt a6 )
_i,A_B .S B s
2z an?  4n4 6n6  $ud "”“;hg_”‘a_é_,;—“”

i

(V) :f‘;—:

g R TR SEREEEIE BN L
at1 o a(nda)(ntz) | 3(rbr)(nta)(nt3)
RS A TR I
v . X 2541 . ) _3«] creen

feu tandem adhibitis aequationibus »== lz; e*==z; habebitur

A B yoe s

Tntw T e T T T S T T T
B LN GRS ¥ (1z)3 +en
-+5{7'2’-F;t]_' D) Ea) | 3t t3)

i { n. (r—1)n (n—2) (n—1)
Iz

Iz . 2(lz)r 3(t=)3 ,
in qua feric ex pluribus convergentibus compofita finguli ter-
mini fant’unitate minores excepto forte termino unico -—

ERERNY

LT , Iz’
qui tamen eft minor 2.
Manifeftum vero eft feries adieftas poft primam 1 ae-
- ¢*du
quatione (V) ortas ex evolutione termini 2.3.4.....7 f

n—1

noﬁ‘.elTe"cbnt‘e@inendas ;" atque adeo nunquam adhibendam efle
aequationem (3) fine additione, quando eius fomma quaerituy
proxime per realem fommam  plurium terminorum , qEam-
vis fine additione tunc adhiberi poffit cum tota illa feries

Z o 2 4 &e divergit, uti fapra faum eft in calu
Iz = (lz)2

z==¢—% ; tunc enifh revera non {a@mantur termini fed
per alias methoedos peculiares .quaeritur illa quantitas, ex qua
enata eft illa feries, quae improprie appellatur ﬁ;mma f;r}el
divergentis . Eo igitur calu adhiberi poteft feries fine additio-

ne. Tunc enim adhibendo duntaxat prieres aliquot tqull'_)inos
illius

AT S R S .
f‘z(lz f+'(lz)$l7’.j 2 s T4 s AR R

N

([Z/ "
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illins feriei per methodos illas peculiares fupra commemoyatas.

iam non negliguntur fequentes termini; uti fit in fummatione-
feriei convergentis per additionem ahquot terminorum ; {ed:
habetur ratio etiam reliquorum- omnium., quae.in curfu, fenel
ponenfh funt; inveltigatur enim quantitas 1pfa, ex qud’ ter-
mini illi adhibiti cum. onnibus conﬁe&arus enati ﬁmt . Quo&
probe notandum erat. /

Jam ergo pro cafibus ommibus inter valorem z—oy.,
& z==1-—o ubi © et quantitas infinitefima, praeﬂmmus.
illa tria, quae nobis ab initio propofita fuerant, Aeilicet “pri-
mo mvcmmm conftantem. addendam pro cafu. z = c. Secundoi
aflignavimus feries quarum  nonnulla femper- convergat pro.
quocumque valore = intra hos limites. Tertio hag" femes-.,
femper reales inventac funt pro his cafibus , in quibus etiam:

. . Ce .. dz

invenitur femper realis valor quantitatis. dlﬁgrennahsvr‘q.
Superelt ut pergamus ad cafus omnes qui- comtipentur inms.

tra limites valorum z=—1-4® ufque ad == oo Cmm

enim etiam pro his cafibus quantitas. dlﬁerenuahs ;—z fies
%,
realis ; videndum eft quodnam integrale fortiatur .. |
Celeberrimo Autlori vifum eft, ur fupra: retulimus ;.
» quod fi integrale fit reale pro. valonbus iplius =z unitate -
» minoribus, tum pro valoribus unitate maioribus fat imas
» glnarlum, & viciflim “. Nos fequentia notabimus-.

o ) ., dz . : .
rimo cum differentiale ™ fit negitivum pro . valoribus.
zZ

= unitate misoribus, & cum ex negativ

o tranfeat in pofiti-
vum cum =z tranfit a valori

bus unitate minoribus ad valores

. , o dm
» qun tamen unquam hoc differentiale = fiat

. . . %
tmaginarium a valore z==o ufque ad valorem z =00 ; dice

quod

unitate malores

4

i3

'quod fi quantitas conftans, quae ingreditur per integrationear,
fit realis pro. valoribus z nnitate mmorlbus ‘atque adeo to-

tum integrale fit reale pro his valoribus; noa poterit ‘fieri
ut  evadat lmaglnarmm pro valoribus = unitate maioribus .
Etenim fluxio realis continua non poﬁ"et quaﬁ per faltum ha.-

bere fluens 1magmar1um »

- Cum 1taque in cafu BEE L - habeatur f —== A +

l-—-—l(l—ﬁ))"‘"“A-’*l“f‘-l(I-{-b)), ob l(l—-co)_.—-co &
l(1+o))_+oo integrale idem effe debeat pro cafu

Z==1 +o) ac pxo cafu z==1—@® cum fluxlo in hoc tran-
ﬁtu mﬁmteﬁmo non evaférlt 1ma°marla' habebunus pro cafu

I-I-ca f! A+l+lz atque adeo pm caﬁbus om-

nibus a cafu z = 1 +co ufque ad cafum z=w habebimus

S E= Attt +(“")" Gy B (o)

2.2 233 2.3.4.4,
quae adhuc feries tota e& realis, & refpondet valori (cmpcr

4
reali quanntaus dlﬁ'erentlahs o
.
Idem etiam demonftratur hoc modo . Cum fit

f ”a'x___”_’i_’_ +'2__+2 3_.}.234_—. + & in infin. (r2)
X

%

cui feriei nulla conﬁans addltur cum anmhllarl debeat pro
cafu x=/lzx=-—020, fen pro cafu z=o, & cum haec

. . C ] eXdy ., ‘
{eries exhibeat valorem integralis f ab ipfo valore xa=/»

]

== — ©0© ad valorem x =09, feu a valore z== o ad valo-

rem z==09; eflt etiam per aequationem (o).

e~ dx f1 1 I I _ _I_>
f —= (7-}-;1——}-2’;—3—_—}-2,3E-}-M.-E—z.g.z;,....(n I)Nn

+ A’



AN S i AL
+A — I‘—'—Z——‘-""?‘—ﬂ 4. u‘tll‘ ) ”.“‘ nx’l
20304000 7 .2.3-.4....:4 20 3o 4;'...‘.‘72
(n—1)s"" z(n—z)x"“‘ zg(n-g)x"—s '
u—“.“—ﬁ—.n>(ﬂ“l)ﬂ (?7“1)?1 o +l .
%3 2% ®

x g% .’H

b Ko (13)

T N e T et

ubi fuppommus non efle notum valorem, conﬁantls A’ adden-

dae quando x eft quantitas pofitiva, atque- -addidimus apicen.

ut diftingueremnus ab A, quae conftans inventa eft” fupra pro.

cafibus in quibus x eﬂ quantltas necatlva..Sumamus nune

¥=n=09. Ex collatione aequationum. (12), & (13), &

omiflis in aequatione (13) terminis, qui fe mutuo de[’cruunt-,

habebitur Af—&.\,-—-x—'——}—.'_——l-ﬁ....;i l-—- =.0;
N Py | ?L.-]- ~% s
, LI I .
A+!“‘I’+}x,ﬁl_‘*‘;r‘—h"—‘_"'~o.nuj-'"_I":—O, ldcﬂ;
, 2 3 4 ) z
A+l-——1+ln——ln—~A_.0' =A—Il—1..

H

Quae conftans ita inventa pro cafibus, in quibus x habet:

valorem politivam , feu in quibus z:eft unitate maior fi fub-

ftituatar 1 aequatione (5) loco A; erlt
¢¥dx

= A=l bt + X +——+8cc.~-...

2.2 233

=Ad ity +——+——+&c,.”,, feu .

33
dz
S o=ty t (iz)— +(/z)3 1 &c....
% 2.2 233 U )
, pror[us ut fupra. Ent 1taque in genere:

22 ‘2.3,3

900 600

ubi

‘ 17
ubi ﬁanum — adhxbendum erlt pro valoribus =z mmorlbus:

unitate ; fignum: vero 4 pro. valorlbus eiufdem = unitate
ma1or1bus .

dx
Vldetur 1taque hlc in mtegranone locarlthmlca — adhi-

bendum efle. ﬁgnum duplex F ante: » hoc modo 1 Fax fere'
utl, in extra&mne radicum: parium ;, quod novis. exemphs in

.fequennbus uberivs. confirmabimus ..

Pro valombus % non admodum. unitate maioribus praefta-

‘blt uti’ ferle A +/lz +1z +< ) + &civivenn; pro va‘loribus.

‘ve1o mgentlbus 1pfus = commodlor erit feries (V) lnxta me-

thodos fupra expofitas ..

Iam ergo habemus ferles, quarum ahqua {femper eﬁ con-

e
vergens, & quae trlbuunt valores rcales pro, integrali =
¥

etlam pro ommbus V’llOI‘JbUS 1pfus % unitate maioribus ufque

in mﬁmtum , adeo ut cum z =00 fir [ —=—. Qua.r«.
A Iz Iz
janr ‘omnia: praeftitimus ,. quae fupra polliciti fumus pro om-

nibus valorlbus 1pf' us z a zero ufgue ad infinitum, pro qulbus
-

eft reahs quantltas differentialis T adeo. ut huius mtegnale
2.

quamvis habitum per feries, canferi debeat fatis cognitum in
Analyfi’; atque ad omnes ufus, ad quos. antea deﬁderabatur
deinceps fatis commode poflit” adhiberi .

(0N Ufm
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Ufus integralis f Tz:—z Supra dererminari

in wlrevioribus integralibus

i Raeter ufus, quos habet integrale fuperias determinatura
in integrationibus ab Eulero commemoratis ; alios etiam- plu-
rimos habere poteft in novis qmbufdam mtecrauombus , ‘qua-
rum aliquod fpecimen hic exhibebimus."

Proponatur exempli caufla mteuranda formula diﬁ'erentla-

Lis dxllz; habebimus fdzllz=zllx ——f—.—.zllz-— -—-llz
o [ — (lz) - &c..: ubi cum =zlz i annihiletur in cafa
2.2

z_-o in eodem cafu totum integrale anmhdabxtur exiftente
0, §772LF éuae

T Inals z=1 ert fdzllz=—A, qui cafus adch potetit
capitt VIIL ‘huivs feGionis cui titulus: De 'valomém inregra-
Liwm , quos cevtis ramrum cafibus vecipiunt .

dz= |
Secundo proponatur integranda formula 7 cuus integrale
4z

appellari poffet hyperfecandus logarithmus z3 fit lz==x;z=sc*;

llz=ls==y; x=ey; erit z=—e®’; dx==e’eVdy; &fﬂ
z

.__fewc_v_d.}_’-_ f"’ydﬁ’ + j‘ zydy + jfewd;z

I e4ya'y+ X

e fy dy % 2udx
i iic4 e
L e f S
3x x0T 4% 3dx 1 5% 4 dx
+ ax ¥ %A
f Ixs Ix4 234. Ixs +&e..
cuius feriel terminus generahs et —

fm@”"‘ dx .
20 3ufhous (72~ 1)
qui

9

' culus fummw
2234 ...n——I)fl ?

per ﬂ:rlem mﬁmtam fupenus eﬂ tradlta eo: modo ut annihiz

lctur poﬁm,uﬂ.—o feu x-k-—-o 51 ergo f il,-

liceat iam ap-

pellare: hyperlogamhmum #y.ac. mdlcare hoc modo. du
©®

f t vero hYperlo«arlthmus fecundus %= f ” = ["z; erit
.

r’ "
—=1lu;

P4

ﬁ‘ffw,l"zm—l sk Lt b

l'x 5 &c;-

: - few .
az

r._l”z::l'lz-}-l(lz) +——l(lz)3+———l(l~)4+-———~l(lz)f—{—&c o

quae férles fine addmone conﬂanns ﬁt =0 quando ¥==o;
feu quando mwl, e

q

- @éfc’watwnes in tmphcem modum mtegmndﬂ

dy =
ﬁwmulam ly = (l )n

Rimo conferatur formula dy—:.

de

cum formula Euleri
, (4 )
d}/:(l) . 213 Cum hlc fir X =1 atque adeo

d. (Xx).mPa’xzdx erit P=1; Q==1;R=1, unde fequitur

I I
I’ y=—=— 4 &e.
4 ((n-l)(zx)n~ F o) T i) e

adeo ut {i {it » numerus integer pofitivus; integratio dedu-

[\

Ca _catur
. A



Hnr, y=G-

20

catur ad formulam Eﬂ-—:lxﬂx_—;)—__-: '7;3 ac E‘ulevr‘-us,‘
docet loco citato. ‘ , e .
4 . ] .
Secundo cum ﬁtf(—;—:%:a%-”—»-'{- nf (1,4)#:!—7 5 erit
1%y = !/ P 4 _r n-_(n +_I_) + @4;1____)("”"3_). +"&c,,,;,,_.,.
FERGY T Gy (e () ’

quae feries finita et quoties » erit numerus‘uin'tegerpggat_i-,
vis, atque haec integratio oritur etiam ex folntione Proble-
matis 19. § 204. o ( P,

Tertio fi fiat x==¢? fumpta pro ¢ bafl logarithmica. hy-

: d zdu’
perbolica habebitur /x=z;dv==¢"® dz; f i =f€ =

(e =
ﬂ'z %t 3 . oz i—n zl"‘n o
f~—,<1+z+—+i+&c..u>:(}+ +i—+
=" 2 23 i—n 2—n
237" 24" + zy~—® s q o
—_— —_— c, ac tanacem
2(3—0)  23(4-7)  234(3—7)

I I I I

o (el i) (A )
quae feries quoties # eft numerus integer pofitivus habet {pecie

tenus unum terminum valoris infiniti; fed revera loco illius

termini recipit integrale logarithmicum . Omiflis itaque caft-

bus, in quibus » elt numerus integer five pofitivas, five fies

gatvus, qui fatis adhuc explicati funt; poflent confiderari

hae tres integrationes pro cafibus, in quibus # eft numerus

fraftus , aut quicumque irrationalis. Sed non erit difficile ex

iis quae fupra explicavimus has quacftiones abfolvere.

ADDI.

- &c.

o 21
wiA-D-D
A érnyn-fupgrgqra ‘praclum fubferant, cam’ «celebet.. V, D. Gre:
gorius Fon‘ta‘ng mlhi' fequ’eg;u} ‘perhumanis litceris exhibuits -

» A0, mels:.commentariis; reperio; ratigcinium Euleri circa
x"nOtan1"'z"Tbrn1 lélﬁ dz" | Lo
5 oram.formulam [ ;= = (-quo. _nempe- ratiocinio. _con-
B o - A T B O I N N R
ftitnitur ‘pofito intégrall aequali zero pro cafu ==o, fieri
A e ¥ ieaay i A _. I i \ W
‘fpfuny integrale-infinitum. pro cafu z=1 )5, poffe confirmari
,, hoc modo : in fubftitutione z= 1 — o non debet confide-

LT A ME NI UM

+y rari @ femper infinitefima, * fed talis ut dum = crefcit a
5.izere ulque ad unitatem;

@ decrefcat _ab. toitate ad zero.

U L —de

%=
T

» Revera cum fit

Ks I S € IS

,&log. = =log.

p(1—0)=—0——0!——6l——oi—&: fine

i N

- gqnﬁgnti , Dam prima conditio fervatur. Hoc pofito erit
LU gy O oo dwe o
logz ~ @+re*tie3tins+ &,

o do wdw  wrde 1963 do

S e 2 34 234 2.3.4.5.6
» ‘€rgo, - integrando. adhibita - neceflaria;, conftanti habebimus

dz I k<@ I70d . I9(I—0*4 '

nf————::log.co-{- — ol '—-——~)+&c.
log.= w234 3234 423450

,, Hoc modo fervatur conditio , quod falto z=o0, fen ®=1

»» fit ipfum integrale == o0, Ergo fafto z =1, feu @ =0,

, Obtinebitur . ' :

—

&,

N .

dz R ".,..I ' 19

— ==log.o+—- o T - &

? ~/1‘og._z “ og ?+ 2 + 2.3.4,+ 3.2.3.4.+4..z.3.4..5.6 ke e

, Ut nunc habeatur ‘valor feriei L + L + L +
EER 2 234 32234
[N 19
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..
43 +&c. obfervo eITe L e +’
42.30 .2 ,
AL S

. ) 4 .
—+ — + e 95 +&c., ut Patet ex redu-
2 34 234 23436
, Ctione fra@ionis in feriem . Itaque faGo == 1; erit.
I : I T Lo -19
VRN N, 1L34—+234 23456

., Sed fratio -

- Y aequahs zero. ratione

I+‘7+ 5 + &e. . L

denominatoris mﬁmtl Ergo reﬁlltat
1

”

o

2 34 234 234-56 N R
I I I PR
”i_}. + — 2 +&c.<1,
2 234 3234 42.3.4:5.6

d
, Itaque tandem habebmmsf i

dz J- bvz S Jt
» quam fit unitas ﬁveﬂ = mﬁmto negatlvo quando A=
08, Z.
je) )

Superior aequatio'Font_anae S
L d= -0 | 1-@®  I1—®3 19"f1-co4)
(@) f =l = =
2 234 3234 42?456
generalis L,Pf pro quocumque valore z='1— w@-inter 0, & L,
J.Equd[lo VEro ﬁJPCI‘lUS d ﬂOblS POﬁta '

f‘j—“:Aw_zzwz-g-“z) Uz) &e,

P

z 2.2 z .3 3
pofito 1 — @ loco = abit i'n fequentém
z
f - __A+z(m+ + ' p&e )-—-m»———-——-&c,
—l- — + &e.
»&c,
El

1 I ""‘.'
y 1=— 4+ — + + = ol o &c. - ac p_.romde
__locr o -{-quantltate mmoref

&e. ...

%3
Eﬂ autem l(m+ + ——+ &c.) = lw -¥— s, 5 ex1ﬁeme S

jfertc termmorum qm afﬁcmnfur Potentus 1pﬁus ro . Ent ergo
(6’)f %--A+lao+n colleéhs in o terminis. ommbus

qui afﬁcmntur potentls lpﬁus ®. Cum ergo o 1dentlﬁcar1 de-
w0 w2 C ]

beat cum_ fene Fontanae —— - ——-&c. & cum

20 2.34 0 3.2.3.4

“in utraque aequauone (a), &. (6) infit terminus. lw; erit con-

ftans’ A -aequalis conftanti .Fontanae , quam iple: demon(travit
efle unitate minorem . Scilicet erit:
A_o, 577215, 664901 $32860 618112 0gooBz 39

I I I 19

| + + + &e. ..

2 3. 3 4 323 b 42.3.4.3.6 ’

cuius. feriei quatuor priores termini aftu colletti dant nume-
Tum o, 36 2152 :

Explzc.fzna neceffiratis [i gm duplzczr adbibondi

in 1?1?6’0'1/1110”8 lagmztbmam.

)Upponimus hoc loco do&rinam Euleri, cum quo plures
Mathematici confentiunt , inter quos Fontana 1n Monum.
Soc. Ital. Vol L, omues logarithmos quantitatis negativae
efle imaginarios. Etenim apud cos qui putant loaarxthmum
quantitatis affeCtae figno negativo efle eandem cum 1ogar1thmo
einfdem. quantitatis affeftae figno pofitivo, inter quos quoque
numerantur Mathematicl fammi nominis ; nulla erit neceffi-
tas, aut utilitas figni 4 adhibiti poft ﬁgnum logarithmicuna,
cum tam fignum -k quam figrum — idem praef’cet quo ad
valorem locanthml.

Suppoﬁto iraque quod logarithmi quantitatam negativa-
rum ., fint imaginaril ; quonefcumque habetur dlffcrennale loga-
uthrm-
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sithmicum reale , in cuius integratione quantitas 5. quac cadit fub

figno logarithmico per varlationgm. variabilis ipfam'u?gr_edtm-
tis potelt fieri pegatwg,_\& q_m‘dem; per t_alenil_ varilapqugﬁn},
variabilis , quae non efficiat ut dlffcrgnt;a1¢» 1Pfum,v definat ef e
reale, tunc quaecumque quantitas -conftans: adda.tur—‘»m,- integri-
tione ; femper in integrall logarithmico polt fignun logariths
micum ante quantitatem, quac per variationem vaylabllxs 10
tra datam conditionem fieri po_teﬁ. negativa, pout \del‘)et fi-
enum duplex +. Huius autem. figni duplicis pars alteri con-
traria teac fumi incipiet, cum valar quantitatis: figno. duplici

affeCtac 2 negativo- tranfiy in pofitivam., aut viceverfa .. Huius.
do&trinae pars prior quad nempe fignum duplex : & ponendum.
fic polt fignum logarithmicum ig. Integratione logarithmica.

dx  —dx

probatur ex eo quod et —= ; ex quo licet. nos non:
47

P

inferamus effe. etiams [x ==Ji—x, ut. ii volunt: qui: ftatuunt-

eoflem effe logarithmos quantitatum poﬁtivarum. ac negativa-
rum ; dicimus tamen, quod nemo negaverit, ipfum differen-
dx ) '

tiale — tam oriri potuiffe ex. /x,. quam. ex /—w. Ergo.
%

acquum erit ut in integratione duplex illa origo indicetur ;

Cds , :
quare haberi debebitrj,- 7 = I4s. Eodem modo qu? - quais
*.

vis ex 2*==(-—a)* non poflit inferri dividendo.exponentem-

2 per 2 efle a==-— 4 ; tamen habita aequatione x*=—a?,
ob ar==(-—s)% extralta radice fcribendum erit x==%a.
Secunda vero pars eiufdem. doftrinae-, quod nempe figni du-
plicis contrariae partes fint accipiendae altera loco alcerius
quoties quautitas figno duplici affefta per variationem va-
riabilium 1plam  ingredientium tranfit a valore pofitivo ad
negativum aut contra, manente reali differentiali logarithmico
lnde confirmatur ; quod manente reali differentiali logarith-
mico lategrale non poflic mutare naturam f{uam. Scilicet fi
inte-

\ 25

integrale iam erat imaginarium nempe ob conftantem imagi-

rariam - additam fun@ioni reali variabilis quae refultat ex-in-
tegrarione ; adhuc imaginarium’ manere debet quaccumque. va-
riatio - acciderit fuo -differentiali dummodo femper feale per-
maiiferit. Non poteft enim integrale ex imagiraric fieri reale
difi per ‘additum imaginariany’, quod partemr. imaginariam
elidat , ac tollat. Hoc autenr imaginarium addi aut tolli nom
poteft per fluxionem perpetuo realem. Viceverfa fi integrale
1am erat reale; fi nempe variabili reali addita fuit in inte-
gratione - conftans realis; tale femper remanere debebig qui-
eumque fir fatus fui-differentialis dummodo femper reale per-
manferit . Hoc autem in integrationibus logarithmicis haberl
non poteft nifi- adhibendo: contrarias partes figni duplicis, ut
pracceptum eft .- Quod fi quantitas, quae per integrationem
poneada  eft. fub figno. logarithmico talis fit ut numquam per
variatienem variabilis tranfire poflit a valore pofitive ad ne-
gativumr’y aut viceverfa; tunc omittendum erit in integra-
tione fignum doplex » - - - v v

Huius dofrinae. licet nova exempla in fequentibus oc-
cusrere debeant ; tamen exemplum maxime perfpicuum 4 ac
fimplex non videtur hoc loco omittendum.

‘Eulerus fequenti Cap. V. §. 248, invenit effe

dep 1 1‘1‘*_@0{"(?‘
finp 2 1+4colg
~rdo 1 1+ {ing I .
f P =—— (p:iranw.(ng"}- — ¢ )
Y colp 2 1—fing 2

Nunc fi in huiofmodi aequationibus accipiantur quantita-
tes pofitag fub figno logarithmico prout iacent; erit pro plu-
ribus valoribus ipfius ¢ femilogarithmus quantitatis politivae
aequalis logarithmo negativae, contra fuppofitionem.-Sit eniny

I T . G
SP=gr—r—, ubi ¢ eft numerus pofitivus integer , » vera

I
:ltang.ez—q)

fraftio pofitiva, ac & femiperipheria circuli cuivs radius =1z,
Erit
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i ne, — oativa Eﬂ\' autem.
Erit pro his cafibus tang. — @ negativa . &
E—N:Cif'g femper quantitas pofitiva. Ergo in priore  aequa~
1+ col . o o i L
Hone erit dimidius logarithmus quantitatls po itivae aequalls-
logarithmo  negativae . Idem evemetyrm fecunda aequano»ne
I : .
. .
erit =g R—F — ‘ n
quoties fuerlt 45 A P=gq = S
Pofito erso quod abfurdum credamas quantitatem realen
aequari poffe logarithmo quantitatis negativae; ‘fcmben‘dqm erit
o I lI—-COf.Q)
J fng 2 1+colg
4 1 1+{ng

: S
Y e — ] ——— = o, | 2 Q —_ ‘;
/ ocofp T 2 lI—»ﬁmq; b tang (45 + 2 (D)

:litang.%@

pofito nempe figno + poft fignum logarithmicum dumtaxat
ante cas quantitates, quae per variationem variabilis tranfire
poffunt a valore politivo ad negativum ; cuius figni pars fu-
perior + adhibenda erit pro valoribus poﬁtivis tangentis cul
praeponitur ; pars vero inferier — pro valoribus negativis
ciufdem; adeo ut fub figno logarithmico ex utraque ‘parte
acquationis femper valores pofitivi reperiantur .
Idem vero etiam alinnde confirmatur hoc modo. Cum fir
( tang. i [0) )a — @i@ )L :.I_...@ﬁ% @_)ii(_f_m_f_@_li
2 (ohip)s — 1i(colig)i- (Anlg)®
_1—col(fp+ip)_1—colo v

= , = erit
il (tp+ip) 14cfo’

tang i@"’——\/I—COK feu + ! d
&S P=+ feolg’ eu ;x_ta11b.—2~cp__x/——~———

1 — cof.

ubl v* S accl
1 +col @

et pofia hac conditione fignum = praeponendum effe ante
tang,

pitar femper pofitive . Evidens autem

27
T e G . -
tang. —-z—q; iuxta regulas ralgebrae', in. eoque ut vera fit ae-
quatio famiefidum effe fignum + cum tangens —@ eft pofi-

i

B . .
aﬁgngm_vjep_o/‘_—— cum cadem- t‘ang.-z—(p fit negativa per

'variatiodem ipfius @ . Ergo praepofito utrinque figno loga-
rithmico habebitur iifdem conditicnibus ST
: 1—col. Ill’—-eo(.q)'

f—— ¥
L. —— ], —— — / -+ tane. )
‘('L%—-co{.cp« 2 Tl T tang.— Q@

Eodem modo: demonftratio inftituitur pro fecunda aequatione.
- “Hoc exemplum: eo' opportunios eft, quod i illo appa-

)

‘tet nexus ‘regulae figni duplicis + adhibendi in extratione ra-
~dicis quadratae com regola cinfdem figni adhibendi in inte-

gratione logarithdica:. .
Ut vero in hoc exemplo nihil omittamus, quod ad rem
noftram facere pofiit ; praeftabit inftituere integrationem for-

mulae: {—_——(p— etiam per feriem: infinitam. Sit fin. Q ==u ;erit
o g ,
o o ' ’ du a0
Q= Alcn':ﬁq. u ; dq)_fV(I——u")”ﬁn.@ =
dw . du

17

L ew 4y Lo }__i ‘4',.&'_3_: 6 ‘
aV (1=-4%) (I'+2‘u +2-4=u 1 o :)

2.4.6

k)

143 4
+ 204 b 2.4.6.6
(fin. <D_>_’i + _3;@“_9

J ———6 ,..-:-Co'nﬁ‘.-:-ﬁ- In +

o
2:2

== Conft. +/fin. ¢ +

2.2 2.4 4 2.4.6.6

Quae conftans fi determinetur ut ‘integrale "evanefcat quando

T _ )
@ = — uti fupra faftum eft ; erit.
2

: 4
SR fin.@

)ty 33(000)7
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J

‘!-_Fﬁn.q)-i—lw(ﬁn'q))z. +3(_I—-—(ﬁn.<p)j_)_+

23

dop 1 1-col @ + I- .ﬁﬂ-q))”%_dig:(ﬁn-?)");‘*_i_;_;

—1

e lfng

o T2 ipcolp 2.2 2. 4 4

ubi nifi feribatur fgoum % in Jofinog ; cum eft =
2 gn —rm exiltente g numero Integro p,o.ﬁuvo, r o vero
[ra&ione, arque adeo cum {in. @ eft negativas; quantitas
realis aequaretur  quantitati mixtae ex realibus, & logarith:
mo quantitatis negativae. Si vero addatur fignum £ atque
ita adhibeatur, ut /4 fin.@. r fenaper logarithmus quantl-
tatis pofitivae ; quemadmodum non variator  valor quantitatis
e k¢ quando « in ¢ loce valoris pofitivi {fumitur

3 1+4colg
idem valor negative; ita meque valor feriei, cul aequatar .
Oritur tamen hic alia difficultas, quod idem fit fin.@

quando (p::qrr_-%—riz—, & quando cp:(@‘%'l)n‘-f{-

non folam quo ad qualitatem, fed etiam quo ad quantitatem

waleris pofitivi, aut negativi. Si vero coll(gn+r— ) fit
2

. . . . . . T
pofitivus, erit negarivus eiufdem quantitatis coﬂ(( gi1)r~r— ),
2

_— 1 1=cof,
Quare variabitur expreffio —~l———(£

uin varietnr ulle
2 14colg > 4 .

modo elus valor

0o.0.0 g

N 2,2, 2. 4 4o
Huic  1acommodo occurritur  confiderando , quod fi arcui

P
: n
grtr - {ubftituatur arcus (g1 ) 7 —; expreflio

1 llhcoﬂ ; )
2 T oolo rranfit a pofitiva in negativam, aut contra
Aun quaatitas illius mutetur. Ex alia parte cum affumpta

fuerit

o
J fin, @

29
fuerit aeéuatio- dop= -—-——az—-———- 5 quae revera eft
d<p:,_m.f—":;@—)_’ ut a?teqdentx ipfos duos cafus '

9 —7»f€7§+""";‘»; Eo=(+1)r—r— perfpicuum. eft;
o : 2 P

de fiet [0 — - . o
inle foe S =k ey e poinde.
L, I—colg. '

PR AN SN ::i[[iﬁn.(p_?_l—(ﬁn'm)z_l_
: 2

R +colip .2 24 4
In qua aequatione omnia praecaventur , quae fuerant praecavenda.

~ﬂ ;‘;..;,: o ‘ o Solurio

i~(in.q )4
3(1( @)_)JE'.

4

]
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Solutio cuinfdam paradosi propofiri ab Alembertio pev::.
fignum + rite adhibitum in integratione.
- )

4 v o . N . ) - 0’.‘,
Uamquam integratio , quam exalp.{xaablmus ppn__ﬁ; IoD{f}
=~ ithmica ; tamen quia fnoe patadoxo expeditur per f1-

gnum + convenienter applicatum ; vifum eft eam hic per oc-

calionem collocare; gquando iam fatis huits hga -glegeﬁﬁttiatemw,,.
ac regulas conflituimus pro integratione logarithmica, neque:

pro aliis capittbus Calculi Integralis Auétoris n.offm ﬁilzge y
portunum  explicar regulas figni T in integratione Adem-

- bertiana , aliifque fmilibus’ adhiibendi .

A D A
]
Q M
R

e
=

K

0

£

Alembertius Tom. 4. Opufc. pag. 65. poftquam amico
nonnulla alia paradoxa propofuerit ; haec habet: ,, En aliam
,» [peciem paradoxi, de quo iam egi in Vol. 3. Monum.
» Berolin. anni 1747., quin {olutionem lnvenerim ; quae
» mihi fatis placuerit. Sit PM =y (Fig.1.) ; AP =«

» dy=dxv ((1-2) * =1), (Monum. Berol. 1747.p.241.) ;

AC=1.

»

»

»

9%

b

3
»

b2l
»
b2l
3

31

, AC==1. Elementum arcus AM eft dvv' (1 -——n)_";: ,

cuius integrale eft [_dx(x’--—;c)-?, ﬁnté—-i(x-x);;{- —3—,
vel fadto 1 ~——,x;.--:-z'="-..CP,-”i ( t—CP® ) Si CP'=4o,, ha-

\

betur AR:% Si. CP fit »nefgativ’um, habebitur valor

. AR r::% ﬁzi — (——CP)? )5 qui ob (—— Cp): -;CP et

[

ideni cum % (-1“——- CP ?).; 'qubd' tamen fecus effe debet ,

cum fit AR»>AM pofitoa- Cp=CP. En igitur etiam hoc
loco deficientem calculum , quandequidem ut plenius fatif-

. fiat aeqhatibn’i dy=dw"((1—=) *— 1) fumpto radicali

pofitivo, fupponi debet quod curva, quae profequitur ultra

pun@um R iam non fit RO, fed REK aequalis ac fimilis

ipfi RO “. _
Iniuria tamen accufatur calculus. Qued ut clarius de-

monftremus nonnulla funt’ praemittenda. Sumpto radicali po-
: B %

fitiva in ae,quﬁtiroﬁe dy=dn V" ((— %) S —1), feu

[
po—

(r

habebitur

y=

dy=ds(t1mzu 1) =—da(z P—1),

2
—z dz(1—=7)"; cum fit
1 A ” & , .2_
i; z. I i; I '31 3 3 3'5 3
—z’) mi——z’——z — B — %
v 2 2.4 2,46 2.4.6.8

3 3,1 3 % 1 3
—2 a2 — 2
B 73 4,.Z .+z,.4 6 z. 2.46 &

unde p.oﬁto quod y annihiletur quando z == I Iuxta ﬁigpoﬁ:-

tionem Alembertii ; erit

B—=



3t 3t 3 3 3. ... Qure
B_ﬁ—z_ 24 24 6 246 8 Q
I 3.5 -.
cum ﬁt——=8=--— 30 pxe.... =1

2.4 246 2468

at refultat ex evolutione (r— 1) ==o0 ; erit
r 3 I 3 3 3
SR AT U T T A
2

4 24 6 24.68

ac proinde B quantitas poﬁnva, =CR, qui eft Va.lor Ipﬁuc:

¥ quando Z=T 0.
Ex hoc caleulo in primis refultat quod fumpto radicalf

pofitivo eadem ordinata y refpondet tam valori pofitivo ‘=

quam negativo . Quare fumpto radicali pofitivo; curva quae
pxofﬁqultur ultra punétum R erit revera RO :

Ut indeles tota huius curvae melius appareat {unmator
nunc refta DRB parallela ipi AC pro "axe abfcu’ﬁirun
x=RQ =CP, ac RC normalis ipfi DB fumatur pro axe
ordinatarum #» =QM = CR — PM -B — y; habebitar
acquatio —dy =du=dz (% i 1) ; ac proinde

2 B S &
y=di L 3 5 L iz*-._. 3 3.3
2 2 4 2.4 6 24.6 5 -
fine additione conftantis ut fimul evanefcar # & z in R,

e g

l

Cum vero in agquatione dﬁ‘-‘dz\/'(z Ej- I) con-
tineatur ratione ﬁcrm V' duplex valoris fpecies adeo ut fic

x

dw = t dz(z *—1)%; habebitar revera Uenerahter

2 = 4 6
2;:;{_‘ -—J—zgm-_lr-_g_. 3_“ 3 3 .3 — 3 5 3
( " 4% v == 24,68 Sz.g_)(z),

Atque haec eft acquatio maxime prop

ria. ad perfpiciendam:
naturam curvae .

Ex hac acquatione primo intelligicur curvam  habere

quatuor ramos fimiles , & aequales RA RO, RA’, RK,
ac

33
ac praeterea nullos Quare perperam poﬁn funt ab Alember-
th rami AT, TO. ,

Secundo : hos ramos terminari ex abrupto in quatuor
punctis - A, -O,- K, A’ cum pro .valore z>1 fiat du

1maamarlum
Revera etiam pro integratione pro axe Alembertu for—

mulae dy=tdsv ((1—=) 3—-1).m+dz(z Sap)?
generaliter fumptae ope figni ?_ habetur . |
Ll 3
y=B+(—- - + Sreeis e 6 T ) (3)
ubl conﬁans B= CR non debet aﬂ"lcl1 ﬁcrnoI +. Quare pro
aliquo 'valore z puta RQ habebitur alter valor
_;/_q-PM PQ—PQ ; alter vero y=PM'=PQ + QM.
Quod idem -habetur ex aequatlone y=B—u prout u accl-
pltur poﬁnvum aut negativum. .

A v 4
M Q._JM’
e ,

N7 4 \i

o B K

Nunc pro re&lﬁcatlone , curvae coius aequatio .
T3 2 3.
+ - habetur du? 4 dz2=dz*.% ’;

W= dz(z. D E atque
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atque elementum curvae v (du? 4 dx) generaliter fumptam
o 2
: o . 30 % -
erit + dz.x~" ;.ac proinde ;ntegrale erit t?zs, quod an-

pihilatur fimal cum ), ac z. Erit ergo. arcus in. genere
=+ 3 % .

2 :
Paradoxum videri poffet quod hic arcus adhuc expri-
matur per formulam valoris realis etiam quando 2> 1 , 10
quo calu debet effe imaginarius ob ordinatam curvae imagi-
nariam , in quod paradoxum ‘incidit -etiam pofitio axis- Alem-
bertii ; quamvis de hoc nihil adnoraverit. Sed de hoc para-
doxo, quod apparet in plarimis aliis corvis, agerar in'fe-
quentt paragrapho. ‘ ‘ , _ U

Si nunc fumatur arcus RMA  pofitivus originem habens
in R, éumque continuare libeat cum arcu R#'K ; habebimus
diretionem Ry’ nesativam. Itaque fi fumatur RQ =Ry, ac

3 2

, 3

~ 9 2 . 4 3 . .

fit RM:‘,‘?Z ; erit R¥=—--%", quod iam eft evi-
2

dens. Erit ergo RA:i; AM;i———g—z?;

'

‘3435 , - ,
Ay = + % ; ac 1 gemere portio arcus ARK , cuius

2
mitiom ftatuitar in A erit :—3—$ iz . Idem
‘ 2 2
Emm e{‘fc integratione : Alembertii dummodo in ipfa rite adhi-
cawr fignum 4. Nam cum, ut iple notat, elementum ar-

cus AM fit dxv/ (1—=x) °; erit eius integrale

re{ultat

3

4 N 3+ 3 B —

T de(1—x) = 5 + ?( 1—)  cum figum T non
~ e ? :

afficiat conflantem ——;~ - Quod non debeat fami 4/ ds(1~x) °

tam

| 35
tam pro arcu AM, quam pro arcu Arl, ut fumpfit Alem-
bertius , exinde patet quod differentiale” in M, &+ debeat
‘haberefigha- contraria pro vatia:fpecie:valoram arcuum RM;
8 R?{f 3‘"?“%' B T TR . . veer 3 aio :

N &qgie dbfurauhi- ;videni ?déBét

3 © o

‘ - quod. differentiale: quantita-
tis femper crefcéntis’ fitquandogue negativam quandoque.. po-
fitivam s Nam fir’ 2~ = rquantitas femper crefcens -a. zero ul-
que in-infinfeam:ierit ceinsudifferentiale’ sidz modo négati-
it peduim " pofitivam .prout erit: pofitiva vel negativa quan-
titas z. Quod rite eft animadvertendum in. ' differentialibus
qiianititatun,” quae “per “integrationem acquirunt conftantem ;
AT U IO P S T T N RNPIST RN O
cniufmodi funt,differentialia ipfa Alembertil AV ((1-w) =1),
T3ie e PUERTFT LR OT s et T o L
dc'duy/ (T —w)  *; quorum integralia debent annihilari quan-
do ¥=0. : '

e o I
AAM__1Q /M’
»1’,-{ T

o

© Quod vero fignum + praepofitum differentiali - non de-
beat afficere conftantem, quae ingreditur per integrationem,
fed dumtaxat partem variabilem ipfius integralis, quae im-
mediate, oritur ex differentiali; quamvis iam demonftratum fir;
tamen etiam hoc noto exemplo illuftrari poteft. Sit curvae
o E2 AMR
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R wde o A D= e
AMR. dequatio dy= 7('—1‘:'”';5’ ) .__P‘?ﬁ‘t_o AP=w#, EM =Y5

erit y=C—v'(1 —ux); ubifi y g-yqnefccré debeat ﬁmulcum
«; habebimr C=1, quare y=1I —v (1 —w ) eft
autem haec aequatio  quadrantis _c1rcgl-1 5 8’4 ;-generahmr
y=r 4 (1 — x%) aequatio femlcucqh; ARA G o

Cum haec curva non redeat:in- feipfam;, mon’ potelt in-
ferri ex reQificabilitate eius. arcuum  argumentum: contra ode-
monftrationer Newtoni , quod nullae rourvae - in fe redeuntes
fint retificabiles. s o ey

Hoc vero genus cutvarum , quae. in fe non: redeunt,
neque abeunt in infinitum, fed termﬁinan_tur_:,gx q.bﬁt;qptrg__n(__m
videtur explicatum fuiffe a” Geometris . "Non eft “antem  dif-
ficile infinitas curvas luius - generis, invénire , quod  mox
docebimus . ) o o

o " N ."‘, .
De criterio arcus imaginaii expreffe per
formulam vealens

4Um fit differentiale arcu&:ﬁ/’(gz]}'ar-}; dx*) exiftente reali
o v {dytdde .
%, & p, numquam poterit formula ‘_V( yii—)— pofitive
b %

fampta effe unitate midor. Ac ‘revera aut differentiale arcus
habet pofitionem parallelam axi ; ac tunc eft aequale dif-
ferentiali axis; aut habet pofitiopem obliquam, ac tunc
elt maius. v 3

Hoc pofito fi fit arcus s==X, quae fit fun&io ipfa§ «,
ac fit AX=Pdx, it vero P quantitas, quae pro aliquo va-
Tore ipfius » Rar fralta; pro eo valore = licet fir X quanti-
tas reahs‘; arcus tamen s erit imaginarius. L

Ratio eft quod expreflio 5, quae nihil alivd et quam
Arc. able. %, includit conditiones geometricas, quae pro va-

loribus

| - w
loribus: nonnullis, licet realibus ipfius X locum habere ‘non
Pom],nt' LA At 5. 7 ” ° s ¢ -

-Infinitae ergo .curvae efle poflunt , in quibus arcus ima-
ginarii: mentiantur, valorem., realem, cum. infinitac “fint: for-
mulae X, in quarum differentialibus Pdx’ fun&io P pro ali-

quo . valore « fiat: quantitas fradta.

di (P—1)idy = dyy (P = 1) Quitdo

ntitas’ fracta’y tunc * dy * evadit' imagindrinm . Ergo
‘1o quoriarcus imaginarius incipit' mentiri- valorem rea-
n'yelt ddénislimes . in'-quo ordinata cum- fuo differentiali: fit
imaginaria, atque.item exprimitur per -formulam \imaginariam .

ci 2098k Hin integratione:. formulae’dy = dav/(P— 1-)- nulla
addatur: conftans’y in (curva ‘qude indel enafcetur relatarad axes

normales x, & :» pro quocumque valore determinato x, nou

‘potetit y habere' nifi duos’ valores “aequales  affe€tos fignis™ cons

trariis,, ac. proinde fi hi valores fint, finiti quando P=1;

. cuiFva hiabebit.ramos’ duos. deficientes .ex abrupto, fi. paullifper . -
immutato valore » iam flat P< 1.

Quot erunt ergo valores », quibus refpondeat aequatio
P==1, adeo ut paullifper »immutato valore », fiat P <1,
itsiivaloribus: deficiunt 'ex: abrupto.” B
Ex iis; quaeidiQa funt;, pronum eft iudicare deé curva Alem:

tot erunt paria aéqualia, & fimilia ramorum curvae, qui pro

L)

5 2

bertii :fu'pi‘:a; éxfp,llxi‘cataﬁ,;.c_ui:us ieguatj,ci eft dy==dxy/((1-%) *~1),

quae. refertur ad aequationem dy =dx v/ (P —1I ), ubl pro
cafu Alempertii- P incipit- effe fraltio ‘quande # incipit efle
negativgm, g aut pofitivam > 2. . .
Ex his curvis infiniris quali prima elt, quag, cxprimitur
sequationg (dy = dev/ (s + bw) = dx ¥ (g + be) 1),
quae fimul“eft quadrabilis , ac.re€lificabilis. Si. in hac aequa-
tione fit # == o repracfentante abfcifla » diftantias planerarum
a centro: ordinata y repraefentabit tempora Periodica;ﬁg
‘ ; o {e




SRERIELs e -(:‘: 4

EUm detintegratione hu1uﬁnod1 formula 1 Eulerus mhd
praccipiat, cumque . fatis conferant ad. folutionem. nobiliim
ploblematum , quae hatenus intatta fuerant; vifum eﬁ earum
traQtationem addere Cap V., Sefionis hulus, cul nimiram ca:
piti titalus eft : De inregratione formulﬂmm d?zdulos, S quue
anguiorum ;mpltmm‘mm. o ; SRR ST

Conftat -autem ad formulas x"a’x ﬁn.rx;,, x”;dx cofx
has alias z"d=fin.(z° ) %" dzeof (z4) .

) [ARN ARSI ¢
%' ==x, unde habetur zMe=x ; de==dew == —
c

m ~i—c ’ I‘ 777—|— 1)"’-‘

z'"z/zﬁ-n-(zc)ztx ¢ dufinx; z"’:lzcof(z )—-‘—x' e
¢ I

- Problemia L . cobn e
Formularum « dx fin.x, » " dcol.x mtegrale invenire
fiquidem ~ denotet numerum integrum poﬁtlvume g

Solutio-w - o ey

Cum fit fx" dsfin.x = — w? coll x F frxn=vducolin =
Sx"drcollx=  #xfin, x—fnx”"‘dxﬁn,
per opportunas fubftitutiones ervemus. 7'
S dsline== — %" col.# + nx " fin, st n(n— I)nc”‘zco{' %
~=n(n-1)(n=2) %" 3 fin.4 —&t... (A)
quae feries conflabit numero finito terminorum ; habeblmus

nempe
Sudx

saey promde

ifxz Jd_a;cofx

'fn(nml)(n-z).... (n -k)xmktdx

39
fxdxﬁn.x_—xcofx-{—ﬁn. ,
f‘dxﬁn.x—f~x colurk24 ﬁu.w-[—zcofx——z :
fxidxﬁn.x——'—x3cofx+3xzﬁu.x-i—gzxcofw——g.zﬁn.
% fing -—~x4cofx,+4x3ﬁn.x-}-4.3x col..x~ 432xﬁnx

.Eodemque modo habeblmus

fx" dxcol.a =x"{in.x + nx ""cofx—-n(n-— 1)%" 2 fin.x
' -—-ﬂ(rz—1)(n—z)x”"3cofu+&c... -~ (B)

Sudx col.x

xiﬁn x—{—gx cofxwgzxﬁn.jx';gzcofx-f—g 2
4_ﬁn.x-§-4 lcofm-~43x’~ﬁn.x-432xcofx

- quae i ita: ﬁmt fuznpta, e evanefcant poﬁto % ==0

. .S'c/;olto.n .
Duo tertmini cenerales n(n—l)(n—z).. (n-k) xn-k-1dw cof. %,
<8< n(zs~1)(7z«-z)..... (n=F) -l g fin. 2 ferlerum (A),:& (B)
gvrolvumur ex” duobus fummaroriis © -

Al Y (w2 Yo (k) ek defin &'y &

7 (5-1)(m=2)evuen (r—k) x -1 de colx. Tam vero quando
b =r, annihilatur fimul com fuo differentiali mtegralc for-

© mulae fn(n—-:)(n-—z) coii(n=k)x bt dytfine . Licet

,z(n~1)(n~—z)....(n k) skt dxcof.e; tamen fi inftitua-
tur exufdem mtegrauo mdlcata per formulam fummatonam

habetur pro integrali quantitas conftas n(nvr)( "= z).,.(w ~(k-1)),

quae eft ipfa adiicienda feriei. (A), aut_(B), ur evanelcar
pofifo # =o. Proble-

‘autem in eodem cafu- k=7 aequetur nihilo differentiale
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Problema 1L -

Formularum " dx fin. & L a’xco(x 1nteura,1e mve(h-
care , fiquidem 7 denotet numerum mtegrum neaatwum,

Solwio '

"+— Hin, g — x"'i‘ L a'xcofx:

Cum fit ﬁ" dx ﬁn.x——

ﬁ"dxcofé:: x"+'cofx+ x"’*“ ‘dxﬁn.
i &

patet neque hoc modo per fubﬁltunones poﬂ'e haberl fe—
riem , quae confter numero finito terminorum , quae ex-
hlbeat valorem integralis quaefiti . Videamus ergo ‘quae-
nam ex feriebus mhmus hunc . valorem commodms expri-
mant . Com fit

)

x3 '3 x7

" dxfin s =/x"dx(x——F
St d St (o=t s T iaas67

c T o 1 xvt4 ‘1 x"+6 1 x"8
+n . T ontg 2.3 n+6  2.3.4.5 n+8 ,23.“74..,,

fi » fit numerus negativus impar, atque fi /%" dxfin.# anni-
hiletur quando » — 1 ; habebitur facile per feriem conver-
gentem valor conftantis C.

Si vero » fit numerus par negativus; quo cafu in ferie

. . . I I .
apparet terminus infinitus — tunc illius lo-

0 2.3u4euea(-1- n)’

co, qui oritur ex vulgari integratione formulae

dx.x I
% 2.3.40(-1-7)

l%, qui annihilatur,quan-

i

2.340.(=1=2)
do x= 1. Eodem modo cum fit

fubftitvatur terminus

fi?

LI - %6
fx»dxcof.xt:/xndx(z_1."::&+ A,
o 2 234 2.3.4.5.6

,n%I . ..#T3 2. wtse 2.,34.
fumpta ferie’ ut jacet fi » fit numerus negativas par; fi
vero fit 1mpar, fub htuto loco infiniti teumno loaarlthmlco

I :

ey

2.3.4....(—1-—:;)l ; habebitur facile conflans C pofito quod

Jx" dx col. & annihiletur quando # = 1.

Scholion 1.

Quando n eft numerus qulcumque negativus unitate ma-
ior; iam patet quomodo determinetur commode conftans C
annthilato’ mtecrah quando == I.

AY cbol:oﬂ 2

- "Quando # et numerus _quicuinque negativus unitate mi-
, feu fraltus, aut: poﬁtlvus quicumque ; annthilato inte-
grah quando x...o invenitur ipla C=o.

: S‘cbolio;‘g 3

Duplex hoc -loco problema folutionem poftulat; primum
quaenarn feries fubftituendae fint fuperioribus ad habendum
valorem integralis quando x eft numerus fatis magaus, ac
feries ab inivio fudt divergentes; fecundum quinam’ fir va-
lor integralis quando X==00 ; " hic enim faepiflime inve-
nitor ﬁmtus, ac maxime attendendus. Nos praempua fe-
ligemus .

F - ' Pio.
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Problema 111

Determinare conftantem A in aequatione

p
dx cofl x % x4 X
— == 1 - — +¢o- I]
f % At b 2.2 + 2,344 2.3.4.5.6.6 [ ,
. dx col, x . .
pofito quod mtegralef—-———— annihiletur quando ¥ = eo.
x - - .
Sclutto .
dxcofix  finx  col ~ g call %
Cum fit | ——= —— 2 ——=
x x x x3
fin, cof, % dx x? x4
=T -—ﬁ-(r-—-—~+ _,..)_—:
x 22 x3 2 2.3.4 :
fin. of. I X2 x4
ML Zx+B+'—;+/xw — . f2]
x x x

: xE 2.34  43.4.5.6
ubt B eft conftans ingreffa per integrationem, quae debet af-
fumal talis, ut integrale evanelcat pofito x == oo ; pofitis in
fin.x _ colw
y&

evolutione funéltionum fin.x & cof.x ; habebuntur duo ter-

hac aequatione [2] loco

valoribus ortis ex

- I . . TS
mini confantes 1, & — ; caeteri afficientur potentiis ipfius
9 .

% . Collata itaque aequatione [2] cum [1] feu /v cum lx
& terminis, qui afficiuntur potentiis ipfius & in una aequa-
tone cum terminis correfpondentibus iifdem in alia; debebit

effe etiam conflans A aequationis [1] aequalis terminis con-
ftantibus aequationis [2]. Erit 1taque

I 1

A:E+I+-; B=A—1— —,
2 2

Affumatur nune in genere

43
fdxcoﬂm,_ﬁn.x cof 2ﬁn.,x'+ ‘éol'.x_!_ fin.se
x  x® . xr wy 3T TR
o ' cofl &’
et 2304000 (B~ 1)
Sl , x -
dx x® x4
. +“2-3-?4...”]1;-;_{‘—:(1-}‘-;+;3:-—-n...)’

ubi p eft index terminorum anre formulam fummaroriam,

& quidem formae 4p exiftente p numero integro. Evoluta
formula {ummatoria habebirur

xcofax fin.x coflx finx coli fin. 2
f — e S e e e = ), + 2. 3- + 2.3.4 —
x x X ¢ X3 x4 x5
col.»
-—fouocl-'+203-4.----(“f-1) x(l, +M
P x T8 X x4
O baage R e
+23”4 H{‘—N 2(2—p)  2.3.4(4—p)
: I
— e — 4l
‘ +2,3.4.....(y-2)2x’-}
x% T x4 :

e + .

Lo 2lptn)(utz) (et D(etz)(et3)(pta)

L sese[3], ubt M elt conftans ingreffa per integra-

tionem efus conditionis , ut integrale annihilerur quando
% = oo . Habebitur. etiam.

, X . fin.
c_ficof.xij:ﬁn.x__vcof.x_,zﬁn.x+Lacofx_!_z.gd} in Sx’
- X X, x® x5 x ¢ X
colix fin.
7,._.“,,:-}—;.3.4...”(;#-1)‘ — ~§-z.3°4....;1x#+&
coﬂx_
"%2°3'4”“(F+1)x#+&
' ’ de ,. xt x4
TR TP S A wor Yo
— 2,,3,4‘..,<,l,2)xyr;(,x e )-[4]

E 2 cuius



£%
ctiios’ fmmdl membri . f‘ormula (‘ummatoru “evoluta “dabit,
N-{-—Zx—{-S exiftente N con[t'mte actae couditionisy & S°

rmincrum affeétorum potentus x . Pofitis a{x_lt\,m i
in.%

1 2 . LR ]
hac aequatlone [4.] loco termmorum 2.3 4. llxl‘i‘l

'P":f

2y

{erie te:

Q.

11-{—1)(:-92? valorlbus per ferles ortas ex evolu-
xy‘ 2 Do ~ ix K b

&

2340

tone Gy, & cofla; & inde edu&mconﬁannbus‘uf

, atque additis ipﬁ coq‘_ﬁan—ti-

‘u+7 I I -
aequatio M=N+—— -{-1 +H+2 ;N= ’Vi——m—-”_;

atque cum idem refultet etiam quando * eﬁ iormae 4ptz;
tandem concludetur A

S | I R !
MmA—I—— = = == T

2 3 4

Sit munc =X =00, evanefcent in -aequatione [3]

omnes terminl ante M, tum priores ex fequentibus . Itaque
famendo terminos, qui remanent ad latera ipfius /x ad dexte-
ram atque ad ﬁmﬁram confe@ifque duabus feriebas’, hauebltur

@{—’E—A——I_—I———[-___I_._'____x_lx .
plp—1)  plp— D (— z)(,,t 3) R
+{ 157 49&‘4

x? kA T
1 S OE) 4(#+1)(#+2)<u+3)<#+4)
Quae duae feries affeftas potentiis & cum invicem deftruan-
tur ob terminos correfpondentes aequales, & contrariis fignis

: . pdxcolx I 1 I
praedltos;emf ,,,_.A..I.q*_»_.gq._..?,";__.___}_gx’
it i _

# 2 3 4
’ feu

i-

; habebitur-per {uperiora,

B 377213 6649@1 53 86of618112 090082 39

Sfbol;o;z I, E R

.9@4

, %Bedag
x'afly pta fulﬁét ncaatwa, atqu\. cone hno foret,

thle “evanelceret’c quanao x Z='—'Go ; ‘conftans A" énii-
demavalorem: ef}emfortlta ut- facile calculu’n rel egenti’ patet.
Ex fupra dlé’ts etiam humﬁnoch aequatlo ita’ {cribenda erlci

d { - N 2
f xco__“’f._;A-{-H-x.__’f__ ,,_4_"'1__

x 2.2 2.

ubt fignam: quanntatmupoﬁtae fub loaarlthmlco ita debet ac. -
clpl, at loc'arlthmus ﬁt rcahs.

L R R T

S cbol:an 2,

Habet igitur conﬁaus A eundem valorem in duabus ac-
quauombus R Rt R e PR 5
~dxe® v ‘ )

: —-A+1+x+x+ +———_ ———-E-’,_,-..‘.:
2033 T 2344
. 2 4
- _,;A»H*-x:-f— N

2.2 2344 2.3.4:5.6.6
POﬁtO quod utrumque mteorale anmhxletur quaudg” x_"f q@@

v e - Scho-
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Scholion 3.

I S

- Quaeri. poffet etiam methodo [uperms L@lta valor coms

ﬁantis C i anquatxone

dzx Tin. x w? . w4 :
f =t ——F [5]
x? - 2.2.3 4..-.343 .
pofito quod integrale annihiletur quando x-—--[-@@, Verum.
4% fion finix -dxcol x '
cum fit [ —— = — +f -
X HL A * ;

2 2
x 2,20 %G,

in qua aequatione conftans A~ {fuperius inventa “futisfacit con-

ditioni ,. ut -Integrale aequationis. [6] annihiletur quando

=+ co; faus erit. comparare - duos = valores integralis

dx fin,
j{‘ T hab1tos ex aequatlombus [5], & [6] Edncenvdgo;

2%
. ﬁn‘x ' %2 x4
enim ex terming — —_—— e —— ..
5 2.3 2.3.4.5 :

conftantem — 1, atque eam .addendo lPﬁ A habebn:nus ag-
quationem C=mA—1. . ; . .

5' cZo?’ion 4.

Sit nunc I valor quem induit

i/‘(}x colw S AR
el =R ;; -}_f Coooquandd = 1 ﬁj:r'e" fit
I . | R ) :

- éF,.._‘I Poﬁta ae uatxone,
22 2344 234566 q

o

dTCO{x xz x4 - ] EIEI R
f —=A—1 1+=4-===———+———=-;;:;:;
* 2.2 2.3.4.4

A.__-.__. -_—

mtegrale anmhnlabltur "quando i#==1;" pro hac
none mteorale et = ~—1 quando % = + 0.

S‘z‘bolzm 3
Aequatm [3] famle praeparan poteﬁ: ut exhlbeat vaiorem'\ |
~drcoll .
mtearahg Y f == == quando x eft quanntas fatis magna eo-
X

dem’ *m,do quo in. fupermre Adunotatione praeparata fuit feries
(10)"Quare in hoc argumente diutius non immorabimur .
Hlud unum adyertemus quod fi in formula fx" dxfin.x nume-

s fit par negativusy aut fi-in- formula fx” dwcofix idem
nnpar negatwus m ns caﬁbus per aequatxones

x”‘*“ fin. x-—-f
I

.' ,x”"“ ‘Cofx-}—

x”‘i‘ 1 dxcolx

ﬁ d”ﬁ“— ‘+

o i1
dx cof %

ﬁemper devemtur ad formulam f Quare haec for-

x”’i‘ tdxfinx

mula m analyﬁ fans ‘erit obfervalnhs .

P7 oélemzz IV

Poﬁto quod 7 fit quantltas negauva =~ ; {it autem
r<<2, & quod integrale /x”dx fin. & annihiletur quando
% == 0} invenire valorem integralis pro valore # faus maGnO,

atque enam pro =]

- Solurios e R
Per conditionem Problematis habebitur

(7]
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[7] /" dx lins z;{.;;“'ﬂd s n¥a 2.3 + w6 23ES

fine additione conftantis. Ex asquationibus vero Problematis
1. habetur .

[S]J/k"dxﬁn.gc;—__——x"coﬁx T oaxnr ﬁlx:..xfl-q(ggI)x"“i:cqﬁx, _

. 37 (7’3’ 1)(”‘2) X ‘z"‘g_ ﬁn-x; Loer e T e i’“’{:
_ L o fine
Ctn(ner)(n-a)... (mm Q‘"ﬁz_)) SRS

- ﬁnl

For (1) (m-2) conse (o= (o)) S0 o
ubi p eft index terminorum ante formulam . fummatoriam y -
us G p fueric formae.
4pt2, vel 4p+3 exifternte p numero -integto ; fignum ve-.

& ub; adhibendum eft fignum: fuperi

vo inferins f o foerit formae 4p, vel 4p+1 . Scribendam:
vero erit fin x fi g fueric par; & contra cofx fi p fuerit
impar . : - Cm :
Si in terminis ante formulam fummatoriam loco col »
& fin. x fubfitwantur feries, quae exhibent valorem col. #,
& fin, »; habebitur congeries ferierum - infinitarum, In quibus

ob porentiam # ipfius & vel fraftam vel = — 1, quac afficit

fingulos —terminos5multus—apparebit terminus conftans, fed:
orunes afficientur potentiis ipfius . Eodem mode fi in for-
mula fummartoria fubftituantur / feries loco. fin. %, aut cof %,
& integrentur finguli termini fine additione conftantis; habe-
bitur feries infinita, in -qua aullus” erit terminus conftans.
Modo {i aequatio [8] ita immutata comparetur cum aequa-
tione [7]; termini affe€i potentiis iifdem #» iidem efle debe-
bunt in utraque, deletis terminis, qui in [8] immutata fe
mutuo deftruent. Ergo cum [7] in nihilum abeat quando.
x==0; in nihilum abibit etiam [8] immutata, in qua nem-
pe loco fin.x, & cof x fubftitutae funt feries, & peralta in-
tegratio formulae fummatoriae fine additione conftantis.

Si fumatur x=p=0ce; facile apparet terminos omnes
pofitos ante formulam fummatoriam in aequatione [8] feri

infini-

infinitefimos,, & quidem ficceive: ordinum periorm.

. v .

ufque* '

ad ultimos , in quibus convergentia “deficit ob faforem ter-

e B D
fola-evolura fine additioe conftantis dabit valorem integralis
’ {x,”d efittw; quemr induit in cafi ¥ ==oo; pofito quod in
ipla-formula. fummatoria fumatar p=—=x=ga. =
- . Pofito ergo quod /#” dxfin.% annihiletur quando x==o;
E91 /3" dsfins == (1) (5=2) oo (= (o)) oo~ %

perafla integratione in' fecundo membro aequationis per fubfti--
tutionem ferierumr fine additione conftantis. =
St vero k==p+ p; exiftente pfraftione, fit tantum
quantitas fatis- magna, neque tamemr infinita; termini ante
formulan; fummatoriam conftituent feriem fatis convergentem,
quae addita valori. formulde fommatoriae evolutae per feries
dabit valerem integralis /%" defin.», qui quando « eft quanti-
tas fatis magma, per aequationem [7] haberi non poteft .
© Sumatur p formae 4p ; erit . )

[ dafins ==

2l

a(p—1)(r=a) -t (rm (1))

Jar By fin e =

A a(m— 1) (52 3) o (e ()

ﬁn‘“"? ﬂ"‘[“ = ;3— + Py mj:_::% n(n=1)(n=2)un(m=(p~1) )

Ex”_p-idz B B aat + T L
M e Ta v i amits T
;';;-_: T T T e gt e

PP ermus Smaneels S DRLRAL UL

terminorum , qui quando eft impar, adhibetur fignum fupe-
s 5. quando vero eft par, fignum inferius . :
o G Si



30 a

I

S mauc in termino generali & ———r e
& 20304 (27 —1)

i 1y g e e Ve T
—y fmawr 225SE, 20 multiplicetur ifle terminas
RESEE A ’ ’ -

per n(n-—x)(n——é)..(n—«(p—-’x)) cocfficientem feriei

5 (1=1) (=) (r-(e=2))

habebimus terminum — — o= .o —
I 2 . 3 ,I"E—I
— (g~ ” T 5 g (n=I)..
f(—z—-—('L——I-Di—:————, pofito quod fiat —- -(———)-.,
” # . L. .2
— (e ERRh .
3 p—E ) D Wi
vero fequentes ad dexteram erunt =

T x? . T x4 - K

AR
s @

e T R e giiiiin
”+Z‘ P<P+I) ”1"4 P(F+I)(‘L+2)A(y‘+3) T T e

termini vero retrocedendo ad fimiftram J'Pﬁus-—:—"efﬁtitf
_ : Ll

LT ) T el

208880

n—12 X% n-4 . x4 PR
quae duze feries pofito quod p fit aequalis ipfi ., aut parum
difter, erunt convergentes, atque infervient fimul cum ferie
pofita ante formulam fummatoriam in aequatione [8] ad ha-

bendum valorem integralis /& 4% fin.x quando x elt quanti--

tas fatis magna. . . _— :

Quando # eft adhuc quantitas fiita; feries finiftra ha-
bebit numerum fnitum terminorum j feries vero dextra fem.
per abibit in infinitum. :

. - ‘ 2%

Sit hunc x= p=00. Cum in hoc calu fit ——=13;
(p—2)(p—1) _ ey gt () B
————=1; &, feries ad dextram fiet S
& .

T T T

—_——

n+2 nt4 nté

— &Co o« o o feries vero -ad Ainiftram
T

- ' ' 5%
T T T )

e i e o e &Caas. Quare valor integralis pro-
-2 n,.__4_'t”_&, . Q v integralis pro

pofiti, qui in caf x ==ce definitur per folam- formulam:
{fummatoriany habébitur pér:aequationem

3 {I' :N"Ihf_*-_-lj - ‘s~
ferfaa=T.2tr  abn s St A
B A‘ : \ ;{2 » — - >-*-' — — e s e ;

, : —(” )..2267‘”« 4—=n .

Cum antem in T coefficientes #,(z—1), (n— 2, &o.
ufque ad (#=—(p—1)) inclsfive.fit numero pares, funt
enim i, quf dumerus fumptus. eft formae 4p; erit T quan-
titas pofitiva. S

‘cod af I - v+ du
Sed ef — — — "+ ——c..=f —_
S 2im 44m Ginm 1+u?
pofite: poft integrationem » == 3. -
o I ’ I T y—1—" Jy
eft etiam  — — —— i f —
Cemdh 2B A 14z’
S CT L pwtendgertoa o
itaue f3" dyfinw =T T du; pofito pof¥
q 4 ERE S L LA » POUEO P
Integrationem. #:==:I. T '
S Corollarium E-

' ;d;rﬁn. #

 Peculiarern attentionem meretur formula

. : P
S . dz col. %
quae analoga eft. fornmlae fuperius confideratae ‘—'—'x_‘f“9

. . pdefing o .
Cum in formula f = ftamm—— 1 erit eus valor 1
F . Cox "

G 2 cals



A
(5]

En———+—-——'-———+scoﬂav
- S 7

»d Pro cafu n==—1 eft T==1; eft autem

cafu #==oo expreflus per T. { : ; 4

T
— Ll g.=2; Erit ergo in. - cafn H=00
I 4’
ZUNL& T i
— = pofito quod pro caf # =o fit
4
dxfin. =
——=0. Quod ctiam refultat €x aequatmne
%
1+u+“—1-—n P
«" —— dz, quae ﬁfs—ﬁ. N
f 1+e2 ¢ q -
dxfin. & 2du 3
Eur 2

Corollarinm IL

. ducols  pdufing due=%
Si ergo formulae f —_——f —— f —
x % x

integrentur fine additione conftantinm per ferles, quae exhibent
valores iplius col s, fin.s, & e~%; erit in cald » =00
dxcof, & x" x4 - xS

— = g - cen == A
2.2 2:34d 2030405:.6.6

dx{in. s 23 x5 27 7z

—_—— g e— —_— 0.0 —

p i_ 233 23453 2-3~4-5-6-7-7 2

He " 3 4

———mh‘:-—x—}-i—-— X - .=—A

=T -
2.2 2:3:3 2:3:44

Corolle:

R 21,4,4 6.6.8....
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Corollarinm  IIL

I #—=I 7 -
2 2 2 .
3 d
"—‘3‘ 5 aC prom e
2p—3 . .,,%_‘
v T4 - z(@" e =
1,357 e (A1) 13570 (2)—1)

2.4:68.. 2p p= 2468000 V2L V2
Itaque cum fit per Theorema ’Walhﬁanum

, ; it I‘._.v' X——-_—.VV?I—;
2 _'54-_3_5»5 77 oo . V2 4

I

\ =2

%

’Nunc Bt mtegretur f ey du, fiat »=x?; eit

“+“ S Ty £+z‘=, | dz
I gtur 4’fi7*%f ﬁ-;-:dz 1427y 1 122

VA?'}‘ dz ' V'3
¥ -,.——v-a,——«?‘f’—‘?..-:—tzi\f-ZXAfCotang.I+ZVL'§?

i A :
agszArg.tang _ﬂ.‘;{_; . Et quomam fumi debet = I
zY z

™ ]—N

s 1» de et ? +ﬂ du =
prou emm %=1 emf —
, L

22, Arc, zz 30’ - 2y2. A 67° 30 mzr‘,fze
fi
ng €rgo tandam f w.ﬁ.y’ %
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Problema V'

Pofito quod » fit quantitas negativa ===+ fit autens.- -
s21,& quod integrale /5" ds cof. # annihiletur quando s==o0;,

iqvenire valorem integralis pro valore & fatls magao, 2
infinito « : R :
Solutio- )

P

Ex conditione Problematis _‘hibébitm‘s ﬁile',;’-’ﬁaafﬁ@ﬁ@:

conftantis S C

[9] fx” d#C,O{:xg;&xﬁ_bl,;

1

E. &

- o =t &K
: nty 234367
arque irem ex aequationibus Problematis L o

[10] fx" dxcol x=n"fin x4 nx""" cofise = sz B) "2 fim o

—n(n_;[)(n——z)x”"ico_f.a}-l— P e e

tr(n—1)(n—2) e n—(pea)) a7 T

fin:

’:Fn(n— 1)-(;,7._'2 ).. . (”—Q'L—I»ﬁ”—‘#d#coﬁ% :

ubl it eft index terminorum ante formulam fammatoriane,. &
ubi ‘adhibendum eft fignum fuperins, fiy fiierit formag 4p+r5
aut 4p+2; fignum vero inferins, & p fucsic formae £p 5
aut 4p++ 3. Scribendum vero erit fin. 2, fi g fuerit impar;
cof. x5 fi par. - TR
Si in aequatione [ro] integretur formula -fmatoria
fcundi membri per fubftitutionem ferierum fine additione
conftantis ; cvanefcet ipfum fecundum membrum in cafux=o,
quo cafu evanefcit etianr aequatio [9]. Quod eodem modo
demonftratur, quo fuperius demonftrata fuit evanefcentia fi-
multanea aequationum [7], & [8]. S'
i

B '#;’"-I'\i I :g”"‘i
atsz 2z a3 234
. A7 =

L]

| S &
. Si fumatir ¥=[1=oc0; evaneftet - in acquatione [ 10]
feries fecundi membri ante formulam f{ummatoriam ac . pro
inde erit L L

- I A, N e iy ,\‘;\ R LT P
fardseolu==Fn (r— ) (r— 2) il =(p 1)) [ s
peralta integratione per feries: fine additione .conftantis. i

Si vero fit_x quantitas fatis magna. finita ==p-p;
erit convergens feries ante:formulam fummatoriam, quae ad-
dita feriei:~ortae ex integratione ipfius formulae fine addi
tione conftantis dabit integrale /a™ du gof. &, quod per aequa-
tionem [9] haberi non poflet.

" Sumatur i formae 4p ;. erit : S
F n(p—1)(m—2) we (p—(t—1)) [ "~ dx col. ¥ = .

R Y5 i LRI SR L e ot

+ n(n— I)(n-_-z)"iif;‘(;;:(gé;f))'[;_ S

P

: ‘ a-ptr 2 Tn—pt
S R I
2,34 n—pts - 2.3e4u(2v-2) n—pt(2v 1)"""E
ubi v eft index terminoram; qui quando eft impar, adhibetur

fignum faperius ; quando vero eft par, fignum inferius.
. Si .nunc - fumatur 2v==p; terminus generalis duftus in

“goefficientem ferjei dabit terminum -

bJ

F ) (1) (m(p=3) (ro(em2) (o)t

2
BN » P

qiﬁj ﬁat =n—Z’ erunt 'ferxili'ni' vfequerites ad ééu§ de%teram
+ 'vt:i/;{';,;’ii“i : ; V '” - .9.4‘4';4
atr (u-np wh3 (o Dp@EtnE

termini vero retrocedentes ae f{iniftram

+—2>+.,,.

Vo Geen) Vo sealpes)e)
n—3 %% =3 s Ty

quae duae feries pofito quod g fic acqualis », aut ab ea

- quantitate parum diftet , erunt convergentes, atque infervient

fimul
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fimul cum ferie praecedente in aequatmne [Ie] ad haber‘dar%&

integrale pro valore & fatis magno. -
Sit nunc w==p = o0 ; erit

{ I +. E DU
rf“"dxcofx ’ H_’} ?d; ‘ﬁ;’*w ey e
1-—72“3»-—%';; §—1
I x P
eft antemt —— — ——— F —— — L=
-‘-'f"“ 317 * Rt T o e
I X I . ) B:- " a :‘,'; .

. i
T — ——— B g 3

I—7 3—n =
polito polt integrationem # = I. anre. er1§

un +u—n L - R ‘:T;
IE d:;co.ﬁmef TEo dh.
Scholion-. f , '_
20 (2) ((een) (eGR), o
C f‘ V s - (7 S B
am it L 3 —2 eV (-0))e s

fit vero in fuperiore Problemate:

r= DD

fampto utrinque p formae 4p, atque x poﬁtxvo, erit tam
V, quam T quantitas pofitiva, ac fumpto mfuger
XITPT=OO, erls V—-T-= ‘
= (1=1) (1=n) (4=2) -
L S oo B 2
: : : [H-x s | :- ub1 p fam _gofer-lt: e@
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81 ﬁt n—-r_'-%' erit V—T \/ (Corong Probl IV),; -
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H I
: 21"+ 8= u +ﬁ ,z. -
ent_ autem. f, ——r— du =/, du._m/z .
: "IT.-}- g I+V,
, ' decoflx - ~dufing
Ent ergo quando x_oo, ——=yr=[r——
hooa T : \[N. ' Vr”

&4 i -1
Solm“zo Proélcmm‘zs Er/lerz ans pe, fupe:mm
Ut apparent ufus methoil nuper tradltae1 Juvat revo-
care ad formulas fuperiores Problema propofitum ab Auétore
in Addiramento de Curvis Elﬂ/hm, quod {ubiunxit prael ftans
tiffimo Operl Methodi inveniendi lineas curvas maximi, mi-
nimive propricrate grzm’ema’s, 1bi - pum. s5r. haec ‘habet .
» Non exiguom Analyfis incrementum. capere exiftimanda

», ent R qms methodum inveniret , cuius ope faltem vero

5s
» proxune vanr horum mtegrahum f dx fin. , &

2aa48
,,fdscof

afﬁgnarl poflet cafu quo s pomtur mﬁmtum,

s qued. prob}ema pon indignpm videtor , in quo Geometrae

sy VIIES fuas exerceant “. - - -~

‘55 adx
_Nunc poﬁto =, habebxtur sma\/m ds=—;
288 : , V2%
. Coa dxfin.x
ac roinde' df'n.—‘:_—.— —_——
P Jash 248 V2 Vx
fd:cof.—:‘—ﬂ- ¥oohu Cum crgo in cafu #==co fupra

248 V2 ) yx »
7 H : E invene-
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d..ﬁn... d’xcofx

invene umm —_— A =var; et in cafi

s item inh nmfa’xﬁn ———.-a\/n'—-fdscof
aa 244

Ob[ervationes in walorem T pofta L=o09,

Cum valor log. T exhibeatar 2 curva s quam “Eulerus
appellat fatis memorabllem, eius confideratio non eft hoc
loco omitrenda. : :

Dofito, quod fit » quantitas negativa = 5 ﬁt ay-
em oy < I =060, habebitur ex [UP»UOI’IbL]S »

F ) (4 (3H) ()

Te=— —< e s 8 8 o
L2 3 P TS:

five fafto r==1—m; erit

(om) (om) (gom) (aem) ),

¢l

1-—-—*“"""—"—"’"—— a o ®

1 2 3 4 B
Rodo fi fit m==1 ; perfplcuu'n elt fore T=o0

m:i : demonﬁratum eﬁ: fore T*-V’-:;-
m=0 Pexfplcuum eft fore T—1
Ad perfpiciendos valores T pro valoribus  intermediis
m habebitur 7/
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fr:%{—/fg—m\rlg F-—’;Z-—‘(n)ﬂ—(E,)—i(f =~ e
%—H )l == - = -~——( ) - —(“) —(:}4— wese

i F ol = + il Sumptis

S S
" Sumptis columms vemc‘aﬁbus ,{cam ﬁt

mly-—-m(x-{- + + +...-l- )wmA exﬂ’centeu‘_

A"“Oa SE’EZIS---Q,HB fupra habebmsr o
n m A - o o

.

(L) m——- "————[1 +——:+ ‘;v+—‘;+ .} S

m4 L I I'VV

4R 24T ge g
ghiian uh ot atque ita in infigitum .
Ex hac aequanone apparet /T fore femper negativuny,
proinde- T _quantitatem frattam:, quae pro valorlbus interme-
diis -ipfius m habebit valores intermedios .

Naonc vero , videamus quomodo 7T ex}nbeatur per qua-
draturam curvae Eulerianae . :

. Autor, in Opulculoy. icul titnlus - Dzluczd.rzt;am: in Cas
pzm poftrema Calculi mei Differenzialis dz Junttionibus _inex-
pl:cab ilibus , quod” primo—editam ¢t a CL Speronio in fua
edit: » Ticinenfi Calcnli Differentialis Eulenam fufius  evol-
vit curvam’ huius aequatioms '

bt i ol (W),

—_ § R c. i ind
Y e a(x-.'-a) 4<x+4> ’
ubi quotlefcumque pro % accipitur numerus integer  pofitivus,
7 expnmuur finite ’ per aequationem

y=1+t— + Tt s (N)

fi vero x ﬁt numerus alius qmcumque funétio ipfins & ex-
prefla per asquationem (N)-elt mexplxcablhs .
Quadraturam vero huius curvae invenit per aequationem
H 2 ®)
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+:O+£+;ﬁ;y% )= +o$u¢7“k
— ?(H—;I;'-f-i-F’i e ‘>-_‘:—-='Vcr>:,,r 400885. 43
+ %(11;—2—24—;;-!-4—24- )=+o, 'z7ogs:.x4 |
-~ iji(l-!-z*l;'f-g—xs-?‘i;-f- e o .):—;b,_,-z‘oygsj.#f%

-+ &ec, in infinitum .

Eric itaque {T=-m A ~ fydx fumpto poft. integratio-
nem x = — m.

Liceat mihi hoc loco nonnullas cvphras in Au&orls

calculis ad veritatem deducere’ ‘

Quaerit Aullor in - aequatione (P) valerem mtegrahs
pofito #==1; ac per quaedam artificia 1llud reperit == 0,
577190, Eft ‘autem revera =o, 577215 ﬁve =A nu-
mero 1am faepiffime confiderato.

Nam refumatur quadrauo hums curvae. Cum ergo ﬁt,

'!- —+ +—~ + ? +3<C
Y= . i 'I ST I .7 & (K}
x+1 xtz x+3 xt4  xts “
in qua aequatione annihilantur fimul %, & y; @rir.

f};dr_Conﬁ +x+__..x+_x+_s+—s_x+&c' T ]
— b)) — l(xd2) — Hxts >—1(x+4-)—1(x+5) B

ubl cum 1ia Conflaps determinari :debeat, ut calu x=o
area evanefcat, integrale ita rite exprimetur

(Q) frdx =
A e Rin IF AN
23 4 g

w_!

| uf(xxm)-?( .--}-‘zi( ;_) z(u,—) (x+ e

ac poﬁto x==1 erit

E 14

ub: 7 eﬁ numerus mﬁmtus ltaque errt e

j}/a'x=1+ + —!— + + +—j~ln Ef autem
I+ + 3 + + +. .+——._ln+A Ernt ergo

s

; o‘ﬁto W= T Valor mterrrahs /}/d,x*""‘A"'

‘Tdem refultat ex conﬁdermon a{tenug fun&lomg inex-

;p‘hcabllls S=1.3.3. g wWiia quam TAu@tor  éxaminar in

exemplo fecando. § 384 Calcah Dxﬁ'erent Pan:e IL CaP XVI
pro qua invenit aequamonem S
!S=""’ % 577“55549015%23

Pofite  enim- x ==1 ; quo fir eriam S = 1; erit IS==o0, ac
promde 0, 3772136649015325 aequale mtefrrah dequatio-
anis (P) in eadem fuppofitione ¥ =1.

Inde etiam [equitur, quod fumpto x=~merit ~ ZS"*ZT,

l'eu ' :
K L ¢ I
it z-{-x 3-{-.5: ’ u.+x ’ Ad-

K

oinde $ = —,

ac proin T
& =
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Ad calcem huius capms §, 355 haec habet Au&ox

gm=1ds .
de formula f — Caetemm omm aREﬂtIO’ile dlcnum
1+z" . FEREYY
! e
» quod hic oftendimus .y formulae mtesrahs f _;—T valo-,
SERTON ST ettt

rem cafu =02 tam concmne exprlrm ut i"’

3

cuius demonftratio cum._per -tot ambages, ﬁt hdfrndia mes,

pofiz , etiamfi modus nondum p\,rfpmatur . lii ?'mdem
nifeftum eft hanc demonfirationem ex ‘raﬂoaz
.. sulorum muItlplorum peti oporterei & Quoniam in IAtLOs

&

. dultione G, — 7 “per produ&um mﬁmmrum faﬁorum exs.

preffi ; mox v1deb1mus inde eandern ventatem “multo fac1-

vime naturali haberi velim ¢ : - -

Via maxime wnaturafs haec Vlﬂen pote(’f quau el

brevifima. In Introduione in Apalylim Infiniz. le‘I Cap.
X, §. 181, Invenit Au&or effe

7 2m . o o %GRS R SN

¢ mrm n-mm 4EnemmOmmsmws - Y6nm-mim:
nin, — R :
n . i -
2/ _
b SR EY \|‘ LA
2572 Min

Eft

rico fufpiclonem excitat . eam via multa “Tfaciliori,. confici:

iguum an<

lius deduci poffe, etiam re. hanc qmdem viam pro ma-

o =251 35 bm—ﬁ‘i
’Eﬁ autem f ——— ==
P L I + z v

L‘\az"”'-t-z—u’u-—g;”

112

&y

fﬁ 7 land Lol § dg (

(l) C-l--——— z"”'"-—m_zn o

ubi C ifa fumenda eft ut pofito 2=0 Teries' anmhdetur ex

condmone, quam Eulerus pofuit (& 33 E)o
Eftrorfos” 77

S Vn—-x'dz - 4 ( ] ' -
= [ 2=l dzl g - wt L g Y mr Y LR ) o

ﬂ;H- ] ____f___ m+ zn.,___I____:, m-{- LR
(2 ’ m+”z -L'm-{-zﬂz Tmtin # ¥
in qua aequatione nulla conflans additur , cum- pro valoribas
pofitivis m, & = (§ 331. & - 77) poﬁto zﬁo feries
ipfa anmhxleturq : 3
Ob (1) = (2) habebitur fampto S
T I, i

Q___A> g + ) — + - --n A n e:

n—1in zn»,,m . 3n-m 4uhE

‘-

= —— ey
‘m- ptm 2mim 3niw
. .

ac promde C—-=-=————=;r -
o m

Cum' vero €x censtxone Eulen (§ 331 & 77.) fit
m<ny fi in aequatxone (1) fumatus == oo habebitur
fzm-ldz _ C 3‘ L

i+=z" - . MT
: v phine——

, ‘ 7
quod erat demonftrandum .
L B Scholion'
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Eadem facilitate definitur cafa & w@@ eﬁe

zm=idn . T
f ,;-,_—;.._—_—-,; elt emm .
1—z"

.m
7 tang —-ft ]

z! m—n——x sz ;

L L uY
j[“ T —z I—%" e
7__] ,n—n—xdz(1+z_”+z"”+z“3”+.....)_. i

zm——grr

I zm—n_ ~zrgz-rzn . :j'
m—n m=un m=3n

\K—

shi K ita (umenda eft, ut mtegrale evanefcat pofito z=o.

—tdz .

L% rurfus : ...fz’”"“dz(I4.z”+zzﬂ.pz3”¢..)__.’~
I — ="

NI I R eyl

4=z 2 1 ~n ™ - gk, LU

T om T mdn myan my3iz. . N .

in qua aequatione nulla conftans addenda eft.
Ob (3) = (4) Ilabebxtur fampto eI

e I I ]
m-n m=2n
I + I I
] mtn mi2m. ’
I 2m

m nm-—mim 4nn —inin 9727}*" mm

) n
feu K= ———— ( Introd. mAnalyf Inf, Lib. 1. Cap X.
7
ntang, i?t’ P
oy 181') Quare ex aequatione (3) poftto z=oe ha-

bebitur

. zm‘ld‘z ) K S ' . S
beb.}_tq; f ok Ke- 0 quod Theorema
Comtang —mw
<7’b‘

eonfomatur 'T 11eo remati- Eulf:mano .
ﬁa’nomma v ﬂd szp L Seé? ][ Va[ L

AD § 431 propof' itam aequanonem differentialem

: aydx 4 6xdy Fxm y* (ppdnt8xdy) =o°
dividendo per xy., ac adhibitis fubﬁltutlomb us weyl==v;
xryd=u transformat in aequationem

yn-Im v “an-Cm
;IE; —1I aJLcy. —1
R R .df't-;-u« dun=o;
cuins aequatloms integrale eft"
i : \ yn.Cm : en-Cnp-
aJ‘-G’y © atm

- : —
: =C

' 7'72' s an-§m

‘ubt tantum . fupereft -ut reftituantur valores #, & ». Deinde

notat ,, ‘fi fuerit vel m=08m=o, vel om—é’mzo loco
illorumy smembrorum vel ¥z, vel Tu feribi debere. «.

'~ Notandus vero eft etiam alius cafus, in quo aequatio
initegralis’ non exhibet valotem, qui fatisfactat aequationi dif-
ferennaln propofitae; qui tunc accidit. cum habetur «8-~§, = o,
quo in cafu variabiles #, & # haberent infinitum pro €xpo-
nente. Sed in eo cafu poﬁ:o a=cy el §=cd; ac proinde
aequatio differentialis propofita abit in quuentf:m

(x y'4c) (ppdutdxdy) =o

cul aequationi fatisfacit aequatio xmyp"Lc=o ;

tum alia
oydu | 8xdy==0, cuius integrale eft yx §~ = Confh,
Ad §. 433.propofitam aequationem differentialem
yadytdy(atbutniz)=yds(ctns)
I per
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dy g vs - = Lce o = Ty
per TubMraciopem” » =~~~ redicit ad feparationem varidbi-
lium , perveniendo ad @equationem differentialem
dx : du :

(e bu g nss) (cpme)” wlmaqoc~—bey(b— 20)u g )
cuius integratio per logarithmos, & angulos abfolvi poteft.
Subdit vero: ,, Cafu autem hic vix praevidendo evenit ut
,, hacc fubftirutio ad vorum fuccefferit, neque hoc problema
magnopere luvabit ¢, a , -
Non apparet, cur Eulergs fuum problema contempferit .

k3]

Nam .
1.’ in eius aequatione contimetur aequatio = .

2 ANIM—AMAN=M(MIN—NJIM)—2NdN,
quam adhibet pro conditione integrabilitatis Cap. IIL § 498.
quam cum ad hoc problema non retuliffer, ait ,, quae cum
,, in nulla iam traGatarum contineatur videndum eft quo-
,, modo traftabilior reddi queat “. Sane fi fat

Dy ' I i

N=y;, M=«x; A= —2b=—r; nE=— habebitor
aequatio ydy 4 dy (bx ynax)==y du(c 4 #x),"quae eft ipla pro-
blematis falto 2 ==o0. -

11.° Ipfa aequatio dy(y L ABV4CVV)—CyVdV=o,
quam §. 4904. invenit integrabilem per multiplicatorem

'I i ..

o P+ (AFBV)yy+A(A+BVHCVV)y
continetur in aequatione § 433. fi flat A==4s; B=0;C=7;
t=o; V=x«.

Adnotatio V. ad Seltionem IHIL Vol. L

.%N hac SeCtione, cui ttwlus: De refolurione  acquatio-
aum diffeventiclinm , in quibus di_'ﬂﬂﬁ‘imiﬂlz'a ad pluves di-
men-

menfiones affurgunt , wel adeo rranfcendenrer  implicantur
quatuor problemata ponit Auctor; quibus concludit Seétio-
nem tertiam, ac Volumen primum: his verbis: ,, atque huc-
,, ufque fere Geometris in refolutione aequationum differen-
- tialinm. primi:’gradus: etiamnum- pertingere -licait <.~ - -
.~ Cum -vero Celeber. . Perrus Paoli olim ante me Im Ti«
cinenfi; nunc: i 'Pifane Archigymnafio Math. Prof. occafione
cuiufdam elegantis Problematis Optici ( in Opufc. Analyt.
Liburni :780s Opuft;; IV. ) incidiffet in aequatiomem
sdy—yds _

V(4 £y )0 (B dy>)
ex methodis Eulerianis integrari pofle; excogﬁavit fubftitu-
tionem quamdand, per quam non folum propofia formula,
fed infinisae aliae réduci poffunt ad feparationem variabilium ,
atque adeo. ad integrationem, €x qua nos adhuc magis gene:
ralés formulas elictemus. - , '

 Quantum vero. methodus fubftitationurn,  atque fepara-
tionis variabilium excoli debeat in refolutione huiufmodi
aequationum differentialivm ,, it quibus. differentialia ad plures
dimenfiones aflurgunt, vel inde intelligi. potelt quod Eule-
rus , cui adeo- opportuna videtur methodus multiplicatoris pro’
integratione aequationumr differentialinm: fupra methodum fe-
parationis variabilinm; de his aequationibus haec habet §. 677.
,,. Altera vero ‘methodiis, qua fupra ufi fumus, quaerendo
,, faftorem , qui aequationem differentialem reddar per fe in-
. tegrabilem hic plane locum non haber, cum per differen.
.. tiationem aequationis finitae numgquam differentialia ad plu-
,, res. dimenfiones exfurgere queant “. Proponatur ergo in
genere-..

1; quam videbar per nullas

Problema .

#dy — ydx o
v(dsrtdyz) T
exiftente X fan&tione #, & p reduci poteft ad feparationem
vdriabilium . '

Invenire cafus, i quibus aequatio

I=2 Solutio,



Solutso,

Fiat- cam CL - Paoli ;; s =u%, y=u/(1 ——z’-) Tam
» fi P eft funtio variabilium . %, & =z, in quam per prae-
% . cedentes Tubftitutiones vertitar X aequano propeﬁta n:a'

“‘"”Id% —P. Fiat
» erit comparata Va1~ )dne) = )
‘ .”BP
== ody . erl _P ﬁ e
4= == pdu, eritque V{siprti—zr) ’

dz PV(,_Zz) . - i
. P—-Zu. P —-P=) . Fiat mmnc P=uQ,' 7'11'3 ut

i QV’(I-z ) ‘ Q
habearur d_y (I Q")’ ac fiat rurfus (1‘—@:- VZ -
ubi V eft fun&io ipfius », & Z eft fun&io ipfius =z, ita ut
habeatur Q = ——" - habebitar 2 ey

e = ar —

‘V‘(H—V’- z) ZV'(I-z‘) v

ubi variabiles funt {eparatae .

Cum ergo per {ubflitutionem & == ux: y—.uv’(r—zl),

2
habeamus #t— g byt zi=

PE —5 > ac poflint feparari va-=
bl o #VZ o ..
riaptles cum P —m ——v—u—— eae . oterunt .iéparari ‘in
V(1+ViZ:2 )’ 3 P R
aequatione propofita cum erir .

Vst +y2) F; V(ﬁ’-f-y*)f,

,’lT\r X“— V’( 1-|L- )
(1) X =
V(s +F0 ety )
vel per converfionem variabilinm fa&oy_yz xq.u\/(l ~zt),
cum Cllt ) )
vz

. .v_(xz.}_},z)gv'(dxz_i_dyz)

6
(,)‘”-'X_?f(” "H’ )F V'(x"i'y )f’v’( ,_:F'?;‘;:) |
v(z-}-Fz V(x +y")f
si in aequanone (1) fumatur f 5 = 1, habe-

s/( + )
bitur cafus primus Cl ‘Paoli; fi- vero -in- eadem aequatione
fumatar F, /(s> 4p2)=1, habebitur cafus fecundus.  *

: Notandum vero et pro his aequationibus in genere,
quod Cl. Paolj” noravu: pro fua :

. xdy—-—ydx SR

=1, qua contifetur problema

opticum ab eo affumptum curvae aeqnahs intenfitatis luminis
reflexi, Ammadverm ille quod praeter gequationem integra-

lem. (x"-}—y ) 2&#}""‘(}/ —#2)v (1 — k*), quae reful-

dz udu e
tat ex mtearanone formulae ——  refh-

) v’(l—z‘) V(I—u+)

tuendo x, & 93 fausfaczt probleman etiam_ aequatio circuli

#*dyr=s*, fen pro-cafu peculiari «* 4 y* =1, quae mon
v1deba:ur erui. poﬂ"e ex differentiali propoﬁta, neque contine-
tur in’ mtegrah completo Quod cam primum ille collegiffer
ex conditionibus geometricis problematis optici ; pottea docuit
obtineri etiam ‘ex differentiali propofita transformata per f{ub-
ﬁltutlones, fi nullus ex eius faGoribus negligatur. Nam cum

> aequatio. propofita per fubftitutionem » =wz; y—uV’(L z )

primum transformata fuerit in ,
o —ntdz=PV (srdz’+ (1= )du .(3)
deinde per aliam fubftitutionem pds = dz in aham
—u*pdu=PduV (#*p*+1—2).. : fi non negliga-
tur faftor du , per quem tota aequatio poteﬁ dividi ; fed pro
una ex radicibus huius ultimae aequationis fat du_.o ha-
hebltur n=a; wr=at==zx*+p*, quod valet pro cafibus
- omnibus
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tionem variabilium per fubftiritionem Cl Paoli. Irtaque fi
R — o fit integrale completunt aequationis - o)
dx éva[”; refolutio magis completa problematis,
Zv(r —=z* 4
pro quo habetur aequatio differentialis propofita feparabilis
per ealdem fabftitutiones , habebitur per aequationem .
(2 Fyr—a*)R=mo

Neque tamen adhuc pro omnino completa 'habendé{_'éi‘ifﬁ
Nam cum aequatio (3) per fubftitutionem dv =sgqdz transfor-
metur in- fequentem i R
' —urda= Pdavi (i (1 — 22 )g%) (D)5
hac divifa per d= adhuc ebtinetur o ‘ ’ :
B_u\((u? —*‘P")_‘_d%

Y e
prorfus ut fupra; quare in idem integrale -completum R=0c

i

devenimus. Sed cum aequationis (5) radix fit dz =:o;,ind€

S

jabebitur m==é; ztembrem ——— unde habetur
’ 42 f- gz * L '

1—b* i -
y=xxv (__z;—) , quae eft zequatio pro linea refta quor

ties & eflt fraltio, Iraque magis adhuc completa fiet folutio

problematis per aeguationem - o
(#z(bz_ I) __}_[].zy_z)(xz +.7'?',"" ﬁ_'z.)R =0

r : , rr—b 0

Quod etiam aequatio reftac y=F v (—7;—— exhi~

beat novam folutionem problematis optici curvae, ex culus

yunétis omnibus lux aeque intenfa refletatur pofito. quod fit

lacls intenfitas dire@e ut finus anguli incidentiae, atque in-

verfe ut quadratum diftantiae a punéto radiante; 1nde patet

%uoil‘f-a&? y=o, quando =« elt aequalis diftantiae, in qua

:jt—um‘s intenfitas = 1 habetur & =1, ac preinde femper

7=0; unde fequitur lineam reftam tranfire per punGum
radians.

omnibus in quibus aequatio -propofita-reduci poreft ad fepara- .

tioni problematisis. -

: o , It
-radians. In hoc autem cafu nulla: e pro omnibus pundtig
lucis' reflexae_intenfitas, quo ipfo habito . folvitur problema .

" Sed etiam fi fit b < 1 cum y, & » fimul ‘andihilentar ad-

huc refta tranfibit per punfum radians , ut fatisfiat condi-
. Si fiat converfio vatiabilium, adhuc habebimus practer

mte rgle aeguatio Ls LI L) duas m#‘uatieues
k3 elb] LS - - - == - QEa Ak
gi+72#m=- Vo = n, pro eirculo & refta. Adeo

> xrtyt

at in genere praeter integrale aequationis transformatae . ubi
variabiles fant =, & u;habeantur etiam novae {olutiones
per aequationes z==4; #==0. ' _

~ Itaque regula habetur etiam’ pro aliis aequationibus dif-
ferentialibus , quae ad ‘integrationem deducuntur per transfor-
mationem variabilium. Sit in genere aeguatio differentialis
Pdv+Qdy==o, ubi P, & Q funt functiones #, & y.
Sint autem =z & # tales -funétiones ipfarum =, & y, ut per
earum [ubftitutionem aequatio Pds.4 Q.dy == o0 transformetur
in aequationem Rdz - Sdu ==,0 ,ubi R, & S .iam funt funétio-
mes ipfarum. z, & #; aequatio vero Rdz+ Sdu=o fir
integrabilis . ‘Practer~ folutionem , quae oritur €x integrali
huins aequationis rurfus  transformato in fan&ionem x, & 2;
acquatio Pdx 4+ Qdy==o fortietur alias :biqasf:fo,lumonas
ex aequationibus' z=« ; .#x ==/ ; per cas cum habetur
dz=o0 , de==0 , ac -proinde ‘Rz 4Sdu=0. Quod
fi forte aequatio- Pdx +Qdy =0 etlam per fub(hr}monem
novarnm variabilium p, & g ad integrationem adduci poffet
ope aequationis transformatac M dp + N dg=o; ubi M, &
N fant fun&iones ipfarum p, & g¢; adhuc duae novae folu-
tiones problematis haberentur per aequationes p == ¢; 4= £
exiftentibus conftantibus ¢, & f. , :

Cum oy g perpendicalum demiffumn ‘ab ini-

.V'(d”;'?“_‘?f') tio
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tio abfciffrum in tadgentem curvae; fir vero V(x4 y2)

radius veor ; ac fit cofinus anguli radii veéto-

CGEID)

ris, atque axis abfciffarum ; finus einfdem anguli;

_r

V(24 g2 ) .
apparebit ex aequationibus (1), & (2) quibus conditionibus
relationis inter perpendiculum, radiom veGtorem elnfque fun-
&tiones , ac funfltiones finus aut cofimus anguli anomaliae ha-
beri poffit per {ubflitutionem Paoli aequatio curvae. )

FINIS., .

Ervara, Corrige.

Pag. 5. lin. 7. adde in fine lineae : (3)
line 8. adde in fine lineae - “)
IL fimo 150 532 . . . . 523
i b 2, P23 ()
4 ‘:' ;'r-';, ra 3x3 3”3
SRR T G Gl N o) Cod O
, 3(/z)3 3 (l=)3
lin, 18, fumantur . . . .. fummantur
17, lin. anrepen. conferi . . . . cenferi
3 3 I 3

v > e

32- lin, 5 ;zf‘-emf,

TS
35 3.
2. 4. 6.8 tre 2.4_6

57. lin. 6. apparent . . . . appareat

\

. ADNOTATIONUM

4 D

CALCULUM INTEGRALEM

EULERI

N QUIBUS NONNULLAE FORMULAE AB EULERO PROPOSITAE
PLENIUS EVOLVUNTUR

PARS ALT@&ﬁ/
AUCTORE '
ILAURENTIO MASCHERONIO

IN R, ARCHIGYMNASIO TICINENSI MATHEM PROF.

ACAD. PATAVINAE ; R. MANTUANAE

ATQ_U‘é ITALICAE SOCIO ¢

EX TYPOGRAPHIA HERED. PETR! GILEATII
PRAESID, REI LITTER. PERMITT.



EXCELLENTISS}MO comrrrﬁ

D. D EMMANUEL DE KEVENH{JLLEK
METSCH HAICHELBERGJ

‘,S R I COMITI

MAGNATI REGNI HUNGARIAE
E MAJORDOMQ HERED@TARIO ARCHIDUCATUS AUSTRIAE
EQEJ'”I'AI".L‘TM\M;}GISIRO HEREDITARIP DUCAT. CARINTHIAE
:C:,OMITI CAsAﬁsM‘AE cORVINf ET TURRICELLAE
' IN PROVINCIA CISPADANA SARDA
"CUBICULARIO ET- CONSILIARIO INTIMO ACTUALL STAT.
M 8 A REGIS. HUNGARIAE ET BOHEMIAE
| E’FC
‘ ET PRIMO CONSULTORI GUBERNII
LANGQBARDINIE AUSTRIACAE
| HUNG ‘/ALTERUM LIBELLUl:& suUM
" COMMENTARIUM IN EULERUM
LA_URE_NTIUS MASCHERONIUS

D. D L M



methodum  fuperius traditam 1a
" formulam . Euleri T. XX. Nov..
“"Ibi- Anétor - haec habet: ,,-Cum

chuius., formulae - differentialis

a+I l

SR T g+’
,, haec integratio eo ‘magis, attentione digna, mihi videbatar,
" quod- eits - veritag per.; nullas. methodos hatenus ufiratas
,, oftendi poffet.. . Quamobrem - nullum - plane eft dubium ;
"y quin ‘ea plarimum ‘inzreceflu. habear, & ad multa alia

*5 pracclara inventa in Analyfi perducere queat . _
o : A Halte-

tur - ®==T , aequari. huic valori /
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Haltenus ille: ’ Ty T o
Sed non folum facile veritas huius” mtegranoms Eule.
rianae per methodum fuperius traditam oftendi poteft pro
fimplici cafu =1 ; verum etiam habentur feries ad exhi-
bendum valorem integralis pro quocumque alio. valore xpﬁas Ho
Nam falo x2-h1==g's habetyp: — -t~ = 20 -0

. xa d# . dz _. -
Ao f 5l = fo=

(Iz)*  (l=z)3 | (l=z)*
A4 ves
FIF I T b e
ubl eft A= o, 577215 664901 532860 618112.. in tere
mino vero /F/z fignum ~— adhibendum eft..pro’ valoribus =
minoribus unirate : anum vero + pro Valonbus eiufdem =
unitate maioribus ( Vide Adnots I. pagaiit.s &\,17 )

Fafto item x£171 =y ; habetur

xﬁdx d} .
(B)- f lx 7_- -

A4 -
Tt + St 233+234-4

Quare erit )
Qfm—'_—’“—m—f{-‘f...z”"-{-z +QQ__1@E U@°—M@ﬁ+

i

S Fly ST 2 g 3
five fubftirutis valoribus z, &y Ceritt c

()j’(x =xﬁ a+1+( )I”_F_(a.;.x) (f.f.z}lg )2

4 (e 4+1) (B+I) (1> + aJrI) (pu) P ek

. 2.3.3 z
ubl lex feriel faris eft manifeffa . o7 ¢ 3"4"'4

Ex hac aequatione flarim patet- calt w1 fore

Si

3.
Si in aequatione (4) ponamus cum Eulero 0= T g
& ,@=——-n\/‘-—-b habeblmus E -—-x /5::; #- ﬂV'—Ih V=TI

quo valore

: ?_ang n ) pmdlt‘

generanm

(6)[ dxﬁn nlx — A tang, ﬂ+n1x+2rz(z’x) 3;:—--;;3) (lx)
y 0 27 . 24343
) R
] (4;1 4n? x) . :
20344

CUH.}S feriei” termmus generahs eﬁ

(P” p(p-1)(p-2) +P(P -1)(p- 2)(P-3)(z>=4=) )W

- 2:3 "'\ﬁ‘w: 2.3.4,75_

’ 2;3 4 P~.'P

Si vero ﬁt * = 1; erit: R :
o oty _ A e
T I tang. 7

Sx in aequanone (ﬁ) fumatar »==1; habebitur

(c)...[""ﬁ“”‘ =Tt +2<lx) U ()

I ©2.3.3 34:5:5
8(lx)6 o S(Zx)f 16(1x)9
+
T 234566 2.3w77 | 23w9.9
g 3e(de)e
+ |2:3010.10

Lbl defunt omnes potentiae divifibiles per 4.
Sx poﬁ mtegratlonem fiat x=1; erit -

fd&ﬁn e om
Jio s T 4

“Series fuperiores (2), (6), & (c) inferviunt ad habendum
proxime  valorem mteoralls quando termini converguat ; fi

vero divergant; faQo wt fupra # ¢ +lm=z; s+ = 5;
i ae



4(

gc-proinde = - PRI USRI AR I S
f{xﬂ—-xﬂ)dx d_’x' o pdye L
. Iz Iy oo o

habebuntur aliae feries convergentes - fub{htuendae €x aequa«-{
tione (10) Adnorationis I. ad hoc caput pag. 10; erit nempei

(x ——vﬁ)dx —

@ 222 o
(tErt )3+2 3(lz)4+"'+ sl 1)(1:;)"’)
"}‘A—'I__I"—'——".‘_""‘“‘:;c;;'—.:l_

3 4 m
+ I+l E
Iz G (Iz)? '
+ m1 + 2(m+1) (m+2) +m 3(mF1) (m+2) (m-}-a) + "m"&c
” (m—1)m  (m=2) m—l)m__ = &c

TR T AR T Ry
I
m}/('l— (/‘)2 + ({})) + 3 (1y>4+""+2 7-411-(/*4 1)(1))/‘)

““'A+I+ + + +l|l.l+_r
— l+ ly
Ly (B o () :
Y ( 2( u;—x)(?ﬂ) 3(#'#;1)(M+2)(H+3) H
_}_i _/:.jl_ +,U"“2 J"_I'u+.’.".&c'
2(4y)? 3(ly)3 - :
ub1 m el numerus integer pofitivus proxxmus valon -Hz
item ~ numerus integer politivus proximus valori &+ /y.
Si in hac aequatione (d) introducantur valores z = #%+1

== z #+1: habebitur valor integralis propofiti per feries
quae funt funltiones ipfius x4 & quae convergunt pro iis
caﬁbus, quibus divergit feries (a) .

v &eo

Pecu-

3
Pecuharem attentionem méretur . aequatio_ (4) quando

{umltur @ = nV —i; B = —ny/—1I} tunc enim habe- o

tr 2 = x1+”v"1— wem*V'—I =g cof, nlx—f—x\/' ~1 fin. nlu}

Iz __(1+n\/'~——1)1x, habemr item y = p,l*”v-*l

xe—MxV—=1= x col. nls - xV -1 ﬁn. n/x Zy_(Iwn\/—x)lx,
Quare habebltur fumpto m== ‘

(o +(;z)=+ <1z>a+ *0 it o)
37 ly +(1y)‘+ (ly) s+ 3(1 o Totagd (1), )"‘)

37,__723, 2
l(l-{—n s (I+/z’) (lx)‘ §I+;;>_SW? ]
-wCQr nln i : rﬂﬂ——wzl)gm———zjiz?-{»-... 2/-1
: "_'u'“+2’3 4".(7}’) ) <I+ﬂ )m([x)m —.J'
1=—n?2 I——3n -ﬂ
l(1+7z )lx+(1+n YL (1+/z 2 )3 (lx)3
+.~cﬁn.nlx | » ' _ﬂf‘;{)n . 2¢/-L
: ) "'+2 30 4 ".(m—-l> (I-l-ﬂ")"‘(lx)’” B
habebitur quoque -
i I i )4 o I
A—I-———-— -ﬁ—“—.v-nh_
' . 2 3 4 7:’ —
: T, 1,1 1
—Adrd Sty
142y —1

item Fltlz—1ltly=! =2V-—1 Atang. 7.

Deinde erit
Pz (1z)* (=)

o s @) T 3D (k) 3

If—nV'—I

Ttk __



4y
T

2v-1( =

ac denique
(—1V  (m—2) (m—1)m

i

() Uy

- — e ——

2k (ptz) T 3ut) (w2 (wF s, 7)

721;»

n-I-I

27( 1'«) : (373—713)(/:#)3

" &c. =

m-}-l) m-}-z) 3(?71-{:[3(77%?)—(;—1-5 +~-&C&)

TR T T
”i (:%I u (/4'2) w=I) + ' &e T
Tt 2(ly)? _(}’)3 - A
5 w (m—:):erz (177-—2.)(/7’—1)?}7(372-}2 3)
V=1 1+/7 }/x 2(14n2) (/x) 3(I+77) (lx) u&c}
Quare erit (¢) jx-fn g "
) e e —7a
f" 73 2 . ) 3/2“?7’ - ""\‘
T G U 0 ) +j
—xcol,nly | m\m-z)(m -2)
‘ 71 7 =— ——— 3 4., {
...-{— 2.3.4 w(i~1) —— 23 S ——— {
(14»3)= ()" IR
}f‘I - I-n? I-31° . w'
" | (14a® /[sc+(1+n) (lx)‘+ (1-}-3 i (Zx) + [
Fainaly | m(m=1) o
’ + I‘-—-2 /Zi+ {
N v oy v
a7 N
g UE g )T (3n—n3)(d))
it 2(ma) (mt2) 3(m+1)(m+2) (,,,4.?) Fota ke

1
T

i

77

(m~1)mX 7 (m=2) [m- 1)7"/1(3/2- ?)

(247 ) I+ﬂ) (Zx) + (I+ﬂ )3{/&') — ke
“ Cum ’1ragu alterutra ex fenebus (b) & (e) conm-
‘treat 5 habebimus per feries valerem formulae mtegrahs
/ diﬁn. nlx
. > Pro quocunque valore ipfius # .

’Ha&ée

’7

I—Ia&enus evoluta ef’r formula f (” a_—xf)—d , €X qua

dx fl‘l nlx
derwatum eﬁ enam mtegrale -——-ji?-— Ut vero ‘haberi-
i g e g i e e o e T ~dscolumly = . o
pofﬁt etxam ahud mtegrale analogum - _IF; evolva-

g
mus etiam formulamf(xa_}‘i Jds ; quod ut fat additis

fimul aequatmmbus (A), & (B) habebitur
(f)f(xa+xﬁ)dxj zA-Hoa (lzly)-}-lziy
$ U 0): N7

- ' 2.3:3
fen (g) See s .f(xd+xﬁ}a’x.

| zA+1(a+;>+z)<eﬂ?x)+(zx> Hepa)(op ()
- a_]_l * L 6.[.( a.{.[ I (BLr
'+, 2.2 — ()= 2.343 — ()
Fli e
ubi A = .0, 577215 664901
numerus fupra inventus in prima parte Adnot. pag. II.

o

' Si feries (g) non convergat adeo, ut facile habeatur
valor mtegrahs ; tunc faGto ut fupra x“’f‘r =z; ft! =y,.

B d
ac promdef(xd-'_x )‘dx =/ = + f—yl habebun.

tur aliae feries convergentes fubﬁltuendae ex acquat, (10)
Adnotat _I.-ad hoc: Caput pag. 10 erit nempe

”) .. ’f(x“-l-xﬁ)d:—: —

PER



‘8

r ' I 5
(a+1)1x (TI—T(}E‘+ (a+1)3(1x)3+ 3(a+x) (Zx)“ l
l’f‘ oot 2-3-4'---(m‘1)<:¥5§'(1x)m "J
+Ae-=1--~1——-—1——; N —-—+ l+(a+1)2x
2
(J-Hjlx 1—{-1) (lx)? (241)3(0%)3 + .
+ 7n+1 2(m+1)(m+2) 3(m+1>(m+2)(m+3)
_m (m—I)m (/n——z m—I)m .
- (1{—1)/,9;'_ (4+1 (Zx) a-{—x) (lx)
~o1
[t et G Ty 3<a+x> (W[
g a Il _
)c.+ °°°°° BEEE AR R G I)/B+I VA(ls)“ {
FA—1— —Z——% —iilnm D sk I
g @R @O (i ()3
ot T ) T ) et )
4

(n—1)

T T T Ay ey T

(M—2) (u— x)#

EEDEO D

Si in aequatlone (5) ponamus.a == nV'—1; B—*-m/'ﬂ
habebmus w2+ xf = VI + x"‘V-I ,
¢ =7V =X =2 cof. nlx ; unde emerget aequatlo
dx cof. nlx - =

(£ ooon f

Ix

5 mx\/‘-ni +

A-i--—ifl-{-n )+—(!x) -}-—(I-{-r’)(lx’) -3-———(1:4)

(z )+

in

in qua dequauone ﬁ ponatur X0 ;0 et
dx cof. 7l

j—l;-—.f--“_m,,,

Si feries fuperior. (£) non inferviat ad habendum
proxime valorem integralis .ob defe®tum convergentiae.;

runc f{ubftitutis in ferie (%) valoribus g T+ ?V I =‘

we "V —1 = xcoluly + sV —1 ﬁn nlg ;- item

xI“”V“I = xe V=1 = wool. nla—xV —1 fin 7l
ac fampto m =4 ; erit
: - prd& col. wla
Do)/ —5—— =
v l"‘—ﬂz + 1—372 /_:7_J .
Rlcar T G G

wcolinlz | , - __71(2’1—1)2 m(m—l)(ne—?.)(
‘ e * 2.3 .4
+23»4- o(m=1) — Fe T em
) 377-—/}’ =
. (I+72 )lx (I-}-n“ﬁ(lx) +2 (1+ )S(Zx) e 1
%-xﬁu.ﬂlxj “ mﬂ__f?_(_ffcl)(m"z) s
+2 w (1) — 23 P
B GFw) T )" :
+A—x-—%—i—-i—. i b () )
lx —n )(lx)’ (I-—gn’)(lx)

+;;;+z<m+1><m+z>+3<m+x>fm+z><m+s>

(m=1)m(1-n") (m-z)(m— Dm(1- 3:21)

— e —

(I+n )lx T 2(14a) (lx) (1t )3 (Ix)3
Harum itaque aequationum (k), & (7) alterutra exhi-
bebit feries convergentes pro valore integralis
dx col.nlax

lx B

Wa)

Atrque
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Atque hlS ommbus abfoluta eft evoluno formnlae ine

enrahs

f(x”ixﬁ)dx

©

Evolut:o complem fo, ﬂmlrm m;‘eg,gh]' =

ig N Tom. IV. Nov. A&. Acad. Scient. Petrop ad annum
786, invenitar pag. 3. Commentarius Eulerl ~cul e

tulus : Evo/ﬂm formulae mtegml:s fdx(

a rermino X =0, ufgue ad X = 1 extenfac ; qui ﬁc 1nc1plt

ifla formula zm‘eg,zzlzs eo magis eft notatu dﬂ’/?ﬂ , guod gjus
m/owm oﬁmd: canvemre cum eo guem _p,ﬂeﬁer ifta E.’XP?EJG

1+ + — -}- + . -}-——-—-—In f nymerys Df?’-

maryr mﬁmte mﬂgml.r, (f)‘ guem¢er app,axzrzmrm/mm alzmﬂ i
( in Caleulo Differ, Part. pofter.. Cap. VI ) inveni effs

O, 3772156649013325 , cujus valovem nullo adbuc modo ad
menfuras z‘,ﬂnfcendentes jam cogniras redigere potui ; unde
pand inutile erir vefolutionem bugus formulae prapofme pluris
bus modis tenrare . Id autem praeftat modis- quingue , quibus
varias approximationes obtinet ; per quartum vero habet -

fdx( L + )=

Ie—x
I
‘3( +—+—§-+—=—+——+ &c')

I
~-5( +——+‘—+—+—-+— &)

, o
_+_.+__ +&)
- (s +~—+——+-+-+ & )

+ —I(I-l--l——- +1

+ &c.

morabxlem o, 57721566490{5325 ( Vi Dxﬁ'ert De numero
memorabili in {ummatione _progreflionis- harmonicae nataralis
occurrente., Alta Acad: pm anno 1781, Pars pofterior pag,

49- feqq. ).

- Evolutio completa formulae propofitae habebitur, i 'pro
quocumgque. valore .x habeamus feries convergentes, quibus
exhibeatur valor mteara is. Cum vero it

o dw,
I-—x_.ll-x’ &fl

Adnot. I ad- hoc Capur IV, ;
exhlbentes valorem mtegral.s

fdx I-—x +v1x )=#) .
S Iy (ix)3 24 _
; 2z+zg A+{2374.4,+"“
(&) A ) S IS SR S ¥

save '-'I'“_———""—F'un"‘—“ ——

.3 4. ﬂ'I"k?v-

,ﬂy{\+ ( +(l) +2(lo¢) +2'3(i L +-... 2.34....(72 x)([,)")
' —n+r z(w)(ﬁw oI
=) i) ()
: lx TERm) (lx)3
ubi A eﬁ numerus- fupra pof’tus .
Si* % fit quanutas ‘proxima unitati poﬁnvae vel ne-

uauvae, adhibenda erit’ feries () utpote convergens. Si
vero

;am habéamus 'éx

in promptu erunt duae feries v

96 0.9 0

e s 08000



.Sy,

E% s
vers la fuperst admodum unitatem pofitivam:, vel nega. S et smiie G
tivam ; tunc.fumpts » numero pofitivo proxime aequali - . Appendix ad  Adnorarionem’ I 5 ,

. - . . - U S R S  pae R o =z - - S B S T S
ipi % lx , adhibebitur feries (&) . "Signa vero 1o for- ; B g : . el
mula / Eddd ea aflumentur, per quae T — fit quan- N dog{rm’a -.-logar_ltglmgrum gonﬁlltum eft - per feries; ut

. f.‘_‘x ; p fravi —% - dato numero inveniri poffit ejus logarithmus’y ac viciffim
titas pofitiva , LU lupra  demonliravimus.. . -dato—logarithmo- inveniri poffic numerus ; cujus logatithmus

Fiat nunc ¥ = 1 — @ fumpta . o*mijﬁaﬁtitatein-
o s . , @3
;oert [y SSem@e— T e— = XG 11VE
finite parva ; erit Jx RO TRRE Tl o
- Quare
) cumque effet 'valor ipfius “/z haberi poffet valor 2z . Ad
o abfolutionem ~ “doftrinae “réquiri. videtur , ut hébf?ggu.r—a&

eft . Nosidtegrale hujufmodi /'~ , quod appellavimys
; hyperlogarithmum =, atque hoc modo indicavimus 2z, ut

@ wd 4 . : .
=) — =03 QR g T T .
—— L =T = effet : = /'z .ita aflignavimus pe : I
' T—x 0BT e S 7o ; gn us per feries, ut qo
cafu que fumitur x ==1 , habebitur ex aequa
1 1 . e WY R ,; “
dx ( - —, A =0 233 i e s

f ’ 2“".’5&‘—{- lx - : _‘i’ 5,77 5 E e ‘»
Eulerus invenit . - . M
Notanda vero eft curva, per cuims quadraturam En-
lerus exhibuit evolutionem primam geometricam , quae eft’ ehain e R e feia ¢ LE T )
ex earum genere , qua¢ ex punéto aliquo incipiunt fubito ~ ‘etiamy hancTalftérany partem conficlamus fit -+ = du ;

veluti ex abrupto. Culus proprietatis “obfervandae gralia - Y ey fame el T 0
iplam evolutionem primam pofuit , quamvis ex ea difficile adeo ut fit o/ z Vzm Htbujoerit dz = dulz;
pofler haurire valorem formulae . Quam ‘ita concludit’: T i e e o S
Jefficit formam  huins curvae provfus fingularis guippe guae ! faflo duvcon_ﬂte 2 cnt z,‘i-d.zf‘.‘;d‘idz" Sit nuric

m puntlo G fubizo incipit expendiffe . Apparet autem. ftatim. Aut B +Ci + Dot Evs - Fuf + Gur ...,
(A 42 But3 Cot b4 D3 +5Ent+6 Fus +7Gu¢ +.0)

haec proprietas confiderando lineam curvanty cuins abftifae du=

lx =— ®; ac proinde /

‘quationes , quibus viceverfa dato 'z inveniri poflit Iz
praefertim - cum aequationibus. jam inventis per {feries ape
plicari’ non . poflit methodns regreflus - ferierum . Ut ergo

X vefpondear applicata y = 1:"—1—-‘}{ + ;I_Ex'.' Nam '}bﬁhw dd’z =J (2B+33Cu+34Du#—4SEV°+S-5F""+57GV‘+)

gyid'em evidens eft hanc ewrvam nentiguam  in rcgiontﬁ?, s "“f'.i.zKB+>27r3KC”‘I‘B;/}-KDM +4.3KE;¢3+5.6KF#4 +

abfciffavum negarivarnm  porrigi 5 fed. & termine SX==0 2ddz l" ~ +1.2AB +23AC +34AD +45AE 4.

wcipere . Pofito antem x = o manifefto fr y=1 ob lx - d fest - 41aBB +23BC 434BD ..

= oo . Cum vero cuicumque % pofitivae non refpondeat #:o I ' ' : +1.2CB  +23CC -
i T

+.
m.(f'{ una ordinata y ; manifeftom, et curvam. ,nom habere . : _ +1.2DB- ..
pifi unicum ramum. incipientem €x eo punéte ubi habetur - v L
¥=o0, & odinata finira y=1. s TR == A7 F 2By 36w '_i*j;‘*p”g, + 5Eu* +,
. lgjpﬁne = o unde
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unde oriuntur aequationes

A
B=1o%
2(1-—-A)B
- 3K BB
J(I_ZA)C:_!_Z__
D="""—T1X
Ee— (1—3A)D— (1242 3)BC
B 45K
_5(t—4A)E— (r 23, 4)BD —2 3CC
e
c— 6(1==3A)F=——(I.2+45)BE (23+34)CD
6. 7K o=t
&es '

unde fatis apparet lex etiam pro alus aequanombus fuc:

ceflivis in infnitum, quibus coefficientes determinantur .

Cum pro mtearah completo . aequationis  fecundi " gradus
z2ddz = dudz

fint duae conﬁantes mdetermmatae A, & K; ur eas

determinemus ratione commoda, in prirms obfervandum
eft quod fi fiat w=o; erit s =K; /z2=!K; /2 =H,
Cum K non polilit fami = o, ne coeﬂimenres B,C,D
&co fant infiniti, & cum pracfter fumere K ma)orem um-
tate ut feries exprimens valorem 'z converzat ratione coeffi-

cientium B, C, &c. commodum - erit (umere K =.¢ bafi

locanthmorum hyperbohcorum, quo poﬁto eﬁ ZK =1 ,' ac
propterea , ,
a‘ _ + ) + + : 1
2,303 | 2.304.4
: :
*4:53.5

ubl @ = o, 377215 &c.. p opterea- H = 1,. 89'5”/
816355 936755 678109 o
vt

Quare tandem

Ut nuine ﬂetcrmmetur etiam « A ; - fuimatur HE= G quau- :
RiLaEA- (?"Am ' ie

Quare cum ft‘euam l _H+u feu H:+m '_grit'A =1I.

RNt >I o “/
— D o ee— _._..._4__. 25
Z——e—}-u—l- “ BETER 46314%-1:: TiTE 35’*?‘
o 6" i _a—.,,___lg; 76'117 &C,
2,3.4.5’.6 7¢

81 7 fumatur maJor umtate, multo magxs vero fi fit 7
¢ ; parum_ converget feries, quam nuper exhibnimus. Quare
tunc. ali do, inanda  erit conftans H. Quod ut
fiat modo fatis generali, ut tuti efle poflimus de conver=
oenua feriei “exhibentis ‘valorem - ‘2 prto quocumque valore |
25 fumatar K = e”, ut fit IK = m; ac propterea {umpto
u...._o z—..K -

veo =H

2.3.3 '4-4
vel fumpta aequanone (10) '
I

i (;;“Lm‘*‘ nﬁ+2'3$4+';'213-4----(?*07,7)

S P L sy
23 4w

P T iamee eyt
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7 n(/n—i) n(zz-—!) (7;—2}

L " 7 "“Q’ti!u—aﬂH

m 2m* - : 377;3
ubi # eft numerus integer proximus valori_ipfius 7z e

Hoc modo déterminato H per K ut dererminetur A'
fumpro »=w quanntate mﬁmteﬁma, }1: fit z==e” + Aw;

f¢—=ﬂ;+](1+h)=’=’7n +T; EI"l\f:__‘ﬁ
. +im F m+ ““*'+ ; A

]I

iz = ' Lo
: Aco = 2 s o
g’” I + i + - + — LT K
e H + _____‘ . . >)__ A:Z ny ‘A, T
Sed eft 'z = H+co, ergo A==m; ex_ quo . orietur nova
I—mjmm. . . :
feries z-e”‘-}-mu-}-———— =+(2 35% %3+&c'

Ut haius {érm adhlbendae methodus , atque’n
appareat ; notemus ahquos valores praecxpuos formu

dz e
gralis f quae anihilatur poﬁto =00 i

. dz PRI
Sifit g —me—®=po erit l_. =o F Fiu s
=T e=0,36788 = —lo,a19383
=¢° _I =—
1 S R
=er =1 ;44467 . e :L-f—',_b ,OISIZ ;
= =2,71828 - =+ 1,89511
) Y
Ex quo apparet pro aliquo valore = medio intef ¢ 7,
[ 1 % 5o - . ) . .
& et rurfus fore Tz = I'z ==o. Hic autem ita inve-
miri poteR ope fuperioris aequationis , Quoniam fumpto
‘ s % =

zv‘-j..':'fl_K?_.,e,‘ﬁt lz"— + 1 89 — H,: firopr -!-u =loy.

funnpdeb»: #= — 1,89, qm valor cum praefcindendo a

vo fir _axor umtate, ﬁmt parum conve gﬁ:re
, S

i .:::~ g i
=¢*; quo. poﬁto habetur lz-j-o o1812.= H; ac promde ‘
\aequatxo H + # = o-dat" 4 = o,01812 ; cumque fic
:_ o, G181 (o ox812)~ .

1 : :
/n= —;' habetur % == e e =

e . -
1>-}-&c.,(eu 2_1,45137/’/ <

(o 01812) (e

2
€

‘fv2|3:¢

" Evolutio ,&omp_leta : f,bﬁnulae integralis

n ﬁ Wi fva d X (Ix) :

. PR “y
[N

i

N navxs Commentams Academxae Scientiarum  Petrg.’
polrtanae Tom, XVI. aun. ' 1771, Ealerus Commenta-
rmm mferuu: s cu1 mulus : Evolur;a fa;mulae inregralis

—1
fX : dx (l x) ar mtegmtzam 4 valore X = 0 ad walirem :

X=-1 esrenfa . Hic ' vero requiretur valor hu;us formulae-

integralis pro quocumque _ valore 1pf'us ED qui non reddac
1pfam formulam imaginariam .

. Atque in primis cum a plen(que excludantur loga.
rithmi quanutaturn negativarum ; excludemus & nos omnes
valores _Degativos 1pf‘ us #.. -

Secundo : ¢iim — fit fraio redu&a ad minimos ters -
/2

minos ; f fit » numerus par; pro valoribus pofitivis ipfius -
C % unl



% :
« . unitate minoribus, atque adeo etiam. ad ipfum-limitem

# £
w=o, erit Jx quantitas negativé; ideoque (lx)" erit quan-
titas imaginaria . Si ergo fit » numerus. par; excludemus
omunes valores ipfus # unirate ?}iDOFCS‘r;‘%SEi:tzﬂtﬁLMHlﬂfﬂ%L
impar ; nullos valores pofitivos ipfius » excludemus.

Nk TH L IS
Tertio cum ad formulam j ¥ ! Cdu(lx)” reféra.

_ RPN s Lo gy A B
tur etiam formulaﬁc 4k (Z;—)n:[g dar(-,-’ Z;o)n ;
quam praefertim confiderat Eulerus- in . problemate fexto

generali citati Commentarii; i » fit numerus par; pro va-
Toribus ipfius « unitate majoribus ufgue in~ infinitum erit

"
(— lx)"n quantitas imaginaria. Si ergo fit » numerus "par;
m

; . s I\”
excludemus in fecunda formula ﬁf !dx(z—;)n omnpes

valores # unitate majores. Si # fit impar; nullos exclude-
mus . - . o ,
His animadverfis evolutio formularum (quas jam ut
duas femper confiderabimus, licet fecunda - referatur ad pri-
mam propofitam ) erit completa fi exhibeamus integrale per
feries eonvergentes pro quocumque valore s non exclufo.
Quod attinet ad conflantem ingreflim per integratio-
nem; ea quoties licebit accipietur talis, ut integrdle evane.’
fcat pofito s =o0s Haec ergo conditio femper adhibenda-

erit pro fecunda formula fé:f_ﬂdg(z—:*)? . Pro. Pflma

formula vero fx f—la’x(lx )71 adhuc ea conditio aéiibebi-~

tur {i fuerit » numerus impar. Si vero # fuerit par; cum
eo cafu non poflit fumi » = o, quin /x = — oo reddat

imaginariam quantitatem (lx)a s atque adeo ipfam formue
lam

19,

* lam .integralem; praeftabit adhibere conditionem conftaniis

ut integrale evanefCar -pofito - # == 1, qui: valor eft minimus
poflibilis, uti ¥ ==o erat initium valorum- peflibilium in
cafu prqecedentl AR - : LeEl TS

_.Jam ergo gvolvamus primam formulam _propofitani-ubi

# it numerus impar .

iy
f

o sl

Fiat Ix = %—, — = gy erit ¥ = ef; dv = ¢

o e eyt : I i
s’ ds ()7 = = Je? y?dy . ERt vero

‘ ya . ‘

; ": :v"‘ ) 2 y!
rovdy =54 (s + 5+ P ¥

a proinde T
-(‘,f),""\f"’y?’”.dy“,‘,:'-"y-_l—“_x” e S
o L + i ,y”+4+u, A

_.?' g ) X 9+4. 203 ¢ ® @ ¥ o

Ru‘rfus‘]

(z),..;fgfjg? c{y::‘y" ¢t —fyy'=1 e?dy

(3
(4)
(s)

B e — RS "?‘qu;{—f;u(v—l) yv=2eldy
L Do — etk (el - [ (1) )3 dy
CEmpley e yyr=Ted (1)t ) ==y (ye1)(s=2)yp' =37
oo (D) (2 e (i) p 7 BE 7
/(D) (2o (o) > 67 dy
~Quaeratur nunc pro aequatione (1) conftans G _talis
ut integrale evanefcat pofito y = — oo, fen s =o. Evol:

Vat-ui: per fubftitutionem ¢? =1 + y + 22-- + ... fecundus

términus fammatorius in aequatione (z); habebitur e 3
ST Do : v : vy

Yy s—— : g ) V e —— V+I_-———- - Ranail Ud

©) fery dy=y'c? +D—y’— ' TI—rm -
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wbi D fit conftans adjicienda ut integrale evanefcar fumpto
y = —o00. Evolvatur in hac ferie (6) terminus y7¢7, &
fafta redutione cum terminis fequentibus poft conftantem
D conferatur feries inde enata cum ferie aequationis (1);
Invenictur D == C. , -
- Eodem modo “evoluto fecundo terminoc ~fummatotis
aequationis (3) habebitur
(7)o [eryrdy=yrer—yr-Tey LE 4oyl & (o1)y?
ubr E fit conflans ejufdem legis. In hac aequatione (7) {i
evolvatur terminus — ,p tler, & falta redufione in Tfe-
cundo membro aequationis cam terminis pofitis poft con-
{tantem E conferatur Teries enata cum ferie aequationis (6);
inventetur E =D =0C. Hac methodo perpetuo. ' progre-
diendo i evolvatur fecundus terminus {ummatorins aequatio-
a1s {g) lta ut {it - '
(8) oeenn Jeryrdy = pred—yyler by (m1)yr2ed — L
f—,_v(v-l)(y—z)....(v——y)y?‘/-“l e? + K

i p= _\ 1) [T §
:F;(V ])(V Z)..f.<1p1/iiy_y_1y I
I ‘ ' VRN ol QN
t—yrat LT
| el 74 V— I 2
1 Cy VM- peT
Pl T ]
Vo gt p— 1 21304 usp

& vero fir conflans adjicienda ur integrale evanefcat fumpto
Y= -— oo, quicumque fit numerus «; invenietur {emper

K — noui . : :
= C. Jam ergo inquiratur in hac feric generali valor_

1phlus K,

Sumptg Y = = oo terminus y*e’ fir infinite parvus.
Nam logarithmus termini —y'el eftylog. — y+ ylog. e =
oo — oo =— o0, am / oo negligi poflit prace ipfo.
o0+ Ergo terminus — y7¢7 eRt infinitefimus » ac proinde
etiam y ey, ;

Jam

2f

Jam vero termini fequentes in ferie ante.conflantem K

y —

y qui

poft ipfum terminum y? ¢7 convergunt donec
K . L X .. , - = y b
elt faftor generalis termini fequentis fit fraltio; quarg™ fi

" pon “fumandr u > y; tota feries pofira ante conftanrem K. -

evanefcit .
Cum in figne duplici F pofito poft conftantem K fu.
menda fit pars fuperior — fi ' fit impar; contra vero

inferior + fi fic par; facile apparet formulam ’
K;;)(1"".'1)(17"i>""'(F"‘;/A‘“"’I) E oo v 0 0 e
. LT : , T
ita exprimi pofle : ‘
K—v(l-.—-v)<2"""v)“'a..(,u+l—y)[ ;.,4.-9E

fublata aequivocatione figni ; quae formula pro cafu y =
—— oo debet annihilari.
Eo itaque cafu erit .

(9) oeres K:v(l"'v>(2-v)mu(/4+1Lt’)[;t/"_I y"’_‘""‘hl
g . ¥~ 4 - _—, yv—/ﬁ:__g_ +0es
- ,+v__My +v—,u+l+ -
y—pp—IE
L. - ]
v~ pdp—1 2:34ce0p

in qua ferie terminus generalis eft

V(It_v‘)('Z——p)..oe‘o(M-FI—'v) ‘ . },v—,u—{-p_x

20304 00000p v—-,u+p—==1
Sit w4+ 1 = p== — y; terminus generalis abibit in
I—y 2—y 3—v p—v v
= s TTTTTT Saease wp) ==
{eqqemcr'n, - > 2 ; (
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I=—y 2=y —y . p—y . .
" . 3——'—" segan T pv, qUI ﬁat = —“T
I 2 3 - P
(Vide pag. 58 partis primae Adunot. ). Series vero fequens
erit

(e LT e e T 2Tl
1t v (ob ) etz) T iR (pF D) +3) T T

Antecedens vero retrocedendo ab ipfo termino T erit

Y PR _p‘,T_%g LA . EL&;_}_)T_{_ v .P(P—I>(P_2)T+m}

=Ly =) v —3 »E
Quare cum fit ratione infiniti 7 — e
; Pt ’
Y- p3
- ~——— =11 — .
I T B Ry ey ey R
erit tandem

j’+l +y+2 y+3 LRI Y
Yy b4 y o
- = +ul;e

¢
|
K= =T g
[ y—1 y —2 .',.==.3

S

Iy — I 2y 2y 2y )
fon K= =,T (_ b + ,,_.)
Vv

ey o 4=y Q=1

— mT 72 2nm 2zm 2nm
7 m nn=1ns 4 =mm Qnn=mm . m-}
"
— T
o 7
= - T
172
in — =
7

¢ Eulerus Introdu@. in Analys; inf Lib I Cap. X.)
Inven.

,

~Inventa hoc modo quantitate conftanti K =C; jam
habebimus fubftitutis valoribus y=fls; = -_7:_ in
aequatione (1) '
: . U
(Io)oufx dx(lx)":m — ° —————— ‘E‘e

’f-—{-: m
5 fin — »
7

P TR AL T rs=- ALk
I

™oy }ﬂ-l-m 2n+m ®3ntm
n(lx);+ l - I 14)3 fer
I+ 2.3 a4ntm (fis) '?" '
i n—m am—m m—m 0TS
ubl eﬁ T: p ° "'—5” ° "_—37 se00 - Pn p

f280 p = oo . Patet autem haberi per approximationem
valorem ipfius T eo accuratius, quo major fumitur Iinter

finitos numerus p. ) _ )
. DPopatur nunc x¥ =1 ; erit flx==o; ac nifl fuerit

w : . . . f
—— <1 quantitas negativa; erit pro-ipfo cafu ¥ =1
n B

) w2
-_— 7
" T
f—x = oy . __ = e
f;‘ Cds(erE=—omm s T
@ B} - L4 ﬁﬂ -7
i 7

pofito nmempe quod fit » numerus impar; atque ipfum intes
grale annihiletur pro cafu ¥ =o. )
Series (10) convergit quotiecumque f/# eft quantitas
frafta; fi vero f/x jam contineat unitates; feries eo minus
fit opportuna ad habendum valorem integralis, quo plures
unitates pofitivae, vel negativae continentur in valore flx.

Tunc ergo adhibenda erit feries (8) praeparata ut {é%uitur .
uma.

S |
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Sumatur x - 1=, numerus integer pofitivus- proxi-
mior valori #y. Terminus generalis feriei politae poft
conftantem K, qui eft ut docuimus

y—u p—1

L)) () g

—— e

v—u e —1

sov oo P

234
(1—)(2=v)(3—")

0= 9 v N .
het ———_——_<;_) y o Hic terminus
I+ 203 coe s p .
fiat = R ; erit {eries fequens ad dexteram

I{ 4 . ._2L— }{ Y . : 1’
o TR GREDGT )
R — . Ly ‘ &
+ v+ 3 (,0+1)(n+2)(p+3')+ ¢

Series vero antecedens retrocedendo ad finiftram erit _
v ] y p(p—1 y -1 =2) .
— ., = R+ — . QR-#-'— : Pﬁ’——lum&ca
y=1 Yy p=2 0yt V-3 y? '

quae ambae feries cum fit + y quamproxime == u; conver-

gunt ; fecunda vero conflat terminis numero finitis » Snmpto.
€rgo
o

B = 2= 2n=—=m 3= prg—m ; =
N e =~ . — T—— ———— ‘# " -
— = e (i)

F—1 I
b [ % dx = —— fg]})v dy; erit €x aequat (8

- T 1
i
g
) oo Sarmide (Ix) = _
- r[h:ﬁa LI f_l> o 1@(2 !)(21_ 2) 1
(137w ] v flxT a\n (flx)?  a\n 2 (DE
T e m i m I
f I +n-ai' n TQI)(’——Z)wo-(“—‘p ———
o ? 72 . 7 (flﬁ)P =+
7
T : = 7
- T a —— ——
T m
f" ﬁ[]. — 7
7 g

e .

r m flx . m (fls)® L #2 _(ﬂﬁ‘;}" a

gt P G0 12) T 3nim e k264 bl
m p ne P-(P”‘I) #2 p.(p.__l-s‘;(p_z‘) | ‘

R

i

?’.'_‘—{—1

"L T ammanem T anem (fzx)’r“’gﬂ-mf Flayi

Cum ergo alterntra ex duabus agquationibys .(10), &
(u) exhibeat feries comyergentes : habebimuys pro quo-

cumque valore # mnon exclufo valorem formulae integra-

iy

#
lisﬁf“ du(l%)7, in qua # eft numerus impar ; fumpta

conftante ita ut integrale annihiletar pofito ¥ == 0 .

Sumatnr nunc in eadem formula prima pro » guUmMErus
par ; quo cafu excloduntur- omnes valores ipfius w unitate
minorés , ac proinde etlam & =0« Pracftabic ergo in hot—
cafin fumere conftantenr €a lege ur integrale evanelcat pofito
<= 1 ob rationem fupra allatam . ‘

Si vero fiat » = I ; €rit y == flx == o; quare i1,

feu 2oy fie quantita{s poﬁtiva; invenietur in aequatio-
ﬂ ) . . . . —
ne (1) conftans  C==o0 ; itaque fubftitutis valoribus y =

flay v = —1—7:;- ; .ob‘f.ga"f ',dx..(zl;c)." =

+ 1
Fire

i f
habebitur pro cafu quo » fit pumerus par; —= + 1 fe

VAR
Sey dy

quantitas pofitiva , atque integrale debeat annihilari quando
x = 1

(12) o5 fxf—-x dx (1) =

1 1 1 1 11
———— —— -0 l 2 T e flx)] -L s
i (o b oo P94 7 o 7435 prAL )
Si feries .(12) non fatis convergat ad exhibendum
' ' , D valo-
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valorem integralis ; fubflituetur aequatio (11) omiffo tantum 7

m .
—_— .
. T - n . Eﬁ . . (
termino == m ] ° enim aequano II:)
fr + 1 m
0. T i i S,

2
ejufdem valoris cum (10). Sed (10) dempto termino con-
flapti eft ipla (12); ergo (11) dempto eodem termino erit

ejufdem valoris cum (12), Pro cafu itaque quod feries (12)

non fats convergar; adhibebitur
m
_ T
F= N T . 7
(13)0e [ % ds(ls)» = (11) + —
. ‘ 7" fn. —7
Quibus omnibus abfoluta eft evolutio primae formulae.
Tranfeamus nunc, ad alteram formulam :

fxf'!dx (17;—)’? =~/.xf—I d,&:(ml—#)é

atque in primis fi # fit numerus impar ; erit

fxf_xdx(—lx)i—f ==—f""f_rdx (lx)?

quare valor hujus formulae 'integralis idem erit mutato
tantim figno cum valore primae formulae , in qua jtem fit .

77 numerus impar. . :
_ Sit nunc in fecunda formula » numerns par ; ac pro-
imde excludantur valores omnes ipfius x practer pofitivos,
qui continentur intra limites o, & 1.

. z m . —_ -2
Fiar —=1x=7;—7‘;=y; erit 1:::7; = f
:’-’ I Bl S 4
=1 — " E——y f - . Eft Io
fo da (—~lx) T Je = dz. Eft ve

v
f
=3

23 - ac

S s = z”dz(,fzj-f; —— i)

7 (18),;.'.' =‘:zv;;;~_v VTl T Py (1) 2P 2T e

2y

ac proinde =

— 7 B I 9 = - _E_ 7:-{-“2 I ! s 3

(e Ri=ME = e e
v+4. ° _2:' TED 45808

Rurfus : :
- —_—y ¥ N -z . —azr —
(15)..:[; za’xg:—-zv‘e ’,+,_/,,zv Y dz

@) . = - R e gy — Lo /(v =1)zr 2%
(17) TR T Py RV T e TR (1) P2
T +fV(v;-I)(v~2)z”—3e‘”zf/£__‘—/E

&ea

f“y(y'f" I) (u ::—2) arees (_y—-' /4) ZV-M—tE»-z
+f1’ (l’_"“" I) (V—,- 2)"-0-(}"_"‘)1"“‘ I)zv—'#—'zf—zdz
. Quaerenda nunc eft pro aequatione (14) conftans- M
talis , ut integrale evanefcar pofito z — o0; five x=o.
St evolvantur per fubftitutionem ‘
o SRR PR
o 'e—z::I—-z-{-—-z—— —-&c, »
termini fu'matorii, qui funt in fécundo membro aequaﬁo#
num (15), (16), (17), (18) ; habebitur ex (rs) s
: yoov=I oy g?r+2

-z v V o=z 4 —
(19)_7"‘{; 2 dzr===2xe¢ +N-{-z=—y1—1z +:_}.‘ZT
ex (16) habebitur ‘

. B L Ve . y—1 ==, . —g . ¥
(zo)...ﬁ zz”dz:—zg ST z.;;P.;.pzf ~(r=1)z

v(v-;'l) B zv-{-g T

+ — s ———— == i
- . !
ex (17) habebitur s 2

(21)
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z Yoo e

., . e _
(21);0@ frdz===ze =y € =—y(~;—1)z7 e =+ Q
¥

+ v(v = i) Zv—‘z" y (v -—2)2’;1 - I+(},.— 1)(,, ..2‘)% :

¢gandem ex (18) habebitur
— — — . 1 e
(zz).../e dm o= —ne % T z-y(r-x); e Ceii

— (=) (=2) e ns () 2 5H e *+S

. - . e ism i y=f~E
+ v (r=1) (v 2)....(‘#1){91&12 b
ol L P §
'_—zv'lu'—l— ——I—. =’ ——-:.
M y—p+1I 2
I ) ¥ pup-I - }
1"~M+p—l ° 2-3-4-11.,‘34 e

~ Ubi fi conftantes N, P, Q, S ingreﬂ'@e per integfr_«a-
tionem [umantur ea lege , ur Integrale evapefcat pofito
x==0, qua lege fumpra eft etiam conftans M in aequatione
%4)51[1‘«;[116%1{1' per methodum adhibitam pro conftantibus
K in aequationibus (1 6 & (8

3 bJ 3 .
Co Dy Bg & K in smionbus (1), (5, 0), & ©)

Jam ergo inquiramus cenflantem S. Cum f{umpto = = _

Y o=y

oo terminus — ze in aequatione (22) fit infinite parvus ;

. . ) ¥
reliqui vero pofiti ante conftantem S convergant donec——,
Z

qui eft faftor generalis termini fequentis fit fraftio; fi non
fumarr 4> =, tota feries pofita ante conftantem S eva-
nefcir . Fo itaque cafu erit

_ \ 1 P—p—I
(23)nS= s (=1 2)(-3) o (=) [ =

p =g~

g
i v—i i zv——,&m?-l %
pemmmt | f—— 2 ————Ee mem e SR 0000 *
I ©y—ptr ro2
I oV TP 7
;: e o & o ©

- v——',u+p —1 ) _2}.3.4,‘...9‘
in qua ferie terminus generalis eft T
y (o —=1)p—2) s G—u—1) = v—utp—1
- 2.334- eos e P ° .vw/“’+P-[
Sit 4 1 =p==, fitque o numerus par; terminus
generalis abibit In fequentem -

(v "-I) (y ’—2) (1' “"-‘3) (y — P) Pv
I 2 -3 o’
fequens erit o

v z?

% .
— e T e T T

, qui fiat ;:T Series

Sy » %3 . T+
eEeEeT T

Antecedens vero retrocedendo ab ipfo termino T erit
Sy v plp=1 Ty -1)(p=2
. LTt _FLP__)T___._,FL(_P_,(____ T 4 eone

y=L % oy=2 %Y 973 %3
Quare cum fit ratione infiniti r_T_z'—I —1=
GFDGE2) T GH06+26+3) % 7!
ﬁ@:‘l—f-?—z— “&e. erit tandem

%3
B v 9 y - - g
S T Imv+1+mm”+3 o

9 v v . ‘
- ,-;'}fu»z"“r?mg'gﬁ ]

:rm-._P-—ﬂ

fen



¥

f2S==T & ( Vide fuperius pofita anté aequatio-
asm (1o) )
Cum ergo fict M =S; fubltitutis valoribus z = — fIx

iy

= ——— in aequatione (14); habebimus ob

f'ﬁ:f_ id.*,; (—lxﬁ = — ! ﬁ-zzv d;

Fa
m
b 7
e[ T ) = e — 2
f;+l ﬁﬂ. —_— 7
£ 1 1 I -1 ' )
—~——fla4+ ——.— (fl=)* *
: -?+Il;;+nz+zn+mfx+3n+m 2 (£1); ' { :
mE=iE T l+ I I (Fls)3 4 ) S | fl.)*-" i ;
LI ~ — Ty e T E9 Lo 7
L 4ntm 2.3 T sutm 2.3.4.< D e
T P 2 gpmm pmmm o T
= 7 ® 27 ° 3;2 [T P?z

280 = om. -

Series (24) convergit quoties f/x eft quantitas fraa;
To mon fatis convergat ; adhibenda erit feries (22) prac.
2 ut [equitar . :
I 1 . . v e 3
. Sumpto 4 + I =p numero integro pofitivo proximiori
“alorl iplius 25 terminus generalis feriei pofitae poft conftan.
rzm S ' aequatione (22) fier, ur vidimus '
3 TY G6m2) Gm3)  Gme) vl
=Ty e 2z s qui fat=4 V5
crit feries fequens ad dexteram
ZZ

-

-

“r (D

M

AL ’ 23
RIS ET 0y crey AL v ey Ty vy
vt hniftram yerg retrocedendo erit N

V4.

T

3L

RPN ) AN Y (> S
:Fu-1°zViv—2' P V¥;-3' 23 Vi,

quae feries ambae convergunt ; fecunda vero etiam eft finita.

_ M= M- Mm-3n m-pn - L
Sumpto ergo V.= —=. =5 =S o CFh
F=1 i 1 —_ Y
obf;e dw (=lx)n =_f7‘;‘ﬁ 2 dz
erit ex aequatione (z2)
o - - m
-1 w . T '—‘
(25) “'ﬁf dx (-lx)ng—— b7 ‘;"—"' ” W-—-’
. "‘—f-l /
R A ——’::e P
T om I . gy I
Cow Jt— =i = o) —— F w
| T e Gy
i mym m o m I
I e A RD I G (<) 7
"_E_+ 1 Bfﬁ I ;'(flx)z, + -
+mV I m - ndm pFL  2ntm (p41)p+2) e i
[ [ S S 2 (1) |
: n-m fla = 2p-m ° (flx)* - B

Cum ergo alterntra ex duabus aequationibus (24), &
(23) exhibeat feries convergentes; habebimus pro quocum.
que valore x-inter 0, & 1 ( nam caeteri valores excludun.
tur ) valorem formulae integralis: ' :

fxfﬂ‘dx (=lx)"

in qua # eft numerns par ; fumpta conftante ita ut annihi-
letur integrale pofito » =o,

Corol-

S Y



3%
Corollarinm

b7+

=i 20— 30 A= pA= o
Cum fit T = __7’-"‘.—2—7—1_“__37 .;.-———'}\ﬂ e —-—-Pn
pofito p mUmMEro infiniro ; [i it »=a2; fit vero nomerus

impar m =2 A — 1 erlt

2= 4= 6-m 2A-m 29-772_”_:

-_ —_ e " sase - LitL) P =
T= 2 4 6 2 A 2p
2}\—772 2(A + V-1 %
(:-m}(,;.—m\é ~113) swos (2 (kml)'m) ” ot
20= 7/, _‘: 2 S
2,-mt T (2, —77’+3) (2p -m-}-s) win (0 m-}- \/\-I + 1)
3 v
= (3—2A) v (=97 (—=s)(-=-3>(—*!) < Z % e X
. A—z '
2017 - =
TG ——— e
2, —m+1 (2p)
s—n (—9) (=7) (=) (=) (=D, o
2 2 2 2 2 2 7
-I_‘ —gria 808000 22—‘?——2 —\f—I— 8
2" 4 ' 68 p—m+ I -
m 1
. T - 7 (/\“f )7
Erit quoque —, ; ~ =t T ——
fr fin, — 7 f>\+7
Z

wbi fumendum eft fignum fuperins + fi A fuerit impar;
inferivs vero —; fi 3 fuerit par .

=2 =) {—~3) (=1 I
Cum vero valo: ipfius T = E: . }‘,,,(__,25),( GRS

33"

fit: poﬁnvus ﬁ >\. fuent nnpgr, negativus ; fi par ; eriE
- wr . .

T 2 X T el
T _:v{empe: quantitas poﬁt_xva,v
fn . ﬁn. I o : .
_2A—3 5 3 1 1 A=
———— efsen - . @ 3 ® — ]

' 2 z 2 2 T A X w =

. : - s
I 3 3 7 ZA—E Vo
—_— == ¢ T 0 T easo °
2 2 2 2 2 P+ 1

Quare fao polt integrationem » = 1; ha ebitir ex
aequanone (24)

2A—¢ ,
£ T 1 3 5 _a\—1 V7
. d l— 2 = — : —
* »’4( -2 ) i z

e — RIS

e T eon e

2 N
gubd’ csjnreﬁtaneum eft inventis Eunleri ( In Comment. cit:
1 290 L] ’

Ewvolutio. formularunz
' f d X}_FE___ _dx Ix
V(I —xx) °’ X x

JUocd attinet ad primam formulam, in Afis Acad
Scient. Petrop. ad anmam 1777. Tom. 1. Pare. IL pag. 3.
Eulerus inferuir Commentarium hujus tituli « de insegratione

formul' f d X } X 5 2 h
ae S b x—o0, ad x==1 extenfz. De hac
. V’( _xz) y [

autem integratione haec habet : cuoz nuper ﬁrgulaw' methoder

d =
mvemj]'sm eﬁ'@f‘/ xlx ( b x=o = — — wlz

(I-—v-xx) ad X = I 2

R



:

is oo majovi attentione digna ef} cenfenda,y.
wozfizacio newriguam efb obvia; unde operac pres

luni efds wveritatem ctiam €x aliis fontibus offene

s 2
u2:e

3

woren: . Propofitae vero integrationis affert demonftrationes

Nos omifla prima, quae exhiber valorem integralis-
axat pro caflu x4 = I, alias duas illuftrabimos . Metho-
s, cuam deinceps explicat , ad-alia pracclara inventa per--
. cuze non funt hujus loci . S
{a primis vero notandi funt limites, quibus continetur,
c cialis formulae differentialis propefitae, qui -lidem-

Ve

andi funt etiam in integrali ; pro iis enim valoribus
o quibus formula differentialis. fit imaginaria; cenfen-
eft etiam integrale fierl imagiparium , ut fluxio: fit
vantitas apaloga quantitati fluenti. Itaque ratiome 74, qui
‘horeditur formulam differentialem, x non poterit effe ne-.
cativa ; ratione vero V' (1—axx), » non poteft fuperace

f= R

spitatemn . Quare integrale ingredi nom poterunt nifi valo-

s F

CUr

Tl e

js
7

ns
joud

Sty

[81e]
-1

(g

0

res = pofiti intra limites 0, & 1. Nunc fecunda demonftra-

tio Euleri eft hujufmodi . ‘
ax
Fai = uIL s T —_—— = : 3
Faflo x = fin. @ ; cum fit Vi) d @ ; habetur
dxlx '

—V—(;m =d9Q L i @
Ef autem

I.f;n.cp==-12==coﬁ2(p‘-—2’—‘ col 4 p— ”Ié— col =& -

( Calenl. Integr. Vol. 1. §. 206. ) ; erir ergo

E).. / ey, 20 _afinse 2fnde
< ) fd(pl.ﬁn.(p__ (plz » pr 5
quae expreflio evanefcit pofito » = fin, p-=©

= g33

N ez
Quod fi caplatur @ =g0° = - feu x=71 3
habe?

qusm, jpfam methodum , guac me. <o perdysit expos.

(=) ST

‘Subdit vero Eulerus. If}a autem démonfbratio ?ﬂdﬁ@ed‘c‘nt; -
-ideo--longe. awtecellit.y quod nobis non folum. valorem formulae
propofitac exhibeat cafn guo P ==.90°, [ed etiam vernm ejus
walorem oftendar , quicumgue: angulus pro @ accipiatut 5 id

hdbetar T
’ ad w==1

guod ad ipfam formulam: propofitam. f \fw(rix—ix) eransferr

poreft ; cujus’ adeo vnlorent, pro quoliber walore ipfius X affis
gnare porerimys-. Quod_ fi enim iftins formulae walorem defi-

deremus ab X == 0 #fgue ad X = a g gquaerarur angulus a

aujus fims fie sequalis il . argue Jomper belebinr s

plele (dr=oy oy, Moo 2l fhinG:

(i —my © Y=metam e T e
R C ko

Unde parer quories fierit o = =

ade=s

deriatante 1 numevum

integrum. guemcymaie: gueniam omues finus evaneftint y valo=
iz

12
: : ) = »
aliis wero. cafibus walor noftrae formulae per [erizm infinitam:
fatis: concinmam: exprimerty v
Cui doftrinae haec oppooi poffunt : quoties foerit o« =

vem. formulae his caffbus finize exprimi per ==

o - " xa . .
erit s =24 = fi.o = fin, — aequalis ant ipli
2 ¥ ’ - x =

o, aut =+ 1, aut = — k. Nempe:

Si 7 fuerit nuomerus par ==. 2u; et # ='0; &
proinde -

T e dele ab =0

V(1=zxx) > adx=20 T _

ubi 7 indeterminate fignificat numeros. omaes: 1ntegros pofis.

tlVOS 5 aut negativos:. . S

Si # fuerit numerus: formae 4m+E; erle 4 =1 ;26

) =.-==;mw.fz .
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] dxlx sabx==o0 . (4mEr)
proinde f\/(l-?é;) (ad x=1./ 2 -_7‘:‘!‘2
Si demum fuerit numerus 7 formae 4m — 1; erit
g==— 1; ac proprerea ’ ’ B
dxlx ( abx=o \ __  (gm=1)
fV‘(I—-xx) adx:—x) -

Hae autem conftantes ira vagae videntur abfurdae plu-

(4m+1)

ribus nominibus; fecunda vero — — 7 4.2y quae €x-

hiter valorem integralis ab x = o ad =1 confundit cum
infinids aliis integrale ab Eulero fupra affignatum .

Ut baec explicentur, notandum eft in ferie aequationis.
(E) pon omnes arcus pro @ affumi pofle. Cum enim.inci.
plamus Integrationem a @ == o, licebit fumere dumtaxat

arcus , qui funt inter g =o, & Q=7 ; tunc enim
d @/ fin.@ perpetuo haber valorem realem. Quod fi arcus @
ulrerius fiuere cogeretur ; tunc ejus finus fieret negativus, ac
Froinde ex recepta dollrina ipfius Ealeri d/.fin. ¢ Heret

Imaginarium. Ergo integratio realis formulae fdoZ.fin.p

includitur intra terminos @g='o, & @==w, neque ultra
porrigitur ; habetur vero : - : T,

.

['{,. aq)_o. ——
figrhno (00— ")=—xl2

—

Reftar explicandum quomodo {fubftitutis valoribus in.
hac ulima aequatione , intelligenda fit acquatio, quae oritur
__dxlx abx=o C
\/(I——-_—xﬁ ( ad ¥ == o ) ===l
Sed cum utl vidimus in hac formula valor » dum-
taxat a o usque ad 1, poflit excrefcere; huic autem fluxui

foon . . .
refpondeat fluxus @ a o ufque ad =~ » 10 aequatione (E)».

quae {ubfidiaria dici poteft, valor accipiendus pro @ inclufus
cenfe-

37
ERp n‘ «v; l-"v ; RSl R, N o
cenfebitur intra limites p =0, & ¢ = —; quare exclu.
: ~ : L ' 2 ,
detur aequatio incongrua -

-~ dxlx ab x==o
S Azt =i

ad quam ~habendam fluere fecimus @ ultra valorem Z
. . ) 2

ufque ad valorem 7 . Haec tamen omnia fubmitto fapicn.
tiorum judicio ’

Intra limites vero p==o0, & Qo= -, aequatio (E)

R Y : . . dxl
mirifice infervit ad habendum valorem mtegra‘hsdf;—-’i
— I=)

pro quocumgque valore , quem contineri vidimus inter o,
1. Series enim aequationis (E) femper convergit . Ad

hujus feriei egregize amalogiam, quae Eulero fe guafi pracier

expeitationem obtulir , nos aliam formulam evolvemus.

_ Tertia demonfiratio Euleri ita fe habet, Fiat a==col @ ;

dglx

erit : IW—W> = ffd@l.cof.@ , guod integrale &

@ ==90°, ufque ad @ ==o0 eriz exrendendum.. Eft autem

Lcof. ﬂ)';=.~12+coﬁé o— -Z— c6£4(p—}——;— col6p — -;— cof B+

( Euler. Calc, Integr. Vol.fI., § 296{: ). U'nc{{e 6'ﬁt
N oof : f 2lip2Q  2Aing4Q 21009
Cum integrale evanefcere debeat cafi =0, feu @ == 90°;

(1]

. . 7 . . :
invenietur C = — —{2. In ferie autem (F) ¢ eft com-

2 B 3
plementum illius anguli , qui defignabatur per @ in acqua-

tione (E). Quare eofdem limites habebit ordine inverfo .
S Tranfea-



38 : . e
TFranfeamns mmc ad fecundam formulam . Cum
LS o=, Atang. x; fi fiat A fang. ¥ =0; eri:f o

1+xx
=/d @ ltang. . Eft aurem ( Euler. Calcul Integr. Vol.,:

2
L § 296. ) % taua(p———frconQ—:—g— cof6(p-=:

2 cof. 10 Q — 2 o, 14.Q = o o+ Erif eroo
fin, ch fin. 6(1) fn.m@ fn. fin.149
(H). fcpltan%@——"f!-( b+ mz—l* T4%

{ine additione conﬁanus cum fanes annlhlletun poﬁm
s==tang. P ==0C. g e

Si caplatr # = 1, feu @ = _:_, erit ‘ ‘
I b3 :

dolitang @ === 14 — —— ° ISR
VAL p=—1t g F T e
7 o ‘

Si caplatur x=oe0 fu @ = = 5 erit  rurfus

fdopltang @ =o0. Id asrem facile exphcatur . Dxﬁ‘e- .
reptiale enim d @ L 1ang. @ maneate pofitivo 4@ in per-
petuis augmentis azus Q@ , ratione 7 tang @ elt neﬂauﬁ

. 7
yum a valore g =o, ufque ad @ = j;— ubi dxfferenc
tiale annihilatur ; qoare ejus mtegrale abx=oad x :ty

. —— 7
elt negativum . Cum vero deinde a valore @ = T ufquef

al o= Z_, valor 7 tang. ¢ fir pefitivus , etlam fuxio
fit poﬁnva,, ac promde deftruit efe@um negativae anterioris
in integrali , donec in Limite @.= % integrale annihiletur.

: ~ : ﬂ? o

_ f ‘ A+I—Ua+lu+

"77
(,= T exten{a . Aoqﬁ?'ﬁén

s .‘«,92- /IE?*&e'dep(z@_"Ltang.cp)

Efuolm:o ﬁfm#ldﬂ
f L tang.

i » V , dx .
at’ ang. q>._x B!‘ltfl :ang (D — f(x-l—pm)lx'

U hu)u{'modx integratio abfolvatur motetur . prius fatto
m+ md# du
¥ = effe f

= 2% . Cum vero fit ex
ln -

, Adnotanone I

e -=
so000

(lu) (Zu)i [CONOM (W
233 | 2344
poﬁto A*—*o, 577215, &c. ut integrale evanefcat cafn

y = 5™+ = o fen § = tang. @0, fen tandem 0=0;
eri
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(=) | U= Ums

=44 hbwy Ind T 2&-3) 2’3(.14‘)4 ST
3(4s)r 330x)3 33(4x)* .
- “‘!""‘l+la< 5= - - = - “ ses 803
A-lz=ltin-3l z(.z z.(g.g zg(};;;.
s*(lx)r . 53(lx)s s5(a)s '
L oy [ 1+l ,’ —_— —_——lL T 2.0 83 0.0
AL ISRl s e Lo ) 2.3_3+2,3_‘},4 + e
2([x)2 3(/=)3 1 ([lx)a -
“A—17—1i/#~7/x'—7(x) —7<2) —7 (x) $vavns

+ &c.

3.7 11,15 (p+2)
falto p = co ; ad quem valorem proximius accedimus que
major fumirar inter finitos numerus p== 47 — 3 exiftente
# indice faltorum ., Nam fumpro » = eo €

1340517419 = 14 (4= 3) = U4n-1) 1 I (42 1) = (4213) Lui

I,
Z"_*’[g—}-]‘j=17.‘f_19=......{.1(472f3)=l(472=1)-§71(4?+1)_

0 lant=l(nt)=i4nty) =& =1(4n+1)

Et tem [d /s — [4715 + 1415 — &Ko = -—;— Ixls

1_=3+S,“7+9»"'“‘&C_1=.90. _— O

=3 3792 — &g, =—==:—
1=37F53—nitos — & = o

1—=3¢+5 —74i+94— & = :S;
I3t 5 —754 95— & =oe
t—3f sttt — &Ko ;,,é_?

ggaer37m27—§-97f=;&c. =6
&c. ‘Nam

dx dx T
: e = [ = d=p6 8w yiode Y
it [ s = g (e ittt F

2.2 233 2-3-}%-4_?-
Eff autem A — A} A — A 4 &c in inﬁn7~= —;* A
cl3t s =l7tlgm el — 13 IR m e gy

Nam cum fit - . - A

[) == =2 ] g2 0 g6 a8l
(r e T ks +xt—w +‘.xv — -&e.

7 ) - ) R - ) 7 ~a
falto x==1 er—'xt‘sz‘ I —~I+T—141— &

uluphcetur aequatio (1) per x; differentietur, ac dividatur
per dxj refultabie . . T o0 o
) ITTE o f gy s 6 g
@) (T =3 ks =7ty x — ke
ubi falto x=1 erit o=1—3+5—7+o— &
Multiblicetu[:rl acquatio (2) per x ; differentietur ac dividatur
per d« ; relultabre,” -~
P 'I‘-,___’é’x:-’—kq‘ B s . : . : . . ‘//‘7/‘
3) ‘(—I;Er =I-3 ’xfj—fiséxf*-—7:x5+9 P8 “&Cz

ubi fafto x =1 erit — —I—‘=:~—'3=+52——7=+9=—-..m

‘Arque eadem methodo deinceps invenientur. alii valores
fequentium ferierum .- ‘

. Brevius tamen-iidem, valores reperientur per regulam
fequentem erutam ex lege calculi fuperioris . Multiplicentur
finguli- coeflicientes numeratoris unius fraétionis per fingulos
terminos feriei 1 3 5 7 9 &c per ordinem direCtum ; tum
iidem " per -ordinem inverfum incipiendo ab ultimo termino
feriei 13 5 7 9 &c. prius adhibito s Secanda feries pro-
duttorum ‘fubtrahatur a prima ponendo primum terminum
fecundae feriei fub fecundo primae, fecandum fub tertio &c. -
Habebitur nova feries coefficientium pro numeratore fraltio.
nis {equeatis. Denominator autem erit produétum denomina-
toris antecedentis dudi in 1 + x2,

Exempli caufa coefficientes in aequatione (2) funt 1 &
— 1. Scribatur 1 — 3 ' '
31 .
Ac {ubtra&ta fecunda ferie a prima habentur coefficientes
aequationis (3) 1 = 6 4 1. Denominator autem eft

()"
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(1= X (14« )-"'(z-i-x )3 qui {umpto =1 it 25, Unde
habetur valor feriel 7 = —z- Rurfus ad habendos
cocfficientes pro aequatione fequenti Teribatar 1-73, 6+ S

-3.641
ac faQa fubtralione habebuntar coefficientes 1—23 + 23
— 1=o0. Denominator vero erit 2¢. Pro fequenti aequa-
tione fcribendo
1—3.23+5.23—7 . o
t7  —s5e23t3.23
habebuntur coefficientes
1—76+230-—76+I_80 oo
qui valor divifus per denominatorem 25.dat pro . valoxﬂ

“n

feriei Pk Atque ita demceps.

5 9"30;;;;9
30711, 15,..(9.1.2)\’.(9‘}‘4) fumpto o

numero Infinito medlus eft inter duos valores

5913 ' 1. 5,9.13....'"
v &1 - o
s Ve & D
fumpto numero finito. Reperietur tamen facilivs hic va-
lor per methodum ab Eulero traditam ( Calculo Different.

Part. Pofter. Cap. L § II. ) = —o0, 391594383+
Quare erit fl tang. l=—ao, 102986551 -
F oty g — LB 0)" 5 (frerg0):

m——

2 2.2 2 2.3+4:4

Rurfus valor /

61 (lrarmcx))6

2 3.4.5.6. 6.6
Ubi tamen mcertum eft an coefficientes numerici perpetuo con-
vergant , quod invenire operae pretium foret,
Pro valoribus l.tang. @ unitate majoribus alia integratio
erul poteft ex aequatione (10) Adnotationis I,
Sequentia V, C. G Fontana edenda mifir

| ;ﬁ—ﬂ. —.;“(xj{;-a»)c_df. -"-( g—a)’
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GREGORH FONT ANA E

- IN REG. TICIN. ARCHIGYMN. SUBLIMIORIS
..o ANALYSEOS -PROF:- T

Téeoremat/t quarvor ad-Calculym Integralem fpeé’t’zmtm, quaﬁ

ey - Enlerigna formula T. L Calcal. Integr. § 261
© derivantur 5 fed novo 5 longeque faciliori ~integrandi
artificio  demonflrantur o

[ Téearema L S

f ‘ ' e ﬁnf(fi‘.a_)_'
ﬁn.x-l—ﬁn. = ofa & cof‘(x-—-a).

Dem. E‘:X Doélrina fun&xonum circlariom conﬁat, effe

v’ﬁn,x.{.ﬁn g—-zﬁn.—(oq.a)cof (x—a) hineque =—7 - :q.ﬁna

1

Fra&lonem hanc binis praeditam
, . » Acoﬂ%@:-};;) Bﬁn—\/ﬂ
fa&oribus ‘refolyo in duas hafce ——I_(;;;—) + Eo—f:i (x_ﬂ),

fumpus A & B coefficientibus indeterminatis . Redu&tis por-
r
o fra&ionibus lpﬁs ad communem denominatorem Ority

Acof L(w4a)col] (x«-=a)+Bﬁn—(x—,z)ﬁn~(x+a)

fin. ;(x—i-a)cof (x-—a)
I

— . Jam animadverto, nu-

ﬁn.—(x-}-a)cof L(w—a)

i
2

meras
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meratorem primi membri hujus aequationis pofito A =B fieri.

A [cof —(x-{-a)cof —‘(:x-a)-}-ﬁn.—(x-a)ﬁn—(x-}-,,)]‘

= A cof, —'[(x-{-n)-(x—zz)] =Ac0f.z1; qui, fi- aequetur

numeratari alterius membri -2— pracbet A = B= -

zcofzz :
Quocirca nancifcimur aequationem ;

dx 1 Zdscol2(xpa) -1 ~dx ﬁn.é(x—n)
fin.x L finia ~ cola ﬁn_—_:_(x+”) cols” coli a:;)-,unde
. d . b
integrando protinus eruitt — o :

grando protinus eruitir -[F;n.uﬁn,a cofalo fin = (:q.a)

I I I fin. 2 (s+a) .
— — log.coli= (4—a)= — log. '
I el -E.D.
COLa 2 Ofﬂ Cf (x_a) Q .
T heorema 1L,
dx ° I fin. 2 (x=—2)

fin. x — = o, 108 .
0. x ~— fin.a cofla ~ © CU{-%(X‘H‘)

Dem. Per nota angulorum theoremata eft fin. ¥ — fin. 2=

2 fin, — (x—«zz)cof** (x-{-g) Igitur ! _ =

1 /\/—’

. —— . Falta vero . i i i
i 5~ 00 w1 ) ero .refolutione in frationes
3 2

binas prodit fralio L Acol.i(x—a)
e = alias)

Bﬁn.i(x-f-ﬂ‘)
2
——~—, hifque ad comm ;

cof L (x4a) q ommunem denominatorem re-

du&is

Cfime—finea—— -
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5 o
dudtis nanc1fc1mur aequanonem —. _
“fin. ! (x—-a) cof (x + ﬂ)

’"‘A-’" f%— x——ﬂ)cof V(x+n)+Bﬁn.n(x+.¢)ﬁn (x-—-n)

 fine 2 (',T_T)ZJ'@TT e

m gua fi capiatur . A=BE, numerator fecundi membn abw
. -
in A cof -—-[(x-l—a)——-(x»——a)] _écof 4= — nu-

I .

. LEE -

. meratori prlons membrl, promdeque A__B Teols "
sode 1 fd# cole = (x—a).

Qo s = ho )
I “d”ﬁ“'f(”-*— ) &: inte ‘a dc; g

—_— gran —
COfﬂ . cof (’F'l‘ll) ﬁn'x~ﬁn4
A
cof.a,Iog'ﬁu E3 (x—‘” ccafalog —cof (x+ ) :

1 ﬁn.—(x._.,,) S
e o8 — Q. E.D
599‘4 cof (x-{-,z)

T/zeo, ema HI.

) dx | 1 cof. = (xa—a)
fcofx-l—cofa ﬁn- o8 cof, = (x+a)-

* Dem. Quum ﬁt ex tngonomemca angulorum analyﬁ col. ¥

+cofzz_-zcof — (x+a)cof — (x — /z) ent iccirco

1
T }_ —_— Refolvafur

eof.'x{'—cof-ﬂ = 2 'cof. %(x-l-ﬂ)cof-—;-(x_ﬂ) ‘

haec
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haec fra&io in duas

Afn (x—}-/z) B!‘n ~(x--a>
—_ v hae
cof. 2 (v + a) “cof. X (x—- a)

reducantur ad communem denommatorem & fiet prmns

L
numerator L =Afin — (x +a)cof. —. (x—zz)-}-Bﬁn. "
2

(s — a)col. ——(x-}-a) Hic autem ammadverto, fumpto A.._.

—B prodlre —=A [ﬁn —(x+ s)cof. —(v a) ﬁn.—(#:-a)

cof. (x.{.a)] = Afio.— [(x-l—zz)— (xa—zz)].—-Aﬁn. ,

indeque A = =3 ﬁn. , & B= — Tho Q_uamobrem ori-
d - —_
tur propofita formula ¥ 1 2dwfin (= +£
cofx-}-cofa ﬁn.a co[ -—(x +—_—ﬂ)

1 -;-dxﬁﬂ‘. ;(x—d)

, cujus iccirco mtec.rano ﬁanm

fina” " cof (s —a)
dx » .v
PraCbetfco_fﬁcm = — ﬁn. loo cole — (x+ﬂ
1
+ 7 log.col — (x-a) = -1— log C—?{:ﬁ@_ﬂ) Q.E.D.

Téeorc;ha v
f dx 1 los ﬁn—(x+a)

cofx—cola  fima 8 ﬁn —-(a—x)

Dem, Theoremata angulorum trloonometrlca, praebent

‘Or#’ CO{»ﬂn—-lfﬂc" r '_ =
(atx) fin (4=#). Igitur —— ofx ol

a——
e

D g e e et .
pt;fque lntegral_l_bus invenitur continuo f ——

P o Acof (a +x)  Beoli;(a~x)

= Zﬁﬂ (ﬂ'l'x)ﬁn. (a-x) fin, (2 + x) ‘ﬁﬂ'i(a-'x)"w g

& falta redu&xone ad eundem denommatorem - tumque

I
aequaus utnufque membn numeratoribus prodit: ‘— =
2 -

» Aeor.‘ —' (a'-fi-x)ﬁn- .-— ~(4—x)-l—%By:oﬁ:r—— (z‘zw—x)ﬁn. =

- B

(zz-{-x) Jamvero palam eﬁ capto A==B fieri —-; =Alfin.—

[(x-}-a)-l-(a—x)] _.Aﬁn-zz, unde oritur A=B=

. dx

Q_uoc:rca dlﬁ’erennahs formula fit ————F =
col. x —colia

zﬁu a

S -dxcof (ﬂ+x) I ‘dxco( ! (g—%) f
. —_ e, [um-
: ’ dx L

coliw —colea -

r, fin (d+x)

ﬁ
QED

v loev.ﬁn.. (a+x)~——lo fin. -——(4-&)—-5[:21 gﬁn (a-x)

Scholion Generale ;

habetur ex Doflrina

Sumpto angulo. quocnmque @

* 1=cof. T
fuuéhonum angularmm fin, — -0 =V ———;(2, & cols 0=

V‘i I+c9fQ)

 Propterea praecedentes formulae dupliciter expri-
muntus
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1-cofi(xda)

. dx 1 ﬁn.—;(ﬁq./z) ’ -
los — — e L
1Lcof(#-a)

—_—— —— |08, —— ———
o -_
fincfing col cofii(x~a)  2cola

muntar: I

f dx I fins(e-a) . t=coli(x~a)

— o4 e —

fin.s—fina— colla Owcof.—i‘(:cM) eols B 1pcol(vga)”

dx f colis(e-a) ' I_I.Coﬂ(:g—:ﬁ): .

0L 2 = fog i == L log

cofisleols  finwge %8 cofA(wfa) 2ﬁn,,,log 11cofi(sfa)

v dx 1 fim(als) .- -1—c0f.k(a4ﬂ)

YV cofiv-colis ™~ fin.a oo'ﬁn,_j(,,_x> = o 08 1-cofl(ays)’

Eulerus Cale. Inre Tom. 1. § 261, invenit formulae —jL

i ) . 7 . a+beolix
(i fuerit 2 < b ) integrale _— Lo T
B I ﬂcoﬁx+b+’ﬁﬂ-xv‘<bb-ﬂg)' ) .

Vibh—aa) 0% AT P v Inftituta hujus

tormulae Eulerianae cum unoftra Theoremaris III. 'comparatioﬁ‘e,
nancilcimur s ==cola,b=1,V (bb—s2)=fin.s, & conlequen-

ter integrale Eulerianum = " Jos, cof: acobiy fin. ofla vy 2
fin.a cof.x pcoli 2 -
g thebl=s) 1 alebi(e— )]
fing 7°" colatcoliey ™ fin s fog. - co(—;;—{—cof‘x =
I %,_[Eo(.{(;z-x)]’ I cofe 2 (a—sx)
fin.s 7% P P :

- ol iln- [ — 08 ’

2col5 (e —x)colS(a 1) fit, a cofiX (a+#)

prorius wi in The :
weoremate III. demonftratum eft. :

P
e . 1 +col. @)t
rus oft affirmativus intecer: adhibj ( - O,

e s integer; adhibita Euleriana fubftitutione cof p =
2%

+a’

a0

S1 taregranla proponatuf formula , ubi"n numes

1 ¢ 'venitur integrale prorfus algebraicum . Nam fin.p =
[l

L 2du(rm—xty ', . o 2dx% .
docolp== T—F&?)T—’ ideoque dp= T v& deex- )
d d ) C Ty
e __ - 2Z (1 Fx)n— oy cnjus, lﬂtegnglg_?;&

S ¥l — 2t

marnifefto algebraicuin , €oque invento. fat erit pro & fubros -
e v (A R0 vl ting, — g, vel de n 0 _.
gére v T cof. Q))‘.’ ve- tang: 2 @, vel demum - Foolo

s

Practerea cum formulae dx v (1 + cof. ») (fa€ta multiplica-

tione ac divifione per v/ (1 Feolix)) integrale {e ultro pro-
dat £2 (1 Fcof. x); inde hand difficulter infertur, formulae
xrdsy (1 + cof.x). integrale exprimi per hanc feriem *2 %
v (1 Feofix) e - v
Fa2axr—ry( Iicoﬁ_?")¥23ﬂ(7;—l)x"""’v’(l Fcolw)
,—24;;(:15 1)(;1-2)::”—3\/ (x %Cpﬁx}izi n(n= I)(n—2)(ﬂ—3)/x n=t /(1 Feolx)
yzen(n—1)(@—2)(n—3)(n—4)x" IV Fcofix)
Farn(n—1)(n —2)(r—3Nr—4)(7=5) "6V (1 F coflix)
T vt 1)(3 1) (5~ 3) = A= 3) (= ) 5TV (%colx)
st )(1m2) (-3 (=5 (1=6) 7 i =Sane (3:kcol)

;SN sefte interrumpitur. pofito a numero ntegro. aire
n;]:teiv;n,anrléegiturque 1eg¢eP fat prl?ndidét' ac ﬁmp_lici . Haud /
i itur feries pro integrali-formulae ¥ ndsy (etfina).

_difpar inven

G Admo-



Adnorario ad § 2640

;Um hoc paragrapho Enlerus invenerit mtegrale for-
aQ

mulae ool co[ o ; analogum erit

Problema o

dx‘ . o
Formulae differentialis — GErmnga) ubi » eft po-

merus integer pofitivus integrale invelligare .

Solutio .
dx dx -
i = ad ; fatte
(s +biang.x)"
b ( +«:ang x)
) -
- =c problema reducuur ad mtearatxonem formulae
dx du

(m[%—;)— o Sit nunc ¢ == tang. ; erit (C oy x)
dx(cofé Aacofix)”

Tt ool + coll 4 fim )™ quod denuo ent(fa&o/?-}-a::}l)

. dy(cofycofb-l—ﬁu. fin. 4 :

= (col)» (Gny)? Y ) Quare i »

(erxig numerus integer pofitivas, faQta evolutione, faltoris
co ycof&-{»fnyfn #)" , problema adducetur ad integra-
tionem terminorum, qui numero finiti erant, atque habe.

dy(cﬂy) "
bunt hanc formam B (e S quorum  integrationem

docuit Eulerns fupra § 249. reau&xone fecunda.
) Bre-

."j‘I

dax

Brevius tamen xg(é Fontana redué_"ca formnla (—;{-b—t_an_g;)—"
dsx o

ad formulam . 3 +6tang?)7’

invenit efle. e
—
f(r-{—étann.x) (n—x)(l-i-é )(IJ—dbtanax)

2du

+f(1 +4 )(I +btana x)”—'r —.fl-}-lf )(1+/ytan0x)”—z

Quo falta integrale adducitur ad formulam fl_{_/} tane

jam notam ..
Adnoratio ad § 266
Integratio formularum

eax x0dy fin, bx; e2* x@dx coft bx

EST -ew_cx,n dxﬁx_‘hbx::—-%éaxxn col. bx +f'% e & du cof. bx

’ 7 ax n —-TI
- +f7 e c{xco( bx

S S W . 4 ax n gt oax B 7 fin:
—_——— b —_— xﬁn.bx—-. — e % xinbx
e x‘cof‘x-!- - fb’-

. ran a,xnI

—_—f —¢ dxin. bz
b.
) 3 ds 3-I an gx h—-IX :
ek ﬁnbx—— 7)—’ e X du fin. b

b‘z

=1 x =2
=—-f 7<7;: )e“x ~ dxafin by
Quas



: . ]
Quare erit. . . Ewolutio formularnm . -
[ "
o b ™ u" col b etXdy o
jfe pdalinbses — —mmne & CObbs- : . f o e
’ i ’ ’ a ’ ) ' V - : . L ) “ “7." TEATT - (Cdﬂix}n T " o ~‘:
a o o PO
+ —2—"_"526” & fincbx g T . . S
B : R Icét evolutio , quam hic tradituri {umus non abfolvatur
+ ke nifi’ per feries; tamen quia non ftatim occurrit , omitten-
REPLE ¥ 2R e e dam nom duximus. . e o
2an w =t fode ‘ A¢ 1o primis quoniam eff (A)oeew
BT IV .e:. % . s : ’ f et dyn e2%(afin.e 4 (»—2)col x)
_ ﬂ(ﬂ-l)fﬁﬂxxn--_z dx ﬁn. 6},’ i -.€ﬁn'ﬁ-y " A _' - 7 (”,._.2)(n-—n I )
ﬂ2+62 3 , . o . ) + “d+(ﬂ+‘2v)z f e*dx
.- . . e - L ) ——-—- " Nr—2
Ex qua aequatione apparet quod fi fuerit » numerus : o , (ﬂ.%)(ﬂf 1) (ﬁllf-x)fuer.
pofitivus integer ; hac methodo procedendo devenietur tan- perpetuo deprimetur potentia ipfius fin. x5 arque fi » tueric

5 PO . &xd
. ax R T RO B e x -
dem ad formulam fummatoriam A fe  dx fin. bx == numerus par, deveniemus ad formulam fﬂiﬁ—r)‘ R

A ¢ 2% (e fin s —cof. x) I - A

Eul. hoc §. 266, S P Ty R
zatI aat1 ( s ) o vero fuerit impar, remanebit formula fon " Pro
’: . N . B . ‘v - ’ - ... . 7. - - i . . -
Eadem methodo formula ¢ % dx coft b deducitur ad his antem.. duoabus -form,u-l‘l‘s, nihil juvat aequatio (AY, in
. . ax ' : qua tam fi flat n==2, quam fi lax =13 refulrat valor
integrationem formulae B¢ dx coft bx = : infinitus in fecundo membro aequationis . Hufjurfqu_)dl ‘tamen
e (acofiy+fin. & I _“qui apparet fub infiniti fpecie excitar {ufpicionem an
B —-—— 1) + C (§ 2700) E ‘ valor , qui app P %

aa+1

forte per integrationes logarithmicas “negotinm abll_:ly; de-
Ad has autem duas formulas :

beat. Ac revera eft .
gax.dx dx, . ’ ax v
e2¥ " dylincba: e 2% 57 gy cof, bx f————‘ =—c cotang.x + fuc dx cotang. x
3 . : L (ﬁn-x)z '

facile revocantur eriam formulae :

Sewmdx (finfa)” ; fe™ x¥ dx (col.fx)™ -
1 1 . H

\ do # ) - . el “op
quamo{ welt P\u‘gnerus.mgeger poﬁuvus,_ cum tam (‘m.fx')”’, ER autem Zfimx ==
quam { cof.fx)” exprimi peflit per feriem finitam termino-
rum , qul funt formae Bfin. bx, aut B cof, &%,

=—c2¥cotang.y + ac?*log fimux
— f.:z2 e®*ds loe, in &

= 1

—dlz—;co£2x—£co£4x—fg- cofi 62— Zcof.‘Sx-—&c»
T2

Evo- ' ‘ - G 3 Quare

a ' .
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Quare cum fit ﬁgxdxcof;)\g_—_--g&"’ “C’fﬁf‘ﬂ}')\ﬁu.}\g

: aa T AA
erit v N
ax Co T
(%n-gi’ = C=—c¢ ¥ cotang.s +o¢““ A fin.x
gcofizx+ 2fin2a
+acdx lz+4263x ' a-';__F‘z_;—-‘__.
+ alew* scof 4x+ 4fin4n
P aa 4t -
e_z_lffi acol.6x+ 6fin.6x
. 3 aa 46
rad T
Eft etlam

fcaxdx_eaxl I " . :
fow ¢ CRmB AT/ ee dulng o &

E{t autem / tang =
‘ 7 ¥

2
; ; scoﬂsx ?cof.-]x-__&c,
Erit ergo

€% dx —_
o oax i I
f fin. % ""K+€ 2 tang. ?,# .

$ oz aeex 2cofadfing
TmF
g2 acolzstzfingx

3 eat3’
+2a85‘” . acofsx-}-s.ﬁnﬁ
.+8cc.5 §a+5‘

-Secunda

- fallo ¥= 90"y, unde. cof. == fin. y. -
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e e L y
> ‘Seeugd_a fo;mula f %:—;(;—;—,; facile reducitur ad primam

LAt e

'ﬁdnqtﬁﬁa :'!alrera ad SeSionem jII. %l. I, i

SI -perpendiculum demiffum ab initio abfciffiram i
tangentem curvae vocerur P ; radius veltor =V (x24p)
vocetur #;  cofinus anguli radii veforis, atque axis ablcif-

farum , feu cofinus anomaliae =: ‘——x—— vocetar- % ;
L P V'(x__l_},z)- »

adeo ut'ejus {'Vﬁuét.ﬁt [—zt)= Y S R

‘J int V{ ) eg=nk fit -vero
V fun&io radii veltoris #, & Z alia funtio ipfius =}
guotiefcumque fuerit P = \7—(—;%_—‘-{—2——2—) haberi poterit
aequa‘ti'o curvae per funttiones ordinatarum &y, quem-
admodum docuimus in fuperiore Adnot, ad hanc -eandem
Setionem ope {ubflitutionis Cel. Paoli B

Cum vero in eandem fubftitutionem diligentius inqui-
yeremr, utpoté quae problemata trajectoriarum non parum
juvare” pofle’ videretur ; animadverti pro pluribus aliis rela-
tionibus propofitis inter perpendiculum P, radium velto.
rem , & finum , ant cofinum anguli anomaliae haberi trajes
&otias combinando novam {ubftitutionem Paoli cum metho-
dis_jam cogpitis .integrandi aequationes diﬂ'erﬁ_nialés'primi
ordinis; atque.adeo plures in" pofterum haberi poffe, quo
methodus integrandi eofdem aequationes primi ordinis ulte-
rius promovebitur . . 2
e Serpendiculum P == wdy—ydx o

Revera cum fit perpendiculum &'== V(dx’—i-dy’)’-a““i
per fubftitutiones =z y=#V¥( 1 —z?) habitunr ftue-

: 1l
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‘ —nidz S dz__ Py (1-z)
hold V’(yldz:-}-(I—Z:)d”:) —PJ ﬁVC %“'mu:—]_):ﬁ)?

—udz. - Q -

du\/(l—gz) — yf_(x_-®’
fi fat \7(—1%—Q—) = VZR, ubi V eft fun&io folins #,
& Z funltio folius x; Rd;/ero elt fun&tio nerinfque zf,

ac fafto P = #Q habeatur

&z § L . pVdes ~
% ; nat quoquefzhv,(l__z:)__,lflf e =7

. du :
habebitur — = R. Qxare fi R erit talis fun&io ipfarum

. dy
trajeftoria . o
Primus velud cafus et quando R=1; tunc hahemus
dz - ds V- : "
da=dv, five — == ‘ bf;
. e =) = quem cafum 'obfer,va,-
}\qxfnus in priori ?]d_réoranone ad hanc Se@iomem. Al cafus
abentur ex methodis communibas i i foner
bentur ex x ntegrandl  ae
primi ordinis du=Rdv. ° segationem
Ut ergo exhibe | ! .
amu 1 [
PR beam s problema maxime generale, quod
p per fuperiores {ubftitutiones; fit finus ansuli .
quem curva facit di | y R
cum radio veltore = S ; erit o

=P VZR
S=
~=Q=

. du
“, & v, ut aequatio — == R pofit integsari ; habebitur

S = U= SRy poiede tangens

wjus anguli = VZR, Quotiefcumque ergo in his éequ‘a"
: dz

& -“f‘Vdu : . Bt
=/ 5 ut Integrari poffit aequatio du=1R J» ha.

bebitur trajeoria.

Notandns eft hoc loco modus habendi trajelloriam cum
P=V;

tionibus erir R talis fun&@io iplarum w =

P=V; ubi V eft functio quaccumque, ipfius u, Si enim fic’
angulus , quem radius svetior 4=V (%*4y*) facit com
, » dz Pdu

ableiffa a vocetur Q3 erit - ——==: e — =dopV

ffa o vocetr 0 ent T ) TP

B e TS radivs ofculator curvae vocetur 1) erlt
u’y/(u’-—V‘)w ; . :

N PSS A N S oy .
z:—;ﬁ = dP, .quod per facﬂem conftrultionem geometricam
ﬁemonﬁraiur (Videer‘/ai AQa Peétrop. ad an. 17386 Tbnj:
IV. pag. 106.). Quare fi » fit functio quaccumque radii
veQtoris, feu quod idem eft diffantiae punéti curvae a punéto
quocumque fixo; feu r =U; habebitur primo aequatio 1n-
ter perpendiculum P, & radium vetorem , nempe P=
e ' 3 ia inte 1 1".8;(.‘-‘:'131]15'
f—U— =1V, deinde alia inter apgulum @, &, nempe

o=/ Vir_ , ut invenit Celeb. Nicolaus Fuss'in

uy (¢ A ?)
cleganti Comment. fupracit. ubi fi fit U=

4= 'V”(Z""m,) reperit N
uu-.;—_.-;; Z/co'f.(m—-—x)cp=zz Vcof.(r—m)(p.

R falto

8 l
Quare fifit me=s—1; 2= — ; eIt V =us3 mtegra]e
ubi pulla additur confians , feu curva Cl. Paoli,
dius curvaturze eft 1
pun&o fixo illumi-
emate Optico

peculiare :
in-qua P==4%, in qua proinde ra
ratione inverfa diftantiae punéti curvae 2
- pante fecundum eas conditiones, quas 10 probl

{en fa&z_z hac diffaptia = Deltr= D

affumere libuit ;
Subfii-



wl
[$a]

, I - .o
Subftitutis valoribus m=-—1;#= —; ; aequatio . -

Yot
ﬂ:nl/CO(-(I——m}{p o o
evadit p=vcol2Q,furi=col 20, ad quam
fimplicifimam cirvae quaclitae aequationem devenerat etiam
Cl. Paoli Opufc. 4 pag: 173 o .
Regula allata pag. 71, fuperiorum Adnotationum 1o+
telligenda eft intra limites regularum de folutionibus  par-
tialibus aequationum , neque pro gencraliter vera ‘haber
poteft .

Errara Corrige

. . dufin.nl '

Paz, 6lin, nls _  pdufinngla
4 1 SH/ IH — 15100/‘ [x ;At&ng.n



