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Deformazione de un corpo,

I corpi solidi non sono perfettamente rigidi come si con-
siderano nella Meccanica razionale, ma tutti sotto 1'azione di
certe forze, senza rompere la loro connessione, possono mutare
enlro certi limiti di forma e di estensione, ¢ quindl possono
variare le distanze dei loro punti infinitamente vicini, cioe le gran-
dezze dei loro elementi lineari. Limitiamoci a considerare queste
deformazioni nel caso in cui i rapporti tra le variazioni degli
elementi lineari e gli elementi stessi siano quantila talmente
piccole che si possano trascurare le potenze di ordine superiore
di fronle a quelle di ordine inferiore.

Sia S lo spazio occupalo da un dato corpo, e siano z,¥, 2
le coordinate di uno dei suoi puanti. Il quadrato dell’ elemento
lineare che ha un’estremitd nel punto (@, y,z) e I'altra nel
punto (x +~dx , y +—dy, 5 + dz), sara:

!!‘fé-'SE Tris diil'i‘i —= dyﬂ it g dzﬂ P
e la sua variazione:

ds dds = dx dox -+ dy ddy + dsddz.
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Poniamo:

0 == W, Oy ==V, 0F == w,

Le u, v, w saranno funzioni di x, y, s che supporremo flnite e
continue insieme colie loro derivate in tulto lo spazio S.
Sostiluendo ed effettuando le differenziazioni, avremo :

du dv aw

s ol 1
dsdds T dx® <+ i Yy 4 4a az*
(d*u )d-* dy 4 (dw fiu) o (f'tu ] d U) dz dy
.:- dy
Pongo :
dit 2 dv ) dw "
dx " dy * dz
(1)
av dw dw au du dv
— — A ' == 9 P — = 9
iz dy AL dz = ds £ dy T dz P

ed oltengo :

ds %y TPas T Cas T
(2)
dy dz dz dx dz dy
. R St PRy et
a fds ds I ds d3+2hds ds
dx d?/ ds
L '\“ o . . . ali -
e quantit T30 g’ qs Sono uguali ai coseni degli an

goli che la direzione dell’ elemento ds fa con i tre assi; il pri-
mo membro della equazione (2) deve essere per la supposizione
fatta talmente piccolo che se ne possano trascurare le potenze
superiori di fronte alle inferiori, qunalunque sia la direzione del-
I’ elemento ds, quindi anche le sei grandezze a, 0,c¢, 4, f, g deb-
bono essere dello stesso ordine di piccolezza.

Se I’ elemento ¢ parallelo all’asse delle , abbiamo:

o ds

—.—..-.:ﬂ
ds



se all' asse delle ¥ :

od
s b
s

se a quello delle z :
J_ds e
ds '

Quindi a, b, ¢ non sono altro che i rapporti degli allungamenti

degli elementi paralleli agli assi, agli elementi slessi, cioé i

coefficienti di allungamento nelle direzioni degli assi.
Moltiplichiamo per dz dy la equazione :

du dv
2 h =& a7

ed integriamo a (utta la superficie di un retltangolo che giace
in un piano parallelo al piano 2y, con 1 lati paralleli agli assi

delle ¢ delle ¥ e di lunghezze &, » che denoteremo ordinala-

mente con &, , n,, Sy, 1y ; avremo per un noto teorema di analisi:

du
ﬁﬂltdde—ﬂ ffJ d::: dﬂ?dj
— ud._'-j—-u—“)ds“—'-—/;dw—i— UdJ-—‘—ﬁtdiB-— vdy.
s s :

Poniamo :

Ld

El Ny
Eu = [ udsz, nv"—_—/ﬁdy
Ea N3
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avyremo :

u" — o V' "
ﬂ h' = — : -

" ' 3 '

Se il reitangolo e infinitesimo . ¢ costante in tutta 'area,
e quindi A" = A.
Ora denotiamo con &', »,', &, »,' le lunghezze dei lali

f;, Ny Eus e dopo la deformazione, poiché il rettangolo & in-
finitesimo, avremo :

!

El =(£+a)‘§: ny = (1 +0)9,

piy - da g _c_l_li
Ea —.(1+a : dy n)t;,qi -‘—(i+b+d£f)n

e quindi trascurando le quantitd di ordine superiore :

- ——

& c b o
S e r.._,i_, 7‘?1 "'"'?]i-

Dunque,il reitangolo ¢ parallelogrammo anche dopo la defor-
mazione.

Sia ora « |'angolo che la direzione di &, fa coll'asse delle z,
e B 1"angolo che la direzione di 7,’' [a coll asse delle #; avremo:

7

W — u' = »,' eos (—,)—- - ) == 7,' sen f

9

7w
V' — " = &, cos (—— -— f:r.) — &, sen « .
Ora poiché « e 8 sono infinitesimi, abbiamo :

w — u )
N

e quindi:
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ed h rappresenta la semisomma degli angoliche n' fa coll’asse
delle z, e &' coll’ asse delle y, ossia la metd dell’ angolo che
bisogna togliere da un angolo retto per aver I’angolo del pa-
rallelogrammo. La quantitd ~ rappresenta anche la semisomma
dei rapporti delle lunghezze delle quali hanno scorse I’uno ri-
spetto all’ altro i lati opposti del rettangolo, alle loro distanze;
e percio che si chiama coefjiciente di scorrimento nella direzione
del piano xy ; analogamente g e [ sono i coefficienti di scorri-
mento nelle direzioni dei piani 2z e zy,

Poniamo :
diu av o

O =a O 4 ¢ = S P —
o dx {£y+t£z

moltiplichiamo questa equazione per I’elemento dS dello spazio
e integriamo ad una porzione qualunque S, dello spazio occu-
pato dal corpo, avremo :

d / ! g
/;E-)ds=./(5—“ o s ”q)dS=/(um+vﬁ—:—w7)da
3 dx y ¢z ‘
S‘l S‘I

g

denotando con «, 3,y i coseni degli angoli che la normale alla
superficie ¢ che forma il contorno di S, fa cogli assi.

Ora (ua +vfB +wy) do ¢ il volume del prisma éeueratn
dal moto dell’ elemento do, positivo se il movimento € verso
I" esterno di S,, negativo se verso l'interno di S,;; quindi I'in=-
tegrale esteso a tutta la superficie ¢ la misura dell’ aumento di
volume della porzione S, del corpo. Se consideriamo una por-
gione infinitesima del corpo, © ¢ costante e abbiamo :

A S,

A —
S,

ossia ©® ¢ il rapporto dell’aumento di volume di un elemento
del corpo al volume dell’elemento stesso ¢ si chiama il coeffi-
ciente di dilalazione.

Tracciamo nel corpo una curva chiusa e piana s il cui
piano S sia parallelo al piano xy : avremo per un teorema di
analisi :

(u dv dx dy
/'(@ i &E)ds“—* ./(uds | T.J(E)ds ..

S s
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du dv

dy dx
sono ritenere costanti, e denvtando con 7 la componente dello
spostamento nella direzione della tangente, con r il raggio del

cerchio, avremo :

Se s ¢ una circonferenza infinilesima, u, v e i pos-

¢ ,
—_— i S———-/T?dﬁ — 2 7re.
dy d.:z,

Poniamo 7 = 7r w avremo:

du dv —27rw "
7 e o — e ()
dy dx mrt
1 /du dv : a *
Quindi - (-ﬁ- - ) denota | angolo di cui ha rolato | ele-
dy da
_ _ 1 ,/dv  dw
menlo circolare intorno al suo centro. Analogamente = ( *—),
2\dz dy

1 (jti —- E%S) sono gli angoli di cui haono rotato gli elemenli
piani eircolari paralleli ai piani #z, 2z intorno ai loro centri.
Le funzioni u, v, w sono determivate in tufto lo spazio S
ﬂccupatio dal corpo,e quindi ¢ cogunila la deformazione del cor-
po stesso, quando sono dali:
1.° le favzioni a, 0,c¢,f, g, h ossia i coefficienti di allun-
gamento nella direzione degli assi, e 1 coeflicienti di scorrimento
parallelamente ai piani coordinali in tutto lo spazio S;
2.0 1 valori di u,», w, e tre relazioni di primo grado tra le sei
du du dv dv dw dw :
derivate —, —, —, —, —, —, in un sol punto di S.
dy’ dz’ dz’ dz’ dx’ dy
Infatli, supponiamo che esistano due sistemi differenti di
funzioni u', v', w' e u", v", w" che sodisfacciano ad ambedue le
condizioni precedenti, cio¢ che sodisfacciano alle medesime equa-
zioni (1), e in wa punto, che polra prendersi per origine delle
coordinate, prendano i medesimi valori, e l¢ loro derivate so-
disfacciano alle medesime relazioni lineari.

PO[]iﬂIIlO -

u"——H".=U, vr___vnz‘v" w'-—-w"==W.




Sollraendo le equazioni corrispondenti avremo :

(3) dU i dv AW y
dez dy it dz
b du =~ dv : dVv - AW dW dU
W dy A" ds T @y T T aT
dalle quali si deduce facilmente :
&'t d'U 4
dy* d*z dx dy .
d*V d*V a'v
dz* =~ dz* ~ dsdx °
d*W AW  d'W
dax’ dy  dxdy g
e quindi:
[F =3 :\ﬂ —— A;y -"i'_ Agz
V=B, +Bx 4+ Bz
V'Vrm Cg o C&}‘ o e Cﬁ/
dove A,, A,... sono costanti. Sostituendo nelle (%) si ricava .
Ay, = —8Bb, A-!"':""C-.: C, = — B,
e quindi :
U= A, + Ajy — Cz
V=B, — Az + Bz
W = C, + Cx -— B,y.
Ma per
X =Y = 5 =0
dovendo esscre :
ur 2 2 “n’ l:', i v”p wi‘ . w#
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e tutte le derivate prime di u', v',w' dovendo essere pure ri-
spettivamente uguali alle derivate prime di ', v", w" sara:

U=V =W=o0

e le derivate prime di U, V, W saranno tutte uguali a zero, e

quindi :
AD=BQ=CU=Al=C=Bi=D.

Dunque in tutlo lo spazio S:
U=90, V=o0, W=o0,
e quindi :

I ' I r I

i = W, (/R ) W = W

come volevamo dimostrare.
Consideriame ora il caso in cui a, b, ¢, [, g, h siano costanti

in tutto lo spazio S, e che nell’ origine delle coordinate sia:

(D) U =V =W = 0
du dv dw  dv du dw

(6) E - — 0 [ — — — = ) ) — e e— T .
dy  dx dy ds dz dx

Avremo la deformazione che i sigg. Thompson e Tait hanno
chiamato deformazione omogenca, nella loro Opera intlitolala
Natural Philosophy.
Per il teorema precedente un sol sistema di funzioni sodi-
sfara a queste condizioni.
Prendiamo :
U= A+ Ax + Ay + A,z
(7) v B -+ B,x +~ Byy + B,z
w C +~ Cx + Cy + C,z
dove le A, B, C sono costanti.
Sostituiamo nelle (1), e avremo :

|

|

A,=a, B,=0b6, (G =c¢

A, + B, =24
A, +~ C, = 2¢
B. + C, = 2/.
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Ponendo z = y = 5 =0, le equazioni (7) e quelle otte-
nute dalle (3) e (&) sostituendo in esse i valori (7), danno:

A=B=C=o0
AE—B,=O, A-—C,‘:o, BE—Cgﬂﬂ

W

onde :
Aizﬂl:k‘ A::C!:g, Bﬁmcizf

e quindi :
nw — axr -+ hy -+ qs
v = hx +4- by + [5
Ww=g9gx + [y + ¢

e denotando con z',%',z" le coordinate del punto (z,y, 5) do-
po la deformazione :

' = (1 +a)x - {____fz’[‘
T == (1 Sty 8
dF
y = hx 4+ (1 —}—b)y—f—fzﬂdy
d¥F
z':g:r-—i—fy—%-—(i“i“c)z“di

essendo :
(8) 2F = (1+4-a)x*+(1-rb)y*+(1-+c)z*+ 2 fy5+2 gsx-+2h xy.

Determiniamo il luogo dei punti che avanti la deforma-
zione si trovano sopra la retta :

L — &, y_yﬂ' 5= 3,
o i & i Tk
/ y g d
avremo :
o —z) =[(1+a)e+-hp+gylp

y' — vy, = [ha+U+0)B + [7]p
5 —35 =[getfL+({N+0)7]0.



12

Dunque i punti in linea retta avanti la deformazione sono
in linea relta auche dopo, e la direzione di questa retta dipen-
de soltanto dalla direzione di quella, e quindi i punti che si
trovano sopra rette parallele avanti la deformazione, sono sopra
retle parallele anche dopo.

Affinché la direzione di una retla non muti colla deforma-
zione dovrad essere :

(l - ﬂ.)ﬂ:—i—-hﬂ . g'}'=}-fx
ha + (14 0)B 4+ [y =28
Ga + B+~ (1—4c¢)y = Ay

le quali equazioni danno le direzioni dei {re assi principali del-
1" ellissoide che ha per equazione la (8).

Dunque vi sono in ogni punto sollanto tre direzioni orto-
gonall fra loro pelle quali le rette non mutano direzione npella
deformazione.

Se riferiamo 1 ellissoide (8) a questi assi avremo :

2F = Azx* -+ By' + Cz°

e la trasformazione che di la deformazione diviene :

x = Ax

y = By

z2 = (3
El

Polenziale delle forze elastiche,

Una deformazione prodotta in un corpo solido elaslico, se non
oltrepassa certi limiti, dd origine a forze interne che tendono a
riportare il corpo neilo stato primitivo, le qualisi dicono forze
elastiche. Se durante la deformazione e il ritorno del corpo allo
stato primitivo, la temperatura si mantiene costante, il lavoro
meccanico fatto dalle forze eslerne nel produrre la deformazione
¢ uguale al lavoro meccanico fatto dalle forze elastiche nel ri-
condurre il corpo allo stato primitivo. Infatti abbiamo in questo
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caso un ciclo chiuso invertibile di trasformazioni, e per il se-
condo principio deila Termodinamica, se Q € il calore assor-
bito o emesso dal corpo durante la deformazione, Q' quello
emesso o assorbito nel ritornare allo stalo primitivo e T la
temperatura costante alla quale avvengono le trasformazioni,

dVremno :

Q@ __ Q0
&

onde :
Q= Q.

Dunque non si ha né produzione né consumo di calore, e quin-
di il lavoro consumato dev’ essere uguale al lavoro prodotto (‘).
Ora il lavoro fatto dalle forze elastiche per ricondurre il corpo
che ha ricevalo una data deformazione allo stato primitivo non
puo dipendere dagli slati intermedi per i quali é passato nel
prendere quella deformazione, dunque anche il lavoro uguale
falto dalle forze esterne per deformare il corpo sara indipen-
dente dagli stali intermedi per i quali esse {anpo passare il corpo,
e dipenderd soltanto dallo stato iniziale e dallo stato finale del
corpo, e sara funzione a un sol valore, finila e continua delle sole
quanlitd che determinano questi due stati. Questa funzione presa
negativamente non ¢ altro che il potenziale delle forze elastiche
del corpo, poiché il potenziale di un sistema soggetto a forze
che dipendono solo dalla posizione relativa dei suoi elementi ¢
il lavoro meccanico fatto da queste forze nel passaggio del si-
slema da uno stato fisso allo slato attuale, e quella (unzione
esprime invece il lavoro consumato in questo passaggio.

Per avere il potenziale del corpo basterd decomporlo in
elementi infinitesimi, determinare il polenziale di ciascuno e in-
tegrare. Decomponiamo il corpo in elementi parallelepipedi, e
questi nello slato di equilibrio siano rettangoli con i lati pa-
ralleli ai tre assi, e con i lati di lunghezza &, 4,C. In un ele-
mento infinitesimo si possono considerare costanti le sei quan-
litd a,0,¢,/; 9,/ che determinano in una deformazione infini-

(1) Questo teorema é dovato a W, Thompson. V. Quarterly Journal
of Mathematics Vol, 1.
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tesima qualunque la variazione dell’ elemento lineare, quindi
I’ elemento dopo una deformazione qualunque avrd sempre la
forma di un parallelepipedo, e la sua forma sard determinata
da sei quantitd che possono essere i tre lati e i tre angoli di
un angolo solido, e il potenziale sara una funzione di queste sei
quantitd finita, conlinua e a un sol valore insieme colle sue de-
rivate. Dopo una deformazione determinata dai coefficienti di
allungamento e di scorrimento: «, 0,¢, /, ¢, h, i tre lali saranno :

SU=a)y, n(1+0), LA+c¢
e gli angoli :
T

[y T
i gk gt

e quindi il potenziale denotandolo con P sara:

P=F (£(14a) 7 (14+0), L(1+o) — 35— 03— h)

(BB S

Ora alla funzione F potendosi per valori piccolissimi di
a&, by. .. applicare il teorema di Taylor, avremo :

p“""'F Sy My =y = 9 =y =
27209

dF dF

+EE§' Ea—l-&—n-nb+---
1 d*F

! 5 7 Tl s N

Il primo termine esprimendo il potenziale nello stato di equi-
librio del corpo, che é quello da cui il potenziale slesso si con-
ta, sara oguale a zero. Nello stato di equilibrio poi dovendo la
variazione prima del polenziale essere uguale a zero, sara uguale
a zero anche la parte che contiene linearmente le a, b, ¢, [, g, h.
Dovendo poi essere un massimo il valore del potenziale affinché
I” equilibrio sia stabile dovra la variazione seconda essere sem -

pre negaliva. Quindi il potenziale delle forze elastiche e dato
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da una forma negativa di secondo grado omogenea delle quan-
tita :
a, by ¢, [, g, h.

Ponendo :

a=£i, b:m.g‘ C=x-

()

[l
L

[=x,, =5, h
avremo per il potenziale di un elemento :

P= 22 As Zr 25 .

Se il corpo ¢ omogeneo 1 coefficienti Ars saranno evidentemente
costanti in tutto il corpo. :

Se il corpo ¢ #solropo, cioé se le forze elastiche sono uguali
in tutte le direzioni, il potenziale delle forze elastiche di un ele~-
mento avra uguali i coefficienti delle variabili corrispondenti
quando sia riferito a due differenti sistemi di assi coordinali.
Quindi se prendiamo invece degli assi x,y, 5 altri tre assi or-
togonali 2', %', 5" tali che ' e ¥ coincidano con x e y e 2’
abbia la direzione opposta a z, sard per un punto qualunque:

r =z, Yy =Y, 3 = — 3
U =u, vV =10, W= —w
€ per conseguenza :
Y Vi du
il =" -y
X dv’ dv
S > = — &
: ﬂ'y' dy 29
. dw' dw
=4y dz T
- dv' dw' dv dw
i =7 = — — — = —
5! dy' ds dy “
5k e duw' du' dw du .
" dx' dz' dx a5 = ?
, __du'adv du dv
By == ==  — == 78




{6
e yuindi :
22 A2 X = Z2 X A o8
dove si deve prendere il segno negalivo soltanto quando uno solo
dei due indici r ed § € uguale a uno dei due numeri 4 ¢ 5. Do-

vendo essere uguali i coefficienti dei prodotti delle variabili cor-
rispondenti, avremo :

A” — A“ — A“ — A“ ——
Alﬁ = Agﬁ —_= =5 — ‘Aﬁﬁ === ().

Mutando la direzione al solo asse delle y si trova analo-
gamente :

Ay == Ay = Ay = Ay = 0

e mutando la direzione del solo asse delle £ si trova:

A, = 0.
Quindi rimane :

P=A, 2" 4+ A0 " + A 27 4 AL 2 + Ay 2s” + Ay oy
+ 2A,2,%; + 27,5 2,2, + 2A.,, 2,7, .
Mutando # in ¥ ¢ ¥ in 2 si trova:
Ay = Agay Ay = Ay
Agy == Ay,
e mutando # in z ¢ 5 in ¥ :
Ays = Ay Ay = Ag
onde :
P= A, (2} + 2" + &%) + Ay (2" + @ + T )

+ 2 A, (2, Xy + T, T; + X, 2,)
e ponendo :
A=A, A, —A,=8B, A,=0C

P= A2, +~ @, + x,)* + B (2, + 2, + x,*)

4+ C (2, + 2" +x,%)



e soslituendo i valori (9) delle x

du  dv dw* du* dvt dw?
(Y P‘“A( Ty )+B(da¢" )

de dy. 33 dy’...d 2
dv  dw® sdw  dw\® sdu  don?
+¢ @+ o)+ GrE) G+ E) ]

Facciamo ora la seguente trasformazione di coordinate :

x'= xcos® - yseno ¥ = u cos® — v sen ¢
y=-—2x5en9 - y cos P v = wsen® - v'cos9
5 == 2 Ww = W'
avremao :
du du' so8® 0 - dv' . gon’ du' dv'
dz _ dx dy' 50 ° (dy' 53 EZE) U Sty
dv du' dv' du' dv’
3y = sen’ q9+@-- cos’ <p+(dJ, +5—> sen ¢ cos ¢
dw dw’
dz dsz'
onde :
thi_ rltl AV dw du’ dv’ dw'
dr ~ dy 5" cde. dy ) dE
du’ dv*  dw! du'? dv'? duw'’? du' dv'\*
wt iyttt G+t
du' dv’ di' dv' 3
o QN = il T s Y082 B —— qon?
[(d.a:' d_j) sen® cos® - (dy' ! d:r')("'os ¢ —sen ¢J):| .
Abbiamo inoltre :
du du dv’ du' dv’
iy gl = sen @ cos ¢ — Wsen@cos@—i-a? cos’ q:—-d—m-sen @
dv du' dv' du' dv'

EZ&ESB“¢GOS®+ ?SBH¢COS¢'—-E§“SBH ¢+d .SEHECP
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du dv du'  dv du' dv'
—_— = send cosod 5°0 = sen’0
dy  dx (d.:v' dy) he +( dy +dx)(w —yery)
du du' dv'
— — —— sen ¢
e e cos© a2 sen
dw dw' dw'
—_— — _—— o
dx dx e dy' ous
du dw du' dw'’ dv' dw'
e — o ®
az T dz (d;., T3z ) o8 ¢ ( T 3y ] e
d r
- du, sen ¢ +@L cos @
ds ds 5
dw C{if_ T (Zzui .l
dy — dx' e dy ¢
dv dw du’ dav' @ dw'
dé"l"'d—y"——( +—-—-—- Sﬂﬂ¢?+(dé+a—§;){.03¢.

Sostiluendo i valeri trovati nella equazione (10), abbiamo :

A(du dv + dw)

dx' ds

du'> dv'*  dw”
i e

dv' dw'\* du' dw'\?
+C[(d..-' +"@) 4 (dz’ + cﬁ-) J

+‘)B((m 3. du’)ﬂI

-I-B(

dy ' dx’
&
L j(du Edv’) __(du’ @_’) e aEl ) ?
~(C QB( e sen¢cosod dy"+ = (cos’¢—senQ) {

la quale avra la stessa forma che nel primitivo sistema di coor-
dinate soltanto quando sia:

C=28B

0ssia :
P —= A0 4 BA?
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essendo :

O =a4+ b4 c
A'= a* 0 + 4+ 2/ 4 2¢* 4 202

Come abbiamo veduto ® ¢é il coefficiente di dilatazione.
Vediamo ora che cosa significa A’

Prendiamo per origine il centro di gravita, e per assi gli
assi principali d’inerzia dell’elemento avanti la deformazione,
denotando con 2', %', 5' le coordinate di un punto dopo la de-
formazione, avremo :

r

=0 ++a) x4+ hy-+ gz

|

Yy = hx+ 1+ 0)y+[s
g =+ [y 4 (I +c¢) =

i
s

Il

e sara :

/x{lS:o, /yd8=0.} /5dS=G
/yzdS=a, /.mdSZO., fxyd5= 0.

Se 1" elemento avanti la deformazione si ¢ preso in modo che
siano uguali i tre integrali :

fm* ds =fy*ds :/.;ws

e quindi uguali i tre momenti d’inerzia che denoteremo con 2m,
avremo :

[((«27' — ) + (Y —y) 4 ( — z)*) dS
= (@ A= 0" + " =2 /% 4 2g" ~+ 21%)m.

Ossia :
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ﬁ(x‘ — )+ (y' — y)* 4+ (5' — 5)*]dS

A* =L
m

cioé uguale al rapporto tra la somma dei quadrati degli spo-
stamenti di tutli i suoi punti alla meta del momento d'inerzia

dell’ elemento rispetto ad uno degli assi.

J.

Equaziont di equilibrio dei corpe solide elastici omogenei.

Per determinare le relazioni che debbono esistere tra le
forze che agiscono sopra un corpo solido elastico omogeneo, e
le deformazioni degli elementi dello stesso, affinché si abbia equi-
librio, ci varremo del seguente principio di Lagrange : aflinche
un sistema, i cui moti virtuali sono invertibili, sia in equilibrio
¢ necessario e sufficiente che il lavoro meccanico fatto dalle
forze in un moto virtuale qualunque, sia uguale a zero.

Siano X, Y, Z le componenti delle forze acceleratrici che
agiscono su ciascun punto del corpo; L, M, N le componenti
delle forze che agiscono su ciascun punto della superficie di
esso, e p la densita costante. Diamo ad ogni punto del corpo
deformato un moto virtuale: e denotiamo con Ju, dv, Jw le va-
riazioni che per questo moto prenderanno u, v, w. 1l lavoro
fatto in questo motlo dalle forze date sard evidentemente :

ﬁ(X ou + Y ov = Zow) dS —f—ﬂLc?u.-l-M 0v -+ Now) do
S Y

essendo S lo spazio occupato dal corpo e ¢ la sua superficie. Il
lavoro fatto dalle forze elastiche sari uguale all’ aumento del
potenziale di tutto il corpo che €:

)
S



Onde per il principio di Lagrange :

(11) oD +/I;(X§1£+Y5U+Zc?w)dS+ /(Lrﬁ‘u—{—&lé‘v-kNé“w) do=o0.
) o
Ora, denotando con «, 3, v i coseni degli angoli che la nor-

male diretta verso l'interno del corpo fa cogli assi positivi,
abbiamo :

]

o [ dP dsu  dP ddv AP déw

—_— | +
da dx db dy de dz P

1
e —

P (dr:?fw | dc?v) - ap fZé‘u r flﬁw‘* - dp dow  ddv 18
adf 5 48 ":!dg(ds (dy* * da:):l

Cdx ) T 2dn
= /‘[ B i s e ) o
eI (ﬁ A2 @i ‘2.dy7

av. b, ap i
(ﬂdia, " db +Eadf7)

dP dP dpP
—1_ iy 8
(ng +°’dfﬁ+ ) w] do

/'( d dPp d dp dp ) e
VAR (u'a: da dy 2dh d: 2dy.
S

!

dax 2dh ~ dy a6 " @z Qdf

= (f_i P d dP & dP ) 3

¢ dP d qu d dl})&”w} P
& (E{?E odg | dy 2df T ds de '

Sostituendo nella (11) ed eguagliando a zero i coefficienti
di Ju, dv, Jw nell’ integrale triplo e doppio separatamente, si
otlengono le equazioni di equilibrio :



. d dP d dP d dpP
pRis=—=l = - =
de da dy 2dh =~ dz 2dyg

d dPb d dP i dP

(13) Y=z 2an " dy a6 T 4z 3ar
y d dpP - d dp P
PE = dx 9dg T dy 2dr T ds de
L, e av i _f't_[: @b
— da T 2dh” T 2dy '
dp dap P
L5 =gt gt Tagr?
N 9P dp . ap
2dg " 2df” T de '

A queste equazioni aggiungeremo le altre che esprimono
che sono impediti i moti che un ¢lemento potrebbe prendere
se fosse rigido, cioeé :

du dv dv diw dw du
dy dxr dsz dy dx dz

'_‘01

in un punto che si prende per origine delle coordinate.
Queste equazioni determinano le funzioni u, v, w Iin tutto
1l corpo.
Infatti, supponiamo che esistano due sistemi differenti di
funzioni :
w, v, w ; u, v, w

che sodisfacciano contemporaneamente a tutle queste equazioni.
Denotiamo con P', a',0',...; ¢ con P",a", 0",...; i valori ri-
spettivi di P,a,0, ..., quando si sostituiscono il primo e il se-
condo dei due sistemi di valori di w, v, w. Poniamo :

W —u'=U, vV =0v=V, w —w'=



23

e denotiamo con II, A,B, ... i valori rispettivi di P,a, 0, ...
quando vi si sostituiscano U, V, W ad u, v, w.

Ora essendo P una funzione omogenea di secondo grado di
a, b,c, [, g, h le sue derivate conterranno al primo grado que-
ste medesime quantitd ; quindi abbiamo :

P dp” dIl

da' da" ~ dA

dP’ dP’ dll

db' — db" T dB

iiiiiii

Sostituendo nelle equazioni (12) e (13) i valori u', v', W'
e poi u', v', w" e sottraendo avremo :

¢ dll d dll da dll

dr dA dy odi az 2dG ¢
d dll d dll d dll
(14) , i oo e =0
dr 2dH = dy dB ~ dz 2dF
¢ all d dll ~ d dll .
dz 2dG °~ dy 2dF ' dz dC
in tutto lo spazio occupato dal corpo, e :
i dIl a1l il
“ax TP aan TV 3ac T
dIl dll 1l
15 ! ! — g
(19) *san TP as T 2aF —°
dll dl dll

= 0

7 a7t T

sopra tutta la superficie del corpo.
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Moltiplichiamo la prima delle (14) per UdS, la seconda
per Vd§, la terza per WdS, sommiamo e inlegriamo a tulto

lo spazio occupato dal corpo. Applicando la integrazione per
parti, avremo :

f[” LA g dll dH)
e ( dA " 7240 T 724G
g

d1l dll dll )

i s < 1y

— (“ﬂdu B 2 dF

1l dll dll
+ W ( 5gc " Paar T dc)] go

‘ - e —— ——

dy dB =~ dz dC

/'l:d[} dll | dV dll dW dIl
dx dA
S

1 ¢+dU dVy\ dIl 1 /dV dW\ dlII
+§( ) 6( ' )

dy " dz) an T2 \dz " dy) ar
L1 aW _ du dn}ds——
2(({3: 7

Gli elementi dell’ integrale esleso alla superficie sono, a cagione
delle (19), ‘tutti veuali a zero. Quindi I integrale esteso allo
spazio S ¢ uguale a zero. Ricordando il significato delle quan-
tita A, B, C... e |' equazioni (1), avremo :

dll dll dll
f("‘ ai T8 g5+ Cgg

S

dll dll dll

)dS=o.

Essendo II una funzione omogenea di secondo grado di A, B, C,

F,G, H si ha:
E!fHdS = 0,

S
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Ora II non puo avere valori positivi, quindi essendo una
funzione continua in tutlo il corpo, non potrd I’ integrale essere
uguale a zero se non sia :

Il = o

in tutto lo spazio S. Ma II non pu0 essere nulla, essendo una
forma negativa, altro che quando sia:

A=B=0C0=F=6=H=0;
dunque (n. 2):

U=y —u"=1~+ry — qz,

V=0 — V" =m~+ pz — rx

We=w—w'=n 4+ gz — py.

s = 0:

Ora per x = y

dU AY adV - dW dW dU

"dy de T ds dy » dr " az "
onde :

=M =N =p=¢=1r =0
¢ quindi:

Ciﬂé -

W =u', vV=v", w=uw"

in tutto lo spazio S, come volevamo dimostrare.



Decomposizione delle forze che agiscono sopra tutle gli elements
di un corpo.

Le componenti: X, Y, Z delle forze che agiscono sopra
tutti i punti dello spazio S occupato da un corpo, siano fun-
zioni finite, continue e a un sol valore, insieme colle loro de-
rivate, in tutto lo spazio S. Poniamo:

dX dY dZ.
(16) = o = e,

J (3
g {
(17) ¥ = g
S

dove :

!)‘E
]

e sono distinti con un apice i valori relativi ai punti 2/, ¢/, 5,
rispetto ai quali deve effettuarsi la integrazione. Avremo in tutio
lo spazio S, per un teorema noto :

(18) A* F ==,

£

=(z—a) + (y—y)* + (5—

Sia ¢ una funzione finita, continua e a un sol valore, in-
sieme colle sue derivate, che sodisfa alla equazione:

(19) A ¢ = o

in tutto lo spazio S, e alla equazione :

_dF do dF dqo df  do
( )( ){x dy dj T dz ds =

sopra tutta la superficie ¢ contorno dello spazio S, essendo
ay B, v 1 coseni degli angoli che la normale a ¢ diretta verso

I"interno di S fa cogli assi positivi.



Poniamo :

(21) = F 4 ¢

e

(22) Y = 4 -+ H

-_

7 =4 Kk
ds

Avremo per I’ equazioni (18), (19) e (16), in tutlo lo spazio S:
(9.3) Al -~ )

(24) — 4 — 4 — = 0;

e per la equazione (20), sopra tutta la superficie o :

(20) Ga +~ HB 4+ yK = o.
Siano ora :
1 G'dS 1 H'dS'
9 P Bl 4 _
26) A A y 0 bn [ r
S -

sara:
A*’A=G, A*B=H, A*G =K,

e in conseguenza delle equazioni (2%) e (25):
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do

dA  dB  dcC 1/‘G:<+ 03 + Ky
de  dy dz b« >

g

1 dG'  dll X dK'\ dS'
4m (d:z:' dy ds')] ¢ -
S

Quindi :
d (dA dB d (dC dA
2 oo - S e i Pl e R e [
B dy (dy dx dz (da‘: d:r) .
arpg o & (4B f_z_g) L2 (i{i EE) —
r:ﬂalz(d::; dy) dx\dy da/

A2 C — _El_(dﬂ dA) ( (dB dc) K

de \dz~ dz)  dy \dz dy

e ponendo :
d B dC
V=3 T a4y
dC A

1 ==
(31) 4 dx 3
d A dDB
Wr‘_-dy T dx
avremo :

G_dW aV
ol it 1
dU dW
28 - (e
(28) - 5 dx
K — Al . dU

 da dy



¢ (quindi :
L dal L dy dz
(29) Y df . du __ 4w

dy dz dx

,_df 4V _ du
eNde dx dy

Poiché dall’equazione (27) si deduce :

U av AW _
dx = dy dz

avremo dalle (28) e (29):
ayY dZ dH dK

- - =AU
dz dy d 5 d vy

dZ X i B dG—-—NV
(x (= o a d 5

(30)

dX dyY dG « H
: e S — A*W _
dy dx dy dx d

|

Imaginiamo nello spazio S una sfera s di raggio ¢, e con-
sideriamo la parte di essa compresa tra due sfere concentriche
di raggio r ed 7 -+ dr. Prendiamo le componenti nella direzione

: : . : d d '
del raggio », dei due sistemi di forze (——[- . faa § ; ﬂ) e (G,
de " dy ° dz
H, K). Denotando con «, B, y i coseni degli angoli che la dire-
zione di » fa con i tre assi, con r la superficie, con T il voiu-

me della sfera di raggio r, avremo per il primo sislema :

: af daf df 1
Pd?,/—(dw& | n’yﬁ_'-&; )dr_r»dr./:’DdT,

T T

P d G dH dK
p (Ga 4+~ HB —+ Ky) dr= pdh dz Tay T+ a3 dT=o.
T T
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Integrando a tutta la sfera, supposta cosi piccola che @ vi si
possa ritenere costante e rammentando la equazione (24) , ot-

terremo :
dar df retp
ﬁtr/ - B -1—?; ds : b,
p/dTﬁGa +~ HB +Ky)dr=o0 .
&
. / {
Dunque 1l sistema di forze (ﬂ : f { f) lende a variare il
de’ dj Uz

volome di un elemento sferico e questa azione ¢ direttamente
proporzionale al valore di ®; sarebbe nulla quando fosse :

P = A" f = 06;

¢ il sistema (G, II, K) non esercita alcuna azione che tenda a
variare 1 volumi degli elementi del corpo.

Ora prendiamo a considerare la porzione di s compresa tra
due sfere concentriche di raggio » ed r -+ dr, e due piani per-
pendicolari all’ asse delle z distanti di rd0. Un elemento di que-
sta porzione di s sara -

7" sen 0db do dr .

Le componenti del sistema di forze ((—3—Z : (ﬂ , ﬂ nelle
| dy * ds

direzioni delle tangenti al cerchio di raggio »sen6, ponendo :

dl = rsen 0do
sdaranno :
dfde dfdy df ds
? {J'J" dﬂ-/‘( i : - ) ——
i axdi A di T 7 ay e

{

per un teorema noto di analisi, essendo [ finita, continua e a
un sol valore, insieme colle sue derivate, in tutto lo spazio s.



S
Dunque le forze che hanno la funzione potenziale / non ten-
dono a produrre nessuna rotazione negli elementi del corpo.

Prendiamo ora le componenti nelle direzioni delle tangenti
al cerchio di raggio rsen 0, del sistema di forze (G, H, K),

dVremao «
dy ds
‘ f g Y
prdedr/(c = +n (H)dt
[

dG  dil
:prdﬁdr/(d—y—-d—m)dm

W

essendo « 1’ area del cerchio di raggio » sen 6.

Queste forze danno ciascuna una coppia il cul momento ri-
spetto all’ asse 3, si ottiene moltiplicando per la distanza r sen 0 da
questo asse; abbiamo quindi per il momento della coppia rela-
tiva all’ asse delle z, se la sfera € infinitesima :

g a6 all
pr SBHQdeI‘/ (E"y" — EZE) dw

(0

H
== prr*sen’ 0 d0 dr (dG g ) !

dy dzx

Estendendo a tutta la sfera di raggio , e denotando con
Mz il momento della coppia che lende a farla ruotare iotorno
all” asse delle =z, avremo :

Mz = pn dG d“ /; dr/sen*@dﬁ
d?f

Poniamo:

¢ s
m:%rp/*r‘ dr /;en59d9
0 "o

avremao :

e — — et

dy ax

Bizﬂ-;)—-

-

n (dG dH)
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ed m & il momento d'inerzia della slera rispetto all’asse delle z.
Analogamente avremo :

m /dK dG
7 Ol & umil® )
T i (.d;r ds

M, — T (dll dl{)
® e @ (d: dy

e anche, a cagione delle equazioni (30) :

m m m

Mg = - AU, My=—AY, M;= — A'W

ed abbiamo il seguente teorema.

Se le componenti delle forze che agiscono sopra lulli i
punti d¢ un corpo, sono funsiont finile, conlinue e¢ a un sol
valore, insieme colle loro derivale, dei punti dello spazio oc-
cupato dal corpo stesso, polranno Ssempre decomporse in due
sistemi: det quale uno ha una [unsione polensziale f, e lende
a variare ¢ volumi degli elementi con un’ asione proporsionale
al valore di A*f, e non (lende a produrre rolasione alcuna
negli elementi; ['altro non ha una funzione polenziale, non
lende a variare ¢ volume degli elemenli, ma lende a [ar ro-
tare gli elementi, e i momnenti delle coppie cie lendono a far
rolere un elemento sferico intorno a lre assi parallele agle asse
coordinali e che passano per il centro, sono uguali rispelliva-
mente alla meta del momento d'inerzia della sfera molliplicala
per le tre differense delle derivate che dovrebbero anvullarse
affinché il sistema di forze avesse una funsione polenziale. Le
comnponenti del secondo sistema di [orze Possono s¢mpre porsi
solto la forma:

d\W AY dU dW dV {Z U

B — —

dy d:’' ds dz % Yz iidye’

e ¢ momenli delle coppie componenti sono uguali alla mela del

momento d’inerzia dell’ elemento wmolliplicala rispellivamente
per AU, AV, A*W,
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Le forze de¢l primo sistema le chiameremo forze di dilala-
zione senza rolazione, e quelle del secondo forze di rotazione
senza dilalazione.

9,

Determinazione dei sistemi di spostamenti che fanno equilibrio
a forze che agiscono sopra tulli gle elementi di un corpo
solido elastico tsolropo.

Quando il corpo elastico ¢ isotropo il potenziale delle forze
elastiche ¢ (n.° 2):

= A0®* + BA*.
Poich¢ P non pud avere valori positivi, qualunque siano i va-
lori reali e sempre positivi di ©* e A?% i coefficienti numerici

A e B dovranno essere’ negalivi, e denotando con A e u 1 va-
lori assoluti di questi numeri, avremo :

0 (d.ﬂ:‘ dj+d5)

31) —n

L el

(du’ dv® A dw?
dux® dy’ dﬁ‘)

__Ju [(du dw) ( du (du - dvy®
2 [\ds d x ) dy daz)]

¢ I equazieni di equilibrio per tutti i punti dello spazio S, di-
vengono :

d®
\ ) : « E —
p X + (22 < w) 3 wA*u=o0
(32) pY—f—()}—!—p)-d—G—'J)--i—pﬁi?)mo

_ d®
pL + (20 ) — = pA'w =0,
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essendo :

d*.?. di d!
dz* o dy?* il dz*

A* =

e quelle relative ai punti della superficie ¢ contorno dello spa-
zio S:

du du dv du dw
L+2(r0 ) _) Gy ___) -
" ( el B i dy+dm i el U

dv du dv dw
(32) M+’u(d.1:+ e)‘x+ (}LG :ig )“B JL‘L(d,'.i._t-dy)y 0

Neeie (52 dw d”’) + g (‘éaj d‘f) Bty (10 + u@)y——o

La determinazione degli spostamenti che fanno equilibrio ai
due sistemi di forze (X, Y, Z) ed (L, M, N) si pu¢ fare sepa-
ratamente. Bastera porre :

(34) U= +u, v=040", w=w 4w

e determinare w', v',w'in modo che sodisfacciano all’ equazio-
ni (32), e quindi u",v",w" in modo che sodisfacciano alle (32)
ne i ad
L, M, N sono aggiunti i termini che contengono le derivate di
u', v',w' dopo che in esse sono sostituiti i valori (34).

La determinazione di «',v',w' si pud fare in generale,
quando X, Y e Z siano funzioni finite, continue ¢ a un sol va-
lore, insieme colle loro derivate, in tutto lo spazio S, e quindi
possono porsi sotto la forma:

df v dW dv

X =
d:r:+

dy dz’




Infalli, se prendiamo le funzioni w, v, w sotto la forma :

5 )
g G% b ab,

da dy dz ’
do. d¥ b,
U == a.‘:ﬂ + @ + ‘EE ’
a0, do, d¥
W= 9z —dy T as’
avremao :
0= AV |,
a6 d A%, d A%,
1 o = . T
i dx g dy dz '’
d A* d® d A
1 gty o 3 i {
- dz T dy ¥ @
20 A*0
A GAM _ adv, e

dzx dry dsz’

e quindi 1" equazioni (32) divengono :

df AW  av dA™Y
 (

o e e e Y Y (K
d.:a::+dy dz)+ A=) dx

as, _ daw,
R =,




dx

AW  df aU d A%,
"( dz +dj+dz)_'“

dAY @A,
4+ 2 (A4 p) J—I-F« et

-3

d A*0,
dx

dV dU df
(da: _37+E)+‘u

da, d A*Y
cuce gt O — .
ol 4244 p) — 0

le quali sono evidentemente sodisfatte prendendo :

¥ P _rff'dﬂ'
 8a (A4 p) : r °’

s _ P fU'dS'
! b 7 pm A

0 / [as o d / W'ds' d [Vas
U=— o
Srr(?u.-l-p.) dx 4 dy e fl-ﬂ'Ju dz r

>

W'dS’ ds' d [ U ds
e [t [ £ [
Ay dm 8r( A=) hrp dz |

5

_ e d (Vi o d [fUds, ras
W= hru dx r hrudy T S:T(PL-Jr-u) da

S S
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Effettuando le derivazioni si otliene :

p o . fid ds’
= I / -cos(ra)dS' —}— W cos(ry)—V'cos(r .;.))

v _8¢(A+p)/ 4 ~€08( )clS’~+-AFJ ( "cos(rz)—W cns(m))

M.,
S

/ ds'
T M‘H) /__ c0s(rz)dS hipr/( 'cos(ra)—U'cos (:y))
S

Poniamo :

ds'

7

U = Jcosa, V= Jcos@B, W = Jcosy

essendo J = P'U* + V* +~ W2 avremo :
cos (pz) sen (Jr) = cos y cos {ry) — cos S cos (r2)
cos (py) sen (J7) = cos a cos (7z) — cos y cos (rx)
cos (pz) sen (Jr) = cos S cos (rx) — cos « ¢os (1y)

essendo p la normale al piano delle rette 7 ed J. Sostituendo
nelle precedenti si ha :

S ['cos(rz) .., . ¢ /J sen(Jd'r) I
- Sﬁ(?.-r_uj/ 9 as hru ot cos(p'x) dS
S S

= pl ' T ! (J'r
gt e _/[-Mds it /J SED;‘ )005 (p'y) dS'
ST(A+) ghe 4TI r
) S

0 /' cos(rz) 0 /'J’sen(JE) o1 2) dS
—— — i 2)as’ .
Bﬂ(}.“l"jl)_/ b - 47 r el ,
S

8

Ora gli elementi dei secondi integrali del secondo membro
sono le componenti dell’ azione che un elemento di corrente di
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)
intensita ZIE};]; la cui direzione fa cogli assi gli angoli «', B', v/,
esercita sopra un polo magnetico situato nel punto z,v,z; e
gli elementi dei primi sono le componeali dell’ azione che una
_ . pl'dS - .
massa di materia 3 — concentrata nel puoto z', ¥, =
m(A+p)

esercita sopra I" unita di materia concentrata nel punto z, ¥, z.
Pertanto abbiamo il seguente teorema.

Se le forze che agiscono sopra tulti gli elementi di un
corpo solido elastico isolropo si decompongono in due sislemi;
uno di¢ dilalasione sensa rolasione, e ' allro di rolazione senza
rotazione, ed f denola la funzione polenziule del primo sisle-
ma, ed U, V. W le funzioni che delerminano il sccondo sisle-
ma ; faranno equilibrio al primo sislema spostamenti le cui
componenti in ogni punlo sono proporzionali alle componenti
dell’ azione che su quel punlo in cui [osse concenlrala maleria
di massa uno, esercilerebbe una maleria che occupasse lo spasio
S colla densita in ciascun punlo proporzionale al valore di f, ¢
che agisse secondo la legge di Newtlon; e faranno equilibrio al
secondo sistema di [orse spostamentli le cui componenli siano
proporzionali alle componenti dell’ azione che su quel punlo, se
vi fosse un polo magnelico esercilerebbe un sistema di correntli
eleltriche che percorressero lo spazio S e che avessero per
componenli del loro molo in ogni punlo i valori delle fun-
oU oV o W
brp ) hop ' hrp

zioni

6.

Teorema generale inlorno alle deformazioni che fanno equilibrio
a forze che agiscono sollanto alle superficie.

Siano due sistemi di spostamenti u', o', w’; u", V", w"; a
questi sistemi facciano equilibrio le forze applicate alle super-
ficie, che hanno rispettivamente per componenti L', M, N';
L", M", N". Essendo :
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le equazioni (12) divengono :

d dr 2 d dpP' 23k a4 Ay 5
dx da dy 2dh' dz 2dyg'
d dP N d dP’ " d dpr i
dx 2 dh dy db dz 2dff
d ' dp d dpP' d dp'

: - - - o —1
dx 2dg’ dy 2df dz dc'

Moltiplichiamo la prima equazione per u'dS, la seconda
per v'dS, la terza per w'dS, sommiamo e integriamo a Lulto
lo spazio S occupalo dal corpo. Effetluando la solita integra-
zione per parti e ponendo mente alle equazioni (13) che deb-

bono esser verificate alle superficie :

L o O edPle: P
da * 7 dan.” 2dy' 4
dp’ dP’ dP'

M = ]

V=gan*+aw? T 3ar

, d P dP’ dP’

. Y 2fl/ﬂ+d_(,'

avremo :

0= —-/‘(L‘u” + M'v" +~ N'w'") do

e dP' 8 a,’P'b” o dp’ o
da dc'

dl"/,” ar' ,dr’
ar’ T dg"? U an

1

/)dS.
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Applicando lo stesso processo alle equazioni relative ad
u', v, w" si trova:

0 = ﬁL"it' + M'v' 4+ N"'w') do
g

' da" ‘ db" : d c" L Gﬂf”f * dg”J dh @sS.

S

Ora essendo P’ e P" le funzioni che si oltenzono dalla fun-
zione omogenea P di 2.° grado quando alle sei variabili «, b, ...
si sostituiscono una volta a’,0' ... e l'altra a", 0", ..., si ha:

dPF aﬂ'+ - r'l_[)_” al __!__
da' kL T da' T

dunque :

(35)/ (L't"+ M'v" + N'w") do = /(L” ' + M"v" + N'w')do

C g

e abbiamo il seguente teorema :

Se in un corpo solido elaslico omogenco, due sistemi di
spostamenti fanno equilibrio a due sistemi di forze applicale
alle superficie, la somma dei prodolli delle componerti delle
jorze del primo sistema per le componenti degli spostamenti
negli stessi punti del secondo, ¢ uguale alla somma dei pro-
dolle delle componenti delle [orze del secondo sistema per le
componentt degle spostamenti nei medestmi punti del primo.

Prendiamo :

u' l 4+ ry — qz

|

"

=M= Pz — 1Z

|

W =N+ qxr — Py



1

avremo :
@' =4"=c"=f"=¢"=~h"=o0
dP" dP" ol
da@ ~ ap ~ T °
e quindi :

L 0, M = 0, N" — o.

Sostituendo nella equazione (33) si otliene :

[ /L'dcr ) m/M'da e n/N’da
L } .

) g

+ P /(M': — N'y) do 4+ q/(N’a: — L'z) do
- ) |

-+ ?‘/(L'y — M'x)do = o0

G

la quale dovendo essere verificata qualunque siano I, m, n,p, g

ed » da le sei nole equazioni che sarebbero necessarie e suffi-

cienti per 1" equilibrio, se il corpo fosse rigido; e quindi si ha

il teorema noto che per I'equilibrio dei corpi elastici sono ne-

cessarie le condizioni che assicurano 1’ equilibrio dei corpi rigidi.
Ora prendiamo :

W =a,x 4+ ay + a; 32

)

V' = a,x + a,y + a,

w'= a;x + a,y + a; 2

avremo:



a' — a, . b — a, . L a.
/.” — Ay, {}” = Qy , h' = (g
P” —_ Er 2-_-‘. .&1'5 ar as 3
e quindi :
dp"
da" e B 2 A;SHE === C,
dPH .
abu e 2 25 AiE As = ("!
dp”
W — 2251’\;5&5: C5
(36)
av"
W = 235 A;50s = 2(,
ar .,
dg” — 225 A55a'5 — 9(15
av’
E’l_” = 9 Es Aﬁsas —— ﬂcﬁ.

Qualunque siano i valori di C;, C, ..., purché non siano
tutti uguali a zero, potremo determinare sempre le sei quantita
@&,, G, - .. in modo che queste equazioni siano sodisfatte.

Soslituendo nell’ equazioni (13) si ottiene :

L' = C,x + C¢ 8 + Cyy
M'= Cy« + Cy 8 + C,

N'" =Csa 4+ C; B =4 C;
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e la equazione (35) da

/[L' @z + a3y + ay,35) 4+~ M (0, ¢ + e Y ~+ A, 2)
N'(ayo + a,y + a,3)] do
z-/[u" (Cra -+ C B + Gyy) + 0 Gz + G, B8 + C;7)

+ W (Cya + C, B + C,y)]do .

Iissendo coslanti le quanlita C, e per un teorema noto di analisi:

/Fccda /‘ﬂds
h/[*ﬂd52/~d§

d 0

ayvremo :

/ {L’(ai$ + ayy + ay35) + M (g, x + a,y + a,s)
g

+ N,z + a,y + aﬁs)} d

f@i ds — ¢, /-’Zi’- ds — C f”z“”' as
ds
. f AV adw dw du
i i/ (d.?; ' dy)ds—c/(ﬁﬁiz)d"

S S

rdu dv’y | .
i C_/ (ﬂy ¥ té:::) ks

F
s
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Denotiamo con as© i valori delle as che si ricavano dal -
le (33) quando si pone:

e con as'") quelli che si ottengono quando si pongono uguali a
zero tutte le C, fuori che C: che si prende uguale alla unitd,
"

e denotando con w.", v.", w;" i valori di u", v", w", quando si
pongono per le as i valori as(*), avremo :

(37) [@'ds == —ﬁL'uﬂ" -+ M'v,"” 4+ Nw,") do

S

S
av' by NI Elay I ode i
fa“;‘;ds=_ﬁ[lua -+-BI'UQ "i'Nwi)dg
S 4]

/ @ dS = ﬁuu; 4+ M'v," 4 Nw,") do
g

/ (‘ff- b fz-z-‘i) dS =— [(L'u, +Mv," 4 N'w,") do

sz d1 X
S d o
f((_lb_u_ ke (ﬁ‘_) dS — -—/EL'uH" 4+Mv, "4 Nw,") do
dx (s )
S )

/(ﬂ 4 dv)ds___ (Lru " +M"Uh”—|—N' tr) do
N dy dx

S )
le quali danno le variazioni di volume, le somme di tutti gli
allungamenti nelle direzioni dei tre assi, e di tutti gli scorri-
menti paralleli ai tre piani coordinati, in funzione delle compo-

nenti delle forze.



Quando il corpo ¢ isotropo :
2 2s Ars Uy Qs == == }..(al + @, -4 aﬁ)z
v g [t & + a;° + 2 (a,’ + a,*> ;)]

onde :

2
|
ji"
|
mﬁ"
|
I
Lo
-

>
II
o=
|
o
[
Lo
|
>
f
-y

==A54=A55=’A55=A45=A55=Aﬁi=ﬂ
e le equazioni (36) divengono :
2(?‘.'-{-#){1!-}*21{3! + 27 a, = — C,

2ra, + 2(A + p) @, + 21 a; = — C,

2ra,+21a, +2 (A + p)a, = — C.
2pa,=—C;, 2pay==C;, 2pa,=—C¢, .
Quirdi ponendo :
(G, =C=0(C, =1, C, =C, =0C, = o0

avremo :

|
I
|

'_ﬂ
|
a
I
|
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U, == s

; 232+ p)
U [ — y
D 2(8A 4 )
w, = — -

e 231 + w)

¢ quindi la equazione (37) dari:

) ]
39 M'dS =
(59) / S = S @A)

S a

(L'w +M'y + N'z) do.

Se le forze sono normali alla superficie e costanti, cioe se:

L,ZP‘“: M':pﬁa N,=p‘y,

poiche :
f o do = [;?;.5 do = J 57 do = == | dS = — 0.
9 ) o S

Se denotiamo con AS la variazione di volume del corpo, avremo:

AS 3P
S 2(8x)

che da il rapportc della variazione di volume al volume del
corpo.
Ponendo :

G,mlﬁC2=C-=C4=CH=Cﬁ=~‘O

o

abbiamo :

21~ u

2134~ #)




b7

i CAt
' 2}.:.(31—]—_‘{1,)

AY
2 (3 - 'u.)

|

ul‘!

7 13

T ) M3 == u)

w

e quindi dalla prima delle equazioni (38):

duw S — 1 . = ’ | .
dx p‘.(3}\. +}L)/ ((" +,-“*) Jvﬂ—ﬂ?j M~—2z N )dr:?
o

7S

e a cagione della equazione (39):
! du ) i
(40) | —-db:—--“[l@)dS—l- [L'xdﬁ.

Analogamente :

dv ) SRR (i 1
/1(3? CZS—*—"‘}IL/O"{S"‘"Q;/‘M ?j{zﬂ'
S o

A I
7208 ——— [©as+; [Nz,

' -u .
S S a

(40)
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Ponendo :
C, == A
abbiamo :
1
(=5 wen) ===
* 2 M
tlin == 0
o |
4 Q}L

e dalla quarta delle equazioni (38):

| " rdv dw' 1
4 ke %y — Mz N'y) do
(41) /(“4— dy)ds 9»./( + N'y)
g

S

¢ analogamente :

“rdw' dw i /
—— i i 'z -+ L'z) do
/(dx dz)ds 2w, (N )

1y ® o

du' dv' 1 / ,
S p—— iy - — Lr M;ﬂ: dﬂ--
f dy+d:v)ds 2. L'y )
S
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Deformazione di¢ una sfera sotlo U azione della gravila.

Sia una sfera S di materia solida elastica omogenea iso-
tropa, soggelta all’ azione della graviti g. Prendiamo I’ origine
delle coordinate nel centro della sfera, e 1’asse delle z positive
in direzione opposta a quella della gravita. Sia R il raggio
della sfera, ed / la funzione potenziale della gravitd ; potremo
prendere :

Poniamo :

=u +u, v=040, w=w +w'.

Per le componenti o', v', w' degli spostamenti che fanno equi-
librio alla forza (o0, 0, — ¢) nell” interno del corpo potremo pren-
dere (n.” 5):

A g d [(R——z)dS

87 (A + p) dzx r

S qp /(R--—-z]dSJr
8x ( + ) d?/

' (R-—-—..:)ds
e Sﬂ'(?x—l—#)dzf

Ora la funzione polenziale :

g =/(R—f)ds

S




o0

per i punli interni ad S ¢ data dalla equazione :

e [ ) (3 - )]
i J)

e per I puanti esterni ad S dalla equazione :

b7 R R
=3 Z 2 2 (1 B il 2 )
SV &t —+ y* =4 5 (2" gt -+ 2")

come ¢ facile a verificarsi per mezzo del teorema dato da Di-
richlet nel vol, 29 del Giornale di Crelle. Quindi avremo

7 R 3
- w(5—5)
U = — x
2 (A )
R =\
gey ("T sy
..U' e e <) e)
2(}. —_ }i)
w' ge (R'2 -~ 2Rz 35 42 4- ¢*
(A4 p) 3 5 )
onde :
o v dv dw _ gp (R — 2)
g B 2 + p)
3 X =l
9(1@_1_“_@:‘_)_ g (( )R (514 p)
dz A+ 1 3 5
9("6'—%—};[3{}’) gp ((;} -‘i"JUf.)R: (:Jh—lr—u.).u)
ay At p 3 5




Poiche i coseni degli angoli che la normale alla superficie
della sfera fa cogli assi sono rispettivamente :

le componenti delle tensioni alla superficie saranno :

I gex ((3A + )R (5r 4+~ Qp)s)

~ (A+p)R 3 BE Bl e

(x+p) R 3 5
N 90 (g3h+}i)_Ii_§ _ pR*4- (52 4+ 2p)3°
— (A+p)R 3 5 )

Ora, denotando con ¢ la superficie della sfera, abbiamo :

ﬁ.'da=o, ﬁl'da-::o,

o g
, gp 4 mp R* 51+2pf )
Ndo = — ———— 5
f i (PL+,u)R( TU IR 23

g | g

&
ey m— g 5
3 7 gp R

e
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Quindi non si potrd avere I’ equilibrio con sole deformazioni, e
dovremo applicare alla superficie forze in direzione dell’ asse
delle z, la risultante delle quali sia uguale ed opposta al peso
della sfera. Denotando con Z queste forze, gli spostamenti
(v', v, w") dovranno sodisfare in tutta la sfera all’equazioni (32)
nelle quali sono prese uguali a zero le componenti delle forze,
ed all’equazioni :

s L, du du" — dv" du" duw'
‘*‘““2(@*“;;)““(@ -3) B (G =

'. d.vh l dl‘r” i d,ul” dvﬂ' ' dwﬂ &
M—I—p(dm e )a-—l—? (A(E*) .,udy)ﬁ—l—y-(dz -y )*y 0

dw" du" dw" dv" dw”)
N'+Z4 (—E —F-—-Ez ){x—F—Ju( o ﬁ+ ( 20 + M —— E Y =0

sopra tutta la superficie ¢. Quindi potremo applicare le equa-
zioni (37) e (38).

Sostituendo nella equazione (37) i valori di L', M', N' dati
dalle (42), avremo :

. QPR“ f 99(5?» + QF)R f
®"dS = d

g

#gp R / . - /Z::'dcr
10(82 4 p) (A = p) C2(3h 4 p).
a

2 xgp R* /Z p
== - - 2 ao.
3 A+4wu 231 4= )
a

Abbiamo inoltre:




Onde, essendo :

©) ® 4+ O

|

avremao :

1
/G)dS-—- m/Zadﬂ'.
g

S

Se le forze Z sono applicaie tutte alla stessa distanza — ¢
dal piano orizzontale che passa per il centro, sara :

" o .r
'/®d5=m~/ﬂdﬂ.

S g

Ma:

) b
/Z ds = ‘;r ge R®

quindi :

7 2 regp RP
/ @ds on oL oit
3 SA4nu

. Cgp
AS = — S
9.(31-{-#)

e si ha il teorema :

La variazione di volume di una sfera sollo U’ azione della
gravila, lenula tn equilibrio da forze applicale at punte di un
parallelo orizzonlale, é proporzionale direllamente al suo vo-
lume, e alla distanza a cui si trova dal piano orizzontale che
passa per il centro, il parallelo cui sono applicate le forze.

Sostituendo nella prima delle equazioni (38) i valori di
L', M', N' dati dalle (42) abbiamo :



5%
d—li”ds —-/ "dS — /L’mda

"hﬂ'gp R* /
3 p(h - p) ‘2#(31 + p).

3\ =+ OA 42
2 (A - ») R J 5

g

/:c’da:r =-—% m R, fsmda = 0

g g

Z zdo

Ma :

onde :

du' 2 gon R A f
— dS = ' — Zzd
f 90w 2uBrHp) )
Gl Y

Abbiamo inoltre :

du’ Qgpﬂ‘R"
— dS = — —
dx 9 (A + )
S
onde :
du A :
— dS = — - [ Zzd
_[dm au@r+m)
S o
analogamente :
dv A
e = — zd
/dy g 2#(3’~+F)-/Z 1
S
dw ) =
s R s Zzd
/dz i YRy ur ’



59

Quindi abbiamo contrazione nella direzione verticale e dilata-
zione nella orizzontale, ¢ queste stanno sempre tra loro come
2 A -+ u sta a A

8.
Dilatazione di un elemento qualunque di un corpo eclastico
isolropo solto U azione di forze che agiscono sollanlo alla

superficie,

Se prendiamo :

1 1
d% d d -
W' - HS, 0 s dy. & By rus D

dove r ¢ la distanza di un punto qualunque di coordinate
(z, 9, 5) da un punto di coordinate (z',%’,z') dello spazio S
occupato dal corpo, poiche :

1
ﬁi—r-':ﬁl

avremo :

A ' — A‘f, A2 " — A!”Ja A? " = Atz f

Quindi se le tre funzioni &, », £ sono finite, conlinue e a un
sol valore, insieme colle loro derivale, e sodisfano alle tre
equazioni :

d®
2A — A’y —
(2A + p) — + pdu=o,
d®
["3 Q}L N : - — el
d®

2) — o+ pA'w=
( -'u') dz Ju‘ﬁw 01'
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in tutto lo spazio S, anche le tre funzioni ", v", w", sodisfa-
ranno a queste equazioni, e saranno finite, continue e a un sol
valore, insieme colle loro derivate, in tutto lo spazio S', che si
ottiene logliendo da S uno spazio s piccolo quanto si vuole che

. 3y . 1
contenga il punto (a2, %', 2') nel quale la funzione — e le

-
sue derivate divengono infinite. Quindi potremo applicare il teo-
rema del n.° 6, purcheé si prenda il contorno di §" che ¢ com-
posto della superficie ¢ che forma il conlorno dello spazio S, e
della superficie ¢ contorno dello spazio s.

Nello spazio S’ gli spostamenti (u',v', w') fanno equilibrio
alle forze (L', M’, N') che agiscono sopra la superficie o, e alle
tensioni (X', Y', Z') che agiscono sopra la superficie ¢’ ¢ sono
date dall’ equazioni :

di' ( dv' du' ) du' dw*)
— X'=9( 20’ — I - o —
> 2(?@ B )m_i_‘u\d.r dy s dz dz )’
T T ﬂ) ﬂ)( o dili) (dv’ | rlw')
) —3 e TR dy S 'de Bt dz  dy

dw'  du' dw'  du , du'
— 7' = | J ke ——-) ~2 (;\@ 4 )
Ju(a’:c ds )H"‘(dy L 3 haz)?

e gli spostamenti (u",v", w") fanno equilibrio alle forze (X", Y', Z")

componenti delle tensioni che producono sopra ¢ e o' gli spo-
1

1
stamenti y —— e alle forze (X,, Y,, Z))
dx dy dz

componenti delle tensioni prodotte sopra ¢ e ¢ dagli sposta-
menti (§, », {). Pertanto la equazione (35) diviene :

d : d-—1—- dl-
(’*5).[[11'( d; : 5)—{—1\*1'( dy?; : n)+N’( d-? :i)]du
o : >
' 'y gt g
~+ /[‘{( r ' E)—f—Y'( 3 | r)+ 7'( g f)]da’
;r dx dy d )




o7

:f[(X” + X)) U 4+ Y' + Y )V + (" 4 Z)) w'] do
g

+ f [(X" + Xo) v+ (Y' 4+ Y,) v -+ (Z" + Zo) w'] dod'.
G_l'

Se prendiamo per s una sfera infinitesima col centro nel punto
(=, ', 3'), poiche¢ X,,Y,,Z,, & & X, Y, Z", u, v, w sono
quantita sempre finite e continue, avremo :

/(X'E+Y’n+Z'ﬁ)da’=ﬂ

U'

f(x,,u’ +Y, 0 +Z,wde =o0 .
ﬂ,!

Abbiamo inoltre :

(d*-:j- d’-:_— d’%— )
X'= —2pu o B

dx* dxdy dz ds

e poiché, se denotiamo con p la normale alla superficie diretta
verso 1" interno dello spazio S’:

dx dy ds
E == == _ — e
Sara:

A

il -~

]

. 3:-° T

Y = — 24 — ——

dp dy

d
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e quindi la equazione (45) diviene :

% N oot g P!
X' . —+ 2 ui Y i g v'd i
" FRap dx dy - 2 O

g

=f {(X" + X)u + (Y + Y ) +(Z" 4+ Z,)) v

g

g d — k.
__.[L' (—CZ-;-;:--—}-E + M —(@---!-71 + N’ T;;Fi—c do.

Ora sopra la sfera ¢':

d d
dp dr
Quindi :
05 g B i B
S Y. T @ VT dr
1 1
‘T ooy YT da
dx  dr dy r
| 1
T s dy
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o dall’ equazioni (%) si otliene :
i
d —L d — - i — ,
1(*.__1—*—._-91@'_?' dx o r du
e : dr dr dx dr
1 1 ! - S
; d — t d — " ¢4 A
du r % dv r & dw r }dz
— % \dx d= dx dy de dz/ dr
1 M 1
ol ‘o d & Qv
'Yr J by, T g 2 \ j it ( il
dy dy dr “ody dr
i 1 1
=iz L Pias.
(du’ 5 r & av’ g s dw' ¢ 7 )r,a!y
i dy dux dy dy dy ds ! dr
i 1 1
¢ r ¢ 7 ds . r dz dv’
Z' i 2 }I @, - _ - O o L
dz us dr “Tds dr dr
i 1
I — — .
(‘fflﬁ'_ o dv' ¢ 9 aiw' ¢ >r£:
" \ds aw dz dy g~ ads Yy
onde:
1 {
 — d — A ~—=
7
X! ) 11 rJl' ks g
da dy s s
1 1 !
d e / F (L — : {3 e b —-\i
PR { du 2 d v ) ( Iy
= — 200 —— — 2\ ——— = —— - . S
(it i Uz @r (2 i (.
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Ora:

i

/‘ {E*Tr—
")’ ' — A,
it dr :

I

r
g

essendo © il valore di ®' nel punto (z', %', 5'). Inolire:

1 i
el l—-

f(dw . e a )do‘
dr dx dr dx

ar' .- dr 1
ﬂ_l
d(u' ?*")d ;
—— . L0 .
J rtdr
G,F
Ma :
du )
f-— ds = 1w o dd’ —._-.——/u'ocr‘" do

. o)

essendo @ la superficie della sfera di raggio uvguale alla unild.

Qﬂiﬂdi -
/r dr

¢ derivando rapporto ad 7 :

[ttt e [0 [0,

dx dx

— — U ar*d e

d T

) *




G1

¢ analogamente :

5 p i ) 1
/ (du’ ) g ?) v’
2% e - UI Sn— drj' _ ﬁ. v/ G
o Ndrdy dr dy dy
] 1
€ £ o= o)
/ (d?ﬂ r A, d 7 )dg" b, i '
L Ndro dz dr ds SRl ™
e quindi:
/‘ [ 7/ —;— d __1_ d b
o r ) o 1 | 7'
'ﬂ_r & da> x ey ke ds
’ 1 1
(2t s )]
9 b e— ' / ! '
e Rl »u dr  da T dr dy ¥ 0 d) 3 G
= 87 (A4 p) 0O

} ‘f/] = [(X”-i- Xu) W+ (Y” -+ Yu) v

k™ (Z” 4 Zn) w]} do'.

Ura :
1
d —
P

X 5.
T T dp dz !
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.
Y'r e s D) _Ut_l r
" dp dy
1
74 . 0
A - W
2 dp ds3
Onde :
X 1
(‘_} 1 / I’ d P?_ <) U.Hr d d T
N (A =+ 1) G Y dz e dp dx
uis g - ?1“ i 4
i
AT 2 M' 9 S N ) Bucs =
( ) - —]— o' i dy +N PP 4~ 2 pw' — e

[ -

+ LS =X, v +Mys—=Y,0' 4+NC—Z,w jdo.

L

cuindi quando fosse determinato un sistema di funzioni &, #, C
Jnile, continue ¢ a un sol valore insieme colle loro derivate,
clie sodisfacessero alle equazioni (43) in tulto lo spazio S5, ¢
sulla superficie ¢ alle altre:

(f —
: cd 9
}lu e G} - Jliy 0
(fp dx
1
f ——
i . d )
-&H T—_— ..’!M —_— e === )
dp dy
) i
i FE—
7/ )
.i":u"'_"i}lﬁ.f, P —— ————— T £
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si avrebbe la funzione ® che da il coefficiente di dilatazione di un
elemento qualunque del corpo, espresso soltanto per le forze date
(L’,M', N'). La determinazione delle funzioni &, n, C che corrispon-
dono alle funzioni di Green nella determinazione delle funzioni po-
tenziali, offre in generale molta difficoltd. Ma si pud procedere
anche con un altro metodo per fare sparire dalla espressione (47)
i valori di ', v',w'. Questo metodo ¢ una generalizzazione di
quello che io ho dato nella mia memoria: Sopra le funziont
sferiche pubblicata nel primo volume degli Annali di matematica
per risolvere il problema analogo per le funzioni potenziali.

Lo spazio S occupato dal corpo sia compreso tra due sfere
concentriche, la maggiore o, di raggio R,, la minore o, di rag-
gio R,. Prendiamo nella equazione (47) :

£=n=z=ﬂ:
aVremo :
1 1 1
1 {/*[ a— d— d—
o ' M.’ : '
9 8m(A ) \ 5 a dr dy N, dz

]

d k. d L] d —
-+ 2 u'd T+v'._d'_.. T—-Ii{)' 4 J do
TN dp, da Y dp, dy * dp, dz g

dove sono distinti coll’indice rispettivo i valori che si riferiscono
alle due superficie.
Se distinguiamo con un apice le coordinate del punto in-
terno allo spazio S, a cui si riferisce il valore di ©, avremo in
e
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serie convergente in ugual grado per tutli i punti della super-
ficie o, :

1
r

P "P,,

R In-}.t

0
== o
0

e per tutti i punti della superficie o,

—1- o CE R!Hl‘}n
gy < (T to P"H-Id .
Poniamo:
Vﬂ i P“ Pu
U P"ﬂ» V'H'
n ot Pam+t
sara sopra o,:
|
; e
( ?__ % ' dU“H.
dr  <f du
d L
T gl
dy 8 dy
i
¢ @ dU
ke E m " >'n
iz np s
alU, dU, dU o b ;
e —= =, — saranno funzioni di x, ¥, z, omogence di gra-

dz * dy * dz
do — (n -+ 2) che sodisfano alla equazione :

A! = (
C Ql]iﬂdi :

d Uﬂ_ ‘Y‘n'i'i d U:”, i Y' n-1 @ Un [ "H*I‘l

L

dy R, ! dy o Bi’n—{J ,_dﬂ ks Btu-{-z




G5
essendo Yy o Yyt s Y'pgq funzioni sferiche di ordine n —+ 1.
Sopra ¢, ayremo :

] |
T I € dv, 1
dm f dm AT N1
1
¢ ®dV, 1
e T 1
Y o QY ¢
1
d ":r— q deﬂ 1
dz o dz p'™H
e sara:
dv —_dr dv i I dv -_ I
d; g Rzﬂ {Lﬂ;—l ’ d;L S Rzn 'Z n—-1 9 d; g P‘zn 'Z N1

e Zpyy Zy_y, Z",_, funzioni sferiche di ordine n — 1,

Ora :
a __a
dp, d;
Quindi:
d dUn__QWﬂlY __ (n+2) dU,
dp, dx R M8 D! R, dux
d duU, (n*-i—Q) . (n+2) c&a
&};: d"f'j T Rin,{da it — Rl dy
d dU,“,_ (11—1—2_)_ v ~ (n+2) dU,
EEI-J: d:’: L Blﬂ+a nfglt = Hl dz.
- Abbiamo inoltre :
_@_ d
dp, —  dp
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quindi :
;% %ﬂ = n—1)R"*Z,_, ._zn"ﬂ_: ";i”
(g}ﬂ dd‘: = (n—1) RS 7" _, '";: ‘?;E '

Sostituendo nella formula (48) i valori trovali si olticne :

’l GE 5 P'n o) vl
= 8 (A + ) % LR ( (L Yo MY g =N Y )@
(N]
2.“(“’4" Q) ' I %71 I 7N
-+ R UA Yﬂ+|+ Uy Y o+, ﬂ-i-l)dm)
1
(49) o
R, : :
i pf;t»!-l (ﬁLﬂ'Zn_i rfes M;Z Rel =T Nﬂrznﬂ-l) d®

(0)

Qun—1) [
—- #n?;‘ ) /(u'i'zﬂ-l + vy Ly + w,' 2", ) dﬁ)} .
12

(0]

Prendiamo gli spostamenti :

dU (W’,
Up = [n (P) — "’f‘f—ﬂ—l(P) i

: dU, dV,,
Un = [n (9) = e (P) “"_j_'

. dU av,,
Wy = [n (P) d:l‘l‘ e 1(1 Az

“t
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dove :
f @) = Ay + Byp* 4+ G, P
fon (o) = Ay + By'o* 4 Cplp7™"+ .
Saranno sodisfatte le equazioni (43) quando si abbiano le due:

(9“?" —+ .“‘) [‘An Bﬂ,' — (n"i" 1) (2?3 -+ 3) Cﬂ] = o 2}-‘-(2?3 . 1) B”'=-= O

@r4=w)[2(n+1)B,4+n2n—1)C,/1+2p2n 4 1) B, =0

0ssia :
G == Dot By 5 UCHY 2k) Bl 4y By
essendo :
s nE@2A A p) 4+ On4=-1)u
(n—41)2n 4 3) (22 p)
e per n == 0:

Denotiamo con (F,/, G,’', H,') e con (F,', G,,", H,,") le com-
ponenti delle forze che rispettivamente debbono applicarsi alle
superficie o, e o, per tenere in equilibrio il corpo dopo che ha
ricevuto gli spostamenti (u,, v,, w,). Ponendo :

duﬂ duy, x . dv, y , dwy 3

1‘11(9)“2}9?;"+ ( diB p dx _p- dx ?

dv du dv, v dw, 2z
G f s 21 @ l + ( 1 _____i:!.__ + i + w.
n'p) n 2 H -1~ dy o dy o ay ¢

. @ dw du, x dv,, ¥ dw,, 2
H,, () = 2,0, = ( b =2 o - )
n (7) "o hika dp " ds : + 4z p iz 0
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avremo :

Ful 2 F-n.. (R:): G’nJr = Gn (PH} y "-n.' = Hﬂ (RI)
Fp)'==—F,(Ry) , Gp'=~—G,(Ry), H'=—H,R,).

Quindi :
!.3 Yl
Fu="‘9[2.“'Au'_'(33~+F)BuP] P

!

e ponendo:

s i
Fj=—06pn (Ay 4+ B,p* — ﬂ,Bi'p") "‘Ef

Z,
+2p (1 —a_y,) B, y

e per n > 1:

; Y
Fp=—2pn42) (A, + B, p* — By, By p*™1%) T;,?"%%

+2u(n —1) (A4 By p* — B_yoy By p73HY) p2Z,,

dalle quali si ricava :

Y

P, = —2[2 A, — (324 ) B/R,*]
i

I 'p 2 Y,
Fo' = 2[2 0 A) — (32 =+ p) BURE]R;

.
F/=—6x (A, -+ B, R*—8, B/'R* —

|

Z,
1

= 2 (1 —2_y) By !
(
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F,'= 6 (A, + B, R,* — B, R;*B, )-__

%

Z,
R.’I

—2p (1 —a_p

e per n >1:

F)=—2p(@+2) (Ay+ B, R — B, B, R*) R. ‘::~I{-:
i

+2u(m—1)(A) + B,/ R* — B By R R Z),

F,' = 2x (n=42) (A, B, R? — B, B, R¥?+) B;i“;;

—2p(m—1) (A, +B,/Ry — B_p-1 By R, RyZ,

ed analoghe espressioni per G,’,H,': G,)", H,".

Ora abbiamo nel corpo due stati di equilibrio: quello in
cui sopra o, si hanno le forze: (L,’, M/, N,') e gli spostamenti
(w,'’, v’y w,') e sopra o, le forze (L,’, M), N,') e gli sposta-
menti (u,’, vy, w,'); ¢ quello in cui sopra o, abbiamo le forze
¥n, G, , H,) e gli spostamenti (w,’, v,/, w,), sopra o, le for-
ze (F,", G, H,,") e gli spostamenti (u,", v,", w,"), e quindi :

ﬁ n UG, v, Hy, w, )dﬂi'l"/(Fﬂ Uy =G, "0, =11, "w, )do,

0, ﬂ'.
(92)
(L w,-+M,' v, 4Ny w,, )do [ (L' u,,"4+M,"v,,"4+N,'w,," do,.
0, U2

Ora delerminiamo le costanti A, B, A,’, B,” in modo che sia:

F'—[p’u'Yi E'=o
53) it s
J
' Pr‘n‘Y ' R, 72 r
FH . 94“’ (”'-“f_:"')') R{H.;?:' ? FH:J e Q}L (ﬁ; Yo :I) pl?:;._:q éiir"""{
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Per cio dovremo sodisfare alle seguenli equazioni :
2p Ay — Gr+ ) B/R = — 2
,.Q-r_M Au el (31 = H') B;REE = 0

B, =o0

Ay —ﬁl B;B_,H T o
Ay — B B/Ry" = 0

e per i > 1:

A, + B, R — B, R B = '
A, + B, R — B, R} B, = o0

AH‘-’—{_ B-ﬂ.‘Bli . ﬁ-n-iﬁi-mh}'l Bn — 0

. 1
Ay =+ By'Ry)* — B, Ry By, = — P

p'’
dalle quali, ponendo :
R, == "9R,
81 ricava:
d c
7 . 2 1L
= B. R,° = '
Aﬂl 1 """7]} ? 0 1 (1__??) (3}. —f"-JU.)
p'n” o o’
A, = - S B,’R o s g e T
=y T B (1 — n%)

5prl QA+
1—»% 3i4p

e

e per n _> 1, essendo :

En == BpB -t (1 — *"") (4 — *"+") - "1 (1 — n')"

L 2N3 2= 2 1
B,, g .2 (1==9=7 R 2Nt (1=57) 7"
= _Pn ) :

R, I Em o/ M+ 5”, R,
r 2H -1 T I Hn—-1
H 'l{ (15 R 6 \1 I ) i ij ?J-”' (1 ) )_I.{.?*____
n Ay == Moy R TN
Eu P‘i“I EH. { e
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e quindi osservando che le derivate di V, sono uguali a zero
abbiamo :

w, ( 1 -+ B -+ #) )
TN Ba (=) R*

: J(A+pmn® Y,
(B2 + p) (1 —7°) R

’ o+ p) 521 + w) o
—— —_— 1 ] ¥
w= -1+ ﬂ—-n”)) Y G ] i

(54)
D 5 5 ﬂ,
(32 +p) (1--7) (BA-+u) (1—n") u R,’
epern >1:
P!n 2(2}1-—!—") (},—{—"u) " X7 BEH 1
:['—'l{lﬂ—}-g -f_(”-“f-l)(n +2)(2}ﬁ+}£}£?1(ﬂ—ﬂ—1(1"'_"J’}Eﬂ- I)Rlﬂ__]‘g‘ '-"]ﬂ(i—".!jﬂ} PI?I‘_!_I)]YH_{_I

2(2n+1) (A4p)n™ R pl
.n(n-—l)(Q.A—l—-p);ﬂn(ﬁ”(i—ﬂﬂnp) ST n" '(1—-1«1?)&”“)2?1_,
(94)
o 22n+1) (A4-p) " L. R,"!
= ) (n-2) (2h )&, (ﬁ'“‘"“ m l)B s (=) o I)Yﬂi'

R, 2@2n+1){(A+pu) X S o
b G e e [ O

Sostituendo nella (52) i valori (93) e (54) e riducendo con
essa la (49) si oltiene :

_ ](C}}L._L.u) , / r
o) [ — l_, f .,";iL ! Au
. 81— ")3r+-p)(+-p) ~ R, <( e

e (er o "?‘M-ﬁl)zu' U (Nl' ‘Jf""’i‘NE')Zn”)dﬁ



