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PREFAZIONE

Bsauritesi le dispense litografate del mio corso di Calcolo infini-
tesimale pubblicate nel 1919, scolari, amici e colleghi di Catania volle-
ro che io stampassi quel corso. Quell’impareggiabile, fervido giovane che
¢ il Dorr. N1OCOLO SPAMPINATO jfondd percid in seno al Circolo ma-
tematico, da lui creato e giunto ovmai alla sua affermazione, una so-
cietad editrice per azioni, avente lo scopo di slampare corsi matematici
universitarii, catanesi ¢ non catanesi. La prima opera che viene stum-
pata da questa giovane societd editrice é la presente. Speriamo che cio
non le arrechi danno !

Rimessomi a redigere il corso per la stampa, pensai che non era
il edso di riscriverlo proprio entro ¢ modesti confini del corso univer-
sitario del primo biennio. Ove cost avessi fatto, avrei certamente com-
/ piuto un’opera che poteva esserve solo utile ai miei scolari di Catania,
poiché in Italia sono ormai numerosi ed eccellenti i corsi pubblicati di
Caleolo infinitesimale, contenenti su per giv la sola materia di inse-
gnamento del primo biennio, ed io non mi sentivo di poter fare un’ope-
ra che avesse potuto gareggiare con quelle.

Manca invece in Italia, e forse anche fuori, un’ordinata raccolta
di lezioni di Analisi infinitesimale, la quale possa essere egualmente
utile tanto a colorvo che si dedicheranno a studi teorici, sia di matema-
tiew pura che di scienze sperimentali, quanto « coloro che vorranno o
dovranno fare talvolta delle pratiche applicazioni numeriche.

Quando le vicende della guerra passata mi portarono a furve, in
campo, dei calcoli numerici di balistica, potei constatare le gravi la-
cune che esistono in tutti i trattati d’ Analisi per quanto riguarde le
pratiche dpplicazioni numeriche dei potenti concetti del calcolo infini-
tesimale. B forse percid chei fisici, i chimici, gl’ingegneri, nella grande
maggioranza, sogliono ben presto dimenticare ogni nozione di Analisi
infinitesimale ! A chi deve fave delle applicazioni sperimentali, anche
soltanto puramente scientifiche, pid che la costruzione di funzioni con-
tinue che non hanno mai la derivata, pin che lo studio dei particolari
e svariati artifics per integrare quelle particolarissime equazioni diffe-
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renzialt — parlo anche dellequazione dy — fle)de — che possonsi in-
tegrare .con le funzioni elementari, serve, per esempio, la conoscenza di
rapidi e praticabili metodi che gli consentano di calcolare, in un dato
punto, con quellapprossimazione che é necessaria, Uintegrale di un’equa-
zione differenziale, o alle derivate parziali, individuato da note condi-
zioni iniziali o al contorno. E ben naturale che U ingegnere, il quale,
nellesercizio della professione, ha talvolta inutilmente dovuto scartabel-
lare il libro d’Analisi studiato all’universitd, per trovarvi il modo di
conoscere numericamente Uintegrale di uua certa sua equazione differen-
ziale, del quale la trova pero dimostrata Vesistenza, finisca col relegare
quel libro nel piw riposto angolo della sua biblioteca e col dimenticarlo.

8i & cost discreditata la teovia presso colovo che st dedicano alla
pratica. A causa di cio si é andata attuando una progressiva riduzione
della mole dei corsi matematici del primo biennio di studii per lo laurea
in ingegneria e si & introdotto in quel biennio anche il corso di Mec-
canica razionale, naturalmente « spese degli aliri corsi teovici. Ora io
domando: persistendo in questa viduzione, ove mai $i formeranno in
Italia colore che potranno far progredire la scienza dell'ingegnere ? Fra
t valenti analisti d’Italia é ormai di moda la gara a chi fa il corso
di Calcolo pid ridotto ! Ma perché # Io oso invece affermare: Non si
deve affatto vidurre, si deve anzi ampliare di melto, ma si deve anche
profendamente, radicalmente trasformare. Trasformare con gli intenti
sw esposti- ¢ con quelli che vado ad esporre.

Al teorico della pura matematica e a quello delle scienze speri-
mentali, deve riuscire utilissimo un libro 4 Analisi che — con rapide
mosse — tratti, olire che t soliti argomentt, anche i segquenti : Qli in-
tegrali curvilinei; gli integrali estest a superficie curve (formole di GREEN,
di STOKES,...); gli integrali delle funzioni non limitate (e cid con gran-
de diffusione) e U applicazione alle funzioni potenziali; la teoria delle
Junzioni analitiche; le equazioni integrali in gqualsiasi numero di va-
riabili e di funzioni incognite; le equazioni alle derivate parziali della
Fisica matematica; U integrazione approssimate (nwmerica) di queste
equazioni e di quelle generali ai differenziali totali; gli sviluppi in se-
rie di FOURIER, di funzioni sferiche, di BESSEL ; le funzioni ellittiche;
il caleolo delle variazioni (ed anche questo con diffusione maggiore del-
la solita).
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Un libro d’ Analisi che svolga questi argomenti per quanto possa
strettamente occorvere, specialmente allo studioso di scienze sperimentali,
e servire di base al matematico puro, manca in Italia e forse anche
Suori. Vi sono in Itnlia, per esempio, trattati di funzioni analitiche e
di funzioni ellittiche, non dico soltanto eccellenti, ma addirittura clas-
sici, ma si pud sperare che, ad esempio, un ingegnere idraulico che vo-
glia impadronirsi dei metodi di trattazione dei problemi idrodinamict
dovuti al LEVI-CIVITA, si metta dapprima a studiare uno di quet vo-
luminosi trattati sulle funzioni analitiche? Quello che gli occorre, pud
essere esposto, in forma piana ed elementare, in una cinquantina di
pagine al pin. Esistono in Francia mirvabili corsi d’ Analisi che con-
tengono tutti gli argomenti citati sopra, ma perché non ve ne deve es-
sere uno anche in Italia? I trattati Jrancesi svolgono pero quegli ar-
gomenti, con le pin ampia trattazione, con I’ intento di riuscive wutili,
pi che ad altri, agli studiosi di matematica pura.

Fare una raccolta ordinata di lezioni d’Analisi infinitesimale che
abbia sempre in vista le pratiche applicazioni numeriche e che contenga
tutte le teorie matematiche che possono essere di utile base allo studioso
di matematiche pure, ma anche e sopra tutto, di sufficiente cultura per
lo studioso di scienze sperimentali : Feco lo scopo che mi son prefisso
nello scrivere queste pagine. '

Oi sono riuscito ? Forse no. COredo di essermi soltanto avvicinato
al tipo di trattato che vagheggio. Se il mio attuale tentativo avra il con-
senso det matematici ¢ di coloro che la matematica devono applicare ai
problemi delle scienze sperimentali e della pratica, io lo andrd via via
rinnovando, ¢ chi sa se alla fine non potré completamente riuscire al
MmLo 8€OPo.

Nelle presenti lezioni vi sono pavecchie novita di trattazione, ta-
lune notevoli. Vi é completamente nuovo, ad esempio, U iniziale para-
grafo della teorvia dei limiti; in esso, per la prima volta io credo, viene
esposta una teoria dei limiti affatto generale che contiene, come caso
particolare, tutti i concetti di limite dell” Analisi. Vi é nuova quasi
tutta la seconda parte che tratta dell’ integrazione. Degna di speciale
menzione mi sembra in questa seconda parte la nuova teoria degli in-

Y

tegrali delle funzioni non limitate; in questa teoria é contenuta, come
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caso particolare, anche quella delle funzioni potenziali. Non cosi si pud
dire, com’é noto, delle teorie, fino ad oggi esposte, degli integrali delle
Sunzioni non limitate; invero, le funzioni potenziali hanno sempre avu-
to bisogno di una speciale trattazione o parte. Hd era veramente strano
che le teorie fondumentali del Calcolo non avessero dovuto basture allo
studio delle ben modeste funzioni potenziali.

La presente raccolta di lezioni di Analisi infinitesimale é divisa
in due grossi volumi, ma lo stampa del secondo volume sard iniziata
soltanto se, a questo primo, sara futta una favorevole accoglienza.

Ed ora, alcune avvertenze. I pochi esercizi che si trovano propo-
sti in queste « Lezioni» sono quasi sempre di indole teorica e comple-
mentare; mancano del tutto gli esercizi che devono fornire esempio di
pratica applicazione della teoria. Non ho potuto assolutamente trovare
spazio per essi, non ostante la lovo indiscutibile wtilita. Ma ad una
metodica raccolta di tali esercizi si é dedicato U egregio DoTT. GA-
BI;’%ELE MAMMANA, assistente alla mia cattedra di Analisi. In questa
raccolta saranno anche sviluppati i soliti metodi di integrazione inde-
finita e definita a mezzo delle funzioni elementari, dei quali qui fuccio
soltanto un rapidissimo cenno, per la ragione gid detta, della loro
scarsa utilita pratica e del limitato interesse teorico che essi offrono.

Gli articoli del presente libro i cui numeri si trovano asteriscati
possono essere omessi nella leftura; ad essi non si fa mai ricorso nei
rimanenti articoli. Questi wltimi contehg’ono la materia che meno sal-
lontana da quella che si pub svolgere in un ordinario corso di Analisi
infinitesimale del primo biennio. Penso pero che quei giovam" del prime
biennio i quali, avendo fra le mani questo libro, saranno winti dalla
curiosita di leggere anche gli articoli asteriscati, faranno cose wutilis-
sima alla formazione della loro cultura matematica.

A base di queste « Lezioni» ho preso la magistrale opera del mio
carissimo amico M1CHELE CIPOLLA: Analisi algebrica e introduzione
al calcolo infinitesimale (2* edizione, Palermo, CUasa editrice D. Capoz-
zi). Questo libro viene qui citato con la semplice dizione: Algebra.

Mi é infine sommamente piacevole porgere pubblicamente i miei
pin vivi ringraziamenti al DoTr. N1CCOLO SPAMPINATO anche per
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Vassiduita con la quale ha voluto curare, in ogni purticolare, la stampa
di questo libro, e all’egregio Editore CAV. VINCENZO GIANNOTTA pro-
prietario delle Officine d’arti grafiche ove é stato stampato il libro, Il
CAvV. VINCENZO GIANNOTTA, anche lui, ha voluto che queste « Lezioni»
avessero una smagliante veste tipografica, ¢ vi é mirabilmente riuscito,
affrontando altresi spese ingenti per trasformare un reparto delle sue
LOfficine in una ricca e perfetta Tipografia matematica.

v

Catania, aprile 1923.

MAURO PI1ooNm
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CAPITOLO L

INSIEM! ORDINATI DI OPERAZIONI. — LIMITI PER UNA VARIABILE.

INSIEMI DI PUNTI. — FUNZIONI.

§ 1. Insiemi ordinati di operazioni. Limiti per una
variabile.

1. L’insieme dei numeri reali.—Nei nostri studii ci fonderemo
sulle seguenti due proprieta dell’ insiemne di fwtti i numeri reali:

1*,Fra due nuheri reali diversi, se ne possono sempre inter-
calare quantl alﬁm si vogliano, maggiori del minore e minori del

maggiore. ’

2* Se si dividono tutti i numeri reali in due classi 4 e B, tali
che ogni numero della classe A4 sia minore di ogni numero della
classe B, esisterd sempre un determinato numero # — che sara o
il pit grande fra i numeri di A4 o il piu piccolo fra quelli di B —
tale che ogni numero minore di « appartiene alla classe A, ed ogni
numero maggiore di x appartiene alla classe B, Tale numero z si
dice il numero di separazione delle due classi 4 e B.

2. Estremi per un insieme di numeri reali. — In Analisi
si ha continuamente occasione di dover considerare 1’ insieme (classe)
di tutti i numeri (in numero finito o infinito) che soddisfano a deter-
minate condizioni. Per esempio: I’insieme dei numeri intieri e positivi,
Pinsieme dei numeri intieri maggiori di — 50 e minori di 100, quello
di tutti i numeri razionali, quello delle frazioni proprie positive, ecc...

Per un insieme numerico & fondamentale la nozione dei suoi
estremi.

Un insieme numerico T si dice limitato superiormente se si pud
assegnare un numero k maggiore di tutti quelli dell’ insieme, esso
si dice limitato inferiormente, se si puo assegnare un numero A mi-
nore di tutti quelli dell’ insieme. Se, nello stesso tempo, un insieme
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¢ limitato inferiormente e superiormente, si dice, semplicemente,
ch’ esso e limitato.

Supponiamo che I’insieme numerico I, sia limitato superiormente.
Vi sono allora infiniti numeri maggiori di ciascun numero di I; indi-
chiamo con B Vinsieme formato da tutti quei numeri e con 4 1"in-
sieme formato dai rimanenti numeri reali. Detto e, il numero di sepa-
razione delle due classi 4 e B, secondo le quali risulta diviso
P insieme dei numeri reali, si ha che:

a) Non vi é aleun numero di I superiore a e,. Ed invero, ogni
numero superiore a ¢, appartiene a B, e quindi non puod appartenere a 1.

b) Comunque si assegni un numero positivo €, esiste sempre almeno

. . . . €
un numero di I superiore a ¢, — . Ed invero il numero ez——-g ap-
partiene a 4 e quindi esisterd almeno un numero di I non inferiore

a e

€
2 2 *

Il numero e, ora costruito chiamasi ' estremo superiore dell’ in-
sieme numerico I.

Le proprieta @) e b) del numero ¢, lo determinano univocamente.
Ed invero, ogni numero che le verifichi e di separazione deila classe
B, formata da tutti i numeri maggiori di ciascun numeéro di I, e
della classe A4, formata dai rimanenti numeri reali.

Le proprietd @) e b) consentono di indicare il numero ¢,, come
il pit piccolo numero che non é inferiove a nessun numero dell insieme 1I.

Allo stesso modo, per ogni insieme numerico I, limitato inferior-
mente, si ha ’estremo inferiore e, caratterizzato dalle due proprietd:

@) Non vi & aleun numero di I inferiove a e,.

b) Comunque si assegni un numero positivo g, esiste sempre almeno
un numero di I inferiore a e, -} «. '

17 estremo inferiore ¢, dell’insieme numerico I, limitato inferior-
mente, & cioé il pit grande numero che non € superiore a nessun
numero dell’ insieme 1. ‘

Se un insieme numerico I & limitato inferiormente e superior-
mente esso ammette un estremo inferiore ¢, ed un estremo superiore e,.

Riuscira, evidentemente, ¢, < ¢,, e sard e, —e¢, allora, e allora
soltanto, che I insieme I sia costituito da un unico numero. Per un
insieme numerico limitato la differenza e, —e¢,, fra il suo estremo
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superiore ed il suo estremo inferiore, chiamasi ampiezza o diametro
dell’ insieme, , '

Ogni insieme. costituito da un numero finito di numeri ha, eviden-
temente, per estremi superiore e inferiore, rispettivamente, il piu .
) grhnde ed il pitt piccolo fra quei numeri. Ma un insieme che con-
tenga iunfiniti numeri, pud non possederne uno che sia pidt grande
di tutti gli altri, oppure che sia pidt piccolo. Per esempio, nell’ insieme
delle frazioni proprie positive non vi & ne aleun numero piut grande
né alcun numero pilt piccolo di tutti gli altri. Se un insieme numerico
‘I contiene un numero pid grande (pit piceolo) di tutti gli altri,
questo si chiama 4l massimo (il minimo) numero di I, ed &
altresl I’ estremo superiore (I’ estremo inferiore) dell’ insieme. Si dice
allora che 1 insieme ammette il massimo (il minimo),

Se @ ¢ b sono due numeri reali, ed & a<Cb, chiamasi intervallo
(a, by I insieme costituito da tutti i numeri reali z soddisfacenti,
simultaneamente, alle due relazioni

r=a , <D,
ovvero, come anche si dice, alla limitazione
e==x=b

L’ intervallo (¢, b)) ammette i1 minimo & ed il massimo .
Sia ora a<b. Chiamasi intervallo (a, b) aperta a sinistra (a destra),
Pinsieme costitnito da tutti i numeri reali # soddisfacenti alla limi-

tazione
a<x=<b (a=ax<d).

L’intervallo (a, b) aperto a sinistra (a destra) non ammette mini-
mo (massimo), ha Pestremo inferiore @ (I estremo superiore b), ammet-
te il massimo b (il minimo a). '

L’intervallo (a, b), aperto a sinistra (a destra) dicesi anche un
intervallo a destra di a (un intervallo a sinistra di b).

Chiamasi intervallo (e, b) apérto, I’insieme costituito da tutti i
numeri reali # soddisfacenti alla limitazione

a <ax<b.

L’ intervallo (e, b) aperto non ammette nd minimo, né massimo,
ha DPestremo inferiore @ e ’estremo superiore b.
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Dati due insiemi numerici T e oJ, si dice che insieme J ¢ con-
tenuto in I, ovvero che I contiene J, e si serive
JLI, I>d,
quando ogni numero di J & anche di 1.
Evidentemente: Ogni insieme numerico limitato I, avente Uestre-

y 303" J, y 9, b} 5 .
mo inferiore e ¢ Vestremo superiore e,, é contenuto nell’intervallo (e,, ¢,).
Sussiste il teorema :

I. Se Vinsieme numerico I é limitato, ogni insieme J in esso con-
tenuto & altresi limitato; ¢ detti e,, e, gli estremi inferiove e superiore
di 1, g,, g, gli estremi inferiove e superiove di J, si ha

=9, =9, =¢,

Poiche ogni numero j di o & anche di I, si bha.

(1) e, <j=e,,

e cio dimostra intanto che J & limitato. Il suo estremo superiore g,
& il piu piceolo numero non superato da nessuno dei suoi numeri, e
quindi, poiché sussiste la (1), riuseird g, = e,. Cosl pure, 1’ estremo
inferiore g, di J & il pit grande numero che non supera alcun nu-
mero di J, e quindi, poiché sussiste la (1), riuseira e, <y,

Molto opportunamente, se un insieme numerico I non & limitato
superiormente (inferiormente) si conviene di dire che esso ha - oo
{— o0) per estremo superiore (inferiore).

Dopo tale convenzione, ogni insieme numerico possiede e Pestre-
mo inferiore e l’estremo superiore (finiti o infiniti).

Sia ¢ un numero reale determinato. L’intervallo (¢, -}- co) & Pin-
sieme di tutti i numeri reali non minori di ¢. L’intervallo (¢, -}~ o)
aperto & linsieme di tutti i numeri reali maggiori di e. Dintervallo
(— oo, ¢) & Vinsieme di tutti i numeri reali non maggiori di ¢. L’ in-
‘tervallo (— co, ¢) aperto & insieme di tutti i numeri reali minori di e.

L’ intervallo (¢, co) (I’intervallo (—co, ¢)) dicesi anche wn in-
tervallo a sinistra di co (un intervallo a destra di co).

Lintervallo (— oo, - co) & Vinsieme di tutti i numeri reali,

8. Coppie di insiemi contigui. — Per future applicazioni, gio-
va qui richiamare il concetto di coppie di insiemi numerici contigui.
Dati due insiemi numerici (due classi numeriche) 4 e B, dire-
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mo che i due insiemi sono separati (che le due classi sono separate) se
ogni numero di uno determinato fra i due insiemi non & maggiore di
ogni numero dell’altro. Quello fra i due insiemi 4 e B i cui numeri
non sono maggiori dei numeri dell’altro, chiamasi insieme inferiore
(0 la classe inferiore), V'altro si chiama l’insieme superiore (o la classe
superiore). Sussiste il teorema:

I. 8e i due insiemi numerici A ¢ B sono separati e A é Vinsie-
me inferiore, questo é limitato superiormente e quello inferiormente. Detti
a Vestremo superiore di A e B UVestremo inferiore di B si ha:

a=B.

Ed invero, indicando con b un numero di B, comunque fissato,
e con ¢ un qualungue numero di A si ha: 4 <_b. Cid dimostra che
A & limitato superiormente. Detto a I'estremo superiore di A4, riesce
a << b. Questa relazione, sussistendo per qualunque numero b di B,
esprime che B & limitato inferiormente, ed inoltre che, detto B Iestre-
mo inferiore di B, riesce a=Cf.

Ogni numero x appartenente all’ intervallo (a, ) & tale che, co-
munque 8i prenda e in 4 e b in B, risulta:

a<<x<b

Ogni numero 2 che goda di questa proprietd si dice un numero
di separazione del due insiemi separati (delle due classi separate) A e
B. Evidentemente sussiste il teorema:

4

II. Nelle ipotesi del teorvema precedente, tutti i numeri di separa-
zione delle due classi separate A ¢ B, costituiscono un intervallo, ¢ pre-
cisamente Vintervallo (a, B), determinato dall’estremo superiove o dell’in-
sieme A ¢ dall’ estremo inferiore § dell’insieme B.

L’intervallo («, B) costitnito da tutti i numeri di separazione delle
due classi A e B, si dice intervallo di separazione delle due classi
separate 4 e B. Si ha, evidentemente, che:

II1. I’ ampiezza B — « dellintervallo di separazione delle due classi
separate A e B é Vestremo inferiore dell’ insieme di numeri non nega-
tivi costituito da tutte le differenze b — a fra ogni numero della classe
B ¢ ogni numero della classe A.
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Due insiemi numerici separati (due classi numeriche separate)
diconsi contigui (contigue) se il loro intervallo di separazione ha am-
piezza nulla. In virth del teorema II si ha che:

IV. 8e ¢ due insiemi numerici A e B sono contigui, ammettono
un unico numero di separazione, e viceversa. Se A & Vinsieme inferiore,
tale numero é Vestremo superiore di A e Vestremo inferiorve di B.

In forza del teorema III si ha poi che:

V. Condizione necessaria e sufficiente affinché due insiemi numerici
separati A e B, siano contigut, é che, comunque si assegni un numero
positivo €, 8i possano trovare un numero di B ed un numero di A, la
di_ﬁ'erenza' dei quali sia, in modulo, minore di e.

Riepilogando, potremo -dunque dire che:

Due classi numeriche 4 e I3, sono contigue se:

«@) ogni numero di una determinata fra di esse non & maggiore
di ogni numero dell’altra ; :

b) comunque si assegni un numero positivo g, si possono trovare
un numero di B ed un numero di A4, la differenza dei quali &, in
modulo, minore di e.

Due classi contigne 4 e B determinano univocamente un nu-
mero reale #: il numero di separazione delle due classi; il quale
gode della proprieta. caratteristica di essere non maggiore di ogni
numero della classe superiore e non minore di ogni numero della
classe inferiore.

4. Insiemi ordinati di operazioni. — Noi prenderemo. ora a
considerare operazioni — di natura la pidt arbitraria — ciascuna delle
quali abbia sempre per risultato un numero reale ben determinato.
Con la notazione : .

(0]

" disegneremo un insieme (una 'classe)di tali operazioni, la cui opera-

zione generica sara indicata, con O.

Diremo che l’insieme di operazioni [O] é ordinato, quando si sia
stabilita una regola che permetta, senza eccezione, di assegnare ad
ogni operazione O’ dell’insieme, un’altra operazione 0" dello stesso
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insieme, almeno una—operazione che converremo di chiamare seguen-
te alla 0', scerivendo .

o -0
— in modo che siano soddisfatte le due condizioni: )

a) 8¢ 0, 0", 0" sono operazioni di [0} ¢ se 0'~ 0", 0"~ 0", ¢
anche O'~ 0", :

b) Se 0" e 0" sono due quali si vogliano operazioni di [0), esiste
sempre un’operazione di [0], almeno una, sequente tanto alla O che alla
0"; cioé due operazioni quali si vogliano di [O], ammettono sempre una
comune operazione seguente. '

.

Se ne deduce:

Quante si vogliano operazioni di un insieme ordinato [0] ammet-
tono sempre una comaune operazione Sequente. '

Ed invero, siano 0, 0®,..., 0™ operazioni di [0]. Sia 012 una
comune operazione seguente alla 00 ¢ alla 0®, Sia 0% una co-
mune operazione seguente alla 002 e alla 0®, sarda 012® una co-
mune operazione seguente alla 00, alla O® e alla 0®, Ece.

Se 0, 0, 6, 5, designano operazioni di {0], con le notazioni
(0), (0), (0*), (5) designeremo gli insiemi di tutte le operazioni di
[0] seguenti, rispettivamente, alle 0, 0’, 0, 0.

Osservazione. Si badi bene che, prese due operazioni quali
8i vogliano di un insieme ordinato [0], non & affatto detto che una
di esse debba essere seguente all’ altra. Pud darsi anche che accada
che ognuna di quelle operazioni sia seguente all’altra.

- Hsempi: 1°) Pud darsi‘, in particolare, che le operazioni di un
insieme ordinato [O] si possano porre in corrispondenza , binnivoca
con i numeri naturali 1, 2,.., n,..., ed in modo che all’ operazione
corrispondente al numero naturale ¢ siano seguenti ognuna di quelle
corrispondenti ai numeri i1, i—}—é,..., i -f-vyo... Si dice allora che
Y insieme di operazioni & una successione di operazioni, e per
I’ insieme [O] si adotta la notazione

ow, 0o ..., 0m,...,
ove con O™ abbiamo designato 1’ operazione di [0], corrispondente
al numero naturale n. Il risultato numerico dell’ operazione O™ gj
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pud designare con z™ e I insieme numerico formato dai risultati
delle operazioni di [0] viene a costituire cid che si chiama una suc-
" cessione di numeri:

2V, 2@ .., 2™,
(cfr. Algebra, no 158).

1’ operazione O®) si potrd chiamare la prima operazione, la 0@,
la seconda,..., la O™, la a™ ;| ece,

Prese due operazioni quali si vogliano in una successione di
operazioni, avviene sempre che una determinata di queste & seguente
all’ altra. ‘

Preso sull’asse delle & un segmento (e, B) si ha una successione
di operazioni, quando, per esempio, chiamiamo operazione n™® quella
consistente nel dividere 1 intervallo (a, B) in n parti egnali e nel

p—a

n

fare la somma dei prodotti dell’ ampiezza di ciascun intervallo

parziale per il quadrato dell’ ascissa dal suo punto di mezzo. Il ri-
sultato #®™ dell’ operazione n™* sard dato dal numero

m("’:B—E;——g E[a—{-(i— %)B— ar.

n

2°) Ma si pud avere subito anche un esempio di un insieme or-
dinato [O] di operazioni che non & una successione. Mettiamo in [0]
tutte e sole le operazioni consistenti nel dividere, nel modo pii ar-
bitrario, 1 intervallo (a, §) in intervalli parziali e nel fare la somma
dei prodotti dell’ ampiezza di ciascun intervallo parziale per il qua-
drato dell’ ascissa del suo punto di mezzo. Per ogni tale operazione
O diremo seguenti quelle il cui massimo delle ampiezze degli inter-
valli parziali, nei quali risulta diviso I’ intervallo (a, ), & minore del
- massimo delle ampiezze degli intervalli parziali nei quali, nell’ ope-
razione O, & stato diviso I’ intervallo («, B). Sono evidentemente ve-
rificate le proprietd @) e D). Fra due operazioni di un tale insieme
[0}, nelle quali gli intervalli di suddivisione hanno ampiezze di eguale
massinmo, nessuna & seguente all’ altra.

Altri esempi:

3°) Si abbia un corpo pesante e mettiamo in {0], tutte e sole le
operazioni consistenti nel trovare il peso di una porzione qualsiasi
del corpo. L’insieme [O] risultera ordinato se, per esempio, diremo



¢ 1. LimiTt PER UNA VARIARILE i1

seguente di ogni sna operazione O tutte quelle che si riferiscono a
porzioni del corpe di volume non minore a quella a cui si riferisce
Poperazione 0. Qui, prese due operazioni di [0|, riferentesi a porzioni
del corpo di eguale volume, ognuna di esse & seguente all’altra.

4°) In un luogo determinato sia situato un barometro e mettiamo
in [O] tutte e sole le operazioni cousistenti nel leggere 1a pressione
indicata dal barometro. I’ insienie [O] risulterd ocrdinato se, per esem-
pio, diremo seguente di ogni sua operazione O, tutte le operazioni
di lettura della pressione, che avvengono in istanti suececessivi a
quelli in cui & avvenuta 1’ operazione O.

5. Limiti per una variabile ordinata. — Chiamiamo varia-
bile ordinata il pumero che visulta dell’ operazione O di un in-
sieme ordinato [0] di operazioni, numero considerato al variare di O
in {0}

Vogliamo arrivare al fondamentale concetto di limite per una
variabile ordinata. A tale scopo introdurremo un modo di dire che
ci consentird maggiore rapidita di esposizione.

Diremo che una variabile ordinata x assume definitivamente una
certa proprietd, oppure acquista e conserva quella proprietd, ovvero
diventa e rimane tale da verificare la proprieta stessa, quando & pos-
sibile determinare un’operazione O del relativo insieme [0} di ope-
razioni, tale che I’indicata proprieta riesca verificata dai risultati di
tutte le operazioni di (0), ciod di tutte le operazioni seguenti alla O.

Osserviamo subito la seguente generale proposizione:

1. 8¢ le proprieta I, , Ils ..., II, sono, ciascuna di per se, as-
sunte definitivamente dalla variabile x, questa diverra e rimarra tale
da verificave simultaneamente le proprietd 11, , Ils ..., I, .

Ed invero, se II, si verifica quando O & in (0"), II, quando
0 & in (0™),..,, II, quando O & in (0™), detta O’ una comune ope-
razione seguente a 0V, a 0@, a O™, quando O & in (0') si ve-
rificheranno simultaneamente le proprieta II,, I, ,.., II, .

Con la notazione X[O0] indicheremo Y insieme numerico descritto
dalla variabile x, al variare dell’ operazione O nell’ insieme [0], con
X(0') indicheremo 1’ insieme numerico deseritto dalla variabile « al
variare di O nell’insieme (0') delle operazioni seguenti alla O,
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Si dird che 1’insieme mumerico "X[0] assume definitivamente una
certa -proprietd, oppure acquista e conserva quella proprietd, ovvero
diventa e rimane tale da verificare la proprietd stessa, quando & pos-
sibile determinare un’operazione O di [O] tale che I’ indicata pro-
prietd riesca verificata dall’ insieme numerico X{O0).

Cio posto, supponiamo, in primo luogo, che l’ms:eme nlxne‘rlco
X[O] percorso dalla variabile » sm definitivamente limitato, e deSI-

*

gnano con O w’ operazione di [0] tﬂle che 1V’ insleme numerico X{0 ),

descritto dalla variabile # al variare di O nell’ insieme (d) delle

operazioni seguenti alla O, sia hn{ﬂ;aﬁ,ﬁﬁ]ssend‘% ve I, due, certi

numeri, si avra:
N *
k,<e<%k, se O¢in (0).
£
Consideriamo ora, esclusivamente, operazioni di (0), Indicando
con z, (0) e x,(0) gli estremi inferiore e superiore di X(0), si avri
sempre
,<w (0)<2,(0)<k,
Al variare di O in (0), i numeri «,(0) e x,(0) descriveranno
due insiemi numerici limitati che indicheremo con X, e X,. Si ponga
(1) U —estremo superiore di X,
(2) " = estremo inferiore di X,.
~ La quantitd I’ si chiama il minimo limite della variabile z,
e la quantita 1" il smassimo limite, e si designeranno, rispettiva-
mente, con le notazioni
limz , lim"z.
Si ha evidentemente
’, [ :
b, V<k, , k,<I'sE,

Dimostriamo che:

II. Comunque si assegni un numero positivo ¢, la variabile x di-
venta e rimane maggiore di U — g, laddove non diviene mai definitiva-
mente maggiore o eguale a ' -}-¢.

Difatti, in virti della (1), esiste un numero di Xi' maggiore di

U — e, ciod un’ operazione O di (C*)) per la quale &

a’lg (0)>ll—_87
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ma #, (0) & I’ estremo inferiore di X (0), ciod dell’ insieme numerico
descritto dalla variabile # al variare dell’ operazione in (0), si ha
dunque: .

x>1U — & per ogni operazione di (0).

D’ altra parte & sempre, comunque si prenda O in (6),
r, (0)<V,

e poiché esiste almeno un numero di X (0) che riesce minore di
x, (0) -+ &, se ne deduce che, comungue i prenda un’ operazione O
di (6), esistono senﬁpre delle operazioni ad essa seguenti per le quali
si ba #<<l' 4 €, cid che appunto dimostra che la variabile  non
& mai definitivamente =1+ ¢. Bd invero, se O & una qualsivoglia
operazione di [0], detta O’ una comune.operazione seguente alla Oe
alla 6, esiste un’ operazione O seguente alla O’ e quindi alla O per
In quale si ha z <l --=.

Allo stesso modo si dimostra :

III. Comunque si assegni un nwmero positivo s, la variabile x di-
venta e rimanc minore di I -}-¢, laddove mnon é mai definitivamente
minore o eguale a l” — g,

Ne segue:
IV. Il minimo limite non é mai maggiore del massinio limite.

Ed invero, comunque si.assegni la quantita positiva g, la variabile
x & definitivamente maggiore di ' —¢, ed & definitivamente minore
di I” 4~ ¢, ma allora, in virtd della proposizione I, la variabile  riesce
definitivamente maggiore di I’ — ¢ e, simultaneamente, minore di " ~}-&.
Si ha dunque, comunque si assegni la quantitd positiva e,
14 4
V' —e<l'¢
e percio
V=t
Dimostriamo anche che:
V. Le proprietd per il minimo -limite ¢ per il massimo limite »i-
spettivamente espresse dai teoremi II e III, determinano univocamente .
tali limiti,
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Supponiamo, invero, che per un certo numero A’ si verifichi la
proprietd espressa, per U, dal teorema II. Comunque si assegni una
quantitd positiva g si potrd allora determinare un’ operazione O tale
che per tutte le seguenti ad essa si abbia

(3) x>h—¢,
ma, poiche la x non & mai definitivamente =1 -+ ¢, nelle indicate
operazioni di (0) se ne pud trovare almeno una per cui riesce

(4) x<l e
Adunque, per un’ operazione seguente ad O (almeno per una)
varranno simultaneamente la (3) e la (4), e percid sard

V't+e>h—se, .
onde segue, per I’ arbitrarietd di & ¥ =h". Allo stesso modo, scam-
biando " con ¥, si deduce che b’ =1, e deve percid essere, come
volevamo dimostrare, I’ —1'". :
Riassumendo, possiamo dunque enunciare il teorema:

VI. Data una variabile x, se U insieme numerico da essa de-
scritto riesce definitivamente limitato, esistono sempre due ben deter-
minati numeri, il minino limite (lim'z) e il massimo limite (lim” x) di
esse (lim"w = lim'w) werificanti, rispettivamente, le proprietd espresse
dai teoremi II e III.

Supponiamo, in secondo luogo, che non si verifichi Vipotesi del
teorema ora enunciato.

Se I insieme numerico X [0] non & mai definitivamente limitato
superiormente, se, ciod, comunque si scelga un’operazione 0 di [0],
I’ insieme numerico X ((3), descritto dalla variabile « al variare del-
I’ operazione O in (6}, non & mai limitato superiormente, si dice che
il massimo limite di & é 4 co e si serive

(3) lim"z = - co.

Scrivendo dunque la (5) si asserisce che, comunque si assegni
un numero positivo K, la variabile # non diviene mai definitivamente
=< K, ciod che, per qualunque operazione O di [0], se ne possono

sempre trovare delle seguenti ad essa, il cui risultato & maggiore di K.
Analogamente : Se Pinsiene X[0] non & mai definitivamente li-
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witata inferiormente, si dice che ¢l minimo limite di x é —co € si
scrive

(6) ‘ lim'e == — co.

Le (5) e (6) si possono simultaneamente presentare (v. Esempi),
ma supponiamo ora che, sussistendo la (6), non si verifichi la (5), ed

esista quindi un’operazione 0 di [O] per cui Pinsieme numerico X(b)
sia limitato superiormente. Essendo &, un numero determinato si avra
ek, se O ¢ in (0)

Variando O in (5), consideriamo linsieme numerico X (0). L’estre-
mo inferiore di tale insieme & — co, mentre il suo estremo superiore
x, (0) & un numero finito < %,. Sia X, I'insieme numerico descritto
da @z, (0) al variare di O in (6), due ipotesi sono ora possibili :

@) Vinsieme X, (che & limitato superiormente) & limitato infe-
riormente,

b) Vinsieme X, non & limitato inferiormente.

Nellipotesi @), fatta la posizione (2), il numero 1", cosi definito,
chiamasi, di nuovo, il massimo limite di x, ed esso possiede, eviden-
temente, le proprietd caratteristiche espresse nel teorema III.

Nell’ipotesi b), si pone

Hm”x = — co.

In tale ipotesi, comunque si assegni un numero negativo — K,
si puo trovare un numero di X, minore di — K, cioé un’ operazione

*

O di (0) per la quale & x,(0) < — K, e si ha quindi

x < — K, per ogni operazione sequente alla O ;
in altre parole, la variabile # diventa e rimane minore di oghni quan-
titd negativa, comunque assegnata.

Analogamente, si vede che, sussistendo la (5) e non la (6), due
casi sono: possibili: o esiste un numero finito ', che si chiamera di
nuovo il minimo limite di x, presentante le proprietd caratteristiche
espresse dal teorema II, oppure avviene che la variabile z & defini-
tivamente maggiore di ogni quantita positiva, comunque assegnata,
ed allora si scrive

lim'z = -+ co.

Riasgumendo i risultati della discussione fatta nel presente ar-

ticolo, se si conviene di dire che -}- oo & maggiore di — co che ogni nu-
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mero % & maggiore di — oo ed & minore di -} oo, scrivendo -} co > — co,
- co >k > — co, possiamo enunciare il seguente teorema:

VII. Una variabile qualsivoglia & ha sempre un determinato mas-
simo limite e un determinato minimo limite (finiti o infiniti). Indicati
questi, rispettivamente, con lim’z e lim”x, si ha sempre ’

lim"” # =1lim’ 2,

e sussistono le seguenti possibilita

- lim"® = quantita finita, lim’ 2 — quantita finita,
— quantita finita, = — oo,
=4 oo, , — quantita finita,
= -} oo, = — 00,
- - OO’ p—g OO,
= oo, =} co.

I limiti lim’ 2 e lim” 2, quando sono finiti, presentano le proprietd
caratteristiche enunciate dai teoremi II e III, Se lim” z —= - co, U in-
sieme numerico X [O] descritto dalla variabile x non é mai definitiva-
mente limitato superiormente; se lim’ x— — oo, lo stesso insieme non
é mai definitivamentc limitato inferiormente. Se im” ¢ — — oo, lu va-
riabile x é definitivamente minore di ogni numero, comunque assegnato;
se lim’ ¢ = - co, la variabile x ¢ definitivamente maggiore di ogni nu-
mero, comunque assegnato.

Esempi. Nei seguenti esempi si riscontrano le possibilita in-
dicate dal teorema ora enunciato.

Nell’insieme [0} poniamo tutte e sole le operazioni consistenti
nel prendere un punto #, diverso dall’origine, dell’asse delle u, e nel
calcolare le quantita ’

1

&) x = (1 + u®) sen o

1 1
b) T=-—3 sen? o

1 1
c) ¥——sen —,

. %

1

% L PEw

Per un’operazione 0 di [0], relativa al punto ', diremo seguenti
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tutte quelle che si riferiscono a punti # per i quali & {u|<|u'|. Si
ha allora : -

nel caso @) lim"g =1,  lime=—1, .
nel caso b) =+ oo, =0,

nel caso ¢) = oo, — — o0,
nel caso d) = -} co, =} co.

6. Primi teoremi sui limiti. — Una variabile ordinata y si dice
subordinata ad un’ altra variabile ordinata x, quando, detti [Q] e
|0] i due insiemi ordinati di operazioni, dalle quali, rispettivamente,
risultano le due variabili, si ha che:

a) ogni operazione di [Q] appartiene a [0], e quindi I’ insieme
numerico ¥ [Q] descritto dalla y, & contenuto nell’insieme numerico
X (0] descritto dalla. x; .

b) comunque si prenda Q in [Q], ogni operazione seguente alla
Q in [Q] & anche seguente alla Q in [0], e quindi l’insieme numerico
Y (Q) & contenuto nell’insieme numerico X (Q);

¢) ogni operazione di [0] ha delle seguenti in [Q].

Sussiste il teorema:

I. 8¢ la variabile y é subordinata alla variabile x, fra i loro L
miti intercedono le relazioni :

@ lim’wglim’yglim”yglim” .

Per dimostrare il teorema, supporremo, ad esempio, che l’insie-
me X [O] sia definitivamente limitato, e diremo I’ e !” i valori (finiti)
di lim'z e di lim”». Comunque si assegni un numero positivo e, si
potrd allora trovare un’ opefazione 0 di {0], tale che si abbia

V—e<w<I"+s s 00,
ciod se il numero # appartiene a X((*)). Sia 53 una seguente di 0in [Q],
Pinsieme numerico’ ¥ (é) & contenuto in X ((3), e pertanto possiamo
dire cle Pinsieme X [Q] & pur esso definitivamente limitato, e che
inoltre si ha ' ‘ ‘
V—e<<y<l's 86 Q2 in (Q)

Ne segue )

V—elim’y<lim"y <" 4,

e quindi, data DParbitrarietd di ¢ la relazione (1).

M. PIcONB — Lezioni di Analist infinitesimale — 2.
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Passiamo ora all’importante concetto di variabili ordinate in
corrispondenza. Siano x,, z,..., &, , n variabili ordinate, visultanti, ri-
spettivamente, dagli insiemi ordinati di operazioni [0,], [0,],..., [0, ].
Quelle variabili si dicono in corrispondenza se fra le operazioni di
[0,], di 10,},.y di [On], Vi & una corrispondenza che gode delle se-
guenti particolarita :

@) ogni operazione O; di [0; ] ha sempre una ed una sola cor-
rispondente 0; di [0; ] (¢, j =1, 2,...,, n);

b) se O; e O; hanno una comune corrispondente in [0 ], esse so-
no eorrispondenti fra loro;

¢) la corrispondenza fra le operazioni di [0; ] e di [0;] (i, j=1,
2,..., n) trasforma operazioni seguenti in [0; ] in operazioni seguenti
in [0 ].

Un gruppo (0,, 0,,.., 0,) di operazioni, appartenenti, rispettiva-
mente, ad [0,], ad [0,],..., ad [0, ], si dird di operazioni corrispondenti
se esse sono tali quando vengono prese due a due. Un gruppo di ope-
‘razioni corrispondenti & ben determinato quando si fissi una qualsi-
voglia delle sue operazioni.

Un gruppo di valori (', @'5,.., #'s ), per le variabili ‘wi, Lyyerry Ty
in corrispondenza, si dice di wvalori corrispondenti,. se le operazioni
0',, 0y..., 0, dalle quali, rispettivamente, risultano quei valori costi-
tuiscono un gruppo di operazioni corrispondenti.

Sussiste il teorema.:

II. — 8Se le due variabili x, ¢ x, sono in corrispondenza, ¢ se
i 2 ) bl
per ogni coppia (@,, x,) di valori corrispondenti, si ha
x, =, oppure x, < i,
fra & loro limiti sussisteranno le relazioni :
lim’ @, <lim’», , lim"», <lim"a,.
Dimostriamo, ad esempio, che se lim” x, e lim” «, sono entram-
bi finiti ed hanno, rispettivamente, i valori 1,” e 1,”, si ha [, <<l”.
bl ) i 2 i =="2
Comunque si assegni una quantita positiva ¢, esiste un’ operazione
y
*
0, di [0,], per la quale si ha
&
"
2, <1, +e se 0,~ 0,

Diciamo 54 I’ operazione di [O,] corrispondente alla 62, se
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(aii—-Ol ed 0, & la corrispondente di O,, si ha pure 0: =+ 0, ©
quindi, '
se 51 -0, v, <w, <1+ ¢, oppure ®, <ax, <1, s,
ne segue
ll”é lz“ + 8,
e quindi, data I arbitrarietd di e 1," < 1",
B, dopo cid, immediato il corollario seguente:

III. — 8e le variabili x,, *y, %, 8s0N0 in corrispondenza, ¢ se per
ogni terna (x,, @,, x,) di valori corrispondenti, si ha
Ty =y = @y,

da ciascuna delle eguaglianze
. 7 12 7’ . 173 —_1: 14
lim’z, =lim" 2, , lim"2, —=Ilim"x,
si deduce rispettivamente, ciascuna delle sequenti

. ’ I T ’ . ” _1: 1z
lim’ g, =lim'®, , lim"z, —lim"z,

7. Variabili regolari.— Diremo regolare una variabile ordinata
 quando i due suoi limiti coincidono. Ciascuno di questi si rappre-
senterd allora con la notazione limx e si chiamerd Ulimite della va-
riabile. Per il limite di una variabile regolare possono presentarsi
i seguenti tre casi:

limz = quantita finita,
= 4 oo,
o ON )

Nel primo caso si dice che la variabile x & convergente. Negli ulti-
mi due si dice che la variabile & divergente, e precisamente, divergente
~ positivamente nel secondo caso, divergente ncgativamente nel terzo.

Se si ricordano le proprieta caratteristiche dei due limiti per
una variabile, espresse dai teoremi II e III del n° 5, si pud enun-
ciare il seguente teorema:

I. Condizione wuecessaria e sufficiente affinché una variabile or-
dinata x sia convergente ed abbia per limite il numero 1, é che, co-
munque si assegni il numero positivo e, la variabile sia definitivamente
compresa fra ¢ numeri 1 —e e l-}-¢, si possa cioé determinare un’o-

perazione 0 delv insieme ordinato [O] di operazioni, dalle quali risulta
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la variabile, tale che sia
[ —1|<e se 0-o0.

In questo teorema & espressa una definizione di limite (finito)
per una variabile, che & quella che comunemente si adotta.

11 fatto che la variabile # converge ed ha per limite il nume-
ro I, si suole indicare dicendo anche che: la variabile x converge
verso 1, oppure tende verso 1 o tende ad I.

Diamo alcuni istruttivi esempii di variabili convergenti o diver-
genti, Se nell’ insieme [0O] poniamo tutte e sole le operazioni consi-
stenti nel prendere un punto u, diverso dall’ origine, dell’ asse delle

u, e nel calcolare le quantita :

1
- & —W% sen —
a) )
- 1
v =
: —1
o V=

e se, per un’operazione O’ di [0], relativa al punto «’, diciamo se-
guenti tutte quelle che si riferiscono a punti di « per i quali &
[w]<<|w'], si ha:

nel caso @) lim 2 =0,
nel caso b) limz = co,
nel caso ¢) lim ¢ = — oo,

E di importanza grandissima nelle applicazioni il teorema :

1I. Criterio di convergenza di Cauchy. Data una va-
riabile ordinata x, risultante dalle operazioni dell insieme ordinato
[0], condizione necessaria e sufficiente affinché essa sia convergente é
che, comunque si assegni un numero Positivo e, si possa determinare

*
un’operazione O di [O] tale che per i valori &’ e &” della variabile,
: *
ottenuti da due quali si vogliano operazioni 0" ¢ 0" seguenti alla O
st abbia sempre :

&' — " | <e

La condizione & necessarip. Ed infatti, se limz=—1, comunque
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.

si assegni la quantita positiva e, la variabile & definitivamente
3 € '
compresa fra | — — ol — .
. 3 3
La condizione ¢ sufficiente. Ed infatti, se fissiamo un’operazio-
* .
ne O seguente alla O, si ha
o —2|<<e s O0'~0,
Yinsieme numerico X(0’) & quindi limitato, cioé il totale insieme nu-
merico X|O0], descritto dalla variabile x &, intanto, definitivamente
limitato. La variabile £ aminette pertanto un massimo limite ed un
‘minimo limite finiti. Siano I”.e U i valori di questi limiti. Devo di-

mostrare che 1" =1, Se fosse 1" > I, posto I" — I'==30s, comunque
si prenda un’ operazione O di [0}, ne esisterebbe una seguente 0"
per il cui risultato «” si ha:
mIl llI — c’
ed una seguente. O’ per il cui risultato 2’ si ha::
o <V o,
e quindi esisterebbero sempre due operazioni 0" e 0", seguenti alla
0, per i risultati delle quali si ha
& — 2 >a,
contrariamente all’ ipotesi.
Passiamo ora a considerare particolari tipi di variabili, le cosi-
dette variabili monotone.
Una variabile ordinata dicesi non decrescente (mon crescente) se,
comunque si prendano due operazioni ' e 0" dell’ insieme ordinato
|0] di operazioni dalle quali risulta la variabile, la relazione

0/ . OII
ha di consegueuza, per i risultati «’ e «” di esse, la relazione
o <a" (@' =a").
Una variabile dicesi crescente (decrescente) se, comunque si
. )
prendano due distinte operazioni 0’ e 0” di [0], la relazione
' 0 - 0"
ha di conseguenze, per i risnltati " e & di esse, la relazione

wl <wll (w’ > wl!)‘
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Ogni variabile « che sia crescente o non decrescente (decrescente
o non crescente) dicesi monotona. Orbene, per una tale variabile
sussiste il seguente importante teorema:

II1. Ogni variabile definitivamente monotona é regolare. Ed é con-
vergente se U insieme numerico dei suoi. valori é definitivamente li-
mitato, divergente nell’ altro caso.

Supponiamo, ad esempio, che la variabile a sia definitivamente
non decrescente. Esisterd un’ operazione 0 di [O] tale che, se O" e 0"
appartengono ad (6), la relazione 0’~ O” ha di conseguenza, per i
risultati 2’ e 2" di esse, la relazione ' << 2”. Fissata 1’ operazione
0 di ((3) 8i avrd dunque

x=a" se O & in (0);

P insieme numerico X [0] di tutti i valori assunti dalla variabile &
dunque definitivamente limitato inferiormente. Pertanto, se esso non
& definitivamente limitato, non lo sard superiormente. In tal caso,
comunque Si scelgano un numero positivo K e un’ operazione O di
[0], si potrd sempre trovare un’operazione a quella. seguente il cui

*

risultato supera K. Cid avverra anche per I’ operazione O, e se, per
O- 0, si ha:
‘ o’ > K,

.poiché xr =4’ per 0-0- 0, si ricava

x>K se O~ d ,

cid che dimostra che la variabile z & divergente positivamente.

Supponiamo ora che I’ insieme X [0] sia definitivamente limitato,
e quindi, definitivamente limitato superiormente. Esiste allora una
operazione O di (O] tale che 1 insieme numerico X(0) & limitato
superiormente. Sia O una comune operazione seguente alla O e
alla 0. L’ insieme X (0), contenuto in X (0), & pur esso limitato
superiormente, diciamone I 1’ estremo superiore, dico che si ha:

lime—1

Ed invero, comunque si prenda una quantitd positiva e, esistera

un’ operazione 0” di (0", per il cui risultato «” si ha:

I=a">1—¢,
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ma per 0’ —~ 0"~ O riesce z =4", e quindi
l=2>1—¢, s¢ O ¢ in (0",
¢io che dimostra quanto si voleva,

I teoremi I, II e III dell’articolo 6, danno luogo ai seguenti
per le variabili regolari.

IV. Se la variabile x é regolare, ogni altra variabile ad essa su-
bordinata é altrest regolare, ed ha lo stesso limite.

.
V. Se le variabili regolari x, e x, sono in corrispondenza e se
per ogni coppia (x, , x,) di valori corrispondenti si ha
z, =x,, oppwe x, < x,,

Jra i lovo limiti sussiste la relazione

limeg, <limz,.
, V1. Le variabili @, , x,, x, siano in corrispondenza, e.per ogni
terna (®,, x,, ®,) di valori corrispondenti si abbia

v <@, < @,

¢

allore se le variabili ®, ¢ x, sono regoluri ed hanno lo stesso limite,
sara pure regolarve la x, ed avrd il medesimo limite.

Aggiungiamo qui i teoremi:

VII. Se una variabile é definitivamente monotona, tale é pure ogni
altra variabile ad essa subordinata.

VIIL. 8¢ la variabile # converge verso il numero I, la variabile | xy
converge verso |1

Quest’ultimo teorema & immediata conseguenza della relazione
lle|—1t|<le—1l.

8. Esercizio. — Si consideri il pdrticolarissimo caso in cui i con-
siderati insiemi di operazioni formano sempre delle successioni e si
enuncino i teoremi ottenuti, negli articoli 5, 6 e 7, facendo esclusi-
vamente mensione del numero d’ordine delle operazioni di ciascun in-
sieme (cfr. Algebra, § 1 del Cap. VI).

La completa risoluzione dell’esercizio & immediata. Notiamo an-
zitutto il teorema:
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I. Se una successione
1 2]
1 . 20, 2@, 2™,...,

¢ definitivamente limitata superiormente (inferiormente) essa stessa é li-
mitata superiormente (inferiormente).

Ed invero, se la successione (1) & definitivamente limitata supe-
riormente, esistono un indice v ed un numero % tali che si ha-
™ <k, per n>v.
Ne segue che, detto K'il piu grande fra i v 41 numeri #®, 2®,...,
w(“), k, si avra che ogni numero della successione non & superiore u K.
11 teorema VI del n.° 4 si enuncia cosi:

Data la successione (1) limitata, esistono sempre due ben determi-
nati numeri: il minimo limite della variabile x™ (lim’x™ —1) ed il
massimo limite della stessa variabile (iim”w("):l"). Tali limiti si di-
cono anche limiti della successione. Per essi si ha che: Comunque si as-
segnt un numero positivo €, si pud determinare un indice v tale, per
n>>v, 8 abbia sempre

V—e<a®™ <V )¢,
laddove, per ogni indice n, se ne possono trovare due altri maggiori n' en”
tali che sia

x("!) < ll+ 8, w(nll)> l” —

Il concetto di variabile subordinata ad un’altra, si traduce, per
le successioni, al modo seguente: Se

. 1‘ 3 ’&2 yoeoy Uy gaeny )
& una successione crescente di numeri naturali, la successione

i) (i) i
w(i, m(2,..., alir ),...,

dicesi subordinata alli succéssione (1).
Le p successioni di operazioni [0,), [0,], ..., [ O, ] siano in corri-
spondenza, e si abbia »
— 2 .
0,1=(0", 02, .., 0P, ....)
Potremo sempre denotare con Of.") Poperazione della successione
[0: ], corrispondente alla 0% in [0,], si avrd
— (1 2y S
Cloi1=(0, 07, .., 07,.), (i=¢2, 3y ey ).

i 1
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Indichiamo con & il risultato dell’operazione O della succes-

sione [0; ]. Le p variabili 2 (i=1, 2, ..., p) sono in corrispondenza

e la pr® di valori (xi"), 2. w;")) rappresenta, per ogni valore di

n, una pP® di valori corrispondenti.

Si potranno dopo cid subito enunciare, nelia maniera ora voluta,
i teoremi del N, 6 per le successioni.

Il teorema I del n. 7 si enuncia:

Oondizione necessaria e sufficiente affinché una successione a, x,...,
a®, ..., sia convergente ed abbia per limite 1, é che, comunque si asse-
gni un numero positivo g, si possa determinare un indice v tale che sia:

fam — 1| <e per w>v.

Il teorema II del n. 6, esprimente il criterio di convergenza di
~Cauchy, si enuncia: :

Condizione mnecessaria e sufficiente affinché una successione z,
x®,.., #M,... sia convergente & che, comunque si assegni un numero
positivo ¢, si possa determinare un indice v tale che, presi due quali
si vogliano numeri naturali p e q, maggiori di v, si abbia sempre:

| 2® — 20 | <e,
Ece.

9*. Ulteriori teoremi sui limiti. — Si abbiano = variabi-

li ordinate x,, ®,,.., #,, in corrispondenza, rispettivamente risul-

tanti dalle operazioni degli insiemi ordinati [0,], [O,},..., [On]. Per-
ogni n®®, x,, @,,.., #,, di valori corrispondenti delle variabili, fac-
ciamo la somma =, 4 2, 4 ...+, di quei valori. L’ operazione

che da per risultato ® & la seguente: Si prende un’operazione O,
in |0,], se we trovano le corrispondenti 0,, O, ,..., 0, , rispettivamente
in [0,], in [O,] yu,y in [0y] e 8i fa la somma 2=, + 2, 4 ... + 2,

dei risultati della operazione O, e delle sue corrispondenti. Detta
O Voperazione da cui risulta @, per essa adotteremo la notazione
0,4 0, ...+ O,. Essendo (0,, O, ,..., 0,) e (0/, 0/,..., O0,) due
nPle di operazioni corrispondenti, porremo

0,4+ 0,40 ~ 0+ 0,/ + ... + O,
8e 0‘ — 01’ (e qulndl 02_> Og’r--, 0” _»0,” )'
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La quantitd ¢ — @, 4+, 4 ... -2, & dunque una variabile or-
dinata, e 1’insieme ordinato di operazioni, da cui essa risulta, & da
denotarsi col simbolo [Oi—l—‘O2 G+ 04 ‘

La variabile # — &, 4, -+ ... 2, , si dice la somma delle n va-
riabili in corrispondenza x,, ®,,.., 5. ‘

Ora in molte questioni di Analisi matematica giova conoscere
in quali relazioni si trovino i limiti di due o pin variabili, in cor-
rispondenza, con i limiti della loro soinma, Tali relazioni vogliamo
trovare in questo articolo,

Supponiamo, anzitutto, definitivamente limitati gh insiemi X, [0,],
X, [0,);eey Xi [On], dei valori assunti, rispettivamente, dalle variabili
X,y Tyyeery Xn s Pomamo.

llm & = Uy, lim” ¢ = l” (i=1, 2 g oney R
Comunque si assegni un numero positivo g, si potrd determinare

un’ operazione O” in [O; ] tale che sia:
’ € 1" € (0]
U; -——n—<:v,<l1 —-I—"?T, se Oi ~0 s
i=1, 2,.., n).
Sia
(UIPRUNS () @)
0y 0y5uy 0., O,
la nP® di operazioni corrispoudenti determinata dalla ()(."). Diciamo
0, un’operazione di [0, comune seguente alle oper, 0“) o
, un’ope b g perazioni 13 sy
* * *
o™ e (0, 0, .., 0, ) la nP2 di operazioni corrispondenti determinata

dalla 61. Si avra allora:

’ € " € *
l1.' ———n—<$t<l. +; se Oi“* Oi,
e quindi
— 3L <Sa, <<JetZ0,
se
0, + 0, .4 0u= 0, + 0, +..40,.

Qid dimostra che Pinsieme dei valori della variabile 2 =3 #; &
definitivamente limitato e che sussistono le relazioni:

Slim'z; <<lim’ 2a; < lim" T, <Zlim”a; .
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Poniamo
lim Sy =0, im”"Za; =17,

Si pud trovare una «aP*di operazioni corrispondenti(oll, 0; y ooy
O;) per le guali si abbia '
UV—e<lZay <V

' € ' €
! _7[<wi< 2 +;7

se
! !

0,~0, 0,-0,..,0, ~0.

D’ altra parte, fissato 1’indice &, si pud trovare un’operazione

0

.. seguente alla O, per il cui risnltato #;, si ha
. ’ €
x, < e+ —,
n
ed un’altra operazione O seguente sempre alla O, per il cui risul-

tato @} si ha

Dette (0;, Oy, 0,), (07, 0;,.., 0,) le n¥'e di operazioni cor-
rispondenti, determinate, rispettivamente, dalla O, e dalla O, e (%,

@y ey B, )y (2]5 &y yeeey @) le relative aP® di valori corrispondenti

delle variabili, si avra

”" € = €
@ l —_— @ [
<h+ n r >, o
. 1" € .. , €
Zp g < b1 +—, T >l ——
n n
. , £ o &
Tl + >l —
. " € z , €
Tppr < e + Py k1 > Vg — =

L R T L R R ) s e & & . s o s s v o

€

. " € . .
wn< l, + T’ wn> l,n - —:I—L_’
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e quindi '

V! —eL 3 a <l’k+§l;'—}—e,
VS0, —eZ3a <V
k

con evidente significato del simbolo =. E per Parbitrarietd di e, ne
%

segue: ‘ .
lim' S o <lim' @ + 2lim" ; ,
o R (b = 1,2,..., ).
lim” 2 -} 2 lim 2; < lim” S a; . ; _

k
Si ha dunque il teorema:

1. Se le variabili x,, x,,..., ®, descrivono insiemi definitivamente li-
mitati, anche la variabile loro somma descrive un tale insieme, e fra i
limiti delle variabili e della loro somma, sussistono le seguenti 2n - 2
relazioni :

(1) Slim e < lim' Sa; <lim” S < 3lim” @ ,
Hm' 2 a; < lim" @ -} §k] lim” % ,

lim” ¢ 4 S lim" 2; <lim" 2 o; ,
k

k=1, 2,.., n).
Le 2n - 2 relazioni (1) e (2), nel caso di due variabili (z, e z,)
descriventi insiemi definitivamente limitati, sono in numero di. sei,
e queste possonsi scrivere al modo seguente :

ll l”‘
l4,+ lzlg l’gl‘ui lg, < l"g l‘” + lzl,"
1 2

Dalle (1) segue immediatamente che: Se ciascuna delle variabili
&y By e, T, in corrispondenza, é convergente, ¢ pure convergente la
variabile loro somma, e questa ha per limite la somma dei limiti di
quelle.

Dalle (2) segue immediatamente che: Se le variabili, in corri-
spondenza, &, , ®,,..., Tn, descrivono insiemi definitivamente limitati, e
le variabili @, ,u., ®x_1 , Tigd yooey T SON0 CORVErgenti, $i ha:

lim’ 2 &, — lim’ @y, +§kllimm,- y

lim” 2 w; = lim”" 2 + = lima; .
k.
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Passiamo ora, in secondo luogo, a considerare il caso in cui non
tatti gli insiemi numerici descritti dalle variabili, in corrispondenza,
@,y Xy ey &p sONO limitati. Lasciamo allo studioso la cura di applicare
i ragionamenti che precedono per dimostrare, nel caso ora indicato,
le proposizioni seguenti.

II. Se »
lima, =limg, —... = lim & == - oo,
lim’ x; = quantita finita, per i =k + 1,
si ha
lim 2 #; ==+ oo.
Se
limg, =limz, =..=lim g —= — oo,
lim” @; — quantita finita, per i =k -+ 1,
si ha
lim2 ¢, —= — oo,
I1I. Se
lim” 2 —= -} o0, lim’ w; = quantita finita, per i == k,
si ha
lim” S = - oo,
Se
lm’ o = — co, lim”ax; = quantita finita per i +k,
si ha '
lim’ S o, = — oo.

Si osservi ancora che se, per definizione, poniamo
— (4 c0) = — oo, ———(—oo):-—{-—oo,
si ha, in ogni caso, per qualunque variabile,
3) lim’ (— ) = — lim" 2.
Finiremo il presente articolo, considerando la variabile differenza
di due altre in corrispondenza. Abbiansi due tali variabili z, e ,
e, per ogni coppia (x,, x,) di valori corrispondenti, si faccia la diffe-
renza z, — 2, di questi valori. Denoteremo con 0O, — 0, ! opera-

zione che ha per risultato x, — x, e porremo

01 - 02 e 01,_ 2’7
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se 0,—~ 0, (e quindi 0, 0,'). La variabile # —=», — #,, risultante
dalle operazioni dell’ insieme ordinato [0, — 0,], si dice la differenza
delle due variabili in corrispondenza x, e x,. La variabilex ==, — =,
& anche la somma delle due variabili #, e — x,, e pertanto, in virti
di I e della (3) si ha:

IV. 8¢ le variabili in corrispondenza ®, ¢ ®, descrivono insiemi
definitivamente limitati, anche la loro differenza descrive un tale in-
sieme, e fra 4 limiti (1,',1," e 1/, 1,”) delle variabili e ¢ limiti (V, 1”)
della loro differenza, sussistono le sei relazioni :

4
l"_ 12” ll ll” ;2”< l” lill__ lzl.
,

In particolare: Se ciascuna delle duc. variubili #, e #, & conver-
gente, & pure convergente la loro differenza, ed ha per limite la
differenza dei limiti delle variabili #, e ,. Se le variabili x, e w,
descrivono insiemi definitivamente limitati e la variabile x, & con-
vergente si ha

lim” (2, — 2,) = lim’ &, — lim «,, lim"” (¢, —a,) =lim" s, —lim x,.

In un prossimo paragrafo, ove verrd trattats la teoria delle
funzioni continue di punto, si troveranno i teoremi pitt generali sui
limiti di quante si vogliano variabili convergenti in corrispondenza.

10. Infinitesimi ed infinitamente grandi. — Chiamasi infini-
tesimo ogni variabile convergente che ha per limite zero. Un infini-
tesimo x, o, come anche si dice, nna variabile infinitesima x & dun-
que caratterizzata dalla circostanza che, comunque si assegni una
quantitd positiva e, i valori del modulo di essa sono definitiva-
mente al disotto di e. )

Dalla data definizione segue: Condizione nccessaria e sufficiente
affinché una variabile x sia infinitesima & che tale sia la variabile |x|.
Condizione necessaria e sufficiente affinché la variabile x converga verso
l & che la variabile x — 1 sia un infinitesimo.

Chiamasi infinitamente grande ogni variabile il cui modulo & una
variabile divergente. Un infinitamente grande, o, come anche si dice,
una variabile infinitamente grande, & dunque caratterizzata dalla
circostanza che, comunque si assegni un numero positivo K, i valori
del modulo di essa sono definitivamente al disopra di K.

V
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Evidentemente: Il reciproco di ogni infinitesimo definitivamente
non nullo & un infinitamente grande e viceversa.
Sussistono i seguenti teoremi di immediata dimostrazione.

L. Se una variabile & riesce il prodotto di due wariabili x, e @,
in corrispondenza e se x, descrive un insieme definitivamente limitato
e x, ¢ infinitesima, la variabile x & essa pure infinitesinia.

II. Se una variabile « riesce il prodotto di due variabili », ¢ z,
in corrispondenza, e se il modulo di x, é definitivamente superiore ad
un determinato numero positivo e x, é infinitamente grande, la varia-
bile x é essa pure infinitamente grande.

Si abbiano due variabili in corrispondenza ®, e x, risnltanti,
rispettivamente, dalle operazioni degli insiemi ordinati- {0,] e [O,].
Supponiamo che la variabile 2, sia definitivamente non nulla, che
esista ciod un’operazione (—)2 i [0,], tale che, per 0, 0,, sia sem-
pre x,==0. Detta 51 la operazione di [0,] corrispondente ad 62, 1i-
mitiamoei a considerare, in ciascuno degli insiemi di operazioni [0,]
e [0,], gli insiemi delle seguenti ad O, e delle seguenti ad 0,, e
continuiamo ad indicare con [0,} e con [0,] tali insiemi. Cid posto,
per ogni coppia (x,, #,) di valori corrispondenti, si faccia il rappor-
to x :x, di questi valori. Denotéremo con O,: 0, 1 operazione che
bha per risultato x, :#, e porremo

0,:0,~0,:0,,
se 0,~0", (e quindi 0,—~0,). La variabile x = x,:x,, si chiama la
variabile rdpporto delle due variabili, in corrispondenza, », e x, e
I’insieme delle operazioni da cui essa risulta si potra indicare con
l1a notazione [0, : 0,].

Si puo -dare, dopo cio, la seguente

Definizione. Due infinitesimi o due infinitamente grandi «,
e x,, in corrispondenza, nell’ipotesi che la variabile x, sia defini-
tivamente non nulla, diconsi dello stesso ordine se la variabile
x—w,:x, loro rupporto, & definitivamente conteuuta entro un inter-
vallo limitato, al quale sia esterno il valore zero, se cio¢ si ha:

Hm' (z, : ®,) = quantita finita, lim” (x,:a,) = quantita finita,

lim’ (@, : ®,) . lim” (2, : 2,) > 0.
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Osserviamo che se « & un infinitesimo o un infinitamente gran-

de e « & un qualunque numero positivo, anche #* & un infinitesimo
o un infinitamente grande. Cid posto, si ha la seguente _
Definizione. Se, dati due infinitesimi o due infinitamente
grandi #, e x,, in corrispondenza, nell’ ipotesi che la variabile x, sia
definitivamente non nulla, esiste un numero positivo « tale che i
due infinitesimi o i due infinitamente grandi z, e x7 hanno lo stes-

80 ordine, 8i dice che z, & un infinitesimo o un infinitamente gran-
de d’ordine a rispelto a «.. ‘
Pertanto, se # & un infinitesimo, definitivamente non nullo, e «

¢ un numero positivo, 4 & un infinitesimo d’ ordine a rispetto a x,

1 cas . . 1
e — ¢ un infinitamente grande d’ordine a rispetto a -

z

Nelle applicazioni, si presenta talvolta 1’ opportunitd di confron-
tare pitt infinitesimi (infinitamente grandi) con un determinato infi--
nitesimo (infinitamente grande) x, definitivamente non nullo, col qua-
le quei primi possonsi porre in corrispondenza. La variabile x chia-
masi allora I’énfinitesimo campione (Vinfinitamente gran-
de campione) e diconsi d’ordine a quelli fra gli infinitesimi (in-
finitamente grandi) indicati che sono dello stessc¢ ordine di a%.

11. Variabile complessa. — Siano a,, a,, b,, b, quattro nu-
meri reali e si abbia a, <a,, b, <b,. Consideriamo nel piano (x, y)
i punti P,(a,, b) e P,(a,, b,). Chiamasi dominio rettangolare
(P, Py=1(a,, b,); (a, b,)] del piano (z, y), il rettangolo I, a lati
paralleli agli assi coordinati, luogo dei punti, del piano (z,y), le
coordinate dei quali soddisfano simultaneamente alle ]imitaz_ioui

o, =r<ea,, b <y<h,

La lunghezza della diagonale' P, P, del rettangolo ‘R chiamasi
anche il diametro del dominio rettangolare. Le differenze a, —a,,
b, — b, sono le dimensioni del dominio. I vertici (a,, b, ), (a2, by ),
(az, b2 ), (ar, by ) del rettangolo I si dicono rispettivamente, il ver-
_ tice sud-ovest, sud-est, nord-est, nord-ovest del dominio rettangolare; il
vertice (a;, by ) dicesi anche Vestremo inferiore e il vertice (as, D)
Y estremo superiore del dominio rettangolare. Il contorno o la fron-
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N .

tiera del dominio rettangolare & il contorno del rettangolo R. Un
punto P (x, y) del' piano, si dira interno, esterno o sul contorno del
dominio rettangolare secondoché & interno, esterno o sul contorno
del rettangolo . I punti interni del dominio rettangolare (P, Py )
sono caratterizzati dalla proprietd, per le loro coordinate, di soddi-
sfare simnultaneamente alle limitazioni:

o <le<la , b<<y<b:.

Cid posto, rappresentiamo ogni numero complesso 2z ==x-}- iy
sul piano complesso (#,y) di Gauss, mediante il punto di ascissa
2z e di ordinata y. Con I’ aiuto di tale rappresentazione vogliamo ora
dare i concetti fondamentali dei limiti per una wvariabile come-
plessa ordinata. _

Chiamasi variabile complessa ordinata il numero complesso che
risulta dalla operazione variabile O di un insieme ordinato [O] di
operazioni. Sian z —=ax -} iy una variabile complessa ordinata. La
quantitd @« & il risultato -dell’ operazione 0O,, consistente nel fare
I operazione O e nel prendere la parte reale del risultato z di que-
sta. La quantita y o il risultato dell’operazione O, , consistente nel
fare I’ operazione O e nel prendere il coefficiente della parte imma-

ginaria del risultato 2z di questa. Posto

0,0, 0~0,,
se O~ 0, le operazioni 0, 0,, 0, descrivono tre insiemi ordinati
[0}, [0:], [Oy] di operazioni in corrispondenza.

I’ insieme numerico (di nnmeri complessi) Z[0], descritto dalla
variabile #, si dird definitivamente limitato, se tali sono i due insiemi
numerici (di numeri reali) X[0,], ¥[0,| descritti, rispettivamente,
dalle variabili « e 9.

Supposto defihitivamente limitato I’insieme Z[0], poniamo

lim"z—=a', lim”"2z=a",

limy =¥b", lim”"y—=—10";
orbene, per definizione, i due numeri complessi

Ve=a' 4-ib', 1"=a" 4",
si diranno, rispettivamente, il minimo limite ed il massimo limite del-
o ‘variabile 2z, e si scriverd

' =lim’ 2 , U=1lim"z.

M. PicONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 3.
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Si ha dunque, per definizione,
lim' (@ 4-iy) =lim’ # + ilim’y , lim” (x4 éy) =lim" & 44 lim” y.
Le proprietd espresse dei teoremi II e IIT del ne 5 per il mi-
nimo limite ed il massimo limite di una variabile reale, danno luo-

go alle seguenti per i limiti di una variabile complessa:

I. Comunque si assegni un dominio rettangolare che abbia © pun-
ti U e l” per punti interni, il punto z sard definitivamente situato nel-
Dinterno di quel dominio.

II. Se riesce a' <Za” (b’ < b"), comunque st assegni una retta ver-
ticale (orizzontale) che lasci du bande opposte i punti U e l”, il punto
z non € mat definitivamente sulla retta, né alla sinistra, né alla de-
stra (né al disotto, né al disopra). ‘

Lasciamo al lettore la cura di dimostrare che:

III. Le proprieta, per il minimo limite e per il massimo limite,
espresse dai teoremi I e 1L, determinano univocamente tali limiti.

Supponiamo ora che I’ insieme numerico Z[0] non sia mai de-
finitivamente limitato. Possono allora presentarsi 35 casi diversi,
tanti quante sono le disposizioni con ripetizione, meno una, di sei
oggetti a due a due. Si ricordi infatti, teorema VII del ne 5, che
per i limiti di una variabile reale possono presentarsi sei casi di-
versi. Lasciamo al lettore la cura di esaminare, dal punto di vista
geometrico, le circostanze che si presentano in ciascuno di questi
casi.

Se, supposto che 1’insieme Z[O] non sia mai definitivamente li-
mitato, la variabile reale rappresentante il modulo di 2:

BEEENE
¢ divergente, si dice che la variabile complessa z & infinitamente
grande. Evidentemente :

by

IV. Una variabile complessa z infinitamente grande, & caratteriz-
zata dal fatto seguente: Comunque si assegni nel piano complesso unw
circonferenza di centro nell’ origine, ¢ punti z sono definitivamente al-
Uesterno di quella circonferenza.

Una variabile complessa ¥ ——x -}~ iy dicesi regolare se tali sono
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le variabili # e y. Una variabile complessa regolare 2, descrivente
un insieme numerico Z[0] definitivamente limitato, dicesi convesr-
gente. Saranno allora entrambe convergenti le variabili # e y. Posto
limg=—a , limy=—b,
la quantitd complessa l==a - ib si chiama il limite della z e si
pone :
limz=I=a-}ib=Ilimz -}ilimy.

Nel punto I vengono a coincidere per una variabile complessa
z convergente, i punti I e I’ rappresentativi dei suoi due limiti, e
si pud pertanto enunciare il teorema :

V. Condizione necessaria e sufficiente affinché una variabile com-
plessa ordinate z sia convergente ed abbia per limite 1, é che, comun-
que si costruisca un dominio reftangolare del piano complesso, avente
il punto 1 come punto interno, il punto z sia definitivamente interno a
quel domindo,

Anche per una variabile ordinata complessa sussiste inalterato
il eriterio di convergenza di Cauchy, espresso dal teorema
seguente :

VI. Condizione necessaria e sufficiente affinché una variabile com-
plessa ordinata z sia convergente, é che, comunque si assegni un nu-
mero positivo g, si abbia definitivamente, per due quali si vogliano va-
lovi 2" e 2" della variabile,

&' — 2| e

PN

La condizione & necessaria. Ed invero, se limz==1[, comunque
si assegni una quantita positiva g, il punto z & definitivamente in-
terno ad ogni dominio rettangolare di diametro ¢, avente il punto I
per punto interno. La condizione & sufficiente. Ed invero, se
—=u't-iy, &'—a"-iy", poichd |¥'—a" || —2"], |y —y" || —2"), -
soddisfatta la condizione, si deduce la convergenza di entrambe le
variabili z e y. ’ Y

Si hanno pure gli infinitesimi complessi. Sono tali le variabili
complesse convergenti che hanno per limite lo zero. Condizione ne-
. cessaria e sufficiente affinche la variabile complessa z=—ua -} iy sia
un infinitesimo & che siano tali # e y. B assai facile dimostrare che:
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VII. Condizione necessaria e sufficiente affinché la variabile com-
plessa z sia un infinitesimo é che tale sia la variabile |z]|, che cioe,
comunque si assegni una circonferenza di centro nellovigine, i punti z

siano definitivamente contenuti entro la circonferenza.

Ed invero, se la variabile z & un infinitesimo, comunque si as-

Y

segni il numero positivo p, il punto z & definitivamente contenuto
nel dominio rettangolare [(—-—p:, —_ —P:>, (i:, L_)}, e quin-
E V2/ \jz vz

di anche nel cerchio di centro mnell’ origine e di raggio p, che con-
tiene quel dominio. Viceversa, se il punto z & definitivamente con-
tenuto in un cerchio, arbitrariamente assegnato, avente per centro
D origine; comunque si dia un dominio rettangolore avente il punto
(0, 0) come punto interno, detta p la minima distanza di questo
punto dai lati del dominio, non appena il punto z & contennto en-
tro il cerchio di centro nell’ origine e di raggio p, & anche contenuto
nel considerato dominio rettangolare.

Dalla definizione stessa di convergenza di una variabile 2 verso
il limite I, segue che: Condizione necessaria e sufficiente 'a{ﬁnché ¢io
avvenga € che la variabile z —1 sia un infinitesimo. Pertanto, in vir-
ti del teorema VII, si ha:

VIII. Condizione necessaria e sufficiente affinché la variabile z
converga verso il limite 1, ¢ che la variabile reale |2 — 1| sia un in-
Jinitesimo, che cioé, comunque si assegni wuna circonferenza di centro
nel punto I, il punto z sia definitivamente contenuto entro la circon-

Jerenza.

I pure immediato che: Il reciproco di ogni infinitesimo com-
plesso, definitivamente non nullo, & un infinitamente grande, e vi-
ceversa. )

Osserviamo, infine, che i due teoremi I e II del no 10, nonche
le definizioni che seguono, nello stesso numero, sussistono inalterate
per le variabili complesse ordinate.

Una variabile complessa 2—w -} iy regolare e descrivente un
insieme numerico Z[0] che non sia mai definitivamente limitato di- -
cesi divergente. Possono allora presentarsi otfo casi diversi, tanti
quante sono le disposizioni con ripetizione, meno una, di tre oggetti
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a due a due. Si ricordi infatti, no 7, che per il limite di una varia-
bile regolare reale possono presentarsi tre casi diversi. Gli otto casi
indicati sono i seguenti:

’ ]lﬂ]y:—}—oo,

lim @ — quantita finita -, .
limy— —co,

lime =4 oo,

. lim y = quantita finita,
Ime—— o0, .

lime—=+oco, limy—-}o0,

limg—-4oco, limy—-—co,
limg=—=—o0, limy=—=- oo,
limg=—-—o0, limy——oco.

1L assai facile dimostrare che una variabile complessa divergente
é un infinitamente grande. L proposizione reciproca non & vera.

B facile vilevare le caratteristiche circostanze geometriche che
si presentano, per i punti z del piano complesso (x, ), in ciascuno
degli otto casi indicati di divergenza Per esempio: sé limx — a,
lim y = -} o, si ha che, comunque si assegnino due numeri positivi
ge k, i punti z sono definitivamente interni alla semistriscia del pia-
no (x, y) definita delle limitazioni

o —s=zx<a-te, y=k;
se lima = - oo, limy == - co, si ha che, comunque si assegni un
punto (k, k) del piano complesso, i punti z sono definitivamente in-
terni al primo dei quattro quadranti secondo cui gli assi congruenti

agli assi coordinati, condotti per detto punto, dividono il piano com-
plesso.

12. Serie. — Richiameremo ora brevemente i concettti fonda-
mentali relativi alle serie (cfr. Algebra, Cap. VII e § 3 del Cap. XII).
Sia
B1y 22 geny Tmgeey B == %y - tYn,
una successione di numeri complessi, i quali, in particolare, risulte-
ranno tutti reali se sard sempre y, =— 0. Chiamasi serie il simbolo

= 1,
1) z1+z2—|—...+zn+...52vzv,

e chiamansi termini della serie le quantita z,, 2, ,.. .
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Alla serie (1) ¢ sempre associata la cosidetta successione del-

le somme, i cui termini sono definiti delle eguaglianze
8, =%,
8, =2, 42,
=2+ 2,4+ ... + 2.,

Una serie si dice regolare, non regolare, convergente, divergente,
infinitesima, infinitamente grande, secondoche regolare, non regolare,
convergente, divergente, infinitesima, infinitamente grande & la va-
riabile s, percorrente la successioneldelle somme. Il minimo limite
ed il massimo limite della successione delle somme si dicono anche
Ia minima somma e la massima sommna della serie. Se una
serie & convergente, chiamasi somna di essa il limite (finito) vecrso
cui converge la successione delle somme. Se tale limite ¢ s si seri-
ve allora

1,
s=2, 42 futmto, s=2 &

Come ad ogni serie & associata una successione, la successione

delle somme, cosl ad ogni successione & associata una serie, di cui
quella & la successione delle somme. Ed invero, se
819 Sgyeeey Snyeney
¢ una successione, questa ¢ la successione delle somme associata
alla serie C ' ‘
8, + (8, —8,) (8, — 8,) + oo (80 — 8p1) e ©
Ne segue che le questioni di convergenza 'delle serie si ricon-
ducono a questioni di convergenza delle successioni, e viceversa. Ta-
le osservazione sarid di applicazione frequente nel seguito.
Il criterio di convergenza di Cawchy, applicato alla succes-
sione delle somme associata ad una data serie, da luogo al seguente
teorema :

1. Criterio di convergenza di Cauchy per le serie. —
Affinché una serie sia convergente, occorre e basta che ad ogni numero
positivo &, si possa far corrispondere un numero intiero e positivo m,
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tale che il modulo della somma di quanti si vogliano termini successi-
vi della serie, dopo U n™° termine, sia sempre minore di e.

Ne segue:

by

1L Condizione necessaria affinché una serie converga € che il suo
termine generale sia un infinitesimo.

III. Condizione sufficiente perché una serie sia convergente é che
sia tale lo serie formata dai moduli dei suot termini.

IV. Sela serie a termini non negativi Xp, converge, e se |2, =
convergono le sevie 2| z,| ¢ Z2,.

Se una serie & tale che la serie formata dai moduli dei suoi
termini & convergente, si dice che essa & assolutamente con-
vergente. Le serie assolutumente convergenti, e queste soltanto,
godono della proprietd commutativa (cfr. Algebra, p. 264).

Occorre soveute, nelle applicazioni, considerare serie e termini
positivi. Per una tale serie la variabile s,, percorrente la succes-
sione delle somme, & crescente e si ha pertanto (cfr. teor. III del

ne 7):

V. Ogni sevie a termini positivi € regolare. Perché essa sia con-
vergente occorre e busta che la successione delle somme sia limitatq.

Per le serie « termini positivi, esistono speciali criterii di con-
vergenza che giova tener presenti nelle applicazioni, rimandiamo per
questi criterii al § 2 del Cap. VIL ed al n° 228 dell’ Algebra:

13. Serie di potenze.— Sia ay, a,.., @5,.. un’assegnata suc-
cessione di numeri reali o complessi. Chiamasi serie di potenze la
serie seguente

0, @
(1) Ev“v (g—zy=a,+ta z—2)+ ..t a(@—2)" 4 ...,

ove z, & un fissato numero complesso e z un numero compleso qual-
sivoglia. Le quantitdy ag, a,,..., si chiamano i cocficienti della serie,
la quantitd z,, rappresentata sul piano complesso, si chiama il punto
iniziale della sevie. Vogliamo, fin da ora, studiare i caratteri di cons
vergenza per una serie di potenze,
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Cominceremo dalla serie seguente:

0,0

(2) Ea(z-——-z atale—z)+..+al—z)"4 ..,

v
che prende il nome di progressione geometrica, Si ha, se
g—z,=F1,

0,n—1

1—(z—2z)
8, —=a Ev(z — zo)v ol / 2 (Z zo)

1—(z—z) ’
e pertanto, se |z — 2 | <1, la serie & convergente ed ha per somma:
a
1—(2—2z) "

Allo stesso modo si vede che, se |z — 2z | <1, & altresl con-
vergente la serie dei moduli dei termini della (2).

Se |z —z,|=1, la serie (2) non & convergente, poiche allora
il termine generale (z —2,)* della serie non & un infinitesimo. Si ha
dunque il teorema:

I. La serie progressione geometrica (2), é assolutamente convergen-
te per ogni punto z del piano complesso, interno alla circonferenza di
centro in 2z, e di raggio uno; mon é convergente per ogni punto non
interno alla detta circonferenza. Per ogni punto esterno a questa cir-

by

conferenza, il termine generale della serie é un infinitamente grande.

Orbene, noi andiamo a dimostrare ehe un teorema analogo sus-
siste per la pilt generale serie di potenze (1). Se p designa un nu-,
mere non negativo e n un numero intiero e positivo, col simbolo

1
pw» intenderemo qui di indicare quel numero non negativo, Ia cui
potenza n™* & p. Cid posto consideriamo la successione seguente di

numeri non negativi
1 1
la |y a2, 0, lag]™,..,
tre casi sono possibili per il mhassimo limite della successione, cioé:
1

a) lim" |a,|» =400,

. A
b) lim” |a,| " = quantita finita non nulla,

1
n

. ¢) lim” |a,|™ =0.

Nel caso @) la serie (1) converge allora e allora soltanto che il
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punto z coincida col punto iniziale z,. Ed invero, per ogni punto
# <= 2,, comunque grande si prenda il numero intiero e positivo 7,
si possono sempre trovare valori di # maggiori, per ciascuno dei

quali riesca
1

lan IT >

¢id prova che il termine generale della serie (1) non & un infinite-

1
—, cioe |a,|lr—27,|" > 1;
Iz_zoly lnH ol> 3
simo, e quindi che la serie non converge.

Nel caso ¢) la serie (1) converge assolutamente per qualunque

valore di z. I ovvia P assoluta convergenza per 2 =—z,, supponiamo
1
dunque 2z ==¢2,. Poich® |a,|™ & un infinitesimo, comunque si asse-

gni un numero positivo p minore di uno, si potra determinare un

indice v tale che per ogni valore di n wmaggiore di v, risulti
1

|an|"""<—9—|—, ciod |a, ||z — 2, |* << p;

|z — 2

0
Ia serie formata dai moduli dei termini della (1) ha dunque i suoi
termini non superiori ai corrispondenti della serie seguente a ter-
mini non negativi

[ agl Fla s — 2| 4o Lo, [z =z, o7t 24
Ora tale serie & convergente, e ¢i0 prova la nostra asserzione.
Nel caso b), posto

1
n

lim” | a, | s

1

=1, r——
’ l

per la serie (1) si ha: _
U assoluta convergenza per |z —z, | <r,

la non convergenza per |2 -— z,|>r.

Sia invero, in primo luogo,
. 1
e — 2, | <<r, ciod ]z—zol<7 ,
per un determinato numero positivo & riesce
=1
o 1428’
e possiamo sempre fissare un indice v tale che per ogni valore di n

|z — 2

maggiore, si abbia
1

la, | <l-4e.
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Ne segue, per n>v,
I+ \
. _— n . .
e — &, < {52
Pertanto la serie dei moduli dei termini della (1) ha i suoi ter-
mini non superiori ai corrispondenti della serie seguente a termini
non negativi: '
14— 1 1-+g \vi2
l“ol+---+|“v||z—zo[v+(m> +(7j’_—§;) + ey
e poiche tale serie & convergente, risulta provata 1’ assoluta conver-
genzu della (1) per |z —z, | <1
Sia ora, in secondo luogo, |z —z [>r, ciod

comunque grande si assegni un indice »’ si potranno sempre tro-
vare valori di n maggiori, per ciascuno dei quali riesce:
1

lan| ™ >

T ciot |ay|lz—z " >1.
0

Cio prova che il termine generale della serie (1) non & un infinite-
simo e quindi che la serie stessa non converge.

Si ha dunque il teorema seguente, noto sotto il nome di Teo-
rema Cauchy-Hadamard: '

Y

II. Ogni serie di potenze (1) € convergente nel punto iniziale. Se
1 A
Hm” |ay|[» = oo, la serie non é mai convergente per ogni altro
1
punto. 8¢ lim"” [a,[* =0, la serie converge assolutamente per ogni
1
punto del piano complesso. Se_lim” [a,|” —1>0, posto r—=1:1, la
serie & assolutamente convergente o non convergente, secondoché é

e —2,|<<r o |z—z,|>n
Nel caso b), con centro nel punto iniziale e con raggio
1
1':1:1im”|a,.|'“‘,
descriviamo un cerchio € nel piano complesso. Poich® la serie (1)
¢ assolutamente convergente in ogni punto interno a tale cerchio, ¢
non converge in ogui punto esterno, & ben naturale chiamare quel
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cerchio il cerchio di convergenza, ed il suo raggio, il raggio
di convergenza della serie (1).

Si badi bene che Ianalisi da noi fatta non dice nulla sulla
convergenza o meno della serie di potenze nei punti della circonfe-
renza del cerchio di convergenza. Ma nulla pud essere affermato,
che valga in generale, sul comportamento della seriejnei punti di
detta circonferenza.

Nel caso @) si usa dire che il cerchio, o il raggio, di conver-
genza della serie (1) é nullo, nel caso ¢) che esso & infinifo.

Supponiamo che i coefficienti della serie (1) siano definitivamen-
te non nulli, si sa allora dall’algebra (cfr. Algebra, p. 237) che se
la variabile

| | an |

l Ap—1 |

m=v, v+}1,..),
1

¢ regolare, tale & anche la variabile lay|™ e si ha:

1

lim | an [* = lim %21

!an—ll '
Ne segue il teorema (di cui & facile dare una dimostrazione di-
retta): '

IIL. Se i coefficienti della serie (1) sono definitivamente non nulli
e se la variabile (|a,|:|a,—1|) & rvegolare, il raggio di convergenza
della serie (1) é nullo, finito o infinito, secondoché il limite della va-

riabile indicata & infinito, finito o nullo. Nel caso che questo limite
sia finito, il suo reciproco & il raggio di convergenza della serie.

Osserviamo ora un teorema che c¢i dice in che modo la serie
(1) non converge all’ esterno del cerchio di convergenza. Si dimostra
facilmente che : '

IV. Per ogni punto z esterno al cerchio di convergenza, la suc-
cessione dei termini, della serie di potenze (1), mon é limitata.

Ed invero, se per un certo punto 2z’ esterno al cerchio di con-
vergenza, esistesse un numero positivo K tale che, per ogni valore

.

di n, riuscisse

|an| |2 —2, "< K,
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ne seguirebbe

|2 —2|"

~ ]
lan]z—2," <K 1 )
— % I

e quindi I assoluta convergenza della (1) per ogni punto z per cui
risulti {2 —z,|<|2 -—2,|. Cid & assurdo poiche di tali punti ve ne
sono sempre anche di esterni al cerchio di convergenza.

§ 2. Insiemi di punti. | -

- 14. Spazio. — Siano z,, z,,..., @, , r variabili reali, per ciascu.
na delle quali si pudo pensare il pitt arbitrario valore reale. La #Pl
di valori reali (x,, ¥,,..,, @) chiamasi punto; ciascuna variabile
2 (P=1, 2,.., r & una coordinata del punto. '

Lo insieme di tutti i punti (x,. x,,..., 2. ) chiamasi spazio & r
dimensiont, e sard indicato con la "notazione 8. Il punto (0,
0,..., 0) & 1 origine di Sy . Scrivendo al modo seguente:

, X(x, ey @),
vogliamo esprimere che il punto di coordinate z,, ®,,.., , & desi-
gnato con la lettera maiuscola X. ’

Lo spazio 8, ad una dimensione, si pud geometricamente rap-
presentare sopra una data retta z, sulla quale sia stato stabilito un
gistema di ascisse, assumendo il punto di questa retta di ascisse »
some rappresentante del punto di 8§, avente la coordinata .

Lo spazio 8 , a due dimensioni, si pud geometricamente rap-
presentare sopra un dato piano, sul gnale sia stato stabilito un si-
stema &i due assi coordinati cartesiani ortogonali # e y, assumendo
il punto di questo piano, di ascissa x e di ordinata y, come rappre-
sentante del punto di Sy di coordinate z e y.

Cosl pure lo spazio 83, a tre dimensioni, si pud geometrica-
mente rappreseutare nello spazio in cui viviamo, nel quale sia stato
stabilito un sistema di tre assi cartesiani ortogonali », y e 2, assu-
mendo il punto di questo spazio di coordinate x, y e 2z, come rap-
presentante del punto di S di coordinate x, y e 2. ’

Siano A(a,, ay..., a,) 6 B(b, b,..., b, ) due punti di 8, . Chia-
masi distanza fra i due punti 4 e B, e sard denotata con la nota-

zione AB, il numero non negativo seguente:

“/(a.1 — b)) (@ — b)) A e (4 — b, ) l.
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Condizione necessaria e sufficiente affinché riesca'ﬁzo, e
che i due punti 4 e B coincidano; diversamente, & sempre A—B> 0.

Siano A e B due punti distinti di S(r), il segmento deter-
minato dai due punti, che verrd indicato con la notazione AB,
&, per definizione, lo insieme di tutti i punti di 8, le cui coordi-
nate sono date dalle eguaglianze

z,—=a, + (b, —a,)t,
2y ==, - (b, — a,)t,
z, =ty + (by — a, ),
al variare del parametro ¢ nell’intervallo (0, 1).
La distanza AB chiamasi anche la tunghezza del segmen-
to AB. Vale il seguente teorema, la cui dimostrazione proponiamo
per esercizio:

I. Comunque si assegnino tre punti A, Be C di 8, , i ha sem-
_pre la relazione:

, AB<7A0- 0B,
sussistendo il segno eguale allora e allora sollanto che il punto C ap-
partenga al segmento AB.

16. Insiemi di punti.— Una porzione ben determinata di punti
di un 8 chiamasi anche un insieme di punti del detto S, . Fra gli
insiemi di uu §;,) saranno spesso considerati i particolarissimi casi
-dei dominii circolari ¢ dei dominit rettangolari.

Chiamasi dominio circolave, di centro C e di raggio p, 1’ insieme
di tutti i punti di S, la cni distanza da ¢ non supera p. Se ey
€, yuuyy € Sono le coordinate di €, i punti dell’ indicato dominio eir-
colare sono dunque caratterizzati dalla proprietd che le loro coordi-
nate verificano la relazione: '

(@, — )+ (@, — ¢, 4 ... (@, — ¢, )* < p%

Il dominio circolare di centro C e di ‘raggio p di un 8§y, coin-
cide con 1 intervallo (¢ —p, ¢-}p), se ¢ designa 1’ aseissa del punto
C. 11 dominio circolare di centro C e di raggio p di un 8y (di un
S@ ) & rappresentato nel piano (nello spazio ordinario) da un cerchio
(da una sfera) di centro in C e di raggio p. '
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Siano A(a,, @,,.., @) e B(b,, b,,..., b,) due punti di Sy, fra

le cui coordinate sussistono le diseguaglianze :
' a; < b; (=1, 2, .., 7);
chiamasi dominio rettangolare, indicato con la notazione
(A, B) =[(@,, @gyrsy @r); (byy byyey Br)1,
P insieme dei punti di Sy le cui coordinate x, x,,.., #, verificano
‘simultaneamente le relazioni :
(1) v a; << mx; < b, (i =1, 2,.., 7).

Gli » nwmeri positivi b; — a; diconsi le démensioni del do-
minio rettangolare ; il segmento AB dicesi la diagonale princi-
pale e la lunghezza di quests il déametro del dominio rettango-
lare. Il punto C di coordinate

c; — a‘—;}-—b'— (=1, 2,.., 7,
medio del segmento AB, chiamasi il centro del dominio rettango-
lare. Si ponga b; — a; = 2d; , risulterd a; —¢; — d; , b; —¢; -+ d; ,
e quindi le (1) si scrivono anche:
(2) (o, — ¢ |=<d;.

Un dominio rettangolare si pud dunque anche determinare as-
segnandone il centro Cle, ¢,,.., ¢, ) e le semidimensioni d;; in tal
cago, le relazioni caratteristiche a cui devono soddisfare le coordi-
nate dei punti del dominio possonsi prendere nella forma (2).

Un dominio quadrato & un dominio rettangolare per il qua-
le le dimensioni sono eguali fra di loro. Il valore comune delle di-
mensioni di un dominio quadrato, chiamasi la dimensione del dominio.

Un dominio rettangolare di un 8y non & che un segmento della
retta su cui & rappresentato lo 8, (ovverosia un intervallo nume-
rico). Un dominio rettangolare di un Sy (di un S ) & rappresen-
tato nel piano (nello spazio ordinario)-da un rettangolo (da un pa-
rallepipedo rettangolo) a lati paralleli agli assi coordinati,

Siano AgefB due insiemi di punti di S, . Si dird che 4 &
contenuto in B ovvero che B contiene A, quando si constata
che ogni punto di A appartiene anche a B. Si scriverd allora:

A< B, oppure B > A.

I due insiemi (,(nnc@dono se avviene che 4 < B e A > B,

si scrive allora A = B.
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Cosi, per esempio, un dato dominio circolare & contenuto in
ogni altro dominio circolare concentrico di raggio non minore, un
dato dominio rettangolare & contenuto in ogni altro dominio rettan-
golare concentrico le cui dimensioni non sono, rispettivamente, mi-
nori delle corrispondenti dimensioni del dato.

Siano 2d” la massima e 2d’ la minima fra le dimensioni 2d, ,
2d,,..., 2d, di un dominio rettangolare di centro J(c,, ¢,y..., ¢, ). Poi-
che, dal simultaneo verificarsi delle (2) segue che:

B(wy — o )P rd"?,
e dal verificarsi della
S — e )* < d?,
segue il simultaneo verificarsi delle (2), possiamo dire che:

I. Dette d” la massima e d' la minima semidimensione di un do-
minio rettangolare, esso é eontenuto nel dominio circolare concentrico

di mggio‘d”]/fr, e contiene {1 dominio circolare concentrico di raggio d'.

Si ha pure che: .

IL. Un dominio circolare di raggio p é contenuto nel dominio qua-
drato concentrico di semidimensione p e contiene il dominio quadrato

concentrico di semidimensione :Jr .

Evidentemente, se 4 < B e B < C, risulta 4 < C.

16. Operazioni fra insiemi di punti. — Dati due o pil in-
siemi 4, B,..., L di un 8y, Vinsieme H formato da tutti e soli i
punti che appartengono ad uno almeno di questi insiemi chiamasi
insieme somma dei dati, ¢ si scrive

H—=A+4+ B-+}..- L.

I’ insieme K, quando esiste, formato da tutti e soli i punti co-
muni a tutti gli insiemi dati chiamasi insieme prodotto di essi
e si scrive:

K—A4.B.. L.

Evidentemente: 4.B.... L 44+ B+ ...+ L.

Dati due insiemi 4 e B di 8 , I’insieme C formato da tutti
e soli i punti di 4 che non appartengono a B si chiama ¢nsieme
differenza fra Vinsieme A e Pinsieme B, e si scrive:

C—4— B.
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Evidentemente 4 — B=4— A4.B.

Dato un insieme A che non coincida con lo spazio 8¢y, chia-
masi insieme complementare di A e si indica con la notazione
CAd, Yinsieme formato da tutti ¢ soli i punti di Sy che non appar-
tengono ad 4. Si ha cio®, per definizione,

OA:- S(vr) - A-

Dati due insiem'i A e B di 8, , consideriamo 1’insieme nume-
rico I deseritto dal numero non negativo AB esprimente la distan-
za fra un punto A variabile in 4 ed un punto B variabile in B;
orbene, 1’ estremo inferiore di I (positivo o nullo) chiamasi le di-
stanza fre i due instemi A ¢ B e si denota con la notazione
AB. In particolare, Vinsieme A pud ridursi ad un solo punto A,
si ha allora la distanza del punto A dall insieme B, la quale si de-
nota con la notazione AB.

Se esiste I insieme A . B, sard allora AB=—0; ma pud essere
AB—0 e non esistere I'insieme A .B. In tal caso si dice che cia-
scuno di quegli insiemi & asintotico all’ altro. '

17. Insiemi di punti limitati. — Un insieme di punti di S,
dicesi limitato se esiste un dominio rettangolare contenente I’ insieme.

In particolare, dunque, i dominii rettangolari e circolari sono
- insiemi limitati.

Se un insieme & limitato & pure limitato ogui insieme in esso
contenuto. Un insieme contenuto in un dominio circolare & limitato,
e viceversa. '

La somma, il prodotto, la differenza fra due o pill insiemi limi-
tati & sempre un insieme limitato.

Siano 4 un insieme limitato e X(x,, x,,.., «, ) un punto varia.
bile in 4. Sia [(ky, kg ey )5 (b, by, ey )7 un dominio rettan-

golare contenente 4. Al variare di X in A si avra sempre
hégw‘-gh;’ (1=1, 2., 1),

e pertanto:

1. Se un insieme é limitato, ogni coordinata di un punto varia-
bile nel? insieme, descrive un insieme numerico limitato.
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Evidentemente :
II. Vale la proposizione reciproca della precedente;

Siano p; e p; gli estremi inferiore e superiore dell’ insieme nu-
merico descritto della coordinata x; al variare di X in 4. I punti
P'(py, pyyes ) € P7(p], py,e, p,) chiamansi, rispettivamente,
U estremo inferiore e 1 estremo superiore dell’ insieme limi-
tato 4. Si ha evidentemente che:

IIT. 8¢ P' ¢ P” sono ¢ punti estremi di un insieme limitato A,
ogni dominio retlangolare contenente t detti punti contiene U insieme,

¢ viceversa.

Siano X(»,, %y yousy @), Y(¥,, Y5y .» ¥r) due punti arbitraria-
mente variabili nell” insieme A4 di 8§, , limitato o no. Consideriamo
Pinsieme numerico descritto dalla distanza XY fra i due punti al
variare di questi in 4, 1’ estremo superiore di tale insieme numerico
chiamasi il diametro di A. Se I'insieme A4 & limitato e P’ ¢ P”
sono i suoi due punti estremi, poiche¢ & sempre

|9, — x| =<p; — b, (=1, 2,., ),
risulta XY << P'P”, e pertanto:

IV. Il diametro di un insieme limitato non supera la distanza
Sra © due punti estremi di esso.

Ne segue:

V. Condizione necessaria e sufficiente affinché un insieme di punti

by

sia limitato & che abbia il diametro finito.

In IV & stabilita la necessitd di tale condizione; la sua suffi-
cienza deriva da cio che se un insieme ha il diametro finito, di va-
lore 8, esso & contenuto in ogni dominio circolare di raggio 3, aven-
te il centro in un punto dell’ insieme.

~ In virtd del teorema I del no 14. si ha subito che:

VI. Il diametro di un dominio circolare vale ¢l doppio del suo
raggio. .

Ed invero, se X e Y sono due punti quali si vogliano del do-

M, PicoNE — Lezioni di Analigi infinitesimale — 4.
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minio circolare € di centro C (¢,, ¢,,..., ¢, ) ¢ di raggio p, dalle re-
lazioni:

I¥<X04 07, X0=p, Yoy,
si deduce che XY <C 2p, laddove, fra i due punti, di C, di coordi-
nata ¢, p, ¢,.., ¢, € ¢, —p, C,,.., ¢ intercede la distanza 2p.

18. Punti limiti di un insieme di punti. — Siano 4 un in-
sieme di punti e P un punto di Sy, . Si dice che P & punto limite
di 4 se, comunque si consideri un dominio quadrato di centro in P,
in esso & sempre contenuto un punto di A4, distinto da P.

Evidentemente: Se P & punto limite di 4, comunque si consi-
deri un dominio circolare di centro in P, in esso & sempre conte-
nuto un punto di 4 distinto da P, e viceversa.

'Sussiste il teorema:

I. 8¢ P ¢é punto limite di A, comunque si consideri un dominio
quadrato o circolare, di centro in P, in esso sono contenuti infiniti
punti di A. Pertanto: condizione necessaria affinché un insieme di
punti ammetta un punto limite é che esso contenga infiniti punti.

Sia @ un dominio quadrato di centro in P e di semidimensio-
ne o, affatto arbitrario, dobbiamo dimostrare che in Q sono conte-
nuti infiniti punti di 4. Consideriamo i dominii circolari C,, C,,...,
C,,..., di centro in P e, rispettivzimeute, di raggio

G o o
T g e
si ha:
Q>C > 0> >C> ... |

In O, esiste un punto P, di A, distiuto da P. Sia n, un tale
numero intiero e positivo da risultare (o:n,) < PP, , detto P, un
punto di 4, distinto da P, contenuto in Ch, , riescirs PP,>> PP, >0.
Sia ora n, un tale numero intiero e positivo da risultare (o:n3)<l—’_§2,
detto P, un punto di 4, distinto da P, contenuto in Cn, , riescird
f’—l_’!>l_’f’2>1’—l’3>0. Si puo indefinitamente ripetere il procedi-
mento descritto, e si otterra cosl una successione di punti P , P,,...,
P,,..., appartenenti ad 4 e contenuti in (, ed inoltre, per essere

P—Pt >ﬁz>'">ﬁv>"'>0’
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due a due distinti e ciascuno di essi distinto da P. Cido dimostra
il teorema.

Se un punto P dello spazio non & punto limite di A, esiste,
per definizione, un dominio quadrato di centro in P non contenente
alcun punto di A, distinto da P. B percid che un punto di A
che non sia suo punto limite dicesi un punto isolato di 4.

Per gli insiemi limitati vale il seguente teorema di Bolza-
no-Weierstrass, reciproco del precedente :

II. Un insieme limitato contenente infiniti punti, ammette almeno

un punto limite.

Per avere una facile e vantaggiosa rappresentazione geometrica
dimostreremo il teorema nel caso particolare che I’ insieme di punti
appartenga ad uno spazio a due dimensioni. Sia dunque A4 un in-
sieme di infiniti punti del piano (, y), contenuto nel dominio rettan-
golare R, di punti estremi (a/; b") e (0", b”).

Fissato un numero intiero e positivo n, maggiore di uno, divi-
diamo i due lati del rettangolo B in n parti eguali e, mediante pa-
rallele agli assi coordinati condotte per i punti di divisione, divi-
diamo il rettangolo stesso in n? rettangoli eguali. Fra questi rettan-
goli ve ne sard almeno uno che contiene infiniti punti di A4, desi-
gnamo con R, quello fra questi rettangoli il cui vertice sud-ovest
ha le pid piccole coordinate e siano (a,’, b,) e (a,”, b,”) i due punti
estremi di R,. Si ha

d<<a'<a/'=<a”, V<0b'<b"<bH",
o’ — o v — b

” ’
“ — a o e— . b —— b - —_—
i i P ) i i n

Come abbiamo fatto per R, dividiamo il rettangolo R, in 5?
rettangoli eguali e diciamo I, quello fra questi rettangoli che con-
tiene infiniti punti di A4 ed il cui vertice sud-ovest ha le pil pie-
cole coordinate. Siano (a,, b,’) e (a,”, b,””) i punti estremi di R,

2
8i avray:
7 ’ ’ ” ” 14 ’ 7 7 14 14 "
d<a'<a,/ e <a"=<a", V<0b'<b'<b"<b"<b",
" ’ 77 14
a!/_a/:a’ - b”—b’:b —b
2 2 nz ? 2 2 n2

Ripetiamo su R, I’ operazione fatta su R e su R,, e cosl via
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indefinitamente. Si verrd a costruire una successione di rettangoli
R, R, R,,.., R,,.., ciascuno contenuto nel precedente, laddo-
ve, detti (a,, b)) e (a;, b,) i punti estremi di R,, le successioni

(17 ’ 7 A 1

(1) @y Gy @y gy @y gens s

. 4 7 4 ’ U

(29 v, b/, b, 30009 by 3o
sono non decrescenti e limitate, le successioni

124 ” " I "

(") O @y Ay ey By

' 14 4 ” 7” "

(2" v, 8", b, .., bp,... ,

sono non crescenti e limitate, ed inoltre, per essere
' " ’ i
ap<ap ’ bp<bp,
all — al b” - bf

a —a4 = — b — b =
» » n? ’ » ? ne

le due successioni (1’) e (1”) costituiscono una coppia di classi con-
tigue e cosi pure le due successioni (2') e (2”). Detto a il numero di
separazione delle due classi contigue. (1’) e (1”) e B quello delle due
classi contigue (2’) e (2”), si ha: ‘

lim & —lim o —=a,
3) R TR
lim b, =lim b —§.
Dico che il punto P(a, ) & un punto limite di 4. Per dimo-
strarlo, devo far vedere che, comunque si consideri un dominio qua-
- drato Q di centro in P, in esso cadono sempre infiniti punti di A.
Sia ¢ la semidimensione di Q. In virth delle (3), esisterda un nume-
ro intiero e positivo g tale da risultare
a—-o<a’q<a;<a+c,
B—o<h, <1 <B+o,
tale ciod che il rettangolo R, sia contenuto in Q. Ma in KB, sono
contenuti infiniti punti di 4, e c¢id dimostra quanto abbiamo asserito.
Si dimostri, per esercizio, che: Tutti e soli i punti limiti di un
dominio rettangolare, di un dominio circolare, di un segmento, sono i
punti dell’ insieme.

19. Insieme derivato di un dato insieme di punti. Insie-
mi chiusi. Insiemi perfetti.—Dato un insieme A, dotato di punti
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limiti, Vinsieme costituito da tutti ¢ soli questi punti limiti chia-
masi il derivato di- 4. Per esso si userd la notazione DA. Eviden-
temente :

I. 8¢ per duc insiemi A e B .di 8y si ha 4 < B, si ha pure
D4 < DB. :

Dimostriamo subito che:

II. Dati due o pin insiemi di punti A, B,.., L di 8y , se Uin-
sieme somma A 4+ B+ ... - L ¢é dotato di derivato, tale é almeno uno
degli insiemi dati, e viceversa, e st ha:

D4-+B+..+-L)=DA-+DB+..+DL,
ove nella somma del secondo membro si intendono omessi gli addendi
che designano insiemi eventualmente non esistenti. Se I’ insieme prodot-
to A.B....L ¢ dotato di derivato, tale deve essere ciascuno degli
insiemi dati, e 8i avra:

D(4.B....L)<DA.DB....DL.

Se P& in D(A- B4 ..-|-L) esso deve appdrtenere ad uno,
almeno, degli insiemi DA, DB,.., DL. Ed invero, in caso contra-
rio, esisterebbero i dominii quadrati Q,, Qp,..., Q1 , di centro in
P, in ciaseuno dei quali non & contenuto alcun punto, distinto da
P, rispettivamente, di 4, di B,..., di L; e quindi, in quello, fra gli
indicati dominii quadrati che ha la pit piccola dimensione non sa-
rebbe contenuto aleun punto, distinto da P, di 4+ B+ ..} L.
Se, viceversa, P appartiene ad uno degli insiemi D4, DB,.., DL,"
per esempio a DA, in ogni dominio quadrato di centro in P cade
sempre un punto di A4, distinto da’ P, e quindi un punto di
A+ B ...+ L, distinto da P, il quale pertanto apparterrd an-
che a D(A4 -+ B+ ... + L)

Sia ora, in secondo luogo, Pun punto di D(4 . B..... L) in ogni
domipio quadrato @i centro in P cade un punto, distinto da P, di
A.B....L, e quindi un punto e di 4, e di B,..., e di I, distinto
da P, pertanto P appartiene simultaneamente a DA, a DB,..., a DL,
e quindi a D4 .DB....DL.

La nozione di insieme derivato conduce subito alla caratteriz-
zazione di quei particolari insiemi che si dicono chiusi. Un insieme
4 di 8 dicesi chiuso se non & dotato di derivato, oppure se con-
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tiene il proprio derivato; se cioe DA non .esiste, oppure DA < A.
Dimostriamo che:

IIL. 11 derivato DA di un insieme qualsmse A é sempre un in-
sieme chiuso.

Dico, infatti, che se P & punto limite di DA, in un arbitrario
dominio circolare C, di raggio p e di centro in P, cadono sempre
punti di A distinti da P. Sia P’ un punto di D4, distinto da P,
del dominio circolare di centro in P e di raggio p:2. In C & conte-
nuto il dominio circolare di centro in P’ e di raggio PP : 2, ma in
questo dominio cade sempre un punto.di A4, che riesce distinto da P.

Un insieme (chiuso) sprovvisto di derivato & tale che in ogni
dominio rettangolare cade di esso, al pilt, un numero finito di punti
{cfr. teor. II del n® 18). Se, percio, un tale insieme & limitato esso
& costituito da un numero finito di punti.

Dal teorema II si deduce subito il seguente :

IV. La somma o il prodotto di due o pin insiemi chiusi & sempre
un insieme chiuso,

Ed invero, per esempio, gli insiemi 4, B, C siano chiusi, men-

tre esistono D4 e DB e non esiste DC. Si ha:
D4+ B+ C)=DbDA4 4+ DB,
e quindi, poiche DA< 4, DB< B,
DA+BH+O0O)<A4+B< A+ B-+HC.

Il prodotto A . B. C & chingo perché & sprovvisto di derivato.

1l prodotto 4. B & chiuso perchd, essendo
DA4d.B)<D4.DB, DA< 4, DB<B,

risulta D(A4.B)< A.B.

Negli insiemi chiusi rientrano, come caso particolare, gli insie-
mi perfetti. Un insieme dicesi perfetto 8e coincide col proprio deri-
vato. Un insieme perfetto & dunque tale che ogni suo punto & punto
limite dell’ insieme, e viceversa. In altre parole: Un insieme per-
fetto & un insieme chiuso privo di punti isolati.

Dal teorema II segue immediatamente che:

V. La somma di due o pin insiemi perfetti é un insieme perfetto.
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I dominii rettangolari o circolari, i segmenti sono altrettanti
esempii di insiemi perfetti. .
Andiamo ora a dimostrare il seguente importante teerema :

VI. Condizione necessavia e sufficiente affinché due insiemi chiusi
A e B di 8 , dei quali uno almeno limitato, non abbiano punti co-

muni & che riesca AB > 0.

Oceorre solo dimostrare (cfr. ne 16) che la condizione & neces-
saria. Noi dimostreremo percid che se 4 & limitato ed & AB =0,
dovra esistere un punto, almeno, comune ad 4 e a B.

Cominciamo dal considerare il caso particolare in eui 4 & co-
stituito da un unico punto A. Comunque si assegni il numero posi-
tivo o, in ogni dominio circolare di centro in A e di raggio s deve
cadere un punto di B, diversamente, dovrebbe esistere un partico-
lare numero positivo o, tale che, comunque si prenda B in B, rie-
sca AB > g, e sarebbe percid AB=05>0. Ne segue che, suppo-
nendo A non appartenente a I8, si giunge all’ assurdo che il punto
A, punto limite dell’insieme chiuso B, non & contenuto in B.

Consideriamo, in secondo Inogo, il caso in cui I’ insieme chiuso
e limitato 4 & comunque costituito. In tal caso, avendo supposto
AB =0, dovria esistere un punto 4, di A e un punto B, di B,
per i quali &

A4,B, < 1.

Se A,B, — 0, il teorema & dimostrato. Se 4,B, >0, diciamo
n, il minimo numero intiero e positivo per il quale & (1: n,) <C AEU
dovranno esistere un punto A, di 4 e un punto B, di B per i
quali &

A,B, <<1: n,.

Se A,B, =0, il teorema & dimostrato. Se 4,B, >0, diciamo
n, il 'minimo numero intiero e positivo per il quale & 1:x, <A,_B”
dovranno esistere un punto A, di 4 e un punto B, di B per i
quali & |

AB, <1:m,.

Cosi procedendo, due casi possono presentarsi: O alla p™* ope-

razione si giungerd ad una coppia di punti, 4, di 4 e B, di B,



56 . CarpiToLo 1.

PN

coincidenti, ed allora il teorema & dimostrato, oppure, comunque
grande sia p, sard sempre A, B, > 0. In tal caso, si perviene alla
costruzione di una successione di coppie di punti:

(1) A,, B,; A,, B,;..; 4, By;... ,
a due a due distinte poiché riesce

AB >AB,>..>A,B,>.. > 0; A
ed inoltre, poiché la successione 1, n,, n,..., #py,... di nameri in-
tieri e positivi & sempre crescente, ne seguira lim(1l:n,)=—0, e per:
tanto, essendo A, B, <1:m,, sard lim 4, B,=0.

Se i punti 4,, 4,,.., 4,,,., per eventuali coinc¢idenze, riescono
in numero finito, fra questi ne dovra esistere almeno uno A che
deve appartenere ad infinite coppie (1), per modo che, comunque si
assegni un numero intiero e positivo v, si potrd sempre trovare un
indice p >v' per il quale il punto 4, della coppia A, B, cade in A.
Se ne deduce che, dato arbitrariamente un numero positivo g, nel
dominio circolare € di centro in A e di raggio o, & sempre conte-
nuto un punto di B distinto da A. Invero, poiche lim A, B, =0,
si potrd trovare un indice p; tale che per ogni p>p_ si abbia sem-

pre Ay, B, < o; ed allora, se per I’indice ¢ >p, , il punto A4,
coinecide con A, si avra 0<C A—Bq <{o. Il punto 4 di 4 & dunque
punto limite di B, e come tale, poiché B & chiuso, esso punto ap-
" parterra anche a B.

I punti 4,, A4,,..., 44,... siano ora un’infinitd. L’ insieme da
essi costituito, per essere contenuto in 4, & limitato, ed ammette
percio un punto limite A che sard tale anche per 4. Poiche A4 &
chiuso, il punto 4 & intanto in 4. Assegnato arbitrariamente il nu-
mero positivo o, si abbia A—;_Bp <(06:2, per p >p, . Sia ¢ un indi-
ce maggiore di pc per il quale risulti ﬂqgc:& si avrad

AB, << AA, + A, B, <o.

Cido dimostra, per la supposta chiusura di B, che 4 & anche un
punto di B. Il teorema V & cosl completamente dimostrato.
Terminiamo la teoria generale degli insiemi chiusi col dimo-

strare il seguente teorema ;
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VII. 8Si abbia una succcssione di insiemi chiusi
(2) Ay Ay ey Ay e
se A, ¢ limitato e se ogni insieme della successione é contenuto nel

precedente, esiste almeno wun punto comune a tutti gli insiemi della
successione. '

Si prenda arbitrariamente un punto P, in A4,, se esso non &
contenuto in tutti gli insiemi della successione, diciaino A, il pri-
mo di tali insiemi che non contiene P,. Si prenda arbitrariamente
un punto P, in An,, se esso non & contenuto in tutti gli insiemi
della successione, diciamo An, il primo di tali insiemi, dopo An, ,
che non contiene P, ; e cosl via indefinitamente. Cost operando, o
si capita, dopo un certo numero di operazioni, ad un punto appar-
tenente a tutti .gli insiemi della (2); o si perviene alla costruzione
di due successioni: una successione di infiniti punti, a due a due
distinti, ' ,

(3) Py Py Psyoiy
6 una successione crescente '
(4) Wy Ny yeeey Mg gouns

di numeri intieri e positivi. Le due successioni (3) e (4) sono tali
che, per qualunque valore dell’ indice s, gli infiniti punti
(5) Pyy Poygyyen

sono tutti contenuti nell insieme Aa; della (2). L’ insieme costituito
- dagli infiniti punti (3), contenuti nell’ insicme limitato 4, , ammet-
te almeno un punto limite P; orbene, io dico che tale punto appar-
tiene ad ogni insieme della successione (2). Comunque si prenda, in-
vero, I’indice s, il punto P & anche punto limite dell’ insieme dei
punti (5), e come tale, poiche 1 insieme Aan; & chiuso, appartiene in-
tanto a questo insieme. Sia ora 4y un gqualunque insieme della (2);
per n; > v, risulta Ay > A, e quindi P & anche contenuto in A, .

20. Continui. — Fra gli insiemi chiusi meritano speciale men-
zione gli ¢nsiemié chiusi connessi. Un dato insieme 4 chiuso,
dicesi connesso quando non & possibile costruire due insiemi chiusi,
senza punti comuni, la cui somma & I’insieme dato,

Un insieme chinso connesso dicesi anche un continuo.
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Si dimostrano subito i tre seguenti teoremi.
» 1. Un continuo é un insieme pevfetto.

Ed invero, un insieme chiuso .4 che contiene il punto isolafo
P, & decomponibile nei due insiemi chiusi P e 4 — P, privi di pun-
ti comuni.

+ II. Un insieme A, somma di due continui B e C, aventi almeno
un punto comune P, é esso pure un continuo.

Ed invero, se cosl non fosse, esisterebbero due insiemi chiusi
E ed F, privi di punti comuni, per i quali 8 4—= K-+ F. Il pun-
to P dovra appartenere ad FE o ad F, supponiamo c¢he appartenga
ad E. Prendiamo in F un puito ¢, esso apparterra o a B o a C,
supponiamo che appartenga a B. Esistono i due insiemi prodotti
B.E e B.F, poiché nel primo & almeno contenuto il punto P e
nel secondo il punto @, essi sono chiusi (teor. III, ne I9) e privi
di punti comuni, laddove, evidentemente, si ha

B=B.E+ B.F.

Cio & assurdo, poiche, per ipotesi, B & un continuo. \

« 1IL. Condizione necessaria e sufficiente affinché un insieme chiuso
A sia un continuo é che, comunque si prendano in A due punti P e
Q, esista sempre un continuo, contenuto in A, a ocui essi appartengono.

La condizione & necessaria, ed invero, se 4 & un continuo, due
punti P e @ qualsivogliano di esso appartengono al continuo A4 con-
tenuto in A. La condizione & sufficiente ; ed invero, se 4 non & un
continuo, si ba 4—B -} C, con B e C chiusi e privi di punti co-
muni. Presi due punti P e @ in 4, il primo di B ed il secondo di
C, non si pud allora costruire un continuo che li contenga, conte-
nute in A4 ; poiché, per qualunque insieme chiuso H, contenuto in
A e contenente P e @), esisterebbero i due prodotti H.B e H . C,
che sono (teor. III, n° 19) due insiemi -chiusi, privi di punti comu-
ni, laddove ¢ H=H.B-+|+ H. C.

Introduciamo ora alcune utili definizioni, Nello spazio 8 si
prendano, in un ordine stabilito, pit punti 4,, 4,,..., 4,, non tubti
coincidenti. L’insieme somma dei segmenti A, 4,, 4, 4,,.., 4, Au
dicesi la poligonale di quei punti, presi nell’ ordine indi-
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cato, essa si denota con la notazione A, A,.. 4,. Talche, per defi-
nizione si ha:

A Ay Ay=A A+ A A+ .4, 1 A,.

I punti 4,, 4,,.., 4, diconsi i vertici della poligonale, i seg-
menti A, 4,, A,A,,.. A,y A, i lati. 11 primo vertice 4, della
poligonale e 1 ultimo 4,, diconsi congiunté dalla poligonale.

Si dice che una poligonale & inséritta in un dato insieme di
punti, quando i suoi vertici sono contenuti nell’ insieme.

Queste definizioni poste, andiamo a dare alcuni teoremi che ci
consentiranno di stabilire un eriterio, di facile applicazione, atto a
riconoscere se un dato insieme chiuso & un continuo o par no.

IV. Siano A un insieme chiuso, P, un suo punto arbitrariamente
fissato, 3 un numero positivo pur esso arbitrariamente fissato. Dico che:
a) lo insieme By formato dal punto P, e da tutti i punti di A che

8i possono congiungere con P, mediante una poligonale inseritta in A,

la cui massime lunghezza dei lati non supere 3, é un insieme chiuso ;

by

b) se esiste Uinsieme Cy— A — By anche questo é chiuso.

Per dimostrare il teorema, comineiamo dall’ osservare che se due
punti qualsivogliano Pe @ di 4 hauvno fra di loro una distanza non
superiore a 3, ed uno di essi appartiene a By, a guesto appartiene
anche I'altro. Ed invero, se, per esempio, P, P, P,... P, P & una po-
ligonale inscritta in 4 la cui massima lunghezza dei lati non supe-
ra 9, altrettanto si pud dire per la poligonale P, P, P,... P, PQ.

Cid posto, dimostriamo 1’asserzione @). Devo far vedere che se
. P & un punto limite di Bj;, esso appartiene a By . Intanto, per es-

sere By < A, P & punto limite anche di 4, e poiché 4 & chiuso,
esso punto appartiene ad A.. Ma, per essere P punto limite di By,
esiste un punte Q di By per il quale e P—an, e pertanto anche
P appartiene a By.

Dimostriamo 1’asserzione b). Un punto P, limite di Cy appar-
tiene ad 4. Esiste un punto @ di C; per il quale & fQ_ =%, e
bertanto, poiché @ non appartiene a By, a questo non apparterrd

neanche P, ciod P & contenuto in Cjy.
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< V. Due punti qualsivogliano P e @ di un continuo A si possono
sempre congiungere mediante una poligonale inscritta nel continwo, la
cut massima lunghezza dei lati é piccole quanto si vuole.

Ed invero, se, per un certo numero positivo 3, non si potesse
costruire una poligonale conginngente P con @, inscritta in 4 e la
cui massima lunghezza dei lati non supera 9, esisterebbe 1’ insieme
Cy del teorema precedente (rispetto al punto P) ed 4 non sarebbe

un continuo, poiché risulterebbe Ia sonma dei due insiemi chiunsi

By e Cs — del teorema precedente — privi di punti comuni.

Per gli insiemi chiusi limitati sussiste il teorema seguente, re-
ciproco di quello che precede.

_# VL. Un insieme chiuso ¢ limitato é certo un continuo se due punti
qualisivogliano di esso possono sempre essere congiunti mediante wuna
poligonale inseritta nell’ insieme, la cui massima lunghezza dei lati é
piccola quanto si vuole.

Se, invero, si fa P ipotesi che 1’ insieme chiuso e limitato 4 non
¢ un continuo, dico che si possono trovare due punti P e Q di A4
‘che non possono essere congiunti da una poligonale inscritta in A,
la cui massima lunghezza dei lati sia piccola quanto si vaole. Nel-
¥ ipotesi ora fatta si ha 4 —= B - C, ove B e € sono due insiemi
chiugi e limitati privi di punti comuni. Si ponga B_—C_':c, si avra
(teor. V; ne 19) ¢ > 0. Comunque si prenda un punto Pin B e un
punto @ in C, non si pud costruire una poligonale che li congiun-
ga, inscritta in 4, la cui massima langhezza dei lati & minore di e,
Difatti, percorrendo, nell’ ordine scritto, i vertici P, P,, P,,.., P,, ¢
di .una qualsiasi poligonale inscritta in A4, congiungente P con @,
se ne troveranno due cousecutivi, P, e Pryy, dei quali, il primo ap-
partiene a B ed il.secondo a C, per questi vertici si ha l_’ff’,«_*_] =0.

L’ applicazione del criterio fornito da quest’ ultimo teorema, con-
sente di stabilire immediatamente che un segmento AB di 8 @
sempre un continuo. Dette «a , a,,.., a, le coordinate di 4 e b,,
b, .y br quelle di B, si ricordi che tutti i punti X («,, @,,..., #,) di
AB si hanno, al variare del parametro ¢ in (0,1), ponendo

(1) &, == a; —*—- (b1 *—‘a,’ )t (’t:l, 27..., ”').
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Posto
o b,; — Wy
AB—o, ai:————c——, ot—s,
si ha & J-a2 f ... +a2=1, e
(2) o —a; + o; 8 (=1, 2,.., 7).

Le coordinate di tutti i punti del segmento AB si hanno ciod
anche dalle (2), al variare di s nell’ intervallo (0, 0). Per qualunque
punto X di AB, si ha sempre AX=—s, quindi il parawetro s rap-
presenta la distanza da ’A del punto variabile X del segmento. Se
s e " sono i valori di s per due punti X' e X" di AB e se s">¢,
si ha pertanto X’ X” —s”—¢. Siano ora P e @ due qualsivogliano
punti di AB e siano p e ¢ (p<<gq) le loro distanze da A. Essendo »
un qualsiasi e variabile numero intiero e positivo, si prendano su
AB i punti P, P,,.., P,, velativi ai valori

P+ 17P+ 1000y 1’+’

" —{— " —]- 1 n —[—— 1
di s. La poligonale PP, P,..P,Q, congiungeate P con ¢, & non
soltanto inscritta in AB, ma vi & addirittura contenuta, ed ilati di
essa hanno Ja comune lunghezza (¢—p):n, che puo essere resa pic-
cola a piacere, disponendo di n. Cid dice (teor. VI) che:

o VIL. Ogni segmento di 8, & un continuo. E pertanto (teor. II)
ogni poligonale di Sy é pure un continuo,

Un insieme di 8§,y dicesi convesso se & tale che ogni segmento
i cui due punti estremi sono contenuti nell’ insieme, appartiene per
intiero a questo. In virtd di IIT e di VII, si ha che:

./ VIIL Ogni insieme di Sy chiuso ¢ convesso & un continuo.

- L7 intiero spazio 8 ¢ un insieme chiuso e convesso, e pertan-
to, ¢ un continuo,

Si dimostri, per esercizio, che ogni dominio circolare o rettango-
lare & un insieme convesso. Ne segue:

Y

IX. Ogni dominio circolare o rettangolare é un continuo.

A questo risultato si giunge, del resto, pitt facilmente, al modo

N

seguente. Sia C il centro di un dominio circolare, esso & un insieme
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chiuso ed & un continuo perché due suoi punti qualsivogliano P e
Q possono sempre essere congiunti da un continuo, dalla poligona-
le PCQ. Allo stesso modo, se P(p,, Pyyey Pr) € Q(p,}a,, pyta,..,
pr -} a,) sono due arbitrarii punti di un dominio rettangolare (che
sappiamo giad essere un insieme chiuso), essi possono sempre essere
congiunti da una poligonale contenuta nel dominio, precisamente, se
P; & il punto di coordinate

Pty Pyt Pi Gy Pitrsee; Pry (1=1,2,., 7),
dalla poligonale PP, P,... P, Q. -

Si dimostri, per esercizio, che ogni continuo limitato di un 8y,

é un segmento.

21. Punti interni, esterni, della frontiera. Insiemi aper=-
ti. — Sia 4 un insieme di punti di Sy . Un puato P si dirda inter-
no ad A, se si pud costruire un dominio circolare o quadrato, di
centro in P, contenuto in A.

Evidentemente : Un punto interno ad un insieme appartiene ad
esso ed & suo punto limite; ogni punto dell’ insieme costituito dal-
I’intiero spazio 8, & interno all’ insieme; condizione necessaria e
sufficiente affinché un punto P sia interno al dominio circolare di
centro in O e di raggio p & che sia UP < p; condizione necessaria
e sufficiente affinché un punto P(p,, p,,..., p.) sia interno al domi-
nio rettangolare di punti estremi 4 (a,, a,,.., a.) e B(b;, b,,.., b,)
. & che sia L

a; < pi <b (=1, 2,..., 7).

Un insieme pud anche non possedere alcun puuto}v interno. Tali
sono, ad esempio, ogni insieme privo di derivato, .ogni segmento di
uno spazio ad un numero di dimensioni non inf_eri'ore a due.

L’ insieme A 1ion sia tutto lo spazio ;'S"(,.)_.,’_’pﬁ modo che esista
il suo complementare CA. Ogni punto interno a CA si dice esterno
ad A4,

Evidentemente : I punti P di 8 esterni all’insieme 4 sono
tutti e soli quelli per cui PA>0 (gli interni sono quelli per cui
8 1_"(62)>0); condizione necessaria e sufficiente affinche un punto
sia esterno ad un dominio circolare o rettangolare o ad un segmen-
to, & che non appartenga all’insieme. .
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In virthh del teor. V del mo 19 si ha, pit in generale,

I. Tutti e soli © punti esterni ad un insieme chiuso sono quelli
non contenuti in esso.

Vi sono insiemi che non ammettono punti esterni: Essi sono
quelli e solo quelli i cui complementari sono privi di punti interni.

Ogni punto di 8§, che non sia né interno, né esterno ad un
dato insieme A4, dicesi punto della frontiera di A. Lo insieme di
tutti i punti della frontiera di un insieme A4 chiamasi la frontiera
di A4, e si indica con la notazione FA4.

Evidentemente : Un qualsiasi insieme e il suo complementare
ammettono una comune frontiera; un punto di FA4 che appartenga
ad 4 & punto limite di CA4, & invece punto limite di 4 nell’ altro
caso; i punti di FA4 sono caratterizzati dalla proprietd che in ogni
dominio circolure o rettangolare avente il centro in uno di essi ca-
dono un punto di 4 e un punto di CA4; i punti P di FA4 sono
tutti e soli i punti di 8, simultaneamente verificanti le relazioni :

P4 =0, P(CA)=0.
Per le frontiere sussistono i teoremi seguenti.

" IL Ogni insieme A dello spazio Sy che non coincida con lo spa-
zio intiero, & provvisto di frontiera.

Sia P un punto di 4 e Q@ un punto di CA. Dico che nel seg-
mento PQ esiste un punto almeno della frontiera di 4. Sia invero
X un punto variabile in P@, e poniamo PX—s. Consideriamo Din-
gsieme numerico I descritto da s quando si imponga al punto varia-
bile X di rimanere in 4. Tale insieme esiste, ad esso appartiene in-
fatti almeno lo zero. Esso & limitato superiormente, poich® & sempre
8<< PQ. Sia h Pestremo supeviore di I (éara hgf@) e sia H il
punto di PQ alla distanza h da P. Se H appartiene ad A4, esso sa-
ra distinto da @, ed il segmento HQ risulterd allora totalmente co-
stituito di punti di CA, il punto H sard percid punto limite di CA;
ma un punto di 4 che & punto limite di CA & un punto di FA.
Se si & nell’altro - caso, se ciod H appartiene a CA, poichd esiste
sempre allora un numero di I prossimo quanto si vuole ad 2 e di
questo minore, si deduce. che H & punto limite di A4, e quindi, di
nuovo, che esso & un punto di Fd.
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* II1. La frontiera di ogni insieme A & un ingieme chiuso.

Sia invero- P un- punto limite di Fd4, avrd dimostrato che P
appartiene a FA se. avrd fatto -vedere éhe esso punto & anche punto
limite di 4 e di CA4. In un arbitrario dominio circolare C' di centro
‘in P, esiste un punto @ di:FA, interno al dominio, distinto da P.
Costruiamo un dominio circolare €', di centro in @, che sia conte-
nuto in C e che escluda il punto P. Poiché @ & punto di F4 ca-
dranno entro €’ e punti di A4 6 punti di CA4, che saranno distinti
da P. E pertanto nelP arbitrario dominio circolare C, di centro in
P sono contenuti e punti di 4 e puntl d1 OA distinti da P, cid
ehe dimostra quanto si voleva

-

IV. @li insiemi chiusi di Sy s0m0 quelh 6 solo quelh che conten-
gono la pmprm ﬁontwm, se questa escste

Ed invero, se, in primo luogo, un insieme & chiuso. esso con-
tiene ogni pnnbo‘della, frontiera, poichd (teor. I) un punto non con-
tenuto in un insieme chiuso & ésterno all’insieme ; in secondo luogo,
ogni punto limite di un insieme o & interno all’insieme o appartiene
alla sua frontlera, se, pertanto, I’ insmme contiene ‘la sua fronfiera,
conterrd ogni suo punto limite, sard ciod chiuso.

- Si dimostri, per esercizio, che:

4+ V. La frontiera di un insieme pétfetto é un insieme perfetto,
Dal téorema III discende subito che:

VI, Comunque si prenda un insieme A in Sy 5 Vinsieme A-I—FA
é chiuso.

Ed invero, si ha: oo
' A+ FA4)=DA + DF4A)
(teor. II, n° 19), ma DA < A+FA4, DFA) <FA ondé segue
DA+ FA4)< A+ FA.
Porremo la seguente definizione: Per un insieme qualsiasi 4
di 8y , chiamasi énvolucro’l insieme chiuso A4 -} FA4. Sussiste il
teorema: ' )

jZ VII L’ involucro di un insieme @ anche la somma dell’ mswme e
del suo derivato. : :

4) oHy lvudww
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il teorema asserisce che:
A+FA=4+4D4,
ora cid & conseguenza immediata delle relazioni evidenti
FA<A+4+DA4, DA< A-}TFA.
Definiamo ora gli insieml aperti. Un insieme dotato di punti in-

terni che non contenga alcun punto della sua frontiera, dicesi aper-
to. Sussiste il teorema:

VIII. 8¢ A é un qualsiasi insieme di Sy, , dotato di punti in-
terni, I’insieme A — FA é aperto.

Il teorema si dimostra subito: Un qualsiasi punto P di 4—FA4
¢ interno ad 4 e pertanto, poich® un tale punto non & certo punto
limite di FA, esisterd un dominio circolare totalmente costitnito di
punti di 4 e privo di punti di FA, ciod contenuto in 4 — FA.

Si badi bene che, secondo le definizioni poste, non si pud as-
serire che un insieme non chiuso sia aperto.

Evidentemente : Il complementare di un insieme chiuso é aperto,
il complementare di un insieme aperto é chiuso.

Si ‘osservi infine che: Un insieme A nen puod contemporaneamen-
te essere aperto e chiuso, a meno che non coincida con U intiero spa-
#zio 8 . Ed invero, se 4 & aperto e non coincide con S , ammette
almeno un punto P della frontiera (teor. II). Tale punto non & con-
tenuto in 4 e pertanto & un suo punto limite. Dunque 4 non &
~ chiuso percheé esiste, fuori di esso, un suo punto limite.

22. Ulteriori definizioni. — Con la definizione seguente si
estende la nozione di connessione ad un insieme qualsiasi: Un qual-
siasi insieme di 8 dicesi connesso se & tale il suo involucro, se
cioé ha per involucro un continuo.

Per un insieme qualsiasi, dotato di punti interni, & utile anche
dare la nozione di cid .che chiameremo connessione interna: Un
qualsiasi insieme &i 8, dotato di punti interni, si dice connesso
internamente se due qualsivogliano punti interni di esso, posso-
no sempre essere congiunti mediante una poligomile costituita di
punti tutti interni all’ insieme, ‘
Diamo ora la definizione di dominio. Dicesi dominio ogni in-

M. PICONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 5,
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sieme perfetto tule che ogni suo punto sia punto limite di punti in-
terni all’ ingieme. Chiamasi cioe dominio ogni insieme A4 verificante
le relazioni _ _

A=DA=D(A4—FA).

Un dominio connesso & un particolare continuo. E facile dimo-
strare che: Un dominio internamente connesso é un continuo.

Un dominio rettangolare o circolare & un dominio internamente
connesso, come subito si vede.

Diamo infine la definizione utilissima di éntorno di un pun-
to. Dato un punto P di 8 , ogni insieme aperto di S(,,) che con-
_ tenga P si chiama un inforno di P. Dato un punto P qualsivoglia
dell’involuero di un insieme A4, esiste sempre il prodotto I.. A del-
Pinsieme 4 e di un qualsiasi intorno I di P ; orbene, il prodotto
I.Ad chiamasi un intorno di P su A. Se H & un dominio cir-
colare’(o rettangolare) di centro in P, I’ insieme aperto H — FH
chiamasi anche un ntorno circolare (o rettangolare) di P,
ed il prodotto (H — FH). A chiamasi un 4ntoerno circolare (o
rettangolare) di P su A.

§ 3. Funzioni.

23. Concetto generale di funzione. — Siano Sy e Sy due
spazii, rispettivamente, di dimensioni » e g, [4] una famiglia ben
definita di insiemi di punti di 8, della quale indicheremo con A il
componente generico.. Supponiamo che si possieda un procedimento
che consenta, non appena si sia, nel modo pilt arbitrario, fissato un
ingieme A della detta famiglia [4], di determinare sempre, in corri-
spondenza, un unico insieme B, dello spazio 8y . Si esprime tale
circostanza dicendo, semplicemente, che:

Nella famiglia (4] é definita una funzione dell’ in-
sieme vaviabile A.

1’ insieme B di 8§ che, I’ indicato procedimento, fa corrispon-
dere all’ insieme variabile A4 di [A4], dicesi una funzione di A e
8i scrive: v
B=[(4), oppure B—y(A), oppure B=—qg(A4), oppure B —(4),....
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Esempii. 10) Nello spazio fisico ordinario S siano situati in
posizione fissa e ben determinata pitt corpi elettrizzati occupanti una
certa porzione T dello spazio. Prendiamo un qualunque insieme A4
di punti, affatto liberi, contenuté in 83 — 7, e concepiamo di con-
centrare in ciascun punto dell’ insieme la massa elettrica uno. Abe
bandonato dopo c¢id a se Pinsieme 4 di punti, esso, in virti delle
mutue azioni esercitantesi fra le masse elettriche deposte in 7' e in
A, entrerd in movimento; orbene, alla fine di un secondo, ciascun

punto di A raggiungerd in Sz un punto di ben determinata posi-
zione, il cui insieme indicheremo con B. I’ insieme B di S, riesce
ben determinato non:appena si sia fissato, all’inizio, 1’insieme A4
nella famiglia [A] costituita da tutti gli insiemi di S contenuti
in 8p — T. Pertanto: Nell indicata Jamiglia si & cost definita una
Junzione dell’ insieme variabile A. Essa & un insieme B dello stesso
83 e scriveremo B —f(A).

Quando, come nell’ esempio attuale, la famiglia [4] in cui si &
definita nuna fanzione & costituita da tutti gli insiemi contenuti in
un dato insieme H [nell’ esempio attuale & questo 'insieme S — TV,
si dice anche, semplicemente, che st & definita in H una fun-
ztone di insieme.

20) Consideriamo, di nuovo, le circostanze . dell’ esempio prece-
dente ed aggiungiamovi quella che i punti de]l’insieme.A non siano
del tutto liberi, quando 1’insieme & in moto, ma siano sempre al-
lora vineolati 1’ uno all’ altro dal vincolo della rigiditd, nell’ insieme
8z — T si verrd cosl a definire un’altra funzione dell’ insieme’ va-
riabile 4. Detto € 1 insieme di punti rappresentanti in 8 le po-
sizioni che acquistano ora i punti di 4 — rigidamente vincolati —
alla fine di un secondo, scriveremo, per esempio, C—g(d4), se si
vuole evitare ogni confusione con la notazione usata per I’ insieme B.

3°) Sia [4] la famiglia costituita da tutti gli insiemi 4 di 8,
dotati di derivato; orbene, il derivato dell’ insieme variabile 4 &
una funzione di esso, definito nella famiglia indicata. _

40) Consideriamo sempre in 8 i corpi elettrizzati del primo
esempio occupanti I’ insieme 7, e fissiamo nello spazio una retta »
(un 8p)) e su di essa un punto O, contenuto in 83z — T, punto che
assumeremo come origine di un sistema di ascisse sulla retta. Pren-
diamo ora un punto X su r, al quale imponiamo il vincolo di non
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abbandonare mai la retta, mentre pud su di essa affatto liberamente
strisciare, e prendiamo altresi in 8 — 7T il pit arbitrario insieme
A di punti. Supposto sempre, inizialmeute, il punto X portato a
coincidere con O, concepiamo di concentrare in questo punto ed in
¢iascun punto dell’ insieme A la massa elettrica uno ed abbando-
niamo dopo cid a se e il punto X e I’ insieme 4. La posizione che,
alla fine di un secondo, verrd ad occupare, sulla retta #, il punto
X sard ben determiuata, non appena si sia fissato, all’ inizio, I’ in-
sieme A4, nella famiglia [A] costituita da totti gli insiemi di punti
di 8@ contenuti in 8 — Z. Pertanto, in Sg — T si & cosi defi-
nita una funzione dell’ insieme variabile 4. Essa & un punto X del-
la retta » (di un 8¢,)); scriveremo X — f(A).

Nell’ esempio attuale la determinazione dell’ insieme di punti
che & funzione dell’insieme variabile 4 si riduce, unicamente, a
quella dell’ ascissa « del punto X. In questo caso, come in tutti
quelli in cui Y insieme B, funzione di A4, si riduce ad un unico
punto di un 8, si dice che I’ ascissa x del punto & funzione
dell’ insieme variabile A, e si scrive x=—f(4). Si dice anche
allora che il simbolo f(A) rappresenta una funzione reale del-
I’ insieme variabile 4. Si ha dunque la seguente definizione :

Dire che nella Jamiglia [A] é definita una funzione reale dell’in-
sieme variabile A significa asserire che si possiede un procedimento
. che consente di far corrispondere ad ogni insieme, comunque scelto,
della famiglia indicata, un numero reale ben determinato.

'Nel nostro corso, prenderemo in considerazione, principalmente,
le funzioni reali. Diamo altri due esempii di tali funzioni.

50) Sia H un fissato arbitrario insieme di 8, . Comunque si
assegni un insieme A4 contenuto in H, riesce ben determinata la
distanza d della frontiera di A dalla frontiera di H ; tale numero
d & dunque una funzione reale di insieme definita in H.

6°) Sia H un corpo pesante; il peso p di ciascuna porzione di
esso, & una funzione reale di insieme definita in H.

79) Consideriamo ora, di nuovo, tutte le circostanze dell’ esem-
pio quarto, con questa sola differenza : Il punto X & obbligato & non
abbandonare mai, anzi¢ché una retta, un fissato piano =, sul quale pud
perd strisciare affatto liberamente. Sul piano = fissiamo una coppia
# e y di assi cartesiani ortogonali di origine O, contenuta in 83 — 7,
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nella quale origine, come nell’ esempio quarto, concepiamo sempre
di portare il punto X all’inizio.

Ad ogni determinazione iniziale dell’ insieme A corrispondono
ora due quantitd reali: 1 ascissa x e P’ordinata y del punto X alla
fine di un secondo. Si hanno cosl due funzioni reali, definite in [A4],
dell insieme variabile 4. Si ponga x =—=f(4), y = g(A4). D’altra par-
te vi & perfetta corrispondenza biunivoca fra la variabile complessa
2 —=x -+ 1y e la coppia (x, y) di coordinate del punto X, ed & percid
che si suole anche dire cosi: la quantita complessa z, affissa
del punto X, é funzione dell’insieme wvariabile A. Posto
fld) +igd)=n(A), si scrive 2==h(4). Si dice allora che il sim-
bolo h(A4) rappresenta una funzione complessa dell’ insieme va-
riabile 4. Abbiamo dunque la definizione seguente :

Dire che nella famiglia [A] di insiemi é definita une funzione
complessa (una coppia di funzioni reali) significa asserire che si pos-
siede un proecedimento che consente di far corrispondere ad ogni in-
sieme, comnnque scelto, della famiglin indicata, un numero com-
plesso ben determinato (una coppia ‘ben determinata di numeri
reali).

80) Consideriamo sempre in 8 i corpi elettrizzati del 1o esem-
pio, e consideriamo ora un insieme B di punti, per il quale, in vir-
ti di speciali vincoli esistenti fra i punti di esso, la sua determi-
nazione nello spazio, senza eccezione e senza ambiguita, si ottenga
con 1’assegnare & numeri reali x,, #,,.., %, , i quali, viceversa, ven-
gono ciascuno univocamente determinati non appena si sia fissata
lIa posizione dell’ insieme B. Denotiamo con B;, @19y Ty evey %no)
una particolare e ben fissata posizione di B contenuta in 8y — 7.
Supposto sempre, inizialmente, l'insieme B portato in B, conce-
piamo di concenfrare in ciascun punto di B ed in ciascun punto di
A la massa elettrica uno, ed abbandoniamo dopo ¢id a se e 1’ in-
sieme B e Iinsieme 4. La posizione che, alla fine di un secondo,
verrd ad occupare I insieme B sard ben determinata non appena si
sia fissato, all’ inizio, I’ insieme A in 8 — 7. Pertanto si & ivi de-
finito 1 insieme B come fanzione dell’ insieme variabile 4. Nel- -
I’ esempio .attuale, ad ogni determinazione di A, corrisponde una
ben determinata aP* di valori reali per le coordinate Ly Byy euny &
di B, ciascuna di queste sard percid una funzione reale di 4, defi-
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nita in 8@ — 7. E percid, scrivere B — f(A), equivale a scrivere
®, =f,(d), x,=[f,(A)y., @n=1fn(A). Si dice allora che si & defi-
nita una w2 di funzioni reali dell’insieme variabile A.

90) Nella definizione generale di funzione, data in prinecipio, I’in-
sieme variabile 4 pud, in particolare, ridursi ad un punto P di Sy ;
in tal caso, la famiglia [4] nella quale & definita la funzione, non &
ehe un insieme di punti di 8 . La funzione dicesi allora una fun-
zione di punto. Si ha dunque la definizione seguente :

Si dice che I insieme B di Sy & funzione del punto P (e si scri-
ve B —f(P)) definita nell’ insieme H di 8, , quando si possiede un
procedimento che consente di far corrispondere ad ogni punto P,
comunque scelto, nell’ msxeme H, una ed una sola d(,t(,rmm.lzume
dell’ insieme B in S ..

In particolare, si hanno le funzwm realt, le funzioni complesse,
le nPe di funzioni reali di punio.

Un punto P di 8y si identifica alla #P2 delle sue eoordinate
@y ®ygen, &p, ed & percid che ogni funzione di punto, definita in
un insieme di 8, dicesi anche funzione delle » variabili reali @,
%y 4000y & . Ed in lnogo di scrivere B —f(P), si scrive anche

B=f(w,, ®yyue, ).

Per r—1, si hanno le funzioni di una variabile reale:
B—f(z); per =2, si hanno le funzioni di due variabili
reali: B—f(x,y); ecec.

Se negli esempii 1o, 26, 40, 70 e 80 consideriamo il caso parti-
colare in cui l’insieme variabile 4 si riduce ad un punto Pz, y, 2)
si hanno altrettanti esempii di funzioni (nell’ esempio 4° di funzione
reale e nell’ esempio 7° di funzione complessa) delle fre variabili rea-
li @, y, 2, definite in Sz — 7. In ¢id che segue diamo ancora altri
esempii di fanzioni di punto,

100) Sia H un insieme ben determinato dello spazio ordinario,
riferito ad una terna ortogonale di assi coordinati z, y, 2. Se di ogni
punto di H facciamo la proiezione ortogonale sull’ asse delle z, si
ottiene su questo (su un 8, ) un insieme di punti 4. Ad ogni pun-
to « dcll’ insieme A4 facciamo corrispondere 1’ insieme B di punti,
appartenenti ad H, che hanno P ascissa x: si viene cosl a definire,
in 4, 'insieme B, come funzione della variabile reale . F potremo
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serivere, ad esempio, B — f(x). Detto «' un valore particolare di z,
appartenente ad A4, si ponga B’ — f(@). L7 insieme B’ chiamasi la
sexione dell’ insieme I, operata dal piano z—=v'.

110) Di ogni punto di H faceciamo ora la proiezione sul piano
(@, y), si ottiene cosl su questo piano (su un Sy ) un insieme di
punti C. Se ad ogni punto (x, y) dell’insieme C facciamo corrispon-
dere 1’insieme D di punti, appartenenti ad H, che hanno nella ter-
na (x, ¥, 2) delle loro coordinate, le indicate due prime coordinate,
si viene a definire, in C, I’insieme I come funzione delle due va-
riabili # e y. Potremo serivere, ad esempio, D—g(x, y). Detto (2, y')
un punto particolare di C, si ponga D' =g (&', ¥'). L’ insieme I’ di-
cesi la sexzione dell’ insieme H, operata dalla retta (x —a', y = ¥).

120) I/ insieme H dei due esempii precedenti sia ora limitato ;
altrettanto potra allora dirsi sempre di due insiemi B e . Detto u
il diametro di B e v il diametro di D, la quantitd u riesce una fun-
zione reale dell’ unica variabile reale x definita in 4:u=¢(x), e la
quantitd v una fanzione reale delle due variabili reali # e y defi-
nita in C: v =z, y).

13°) Se ad ogni punto («,y) del piano (x, y) facciamo corrispon-
dere la quantitd 2z data da

e— L
. T sen (xy) ’
si viene a definire z come funzione reale delle due variabili reali
z e y, nell’ insieme A4 del piano, ottenuto da questo col togliere tutti
i punti della famiglia di iperbole equilatere coasintotiche :
wy = kr , ‘

ottenute al variare di %k nell’ insieme dei numeri intieri positivi, ne-
gativi o nulli. 4

14%) Si possono anche dare quanti si vogliono esempii, tratti
dalle pit modeste e realizzabili circostanze fisiche, di funzioni di
pit di due o tre variabili. Si sia, ad esempio, destato nello spazio
ordinario un campo elettromagnetico variabile, dovuto ad una cor-
rente elettrica alternata; allora la grandezza w della forza elettro-
magnetica in un punto dello spazio sard una fanzione reale delle
quattro variabili reali @, v, 2, ¢, ove le prime tre designano-le coor-
dinate del punto e ¢ il tempo.
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24. Funzioni di variabili complesse. — L’ insieme B dello
spazio 8 sia funzione del punto P, definita in un insieme 4 di
punti dello spazio 8p, ad un nuwmero pari 2r di dimensioni. Indi-
cando con x,, ¥,, %,y Yoy .., &, Y- le 2¢ coordinate di P, si po-
trd scrivere:

B=f (@, Y,y By Yg ey Tr,Yr)e
Consideriamo i piani complessi =,, 7,,..., %, sui quali rappresen-
tiamo, rispettivamente, le variabili complesse

2, =@, Y,y 2, == @, = Wgyeny 2 = & iy, .
Al variare del punto P in 4, il punto 2z (=1, 2,.., 7) di = de-
serive un insieme A di punti di questo piano. Preso un punto
#, —=u, -} iy, in 4, un punto 2, =, -} iy, in 4,..., un punto
2, =&, -4y, in A,, in modo perd sempre che il punto (2, , y,,
Dgy Ygyerey &y Yr) Sin contenuto in A4, riesce ben determinato questo
punto e quindi l’insieme B in Sy . Si pud percid dire che: I’in-
sieme B ¢ funzibne delle r variabili complesse z,, z,,.., 2, e
scrivere, percid, semplicemente, ;
B=g(2, 2y, 2 ).

Si dira che la funzione B delle variabili complesse z,, z,,..., 2,
¢ definita negli insiemi A, A,,:., A,, se, comunque si prendano
un punto (»,,y,) in 4,, un punto (x,, y,) in 4, ,.., un punto (x, , ¥, ),
in 4,, i 2r numeri reali #,, ¥,, #,, ¥y3..; T, Yr SONO SEMPre cOOL-
dinate di un punto P dell’ insieme 4 di Sp, in cui & definita la
funzione f(P).

Se, in particolare, B & un punto di un 8 si hanno le fun-
zioni reali di variabili complesse; se B & un punto di un
8@ si hanno le funzioni complesse di variabili complesse.

25. Rappresentazione geometrica delle funzioni reali di
una o di due’variabili reali. — Nell’insieme 4 dell’ asse delle
sia definita la funzione reale

y=rfx)
della variabile reale x. Per ogni punto x dell’ insieme A4 si costrui-
sca, nel piano (x, y), il punto di ascissa x e di ordinata y—f (x); al
variare di @ in A si ottiene cosi un insieme € di punti del piano
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che fornisce appunto quella che si chiama la rappresentazione geome-
trica della funzione assegnata f(x). L’insieme di punti € ehiamasi
anche il déagramma della funzione, e ad esso, mnei casi partico-
lari che piut interessano, potremo anche dare il nome di curve di
equazione y =f (x).
L’insieme dei punti del piano, definito dalle condizioni seguenti
x &in 4, |y|<|f®), ufw) =0,

chinmasi rettangoloide, relativo alla funzione f(x), di base A.:
Cosl ad esempio, se nell’intervallo (—1, 1) dell’ asse delle a si

definisce y come funzione di x ponendo y = -} /1 — %, il diagram-
ma della funzione & la semicirconferenza, di centro nell’ origine e di
raggio uno, giacente nel semipiano delle ¥ non negative; il rettan-
goloide relativo alla- funzione, di base (—1, 1), & il semicerchio re:
lativo alla scmicirconferenza indicata. :

Nell’ insieme 4 del piano (x, y) sia ora definita la funzione rea- '
le z=—=f(x,y) delle due variabili reali # ¢ y. Per ogni punto (z, ¥)
dell’ insieme A si costruisea, nello spazio (x, y, 2), il punto di coor-
dinate x, y, 2 =—=f(#, y); al variare di (z, ¥) in 4 si ottiene cosl un
insieme § di punti dello spazio che fornisce appunto la cosidetta
rappresentazione geometrica della funzione assegnata f(x, y). Questo in-
‘sieme di punti chiamasi anche il diagramma della funzione, e ad
esso, nei casi che pilt interessano, potremo anche dare il nome di
superficie di equazione =z —f(x, y).

I’ insieme di punti dello spazio, definito dalle condizioni se-
guenti . s
(@ y) éin 4, [2]|=|f@, )], #flxy) =0,
chiamasi ctlindroide, relativo alla funzione f(x; y), di base A.

Cost ad esempio, se nel cerchio A4 del piano {(z, y), di raggio
uno e di centro nell’ origine, definiamo la funzione z di x e di ,
ponendo 2= -} J1 — 2® —9?, il diagramma della funzione & una mez-
za superficie sferica, di centro nell’ origine e di raggio uno ; il cilin-
droide relativo alla fanzione, di base A, & una semisfera.

26. Generalita sulle funzioni reali di punto. — In questa
prima parte del corso c¢i occuperemo esclusivamente delle funzioni
di punto e principalmente delle funzioni reali di punto. Le defini-
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zioni che porremo e le proprieta che osserveremo in questo para-
grafo sono, quasi sempre, comuni a tutte le funzioni reali di punto,
in quante si vogliano‘ variabili; & percid che parlando della funzione
reale u—f(P) del punto P, definita in un dato insieme A dello spa-
zio 8y, non daremo a 7 alecun valore speciale. Consigliamo perd il
Iettore—che senta .la necessitd di procurarsi, degli oggetti che stia-
mo per considerare, un modello grafico illustrativo per fissarvi I oc-
chio—di limitarsi, nel leggere le righe che seguono, e pensare solo
al caso delle funzioni reali di due variabili reali, al caso particolare
ciod r—2. '

Sia 7' un insieme di punti arbitrariamente variabile, contenuto
nell’insieme 4 di 8¢, in cui & definita la funzione reale di punto
uw=—f(P). Al variare di P in 7, la quantitd reale » descrive un in-
sieme numerico U che sard funzione di 7' e porremo percio U-—0(7T).
Evidentemente, se T, e T, sono due determinazioni di 7', dalla
relazione
. ‘ Ti < 12
segue Paltra .

(1) O(T,) < O(T,). |

La fanzione f(P), dicesi limitata superiormente, limita-
ta inferiormente, limitata, nell’ insieme T, se, rispettiva-
mente, limitato superiormente, limitato inferiormente, limitato & 1'in-

.sieme ®(T). Gli estremi inferiore e superiore dell’ insieme numerico
® (T) si dicono, rispettivamente, gli estremi inferiore e supe-
riore della funzione in T.

Evidentemente, segue dalla (1) [efr. teor. I, n° 2, § 1] il teorema:

1. 8¢ T, < T,, si ha sempre, per la funzione,
estr. inf. in T, < estr. inf. in T, < estr. sup. in 7', < estr. sup. in T,

Se la funzione & limitata in tufto A4, ad ogni porzione 7' di 4
corrispondono due determinati numeri ¢’ ed ¢”’, rappresentanti, ri-
spettivamente, gli estremi inferiore e superiore della funzione nel-
Vinsieme 7. Le quantitd ¢’ ed ¢” sono dunque due funzioni reali
dell’ insieme 7' definite in A4 ; porremo :

¢ —e (T, € —=¢é'(T).

Il diametro (0 Pampiezza) dell’ insieme numerico @ ('), chiamasi
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U oscillazione della funzione in T. Se la funzioune & limitata in 7,
si ha
ose. in T—¢&"(T)—¢(T) ,
nell’ altro caso Y oscillazione & infinita. Evidentemente:
II. 8¢ T, <T,, si ha:
ose. in T, =< ose. in T,
Nell’ ipotesi che la funzione f(P) sia limitata in 7, presi ivi
due punti affatto arbitrarii P e @, si ha sempre -
SRy, f@Q=dd),
fQ=dT), fiP)=eT),
e quindi

F(P)—f@Q="T)— D), f(Q —Ff(P)=e"(T)—e(T),

ciod

(@) AP —f (@< e T) — (),
Se ¢(T)— ¢ (T) =0, se ne deduce
(3) |f(P)—F(Q|=¢"(T)—e(T)=0,
se invece ¢”(T) —é'(T) >0, comunque si assegni una quantitd po-

sitiva ¢, minore di ¢"(T) — ¢/(T), esistono due particolari punti P,

e Q. di T, per i quali si ha

F(P)>T) — o J(Q)<¢ D+ o,

e quindi
f(Py) — f(Q.) > (T) — &(T)—¢,
ciod
(4) [F(P) —f(Q )| >¢"(T) — '(T) —e.

Le (2), (3) e (4) provano che I’ oscillazione di una funzione li-
mitata in T & anche Vestremo superiore dell’ insieme numerico de-
scritto dal modulo della differenza f(P) — f(@Q), al variavre dei pun-
ti Pe @ in 7. Si dimostra immediatamente che alla stessa conclu-
sione si giunge anche quando la funzione non & limitata in T, e
possiamo pertanto -enunciare il teorema : '

II1. 1’ oscillazione di una funzione f(P) in un qualsiasi insieme
T contenuto nell’insieme A di sua definizione & I estremo superiore
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dell’ insieme numerico descritto dal modulo della differenza f(P)—f(Q),
al variarve, in tutti i modi possibili, dei punti Pe Q in T.

2%. Limiti in un punto per una funzione reale di pun=
to. — I’ insieme 4 di 8 nel quale & definita la funzione reale di
punto u =—f(P), sia dotato di derivato DA4. Sia P, un punto arbi-
trariamente fissato in D4, vogliamo giungere all’ importante con-
cetto di limite nel punto P, per la funzione f(P).

A tale scopo cousidereremo ogni operazidne che consista nel fis-
sare un punto P di A, distinto da P, e nel determinare il valore
che la fanzione ha in quel punto. Si hanno cosl infinite operazioni,
una per ogni punto di 4 — P,. Indicheremo con [O]Po Pinsieme di

tutte queste operazioni e ordineremo questo insieme al modo seguen-
te: Di ogni operazione O', corrispondente ad un. certo punto P di
A — P, diremo seguenti tutte quelle che si riferiscono ai punti P di
A — P, per i quali si ha:
P P<P/P.

L’ insieme [0] p, di operazioni riesce cosl ordinato nel senso pre-
cisato al n° 4 del § 1. Orbene, si pongono le seguenti definizioni.

11 massimo limite ed il minimo limite della variabile ordinata
che risulta dalle operazioni dell’ insieme [Olp,s chiamansi, rispettiva-
mente, il massimo limite ed il minimo limite della Sunzione f(P), su
A, nel punto P, (di DA), e si indicano, rispettivamente, con le no-
" tazioni

P F(Pou A), S F(P)u A).

Una funzione f(P), dicesi, su 4, in un punto P, (di D.A) rego-
lare, mon regolare, convergente, divergente, infinitesima, infinitamente
grande, secondoche regolare, non regolare, convergente, divergente,
infinitesima, infinitamente grande & la variabile ordinata che risulta
dalle operazioni dell’insieme ordinato [OJPO-

Se una funzione & regolare in un punto P, (di D4) ivi coinci-
dono il suo massimo ed il suo minimo limite, si dice allora anche
che la funzione ha in Py un limite determinato e tale limite si desi-

gna con la notazione

P S (P (su ).
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Una funzione f(P) dicesi, su 4, limitata superiormente, limitata
inferiormente, limitata nelle vicinanze del punto P, (di DA), se, ri-
spettivamente, definitivamente limitato superiormente, definitivamen-
te limitato inferiormente, definitivamente limitato & 1’ insieme nume-
rico descritto dalla variabile ordinata che risulta dalle operazioni
dell’ insieme ordinato [O]p, .

La variabile ordinata ottenuta dalle operazioni dell’ insieme or-
dinato [O]P0 dicesi anche oftenuta nel mentre che il punto P di A

tende al punto P, (di DA) od anche ottenuta facendo tendere
il punto P di A al punto P,. I limiti considerati diconsi anche ¢ li-
miti di f(P) nel mentre che il punto P di A tende a P, Se la fun-
zione f(P) & in P, convergente verso il limite ! (divergente), si dice
anche che la funzione f(P) tende verso l (verso -}co 0 verso —oo)
nel mentre che il punto P di A tende verso P,. '

Se, tenendo presente 1’ ordinamento dell’ insieme di operazioni
[O]Po’ si considerano le definizioni ora enunciate, si deducono subi-

to i seguenti teoremi c¢he enunceremo sotto forma di nuove defini-
zioni dei concetti di limite testé dati.

1. Una funzione f(P) dicesi timitata superiormente, limitata infe-
riormente, limitata (su A) nelle vicinanze del puntoil’o (di DA) se
esiste un intorno circolare Cv A di Py su A, tale che U insieme nu-
merico ®(C.A — Py)), dei valori assunti dalla funzione al variare di
Pin C.A—P,, ¢ rispettivamente, limitato superiormente, limitato
inferiormente, limitato.

I1. 8¢ una funzione f(P) non é Limitate superiormente (inferior-
mente), su A ¢ nelle vicinanze del punto P, (di DA), si dice che essa
ha (su A) in P, il massimo limite - co (il minimo limite — oo) e
si serive

Lim” -
P—*P f( SuA +OO7

(o1, £(P) (su 4)=—o0).

I1I. Se una funzione f(P) é limitata nelle vicinanze del punto P,
(di DAY, essa ha in P, un massimo limite ed un minimo limite finiti.
Indicati con 1" e U i vispettivi valori di questi limiti, essi sono carat-
terizzati dalle seguenti proprietd :
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a) comunque si assegni un numero positivo e, si pud sempre in
corrispondenza trovare un intorno circolave C.. A di P, su A, tale
che il valore assunto dalla funzione in ‘oyni punto di C.A— P, é
sempre compreso fra i numeri U —¢g ¢ 1”7 -2

b) comungue st prenda un intorno circolare C. 4 di P, su A,
esistono 'semprle in C.Ad — P, ¢ punti nei quali la funzione prende
valori maggiori di 1" — ¢ e punti nei quali prende valori minori di
U+e

IV. 8i dice che, nel punto P, (di DA), la funzione f(P) ¢ (su A)
convergente verso il limite 1, o che vi ha il limite determinato e finito
l, quando avviene che, comunque st assegni un numero positivo e, si
puo sempre trovare un intorno circolare C. A di P, su A, tale che
il valore assunto dalla funzione in ogni punto di C. A — P, é sem-
pre compreso fra i numeri l—3 ¢ l--e; ovvere, con alire parole,
quando avviene che, comunque si assegni un nuimero positive ¢, st puo
sempre in corrispondenza trovarne un altro d, , tale che, per ogni pun-

to P di A verificante la limitazione

0<<P,P<3,,
si abbia
[l—f(P)| <=

Per 1=0, si ha la definizione di funzione infinitesima in P,.

V. 8i dice che la funzione f(P) é (su A) positivamente (negativa-
mente) divergenté nel punto P, (di DA), o che é ivi divergente verso
+ oo (verso —co), o che ha per limite + oo (per limite — oo), qguan-
do avviene che, comunque si assegni un numero positivo K, si pud
sempre trovarve un intorno circolare C. A di P, su A tale che il va-
lore assunto dalla funzione in ogni punto di C..d — P, é sempre
maggiore di K (minove di — K), ovvero, con altre parole, quando av-
viene che, comunque si assegni un numero positivo K, si pud sempre,
in corrispondenza,. trovarne un altro O tale che per ogni punto P di
A verificante la limitazione

0 < P,P <3,
st abbia

JSB)>E (f(B)<—E).
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VI. Quando si dice che la funzione f(P) é (su A) regolare nel
punto P, (di DA) essa vi puo essere o convergente o divergente (posi-
tivamente o negativamente).

VII. 8i dice che la funzione f(P) é (su A) infinitamente grande
nel punto P, (di DA), se la funzione |f(P)| é ivi divergente.

Sia B un insieme di punti contenuto in A, ed il punto P, sia
un punto limite di B. La variabile ordinata ottenuta dalla funzioue
JS(P) facendo tendere il punto P, mantenuto in B, verso il pun-
to P, & subordinata (cfr. n. 6 del § 1) alla variabile ordinata otte-
nata facendo tendere il punto P, comunque vamabde in A,
allo stesso punto P,, onde segue il teorema :

VIII. Sia B<A e P0< DB, se la funzione f(P) é regolare,
su A, nel punto P, & altresi ivi regolare su B. Se f(P) é conver-

by

gente, su A, nel punto P, , verso il limite 1, & ivi altresi convergente,

su B, verso lo stesso limite.

Funziont di wna variabile. Sia, in particolare, 4 un in-
sieme di punti dell’asse x e la fuvzione reale y—f(x) della varia-
bile reale @ sia definita in questo insieme. Per ogni punto z, del-
I’asse « denoteremo con A’(x,) I’insieme, se esiste, comune ad A
e all’ intervallo (— oo, x,) e con A" (»,) 1’ insieme, se esiste, comune
ad 4 e all’intervallo (x,, -+ o).

Se il punto x, & punto limite di A" (x,) [di 4’ (x))], i limiti,
su A" (x,) | su 4’ (x)] di f(x) nel punto x,, diconsi @ limiti, su A4,
di f(x) nel punto z, a destra (a sinistra).

La funzione f(x) dicesi, sw A, in un punto x, di DA, regolare,
non i‘egolm'e,'convergente, divergente, infinitesima, tnfinitamente gran-
de, a destra (a sinistra) secondochd la funzione f(x) &, su 4"(x,)
[su A’(x,) ], nel punto x, regolare, non regolare, convergente, diver-
gente, mﬁnltesum, infinitamente grande.

Come particolarissimo caso del teorema VIII si ha il seguente:

IX. Una funzione f(x) regolare in un punto x, é ivi anche rego-
lare a destra e a sinistra. Una funzione f(x) convergente in un punto
wO’
destra e « sinistra,

verso il limite 1, & ivi altresi convergente, verso lo stesso limite, a
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Si dimostra immediatamente che :

X. Una funzione f(x) che in un punto x,, tanto a destra che a
sinistra, converga verso lo stesso limite I, converge in quel punto verso
il limite 1. :

La funzione f(z) dicesi non decrescente (non crescente) in
A4, se per due quali si vogliano punti distinti 2’ e ” di A si ha
sempre

[f@)—F@")] @ —a") =0 (< 0).

La funzione f(x) dicesi crescente (decrescente) in A4, se per

due quali si vogliano punti distinti " e «” di A4 si ha sempre.
[f(@) —f(@")] (@ —a") >0 (< 0).

Una funzione f(z) non decrescente (non crescente) in un insie-
me A dicesi anche ivi monotona. Da una tale funzione, facendo
tendere il punto # al punto x,, su A"(x,)[su 4'(x)] si ottiene sem-
pre una variabile ordinata monotona, ne segue, in virta del teor. III
del no 7: '

XI. Una funzione f(x) monotona in un insieme A, &, ia ogni pun-
to di DA, regolare a destra ¢ a sinistra. Una funzione f(x) monotona
e limitata in un insieme A, ¢, in ogni punto di DA, convergente a de-
stra e convergente a sinistra.

28. Locuzioni diverse. — Sia o(P,;, P) una funzione reale del-
le coppie (P,, P) di punti di 8y, definita in tutto 8, la quale ve-
rifichi le seguenti proprieta:

a) E sempre ‘

+0 per PP, ,
3By, P) =0 per P=P,.

b) Comunque si fissi il punto P, in 8, e comunque si assegni
una quantitd positiva p, I’ insieme I(P,, p) dei punti P di 8, per
i quali & '

fo (P P)|<p,
¢ sempre un intorno di P

¢) Comunque si consideri un -intorno circolare € di P, esiste

sempre un punto P’ di € — P, tale che I'intorno I[P,,|a(P,, P)|]
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di P,, definito dalla limitazione
lo(Py, P)|<|a(Py, P,
sia contenuto in C.
Per gli intorni I (P,, p) di P, si ha evidentemente che: Se
0 << ¢ <p”, di conseguenza
I(Py, ¢) < I(Py, ¢")
In virth della proprietd b), si ha il teorema :

I. Oomunque si fissi il punto P, in Sy , riesoe :

i .
Pl“},o s (P, P)=—0.

Ed invero, dato arbitrariamente un numero positivo p, poichd
in I(P,, p) & sempre contenute un intorno circolare di P,, esiste
un tale intorno di P, in ogni punto del quale &

| o (P, P} <p.

Cid posto, sia P, un fissato punto limite dell’insieme 4 di pun-
ti ove & definita la funzione reale di punto f(P), e consideriamo
I insieme ordinato [0], di operazioni, "consistenti nel prendere un
punto Pdi 4 — P, e nel determinare ivi il valore di f(P), ordinato
al modo seguente : Per I operazione O di [O], , relativa al punto P’
di A — P,, diconsi operazioni ad essa seguenti quelle relative ad ogni
punto di A — P, contenuto nell’ intorno I[.Po,[c(Po, P) [] }

Orbene, la variabile ordinata alla quale, nel modo ora detto, da §
lnogo la funzione f(P), si dice .ottenuta facendo tendere o (P, P) a T
zero, oppure ottenuta per o (P, P) infinitesimo ; ed i limiti della va-

riabile indicata si designano con le notazioni _ ﬁ
lim’ o lim” .
G(Po, P)—»O f(P) b O(P., Py—+0 f(P)’

e diconsi i limiti di f(P) per a(P,, -P) infinitesimo. Se tali limiti
coincidono si dice che la funzione f(P) tende ad un limite determi-
nato (finito o infinito) per o(P,, P) infinitesimo.

Sussiste il teorema:

IL. Per ogni punto P, di DA, st ha sempre :.
lim’ __ lim’ - lim”’ _ lim”
O(PO,P)—*Of(P)_P-*POf(P>’ OKPO,P)—’OﬂP)‘—P-»P."[(P). .

M. PICONB — Lezions di Analisi infinitesimais — 6.
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Dimostriamo che se

lim’

PP, f(P) = quantita finita —= I’ ,

risulta

lim’ oy
(P, P) -0 JF(P)=r.

Ed invero, preso arbitrariamnente un numero positivo e, esiste
un intorno circolare C di' P, tale che in C. 4 — P, ¢ f(P)>1 —¢,
ma vi & [proprietd ¢)] un punto P di € — P, tale che 1 intorno
I[Po, | o(P,, P) |] & contenuto in C e permnto‘in quell’ intorno, per
ogni punto di 4 — P,, si ha pure f(P) >0 — e. Qualunque intorno
I(P,, p) si consideri poi di P, poiché esso contiene sempre un in-
torno circolare di P;, esistono sempre in quello punti di 4 — P,
per i quali & f(P) <<l +4e.

Con la locuzione ora introdotta, i limiti di f(P) nel punto P,
possonsi anche designare al modo seguente :

lim’ lim”
oo T B g o S

Sia ora t(P,, P) una funzione reale della coppia (P;, P) di punti
di 8, , definita in tutto 8, — P,, la quale verifichi le seguenti pro-
prieta:

b)) Comunque si fissi il punto P, in 8, e comunque si asse-
gni una quantitd positiva p, 1 insieme J (P, p) dei punti P di 8,
~ per i quali @ o

|T(Py, P)|>p,
é sempre un intorno di P,, privato di P,

¢') Comunque si consideri un intorno circolare C di P,, esiste
sempre un punto P’ di € — P, tale che I insieme J[Po, |T(P,, P)|]
definito dalla limitazione

|t(P,, P)|>|t(P, P,
sia contenuto in C.

In virth della proprietd b’) si ha, come precedentemente, il teo-

rema :

II1. Comunque st fissi il punto PQ in Sy, la funzione t(P,, P)
¢ infinitamente grande in P, '

Designamo ora con [O]. I’insieme ordinato di operazioni, consi-
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stenti nel prendere un punto P di A — P, e nel determinare ivi il

valore di f(P), ordinate al modo seguente : Per U operazione O di

(0l; ; relativa al punto P’ di A — P,, diconsi operazioni ad essa se-

guenti quelle relative a ciascun punto di A contenuto in
JLP, [ (P, P[]

La variabile ordinata alla quale da ora luogo la funzione f(P)
dicesi ottenuta faucendo divergere tb(Po, P), oppure ottenuta per t(P,, P)
infinitamente grande ; ed i limiti della variabilé si designano con le
notazioni :

lim’ lim”
T(PO,P)—»OO f(P)’ T(PO,P)*OO f(-P)’

e diconsi i limiti di f(P) per (P, P) infinitamente grande. Ecc.
Come precedentemente, si dimostra che:

IV. Per ogni punto P, di DA, si ha sempre:

lim’ __ lim’ lim” __ lim”
Py, P)—~o00 f(P) — P»Pof(P) T (P, P)—»oof(P) — P~ P, f(P)'

Si pud, per esempio, porre t (P, P)::I:R,—P.

Esempi. 1°) Siano: 4 un insieme di punti dell’ asse delle x,
2, un puuto di DA e f(x) una funzione reale della variabile reale x
definita in 4. 8i ha, posto © — v, — Ax,

. . . -

o Fa= G f@= 0N f@= R @)

20) Siano: A4 un insieme di punti del piano (z, ), P, (z,, y,) un
punto limite di A e f(z, y) una fanzione reale delle due variabili
reali # e y, definita in A. Siano a, b e ¢ tre costanti reali, per le
quali si abbia a¢ —-b® >> 0, e per ogni punto P(z, y) del piano si
ponga : V

Gi(Po’ P):V(w—‘wo)2+(y_yo)27

0, (Pyy ) = |@ — & |+ |y — ¥, 1|,

Sy (Py, P) = a(@ — 2,)? + 2b(@ — x,)(y —¥,) + oy — 4,)?
si ha allora:

' ppy— W' ppy T’ ppy lim' gp)

PP 61—~ 0 g —~ 0 o3 —~0

L’ intorno di P,, definito dalla limitazione o,(P,, P) < p, non
che il quadrato, privato del contorno, avente le diagonali parallele
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agli assi coordinati, il centro nel punto P, e il diametro 2p. L’ in-
torno di P,, definito dalla limitazione o, (P,, P) < p & un’ellisse, pri-
vata del contorno, avente il centro in P,

29.* Estremi e oscillazione in un punto per una funzio-
ne reale di punto. — "Andiamo ora a dare la nozione di estremi,
per una funzione f(P), in un punto P, dell’ involucro 4 -+DA del-
I’ insieme A ove essa & definita.

Se il punto P, z'mppartiene‘a DA — A, gli estremi inferiore e su-
periore della funzione in P,, sono, rispettivamente, il massimo ed il
minimo limite della funzione in P,. Se il punto P, appartiene a
A.D4d), V estremo superiore della funzione nel punto P & f(P)) quan-
do guesto numero non & minore del massimo limite in P, se no &
questo stesso massimo limite; 1’ estremo inferiore della funzione nel
punto P, & f(P,) quando questo numero non & maggiore del minimo
limite in P, se no & questo stesso minimo limite. Se il punto P,
appartiene a 4 — DA, gli estremi inferiore ¢ superiore della funzione
in P, coincidono col valore ivi della funzione.

Evidentemente :

I. In ogni punto P, del derivato DA dellinsieme A in cui é de- .
Sfinita la funzione f(P) si ha: ,

. . 1' ’ 1' 144 .
(1) estr. inf. in P, << '™ ()< ™ f(P)< estr. sup. in P, ,

o=p_p, = p. P,
-ed in ogni punto di A,
(2) estr. inf. in Py<<f(P,) =< estr. sup. in P,

Si definisce pure Voscillazione della funzione f(P) in un punto
P,(di 4+ DdA): Essa & Vinfinito se almeno uno degli estremi in
P, non @ fipito, & la differenza fra 1’ estremo superiore e 1'estremo
inferiore nell’ altro caso.

Dimostriamo il seguente teorema:

II. Nell ipotesi (semplificatrice) che la funzione f(P) sia limitata
in A, consideriamo il piv arbitrario intorno 1 del punto P, di A-}+DA.
Al variare, in tutti i modi possibili, di I, i tre numeri ¢” (1. d),
€(d.A), &'(I.A) —¢ (I.A) descrivono i tre ingiemi numerici E”,
E', D ; orbene, si ha che: @) Vestremo superiore della.funzione in P,
¢ Uestremo inferiore di B', b) U estremo inferiore della funzione wu
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P, & I estremo superiore di E', ¢) U oscillazione della funzione in P,
& I estremo inferiore di ID. '

Limitiamoci a dimostrare P affermazione @) quando P, appartie-
ne a DA. Nell’ipotesi fatta il massimo limite in P, riesce finito,
denotiamolo con I”. Se P, & in DA — A4, Vestremo superiore ivi &
precisamente I”. Ora, dato un qualunque intorno I. A di P, su A4,
esiste sempre un intorno circolare C'. A4 di P, su 4, contenuto nel
dato. Ma comunque si assegni un numero positivo‘ g, Vi sono sem--
pre punti Pin €. 4 per i quali & (teor. III del no 27) f(P)=1"—s¢,
si ha pertanto ¢’ (I.A)=1"—e, e quindi, per I’ arbitrarietd di e,
si deduce ,

(3) ‘ e (I.A)="1.

D’ altra parte, comunque si assegni una quantitd positiva e, esi-
ste un intorno di P, su A nel quale la funzione vi ha un estremo
superiore non maggiore di 1” ¢, poich® esiste (teor. III del ne 27)
un intorno circolare di P, su A tale che in ogni suo punto & sem-
pre f(P)<<1" +¢. E cid dimostra, tenendo conto della (3) I’ afferma-
zione @) nell’ ipotesi che P, sia nn punto di DA — 4.

Sia ora P, un punto di 4 .DA. Indicando con A" I estremo su-
periore di f(P) in P,, il numero A” & il pid grande fra i numeri
J(P,) e U”. Come precedentemente si dimostra che & sempre

' IT.A—P)=U",

ma d’altra parte & anche ¢’ (I.4)=¢"(1. A —P), " (I. A=f(P,),
onde segue ¢’ (1.4) =1". Se I” = f(P,), sarda A" —=1"; assegnato
arbitrariamente un numero positivo e, esiste un intorno circolare
C.A di P su 4, in ogni punto del quale, distinto da P,, si ha
fF(P)=N\"+4+¢, ma & pure f(P)<1"<<N"+ ¢, onde segue
" (C. )<\ e Be I"<f(P), sard \" =1 (P,) ; assegnato arbi-
trariamente un numero positivg €, esiste un intorno circo]are C. A
di P, su A4, in ogni punto del quale, distinto da P, si ha f(P)<<\"-}-¢,
poiche 1" < f(P,)+e=\"-+¢, ma & pure f( 0):1"<7Lf’+e, on-
de segue, di nuovo, ¢’ (C. 4) <\’ -} e L’ affermazione @) & dun-
que dimostrata in ogni caso.

Suppomamo ora limitata la funzione f(P), in tutto 1’ insieme A4
di sna definizione. In ogni punto P di DA riescono allora definiti
quattro numeri determinati: i due estremi V' e M’ (W' << \) e i due
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limiti della funzione, I’ e I” (I’ <<!”). Si hanno cosl le quattro fun-
zioni :
@ (V=N@), V=D,
l=vr@P, '=0UwP),
del punto P, definite in DA. Le prime due — che riescono definite
in A4+ DA — diconsi, rispettivamente, la funzione estrema inferio-
re e la funzione estrema superiore della f(P); le ultime due diconsi,
rispettivamente, la funzione limite inferiove e la funzione limite supe-
riore della f(P). Una quinta funzione definita in 4 4 DA &V oscil-
lazione della f(P) data dalla differenza w(P)=—=»1" (P)— \'(P).
Per le funzioni (4) sussistono le relazioni, in DA,
NPV (P ZT(P)=N/(P),
ed in ogni punto di A,
) = f(P) <\ (P).
Assai facilmente si dimostra che:

III. Le funzioni estreme X' e \" (e quindi le funzioni limiti U e
1"y di una funzione f(P), limitata nell’ insieme A di sun definizione,
sono esse pure limitate, anzi i loro valori cadono nell’ intervallo [¢'(A),
e"(A)] determinato dagli estremi inferiore e superiore della f(P). Inol-
tre, comunque si consideri un insieme I aperto, avente punti comuni
con I involucro H (—.A4 4 D A) dell’ insieme A, la funzione \” ha per
- estremo superiore, in I. A e in 1. H, precisamente ¢’ (1. A) e la fun-
zione N ha per estremo inferiore, in I. A e in I.H , precisamente
e'(I.A).
Preso infatti un punto P qualsiasi in 1 H, il prodotto I. A4
& sempre un intorno di P su A, e percio (teor. II) si avra:
¢ (I.4) <\ (P) <V (P)<e"(I.4),
ed in particolare, se I & lo spazio intiero,
A=V (P) <\ (P)<¢" (A).
D’ altra parte, comunque si assegni una quantitd positiva e, vi
sono punti di I.4 (e quindi di 1. H) per i quali ¢
NP =f(P)=e"(I.A4) —¢ ,
e punti di 7. .4 per i quah &
=f(P)=¢(I. A —|- €.

E con cio il teorema & completamente dimostrato.
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Un’ importante immediata conseguenza del teorema & espressa
del seguente :

IV. I’ estrema superiove dell’ estrema superiore )" (P) di una fun-
zione limitata, definita in un insieme qualsiast A, coincide, in tutio
U involucro di A, con N'(P). L’ estrema inferiove dell’ estrema inferio-
re N (P) della funzione coincide con N\ (P). '

- 30*. Semicontinuiti. — Nell’ analisi matematica moderna ha
acquistato grande importanza il concetto, introdotto dal Baire, di
semicontinuita per le funzioni reali di punto, recentemente esteso dal
Tonelli alle funzioni di linea. Vogliamo qui dire qualcosa di tale
concetto, limitandoci a considerare le funzioni di punto.

Una funzione reale di punto, definita in un insieme A dotata
di derivato DA, dicesi, in un punto P, di 4.DA, semicontinua
superiormente, se il suo estremo superiore ivi coincide col valo-
re che vi assume la funzione; dicesi semicontinuea inferior-
mente se invece & il suo estremo inferiore che coincide col valore
della funzione.

Evidentemente :

I. Una funzione semicontinua superiormente (inferiormente) in un
punto P, di 4 .DA, é limitata superiormente (inferiormente) nelle vi-
cinanze del punto P,.

Si ha anche subito, come conseguenza del teor. II del no 29%,
che:

I1. Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f(P)
sia semicontinua superiormente (inferiormente) in un punto P, di
A .DA é che, comunque si assegni una quantitd positiva e, 8i possa
sempre in corrispondenza determinare un intorno I, di P,, tale che
risulti

(L. A)SfP)te [ A)=F(P)—e],

Applicando il criterio fornito da questo teorema, si dimostra im-
mediatamente che :’ "

JII. Se due o pin funzioni sono definite in un comune insieme A,
dotato di derivato, dalla semicontinuita superiorve (inferiore) di esse,
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in un punto di A .DA, segue la semicontinuitd superiove (inferiore)
della loro somma, nello stesso punto.

E poi immediato che:

IV. 8e la funzione f(P) é semicontinua superiormente (inferior-
mente) in un punto di A.DA, la funzione — f(P) ¢ semicontinua
inferiormente (superiormente) nello stesso punto.

Una funzione, definita in un insieme A dotato di derivato, di-
cesi semicontinua superiormente (inferiormente) nell insieme A, se & ta-
le in ogni punto di A.DA. '

In virta delle definizioni date, dal teor. V del ne precedente e
dai teorr. II e III di questo, segue immediatamente che:

V. Oomunque 8i definisca una funzione limitata in un insieme A,
nell’ingieme chiuso costituito dall’ involucro di A, V estrema superiore
(inferiore) della funzione riesce limitata e superiormente (inferiormen-
te) semicontinua ; U’ oscillazione della funzione riesce limitata e supe-
riormente semicontinua. .

In base a questo teorema, volendo dunque, nell’ intervallo (a, b)
dell’ asse delle z, definire una funzione semicontinua superiormente,
basterd definire la pil arbitraria funzione limitata nell’ insieme, dei
punti di (a, b), di ascissa razionale : L’ estrema superiore di tale fun-

. zione & in (a, b) una funzione superiormente semicontinua.

Si dimostrino, per esercizio, i seguenti teoremi :

VI. Se la funzione f(P) é definita nell’ insieme chiuso A ed é ivi
superiormente (inferiormente) semicontinua, comunque si assegni un nu-
mero k, Uinsieme dei punti di A in cui é f(P)=k(f(P)<k) édel
pari chiuso, se esiste.

VII. Oomunque si definisca una funzione limitata in un insieme A,
i punti dell involucro di A, nei quali U oscillazione della funzione non
é injerio}e ad una quantitd arbitrariamente assegnata k, é sempre un
insieme chiuso, se esiste.

Diamo infine il concetto di continwuita che, sotto altra forma,
torneremo a dare nell’ articolo seguente. Una funzione f(P) dicesi
continua in un punto P del derivato DA dell’ insieme 4 in cui essa
¢ definita, se in P coincidono i suoi due estremi,
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Evidentemente: In un -punto di continuita la fanzione & rego-
lare; in un punto di continuita appartenente a A4 .DA vi & semi-
continuitd superiore ed inferiore e vi & convergenza verso il valore
che la funzione assume nel punto.

Una funzione continua in ogni punto di DA, dicesi continua
nell’insieme A. BEvidentemente. Le funzioni limitate e continue in A4
sono tutte e sole quelle la cui oscillazione & identicamente nulla
in DA,

31. Continuitd. — La funzione f(P) siu definita nell’ insieme
di punti 4, dotato di derivato DA. Andiamoe a dare, in un punto
P di DA, la fondamentale nozione di continuitd per la funzione. Ta-
le nozione & diversa secondochd il punto P di DA appartiene o pur
no all’ insieme A nel quale & definita la funzione. Si ha precisamen-
te che:

a) La fonzione f(P) dicesi continua (su A) in un punto P, del
derivato DA dell insieme A di sua definizione non appartenente ad
A, cioé in un punto P, di D4 — 4, semplicemente se é regolare
in Pg;

b) la funzione f(P) dicesi continua (su A) in un punto P, del
derivato DA delPinsieme 4 di sua definizione appartenente ad A,
cio® in un punto P, di 4.DA, se é ivi convergente verso il-valore
Sf(P,) che vi assume la funzione,

Una funzione f(P) dicesi continua ncll insieme A di sua defini-
zione, se & continua in ogni punto del derivato DA di tale insieme.

Una fanzione f(P) dicesi discontinua nell’insieme A di sua
definizione, se esistono dei punti di DA nei quali la funzione non
¢ continua. Ogni tale punto dicesi punto di discontinuita per la
funzione,

Una funzione f(P) continua in un insieme chiuso 4 & conver-
gente in ogui punto P, di DA verso il valore f(P,) che vi assume
la funzione.

Una funzione f(P) continua in un insieme qualsiasi 4 e ivi li-
mitata, & convergente in ogni punto P, di DA.

Si ha evidentemente (in virti del teor. IV del no 27) che:

I. Condizione necessaria e sufficiente affinché la. funzione f(P) sia
continua (3w A) in un punto P, di A.DA & che per ogni arbitrario
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numero positivo s se ne possa trovare un altro 3, tale che per tutti
i punti di A verificanti la limitazione

0 <P P<3,,
st abbia sempre

Ne segue immediatamente :

II. Condizione necessuria e sufficiente affinché la funzione f(P) sia
continua (su A) in un punto P, di A.DA & che, comunque si asse-
gni un nwmero positivo e, si possa sempre trovarne un altro 3, tale

che ’oscillazione “della funzione nell’ intorno circolave di P, , su A,
avente il raggio 3., non sia superiore a &.

La condizione & sufficiente; infatti, se nell’ intorno ecircolare
C.A di P, su A, Voscillazione della funzione non supera g, per
due punti P e @ comunque presi in C. A, si avrd sempre

If(P)—f(@]<e,
ed in particolare, per Q=P , si avra |f(P)— f(P,)|=<e. La con-
dizione & necessaria; infatti, se nell’ intorno circolare C. 4 di P,
su A4, si ha sempre
: e
lf(P)—f(Po)Ig'Eﬁ
per una gualsiasi coppia P e @ di punti in C..d, sara

1B — FQI=|(FP) —72)) + (SB)—F(@)]

=IfP)—=F (P + (@ —F(P)| <.

I immediatamente dimostrato che:

IIL. Se la funzione f(P) é continua in un insieme A, é ivi con-
tinua la funzione | f(P)|.

Non sussiste la proposizione reciproca. E notevole il seguente
teorema, che subito discende dal teor. VIII del no 27:

IV. 8e una funzione f(P) é continua in un insieme A, é altresi
continua in ogni insieme B contenuto in A.

E corollario immediato del teorema ora enunciato, il seguente :

V. Se la funzione di r variabili reali f(P)=f(®,, @y, ¥ ) €
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. ‘ 0 0 0
continua nel punto Py (x°, «°, ,.., 2% ) e se Ty s By gy T TaPPTE-

senta una permultazione qualsiasi delle x,, ®,, ..., @,, attribuiti alle
g . A 0 0 . .
variabili By g Bip g weey B valori fissi x i3 Tiyy ey X o i ottiene

dalla f(P) una funzione delle rimanenti variabili x; a0 T
8

ey &5
1s+27 b |

T
continua nel punto x° x° ey 2%
p Bgpy ? Pigyprr Ty
Se si suppone 8 <, il teorema reciproco del precedente non &
vero (vedi il seguente esempio 3°).

Esempii. 1°) La funzione
1
y= (@ <b),

(@ — a)® (@ — b)?

¢ definita nell’insieme A costituito da tutti i punti dell’asse delle z,
con esclusione dei punti ¢ e b. Essa & in 4 una funzione continua.
20) La funzione
1
(® — a) (. — b

Yy — (a<Th),

& definita nello stesso insieme 4. Essa perd. & discontinua in A,
precisamente, nel punto a di DA non & continua. |
39) La funzione

=

. @ty
¢ definita nell’ insieme A4 costitnito da tutto il piano, con esclusio-
ne dell’ origine. Essa non & continua ed ha precisamente I’ origine
(che & un punto di DA) come punto di discontinuitd. Non ostante,
assegnato, arbitrariamente, ad una delle variabili (alla 2 o alla y)
un valore fisso, essa riesce sempre funzione dell’ altra variabile,
continua ovunque.

Distinzione dei punti di discontinuita per una fun-
ztone. Si sogliono distinguere in tre categorie i punti (di D.A4) di di-
scontinuitd di una fanzione. '

In un punto P, di 4.DA si dice che la funzione f(P) vi ha
una discontinuita eliminabile, se essa & ivi convergente verso
un valore diverso da f(P,). In tal caso, basta soltanto cambiare la
definizione della funzione in P,, attribuendole ivi il valore del suo
limite, per eliminare la discontinuita. ‘ ' '
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In un punto P, di DA si dice che la funzione ha una discon-
tinuwitd di prima specie se & possibile determinare un numero
finito di insiemi B,, B, ,.., B;, la cui somma dia 4 ei cui deri-
vati contengano, ciascuno, il punto P,
separatamente, la funzione in ciascuno degli insiemi B,, B,,..., B;,

, in modo che, considerando,

il punto P, risulti per la funzione o un punto di continuitd o un
punto di discontinuita eliminabile, ‘ ‘ .

La funzione del 2° esempio ha nel punto «¢ una discontinunita di
prima specie. Hssa, infatti, considerata, separatamente, in ciascuno dei
due intervalli (—oo, a), (a, -+ o), riesce sempre continua nel punto a.

Si dice che la funzione ha nel punto P, una discontinuita
di seconda specie, se la discontinuitd non & nd eliminabile, nd
di prima specie,

Funzioni di una variabile. Sia, in particolare, 4 un in-
sieme di punti dell’asse delle # e la funzione reale y — f(x) della
rariabile reale @ sia definita in questo insieme. Come alla fine del
n® 27, indicheremo con A”(x,){con A’(x,)] I’ insieme dei punti di 4
per i quali ¢ ¥ == x, (per i quali & x=Cx). Si dice che la funzione
S®), in un punto x, di DA, é continua, su A, a destra (a sini-
stra) se in quel punto & continua su 4" (x) [su 4’ (x,)].

Evidentemente (teor. IV): Ogni funzione f(x) continua su A, in
un punto x,, & altrest continua a destra ¢ a sinistra. Lua proposizione

-reciproca non & vera, sussiste pero il teorema seguente di immedia-
ta dimostrazione : '

VI. Condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione f (x)
sia continua, su A, in un punto x, di 4.D.A, éche sia in quel punto
continua, su A, a destra e a sinistra.

Se, in particolare, 1’ insieme A4 & perfetto o si riduce ad un in-
tervallo (@, a”) dell’ asse delle # si ha che: Oondizione necessaria e
sufficiente affinché la funzione f(x) sia continua in A é che sia in ogni
suo punto continua a destra e a sinistra.

Come corollario immediato del teor. XI del ne 27 si ha il se-
guente:

VII. Se f(x) é una funzione monotona e limitata in un insieme
A, in ogni punto di DA si ha che: tanto a destra che u sinistra o la
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JSunzione & continua o vi ha una discontinuitd eliminabile. H pertanto:
Una funzione f(x) monotona e limitata in wn insieme A non vi pud
possedere che discontinuita di prima specie.

Dimostriamo ora il notevole teorema:

VIII. Se Uinsieme A é chiuso, ogni funzione f(x) ivi monotona
tale che, comunque si prendano due punti &' e x” di A, assume ogni
valore compreso fra f(&) e f(2”), & continua.

Occorre e basta dimostrare (teor. VI) che la funzione f(x), in
un punto z, di DA(< 4) & continua tanto a destra che a sinistra.
Supponiamo, per fissare le idee, la funzione f(x) non decrescente in
A, e dimostriamo, per esempio, che

S fl@) (w4, @ destra) = f(5,).

Poiche f(x) & non decrescente e f(x) =f(r,), esiste determi-
nato e finito il limite indicato. Designatone con ! il valore si ha
1 = f(«,), devo provare che l==f(x)). Se fosse infatti 1> f(x,), poi-
che (su 4)

floy =1 per a=w,, [flo)<[f@,) per =<2,
per un punto & di A a destra di x,, 1a f(x) non assumerebbe tutti
i valori compresi fra f(x) e f(x,), non assumerebbe alcun valore in-
torno all’ intervallo (f (x,), I).

Dal teorema ora dimostrato e dal teorema VI segue poi an-
che che: '

IX. Se Vinsieme A é chiuso e se la funzione f(x), in esso defi-
nita, é tale che, comunque si. prendano due punti x' ¢ z” di A, assu-
me ogni valorve compreso fra f(x') e f(x”), se inoltre esistono n punti
Ay Oy gy Gy (0@, < by <..<a,) dell’asse delle x, tali che in cia-
scuno degli insiemi

A.(—oo, a), Au(a, )y .y A (A1, ay), A(ay, + 00),
la funzione f(x) & monotona, si pud allora di nuovo asserire che la

f(x) & continua in A.

Come immediato corollario di quest’ ultimo teorema, ricordando
le proprieta delle funzioni elementari dimostrate in Algebra elemen-
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tare, si ha la continuita di tutte le funzioni elementari,
si ha cioé che:

X. 8¢ a é una costante positiva le funzioni
z*, o®, log,x, senz, tangw, arcsenx, arctangw ,

sono continue in ogni punte ove risultino definite.

32. Continuitd in un insieme chiuso. — Particolarmente in-
teressante & la considerazione della continuitd i@ un insieme chiuso.
Cominciamo. dal dimostrare, al riguardo, il tgorema seguente :

I. 8e la funzione f(P) é continua wnell’ insieme chiuso A, comun-
que 8i assegni une quantité k, U insieme By costituito da tutti i punti
di A (se ve ne sono) in ciascuno dei quali é f(P) =1k, e Vinsieme C;
costituito da tutti i punti di A (se ve ne sono) in ciascuno dei quali
e f(Py="k, sono sempre chiust.

Limitiamoci a dimostrare la chiusura dell’ insieme B; . Occorre
dimostrare cid soltanto nel caso che questo insieme sia dotato di de-
rivato. Sia P, un punto limite di By, esso & anche punto limite di
A, e come tale, poichd 4 & chiuso, appartiene ad 4. Pertanto, da-
ta la continuitdh in 4 di f(P), comunque si assegni una quantita
positiva g si pud sempre trovare un intorno ecircolare I.4 di P,
su A4, in ciascun punto del quale & sempre

f(P) —e<[f(P)=f(P,) + .
Ma fra questi punti ve ne sono sempre, quanti se ne vuole, ap-
partenenti a By e per ognuno di questi si avra dunque

E<f(P)<f(P)+}e,
onde segue k << f(P,) -+ ¢, e quindi, per 1’ arbitrarieta di ¢, k<C f (P,)
Il punto P, & percido un punto di B;. E cido dimostra quanto si
voleva.
Dal teorema ora dimostrato discende subito il seguente, il quale
da ragione della denominazione di funzioni continue data alle fun-
zioni che stiamo considerando.

II. Una funzione f(P), continua in un continuo C, non pud ivi
prendere due wvalori distinti a e b (a <Db), senza passare per tulti i
valori dell’ intervallo (a, b '
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Devo dimostrare che se ¢ & un qualsiasi valore dell’intervallo
(@, b), esiste sempre almeno un punto del continuo C, nel quale la
funzione prende il valore ¢. Diciamo A4 1 insieme dei punti di Cin
ciascuno dei quali la funzione f(P) prende un valore non superiore
a ¢ e diciamo B 1’insieme dei punti di C in ciascuno dei quali la
funzione prende un valore non inferiore a ¢. I due insiemi 4 ¢ B
esistono certamente e sono (teor. I) entrambi chiusi. Essi devono
ammettere almeno un punto P comune (cfr. no 20 del § 2), poiche
la loro somma da il continuo C;‘ ed in tale punto riesce f(P)—ece.

In particolare dunque: Se¢ una funzione continua in un continuo
C prende ivi valori di ségno opposto, deve esistere un punto di C, al-
meno uno, nel quale la funzione si annulla.

Osservazione. Sia P, un punto limite di A4 tale che, comun-
que si prendano i due numeri positivi p e ¢, I’insieme A4, , se esi-
ste, dei punti P di A verificanti la limitazione

»p<PP<p+uq,
sia sempre un continuo. Si ha allora che: Se¢ la funzione f(P) é con-
tinua in ciascun punto dell’ insieme A — P, , dall’ ipotesi ch’essa sia
infinitamente grande in P,
Ed invero, se f(P) ¢ infinitamente grande in P, , comunque si

y ne seque lu sua divergenza ivi.

assegni un numero positivo K, si pud sempre determinare un intor-
no circolare Igdi Py, su A, in ogni punto del quale & |f(P)|> K.
Per dimostrare I asserita divergenza di f(P) in P, basta far vedere
che, qualunque sia K, essa ha segno costante in Ix. Se ¢id non
fosse, e se, per esempio, nel punto P di IK(PF’ —p) fosse positi-
va, e negativa nel punto @ (P,Q = p -+ ¢); poichdé A,, & un continuo
ed ivi la fanzione f(P) & continua, esisterebbe un punto R di A,,,
e quindi di Jg, nel quale & f(R)=0, il che & assurdo,

Un’ altra importante proprietd delle funzioni continue & espressa
dal seguente teorema:

ITI. Una funzione f(P) continua in un insicme chiuso e limitato
A, vi & limitata.

Occorre e basta dimostrare che la funzione continuna |f(P)| &
limitata in A. Possiamo percid limitarci a considerare il caso par-
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ticolare in cuni la funzione continua f(P) non & mai negativa in A.
Se la funzione f(P), supposta dunque continua e non negativa nel-
Pinsieme chiuso e limituto 4, fosse ivi non limitata, qualunque sia
il numero intiero e positivo », esisterebbe un insieme A,, contenu-
toin 4, in ogni punto del quale & f(P) = n. Per ogni = 1 insieme
Ay, & chiuso (teor. I) e contiene I’ insieme '4,_;. Ora, essendo inol-
tre A limitato ¢ A4, < A, esiste (teor. VII del n°19, § 2) un punto
di A comune a tutti gli insiemi A,. In tale punto P, risulterebbe
sempre, qualunque sia il numero intiero e positivo n, f(P)= n, cid
che & assurdo (*).

Allo stesso modo si dimostra il classico teorema di Weier-
strass sulle funzioni continue :

‘

IV. Fra tutti i valori che una funzione f(P), continua in un in
sieme chiuso e limitato A, assume in questo insieme, vi sono t suoi
estremi (inferiore e superiore) in A.

La funzione f(P) & intanto limitata in A4 (teor. precedente). Li-
mitiamoci a dimostrare che, indicando con M il suo estremo supe-
riore in A, esiste sémpre ivi un punto P per il quale si ha f(P,)—M.
Ed invero, comunque si assegni un numero intiero e positivo =, esi-
ste in 4 Vinsieme A, di punti, in ciascuno dei quali &

Fey=M—

n
Per ogni n Vinsieme A4, & chiuso e contiene A4, ;. Nel punto
P,, comune a tutti gli insiemi A4, , si ha:
1

H=fP)y=M——,

comunque si prenda il numero intiero e ;positivo n; ne segue
—_— ok i
F(Py=M (*).

(*) La stessa dimostrazione (in base al teor. VI del no 30*) vale per il teo-
rema :

IIl'. Una funsione f(P) semicontinua superiormente (inferiormente) in un insieme
chiuso e limitato A, vi @ limitata superiormente (inferiorments).

(*) La stessa dimostrazione (teor. VI del n° 30%) vale per il teorema :

IV'. Fra tutti § valori che una funzione f(P)7semicontinua superiormente (infe-

riormente) in un insieme chiuso e limitato A4, assume in questo insieme, vi ¢ il suo

estremo superiore (inferiore) in A.
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.

I1 dimostrato teorema di Weierstrass consente dunque di as
gerire che: Fra tutti i valori che una funzione continua tn un insie-
e chiuso ¢ limitato A assume in questo insiéme, ve 0’ é uno pin gran-
de di tutti ed uno piw piccolo. In altre parole, si ha ciod che: Ogni
JSunzione ‘continua in un insieme chiuso e limitato 4 vi ammetle un
massimo ed un minimo. '

Come immediato corollario si ha:

V. Se una funzione f(P), continua in un insieme chiuso e limi-
tato A, é ivi ovunque positiva, esiste un numero positive m, tale che,
comunque si prenda P in A, é sempre f(P)=m.

Un altrp classico teorema sulle funzioni continue & il Zeore-
ma di Cantor. Noi lo dedurremo, come corollario, dal teorema di
Weierstrass.

VI. 8¢ la funzione f(P) & continua mell’ insieme chiuso e limitato
A, comunque si assegni un numero positivo ¢, s$i pud sempre trovarne
un altro ¥ tale che, U oscillazione della funzione in ogni insieme con-
tenuto in A, davente un diametro inferiove a 3, non supera mai e.

Fissiamo il numero positivo e, arbitrariamente scelto. Essendo la
funzione f(P) continua nell’ insieme 4, per ogni punto P di A4 si
pud sempre costruiré un suo intorno circolare (su 4) nel quale la
oscillazione della funzione non supera ¢. Di tali intorni ve ne sono
inﬁriiti, poiche se un certo intorno di P verifica la proprietd indi-
cata, la stessa proprietd sard verificata da ogni intorno di P di rag-
gio minore. Se vi & un punto P di A4 per il quale esiste uno degli
intorni indicati, di raggio superiore al diametro di A, il teorema &
senz’ altro dimostrato. Faremo dunque I’ ipotesi che il detto raggio,
per ogni punto di A4, non superi mai il diametro di 4. Indichere-

Adunque : Ogni fungione semicontinua superiormente (inferiormente) in un insie
me chiuso e limitato 4, ammette un massimo (un minimo).

In base al teorema V del n° 28*, come corollario di quest’ultimo teorema, si
deduce il seguente, che deriva da Weierstrass :

IV”. Comunque si definisca una funzione limitata in un insieme limitato A, nel-
Uinvolucro di A esiste un panto P’ (un punto P”) in ogni intorno, su A, del quale
U estremo inferiore (superiore) della funzione é sempre eguale all’ estremo inferiore (su-
periore) della funzione stessa nell’ intiero insieme A.

M. PICONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 7.
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mo con p(P) I estremo superiore dei raggi dei sopradetti intorni cir-
colari del punto P. Il numero positivo p(P) riesce una funzione del
punto P definita in 4, ed ivi sempre positiva. Indicheremo con
C (P) P intorno circolare di P (su 4) di raggio p(P).

Dico che p(P) d in 4 una funzione continua. Ed invero, se P &
un punto di A4, arbitrariamente fissato, e se @ & un punto di C(P),
poichd ¥ intorno circolare di @ (su 4) di raggio p(P)—‘—l—’_Q & con-
tenuto in C'(P), sard certo

p(@) = (D) — PQ;

ma sard anche

(@ =p(P) 50,

poichd se fosse p(Q) > (P) -+ PQ Y intorno circolare C(Q) conter-
rebbe C(P) con la sua frontiera, ed esisterebbe quindi un intorno
ciccolare di P (su A4) avente un raggio maggiore di p (#), nel quale
1’ oscillazione di f non supera ¢, il che & assurdo. Sard percid

Le(P)—p(@ | < PQ,
e quindi

@ =p(P),

cid che prova I’asserita continuitd di p(P) in A4.

Ora la funzione p(P), continua nell’ insieme chiuso e limitato A
ed ivi sempre positiva, ammette in A (teor. V) un minimo 3 posi-
tivo. B questo il numero positivo di cui il teorema asserisce I esi-
stenza; ed invero, se P & un qualsiasi punto di una porzione 7 di
A, avente un diametro inferiore a 3, la porzione 7' & intieramente
contenuta nell’ intorno cireolare C(P) dell’ indicato punto.

33. Teorema degli intorni circolari. — Nella dimostrazione
del teorema di Cantor ci siamo imbattuti in una considerazione
che si preseﬁta spesso in Amnalisi ; nella considerazione cioe di una
certa famiglia [C] di intorni circolari dei punti di un insieme chiuso
A, la quale gode delle seguenti caratteristiche: N

a) Ogni intorno circolare C della famiglia riesce ben determi-
nato non appena si assegni il punto P di A4 del quale esso & in-
torno;

b) per Vinsieme C..A si verifica una certa proprietd che & an-
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che verificata per qualsiasi insieme contenuto in C..4, mentre non
lo & dall’ insieme €’. 4, se €’ & un qualunque intorno circolare con-
centrico a C' e di raggio maggiore.

Orbene, se si osserva la prima parte della dimostrazione del
teorema di Cantor, subito si vede che il ragionamento in essa com-
piuto dimostra il seguente

Teorema di Pincherle. Per ogni famiglia [C] di intorni cir-
colari dei punti di un insieme chiuso e limitato A, la quale goda delle
caratteristiche a) e b), é possibile determinare un numero positivo B
tale che, ovunque 8i prenda un punto P in A, U intorno circolare di
P avente il raggio 3 é sempre contenuto nell’ intorno circolare dello
stesso punto, appartenente alla famiglia [C]. \

34. Funzioni composte.—OCi saranno utili in molte occasioni
alcune locuzioni che andiamo ad introdurre. Nell’ insieme 4 di punti
dello spazio Sy sia definita una funzione reale

u = f(P) =f (@, Z4psery ¥r ).

Se P(x,, %, .., ) & un punto di A4, diremo che le quantita

reali

Az, Ay, Awp, )
sono incrementi delle coordinate di P, su A, allara e allora sol-
tanto che il punto @ di coordinate \

@, A,y @+ Azyyey @+ Awy,
sia ancora un punto di 4. La differenza

fQ—f(P)=f(2, + Aw,, 2, Ax,, ..., @ + Awr ) — [ (2, @ypeesy @, ),
si chiama I'incremento della funzione, relativo al passaggio dal
punto P al punto . Per tale differenza adotteremo poi la notazio-
ne Au.

Evidentemente [cfr. n°o 15 (I e II) e n° 30, I]: Condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché una funzione sia continua in un punto
P(x,, ©,,.., ,) di A4, & che, comunque si assegni una quantita
positiva g, sia possibile in corrispondenza trovarne un’altra o tale
che per ogni #P1* di incrementi (su A) fatti subire alle coordinate
di P, aventi, ciascuna, un modalo minore di g, il corrispondente in-
cremento della funzione sia sempre in modulo non superiore a ¢;
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in altre parole, si abbia che dal simultaneo verificarsi delle limi-
-tazioni
Az, | <o, |Az,|<lo,.., |Am|<o,
segna 1 altra
[Au| <.

Nell’ insieme 4 di punti dello spazio 8 sia ora definita una
g®* di funzioni
u, =fi(P)=Jf, (®, , %5500, @),
Uy =Jo (P) ==f (@, , Tyyuey &),

Uy = Jfq (P) = Jq (@, ®gyunry @),

e supponiamo che, al variare del punto P in A, il punto Q(u,, ..., %, )
dello spazio 8 non esca mai da un ben determinato insieme B di
punti di quello spazio, ove & definita la funzione:

M

2) - 2 =@(Q) == (U, g0y Uq)

In tali condizioni, la quantitd 2 pud anche dirsi funzione del
punto P definita in A. Invero, comunque si fissi un punto P di 4,
le (1) determinano un corrispondente punto ¢ in B, e quindi la (2)
assegna un valore per la 2. .

Si dice allora che la 2z é funzione del punto P, composta per
mezzo delle funzioni f,, f,,.., fq € ¢, e 8i serive:

2= (£o(P), fulP)y oy [ (P)) =

:q;(fl (Zyy Xyyoory Tr )y Jo (B Bopursy T Nyorny Jq (B, @y yony @ ))-
Per le funzioni composte vale il seguente teorema della con-
‘tinuita : )
L. Se la funzione (2) é continua nell’ insieme B di sua definizione
e se ciascuna funzione della ¢ (1) & continua nell’ insieme 4 di de-

finizione, supposto chiuso, la z é funzione composta del punto P, pur
essa continua in A.

Per sola comodita di scrittura ci limiteremo a dimostrare il teo-
rema nel caso particolare che sia ¢ — 3, » =— 2. ‘Supporremo ciod
che nell’insieme chiuso 4 del piano (, y) siano definite le tre fan-
zioni continue '

(3) w=f(z, y), v=9g( y), w—=h y),
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tali che, variando eomunque il punto Pz, y) in A, il punto Q(u, v, %)
non esca mai da un insieme B dello spazio (u, v, w), ove & definita
la funzione continua

2=1q(u, v, W)
Devo dimostrare che, posto

o(f@, 9), 9@ 9), b, ) =F@y),
la funzione F(x, y) & continua in A4. Percid, dal momento che 4 &
chiuso, occorre e basta dimostrare che, fissati un punto P(z, y) in
A e una quantita positiva e, affatto arbitrariamente, si pud sempre
determinare un’altra quantitd positiva o, tale che, per ogni coppia
Az e Ay di incrementi, su A4, delle coordinate # e y, per i quali &

(4) fAe | <o, |Ayl<o,
si abbia sempre ,
(5) | Az] =| F (@ 4 Az, y + Ay) — F(z, )| <-.

Ora nel punto Q(u, v, w), corrispondente per le (3) al punto
Pz, y) di 4, vi & continuita per le funzioni f, ¢ e &, e pertanto,
comunque 8i sia assegnata la quantitd positiva ¢, ne esiste un’altra
3, per la quale, tutte le volte che per incrementi su B sia

(6) | Au|<<d, [Av| <3, |Aw]|<3,
di conseguenza risulti
(M | ¢(u + Au, v+ Av, w - Aw) — ¢(u, v, w)| <c.

Le differenze

Auw=f(z + Az, y+Ay) — Jf (% 9),
(8) Av=g@- Az, y P Ay) — 9(z, 9),
? Aw ="+ Az, y 4-Ay) — h (=, y) ,
le quali sono incrementi, su B, delle coordinate u, v, w, possonsi, in
virtd della supposta continuitd delle 5 9, b, simultaneamente ridur-
re in modulo minori di 9, non appena che, per gli incrementi Az e
Ay (su 4) di x e di y, siano verificate le (4), ove ¢ & una certa
quantitd positiva. Ma si ha ’
A2 = F(w + A, y + Aj) — Fla, y)=
=¢ (f(z + o, y+8y), g+ Aa, y + Ay), hiw - Ax, y 4 Ay)) —
‘ —o(/@ v, 9@ 9, k),

oA T
/" ey EV‘I”-.:‘“‘%‘\‘“‘
AR U SRS P T
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cioe, per le (8),
Az—=F(x+ Aw, y - Ay) — F(o, y) =
=¢(u -} Au, v-} Av, w- Aw)—o(u, v, w),
e quindi, poichd dalle (4) seguono le (6) e da queste le (7), si ottie-
ne la (5) come conseguenza delle (4). Cido che volevamo dimostrare.
Per indicare alcuni particolarissimi casi del teorema ora dimo-
strato, ai quali d’ordinario si pone mente in modo speciale, osser-
veremo che, se b,, b,, .., b; sonc ¢ costanti affatto arbitrarie, la
combinazione lineare.
©) 2=, 4 byt by g
¢.una funzione continua in tutte 8y e cosl pure il prodotto
(10) 2= U, Ug u0n Ug .
Si ha invero | Az|<Ce, non appena sia |Au; | <o (i=1, 2,..., ¢),
quando si faccia, nel caso della (9), c=—=¢:¢b, ove b & il massimo
dei moduli delle costanti b; , e, nel caso della (10),

€

e

s 1,

ove M & il massimo modulo delle quantita u,, u, ,.., u; ¢ dei loro
prodotti a due a due, a tre a tre,..., a ¢ —1 a ¢— 1.

Osserveremo altresl che la funzione 2 =—wu:v & continua, nell’in-
sieme aperto ottenuto dall’intiero piano (u, v) col togliergli tutti e
soli i punti dell’asse delle ». Se & v==0, si ha invero |Az|=<Se,
non appena sia |Ax | <<s, | Ay | <o, quando si faccia

o1 S B_l_ o1 S _E_
= 2 7 = 2M ’
ove M & la pia grande fra le quantita
2 2luj
Tol © 7o

Ne segue, in virti del teorema precedente, che :

II. Se due o pin funzioni sono continue in un insieme chiuso A
sono i funzioni continue una qualunque loro combinazione lineare
(a coefficienti costanti) ed il prodotto di un numero qualunque di esse.
Se due funzioni f e g sono continue in wun insieme chiuso A, @ ivi

by

una  funzione continua anche il quoziente f: g, se, in A, é sempre

g0,
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35. Principio generale della teoria dei limiti. — La fun-
zione u —=f(&,, &,,.... , &, ) sia definita in un insieme 4 di punti di
S , € si abbiano r variabili ordinate =, ,,.., #,, in corrispon-
denza (cfr. il no 6 del § 1), rispettivamente risultanti dalle opera-
zioni degli insiemi ordinati [0,], [0,),..., [ Ox], tali perd che ogni
P8 p . Xy, &, di valori corrispondenti delle variabili sia sempre
di coordinate di un punto di A. Per ogui P2, z,, m,,..., @,, di va-
lori corrispondenti delle variabili possiamo allora determinare il va-
lore u==f(x,, ®,.., #; ) che assume la funzione % nel punto P(z,,
Zyyey %) di A. L’'operazione che di per risultato la variabile u &
la seguente: Si prende un’operazione O, in [0,], se ne trovano le
corrispondenti 0,, O,,..., O,, rispettivamente, in [0,], in [O,],.., in
{Or], si determinano i risultati «, #,,.., @ delle operazioni O, ,
0,,..., 0., e dopo cid il valore u—f(%,, #,..., &) della funzione
u nel punto P(x,, 2,,..., %, ). Per I’ operazione, ora deScritta, da cui
risulta la variabile u, adotteremo la notazione:

f(0,, 0y,y.n., O,),

ed essendo (O0,, O,,.., 0,) e (0}, 0,,.., ;) due 77 di ope-
razioni corrispondeuti, porremo
J( Ou Oza"-y 0,) "f(ofa O’z ey 'r ),
se 0, -0, (e quindi 0,0, ,..., 0, 0,).
La variabile v —=f(#,, ,,.., #,) & dunque una variabile ordi-

nata e ¥’ insieme ordinato di operazioni da cui risulta & da denotarsi
col simbolo [f(0,, O, ,.., O0,)].

Sulla variabile ordinata u— f(w,, «,,.., #» ) andiamo ora a di-
mostrare un teorema che possiamo considerare come il Principio
generale della teoria dei limiti, poich® in esso teorema sono
contenuti, come particolarissimi casi, tutti i teoremi dell’ ordinaria
teoria dei limiti (cfr. Algebra, n* 164 e 165).

1. Per ogni r?® di valori corrispondenti delle variabili ordinate,
in corrispondenza, ®,, *y ..., Ty, 8i abbiano sempre coordinate di un
punto di un insieme A di Sy), nel quale é definita la funzione
U =f(®,, @5,y & ), le indicate variabili danno allora luogo alla va-
riabile ordinata w— f(®,, ®y..., @ ); orbene, se¢ le variabili ®,, ®, ..,
@, somo convergenti, rispettivamente, verso ¢ limiti 1, 1., I, se il
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punto (1, 1., 1) appartiene ad A e se ivi la funzione f & conti-
nua, 8i avrd

Clim f(x,, %y @) = f(lim 2,, lim o,,.., lim ).

Devo dimestrare che, comunque si assegni una quantitd positi-

va g si potrd sempre determinare un’ operazione f(él, (*)2,..., 5,. ) ai
[f(O0,, Oyy...y O,)] tale che per

(1) F(O4 Ogpery 0:)~F(0yy Oppeny Or),
risulti sempre
(2) [ (@ ®ggersy ) — (1 loyey 1) | <&

Intanto, per la supposta continuita della funzione J nel punto
P(l,, by L), si pud determinare un numero positivo o, tale che
per ogui punto dell’intorno quadrato di P, sun A, di semidimen-
sione o, la funzione f prenda sempre valori veriticanti la (2). Cio
posto, diciamo Of quell’ operazione di [ 0; ] tale che sia

3) lo — L | <o se 090, (i=1, 2,., ).
Siano . '

0P, 0P, 0P ,.., 0V,

0P, 09, 09 ,.., 09,

0P, 09, 09 ,.., 0P,

0, 0P, 0P, .., 09,
le 7P di operazioni corrispondenti determinate, rispettivamente, dal-
le operazioni 0P, 0@ ,.., 0. Diciamo (*)1 un’ operazione di [0},
comune seguente alle operazioni O, 09Y,..., O e (51, 0*2,..., 73 ) la
7Pl2 Qi operazioni corrispondenti determinata dalla (*)v Si avra allora
0 -~ 0; , quando & 0; ~ 0; , ciog¢' quando 6‘ -~ 0,, e pertanto sa-
ranno allora simultaneamente verificate le limitazioni ja; — I | <o
se 0*1—» 0,. Ne segue che, verificata la (1) & anche verificata Ia (2).
E cio dimostra il teorema.

Poiché le funzioni a,x, + a,®, + ... 4 a, x, (le a; essendo costan-
ti) e @, .x,.. ¥, sono continue in ogni punto di 8, e la funzione
@, 1, & pur essa continua in ogni punto, del piano (¢, w,), per il
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I
quale sia x, &= 0, come particolarissimo caso del teorema che pre-
cede, abbiamo il seguente:

II. 8e le variabili ordinate x,, x, ,.., T, in corrispondenza, sono
convergenti, anche le variabili ordinate a,x, + a,x, 4+ ... + .z, e
Xy o By orer Ty 800 convergenti, e 5i ha

lim (a,2, + a,@, + ... + ar 2, )=a, limx, +a11mw2+ —~]——a,hma‘,,

lim (%2, ... 4, ) =lim#, .lima, ... lim 2, ;
se lim'z, == 0, anche la variabile x, :x, & convergente, ¢ si ha:

. X lim 2
lim 4+ — ——1,
z, lim z,

Ece.

86. Limiti all’ infinito. — Vogliamo ora dare Pimportante con- -
cetto di limite all’ infinito per una funzione reale di punto. Dobbia-
mo percid supporre che I’insieme A di punti di Sy, nel quale &
definita la funzione reale di punto u — f(P), sia illimitato. Indiche-
remo allora con [Ojoo Vinsieme delle operazioni, consistenti nel fis-
sare, nel modo pilt arbitrario, un punto P di A4 e nel determinarvi
il valore assunto dalla funzione f(P), ordinato al modo seguente :
Di ogni operazione O’, corrispondente ad un punto P’ di A, diremo
seguenti tutte quelle che si riferiscono ai punti P di A, per i quali &

PP>PP,
ove P, designa l’origine dello spazio 8y, . ‘

Orbene : il massimo ed il minimo limite della variabile ordinata
che risulta dalle operazioni dell’ insieme [OJco, chiamansi, rispettiva-
mente, il massimo ed il minimo limite della funzione f(P), su A, al-
Pinfinito, e si indicheranno con le notazioni :

A ppyeu ), MU FP)su ).

Una fuuzione f(P) dicesi all’ infinito, su A, regolare, non rego\-
lare, convergente, divergente, infinitesima, infinitamente grande, secon-
doché regolare, non regolare, convergente, divergente, infinitesima,
infinitamente grande & la variabile ordinata che risulta dalle opera-

zioni dell’ insieme ordinato [Olco.
Una funzione regolare (su A) all’infinito dicesi anche confinua
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(su A) all’infinito. Si dice allora che la funzione ha (su A) all’ in-
finito un limite determinato e tale limite si designa con la nota-

. zione

im ¢ op) s 4).

P—+o0

Una fanzione dicesi su 4 limitata superiormente, limitata in-
JSeriormente, limitata nelle vicinanze dell’ infinito, se, rispettivamente,
definitivamente, limitato superiormente, definitivamente limitato in-
feriormente, definitivamente limitato & 1’insieme numerico descritto
dalla variabile ordinata che risulta dalle operazioni di [O}oo.

I limiti considerati diconsi anche ¢ limiti di f(P) nel mentre che
il punto P di A tende all’infinito o 8t allontana a distanza
infinita. Se la funzione f(P) &, sn A4, convergente all’ infinito ver-
so il limite I, si dice anche che la funzione f(P) tende verso 1 nel
mentre che il punto P di A tende all’ infinito.

Lasciamo al lettore la cura di fare 1’utile esercizio di enunciare
i teoremi, analoghi ai teoremi I, II, III, IV, V, VI e VII dell’ ar-
ticolo 27, che sussistono per gli attuali limiti all’infinito.

Consideriamo ora il caso particolare delle funzioni reali di una
variabile reale x. Sia v — f(«) una tale funzione e supponiamo che
Y insieme B, comune all’insieme illimitato 4 dell’ asse », di defini-
zione della funzione, e all’intervallo (0, 4 co), esista e sia pur esso

~_illimitato. Potremo limitarci a considerare esclusivamente i valori che

la funzione f(x) prende nei punti di B. Orbene: I limiti all infini-
to della funzione, su B, dicousi ¢ limiti della funzione all’ infinito
positivo, oppure ¢ limiti della funzione nel mentre che x temde
verso - co, e si denotano con le notazioni :

S re, B re, MR s

z -4 o0

Analoghe definizioni e notazioni si pongono nel caso che esista
e sia illimitato 1’ insieme C comune all’insieme illimitato 4, di de-
finizione della funzione, e all’ intervallo (— oo, 0).

Evidentemente : B sempre :
lim’ lim”
- N Sy = S (@) .
lim” fo)<® + 0 x +,°° ~ lim

& - 00 lim’ lim” % -+ 00
L fe= "™ f@)

”

S (@)
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Esempii. Si ha:

lim’ ey 1 m” @y 1
@y~ g2yt 27 (=, y) >0 g2 4 y* 2’
ml.i_.mc:o arctang s — —_Elt ) ;i_'f'; arctangs= 'g‘ ;
w—zi—T-loo arctangr — —725- y
m _{13] oo arctange — — —;—

37. Limiti per le funzioni complesse. — Lasciamo al let-
tore il compito di stabilire i concetti di limite e di continuitd per
le fanzioni complesse, di variabili reali o di variabili complesse.




CAPITOLO L.

DERIVATE E DIFFERENZIALI PER LE FUNZIONI DI PUNTO.

§ 1. Derivate e differenziali per le funzioni di una
variabile reale. '

38. Definizione delle derivate. — Sia y = f (#) una funzione
reale della variabile reale @, definita nell’ insieme 4 di punti del-
I’ asse delle ®. Supporremo sempre che I’insieme 4 sia dotato di
derivato DA e che esista il prodotto 4.DA. Cid posto, andiamo
a dare il concetto delle derivate, su A, della funzione f(x) in un
punto P, di A.DA. Si dia alPascissa @, di P, un incremento Az,
su A, sempre diverso da zevo e si ponga

=z, +Ar, Ao—x—ux;
la quantitd x rappresenterd sempre 1’ ascissa di un punto di 4. Si
caleoli 1’ ineremento '

Ay =f(m, 4+ A2) — [ () =S () —F (=)
della funzione, corrispondente al passaggio dal pnnto x, al punto

x, -+ Ar — %, e si faccia il rapporto

Ax Ax , T — &,

Tale rapporto chiamasi il rapporto incrementale, su A,
della funzione, relativo al punto x,. Evidentemente, il rapporto in-
crementale, reldativo al punto x,, & una nuova funzione della z de-
finita in tutto 1’ insieme 4 — P,, del quale P, & un punto limite.
Orbene, si pone la seguente

Definizione delle derivate. Il massimo ed il minimo limite
nel punto x, del rapporto incrementale, su A, della funzione S (@), re-
lativo al punto x,, chiamansi, rispettivamente, la massima e la minima
derivata, su A, della funzione f(x) nel punto x,, e si denotano, ri-
spettivamente con le notazioni '

deriv”f(w), deriv’f(w).

x -z -,
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Si ha dur'lque, per deﬁnizione,'

deriv’ Fla)= lim’ Ay _ lim f@®) —f=,) ’

% —~ @ T Az—~0 Ap T z—xm, x—x,

%~ 1, T A0 Ap T xox, z—z,

deriv”f(w)___ lim” Ay __ lim” " f (@) A

Evidentemente :

I. Sussiste sempre la relazione :

deriv’ deriv”
terlV’ pw) < 911" £(a).

II. Se B ¢ un qualunque insteme contenuto in A, avente il punto
P, come punto limite, si ha

derlv” ) s A} < 41V £ (o) su B) <

T,

< 4eniv” 20 [su By 4V () s 4.
z —~x, T —>x,
Sia ora o un numero positivo e supponiamo che esista 1" insie-
me B comune ad A4 e allintervallo (x,, «, 4 o) [all’intervallo
(®, — o, @,)] ed inoltre che x, sia un punto limite dell’ insieme B.
Orbene: Le derivate, su B, della fanzione f(x) nel punto w, diconsi
le derivate, su A, della funzione f(x) nel punto z,, @ destra (a si-
nistra). Se, come il pitt spesso si supporrd, P insieme 4 di defini-
zione della funzione & un dato intervallo («, b) dell’asse delle  (un
continuo di &), in ogni punto ¢ interno all’ intervallo si sogliono
cousiderare, in" modo speciale, le derivate, su (a, b), della fnnzione
in ¢ a destra e a sinistra. Si osservi che la derivata, su (a, &), nel
punto @ (nel punto b) & anche derivata in a,' a destra (in b, a sini-
stra). Nel caso attuale, parlando di derivate, senzv’altrb, si deve sem-
pre intendere di parlare di derivate su (a, b). Sussiste il seguente
immediato teorema:

I11. Se la funzione f(x) ¢ definita nell’ intervallo (a, b}, la mas-
sima (la minima) derivate della funzione in un punto ¢ di questo in-
tervallo, & la pin grande (la pin piccola) fra la massima (la minima)
. derivata a destra ¢ la massima (la minima) derivata a sinistra.

Audiamo a dimostrare il teorema:
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IV. 8¢ la funzione f(x), definita in A, possiede nel punto x, (di
A .DA) derivate, su A, entrambe finite, essa & continua, su A, nel
punto x,. )

Siano, invero, ¥ e 3” i valori delle derivate, su 4, di f(z), net
punto z,; comunque si'assegni un numero positivo g, & allora pos-
sibile trovarne, in corrispondenza, un altro o tale che, per ogni in-
cremento Az di x,, su 4, di modulo inferiore a o, si abbia:

' by _ o
8 —ng—w—éa"'l-e’

e quindi, se ¥ designa il pid grande fra i due numeri |¥ —¢| o
¥ +ef, \

' |8y |<%|Aw],
cid che dimostra guanto si voleva,

Una funzione f(x) dicesi lépschitziana, sw A, in un punto =,
di A4, se esistono due numeri positivi ¢ e & tali che, designando
sempre x 1 ascissa di un punto di A4, dalla relazione |z —z, | <o,
gsegue 1’ altra

| fl@) —flo) | <k |o —a,|
Una funzione lipschitziana in un punto », & ivi continna, ma

non viceversa. Esempio: la funzione Jx & continua nel punto zero,
ma non vi & lipschitziana, Evidentemente:

V. Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione sia
lipschitziana in un punto x, (di A .DA) é che ivi possieda derivate
entrambe finite.

In questo paré.grafo supporremo, da ora in poi, per semplificare
-1’ esposizione, che 1’ insieme A4, sul quale si considera la funzione,
sia perfetto, e, se si vuole, ¢i si pud anche limitare a fissare I’ atten-
zione sul caso ancora pilt particolare in cui I’insieme A4 sia addi-
rittura un intervallo dell’ asse delle .

Sull’ ingieme (perfetto) .4 sia definita una funzione f (x), lipschi-
tziana in ogni punto di 4, si dird allora, pidt semplicemente, che
la funzione é lipschitziana nell insieme A. In tal caso, entrambe le
derivate hanno valori finite in ogni punto di 4, e pertanto, median-
te la derivazione, la funzione f(x) da origine a due funzioni definite
in tutto A4 : alla funzione derivate massima che, in ogni punto di
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A, ha per valore ivi quello della derivata massima, e alla funzione
derivata minima che, in ogni punto di A, ha invece per valore ivi
quello della derivata minima. Denoteremo, rispettivameute, con 3" (z)
e con ¥ (x) queste due funzioni derivate.

Una funzione lipschitziana in un insieme (perfebto) A dicesi ivi
uniformemente lipschitziana, se & possibile determinare un
numero positivo K tale che presi ovunque due punti 4’ e z” di A,
si abbia sempre o

| f@)—f@")| < K|o — 2"

Sussiste il seguente teorema di dimostrazione immediata :

VI. Una funzione f(x), uniformemente lipschitziana in un tnsieme
(perfetto) A, possiede ivi funzioni derivate (finite in ogni punto e) li-
mitate in A.

Sussiste la proposizione reciproca, che qui perd non possiamo
dimostrare. '

Fsempii. 10) Sia

= 1 ©, per x =0,
f(@) y Dper =0,
si trova:
deriv’ f denv
2°) Sia
= 1 :x?, per x+ 0,
f(a: per £ —20, ‘
si trova:
dze_x"iz S@) = derw o S @) [a sinistra) = deﬁ%” S (@) [a sinistra]| — — oo,
d:f_i‘; fl@ ) derlv o /(@) [a destra] = dernv f(@)|a destra]—=--co.
) Sia
1
f@) —x sen = ! per ¢ F0,
=0 , per =0,
8i trova:
d;_l;ig Sz derlv S (@) [@ sinistra) — derlv f ) [@ destra]l]— — 1,
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7 s n s : ’
d:‘:‘; J(@) = d:ri‘(') S (@) [a sinistra] —= d:f‘(') S (@) [a destra] =+-1.

La funzione & lipschitziana nel punto zero. Si potrebbe vedere
ch’essa, pur essendo lipschitziana in ogni punto dell’ asse delle @,
non & mai uniformemente lipschitziana in un qualunque intorno del-

lo zero.
4°) Sia
— 2 1
f@) ey sen.f;, per =0,
[ =0 , per x=—=0,
si trova:

deriv’f(w) — deriv” F(@)=o.

z—>0 z—0

Si potrebbe vedere che la funzione & uniformemente lipschit-
ziana in ogni intervallo finito dell’ asse delle .

39. Considerazioni geometriche.—Data la funzione y—f (),
definita nell’ insieme perfetto A4, facciamone il diagramma cartesiano
C, nel piano (z, y). Supporremo che, nel punto z, di 4, la funzio-
ne f(x) sia lipschitziana e denoteremo con 3 e 3, i valori delle
sue due derivate in quel punto. Diciamo P, il punto di C, di ascis-
sa @, e di ordinata y, = f(x,), e per PO conduciamo, nel piano, le
due rette t' e ¢’/ aventi, rispettivamente, i coefficienti angolari 3,
. e 3,”. Considerate due rette " e +”, condotte per P,, distinte fra di
loro e dalla verticale per P, intenderemo qui per loro angolo e lo
denoteremo con la notazione ' +”, quello dei due angoli completi de-
terminati dalle due rette al quale non & interna la verticale per P,.

Cid posto, supponiamo che sia 3 <3,”. Le due rette t’ e ¢” sa-
ranno allora distinte fra di loro e dalla verticale per P,. Conside-
riamo il punto P (z, y) variabile su C, nel mentre che I’ ascissa o
di esso tende a x,; 1’ordinata y—f(x) di P tende allora all’ ordi-
nata y,—f(x,) di P,, e potremo quindi dire che il punto P di C
tende al punto P, Viceversa, facendo tendere il punto P di C a
P,, la sua ascissa x tende a x, La retta s congiungente il punto
P, con un qualsiasi punto P di C, dicesi una segante di C condotta
per P,. Nel mentre che P tende a P, la segante s per P, ruoterd
attorno a P,. Orbene, in tale rotazione avvengono i seguenti’ due
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fatti: @) Comunque si considerino due rette fisse »’ e »” per P, di-
stinte fra di loro e dalla verticale per P,, il cui angolo contenga
nel sno interno entrambe le rette ¢ e ¢, al tendere di P verso P,
la segante ruotante s riuscira definitivamente contenuta nell’ angolo
r'+”; b) comunque si consideri una retta fissa r per P,, interna al-
I’ angolo ¢’ t”, al tendere di P verso P, la segante ruotante s non
¢ mai definitivamente contenuta nd& nell’ angolo ¢, né nell’ an-
golo »t”.

Supponiamo invece che sia 3, =—=3,. Le due rette ¢’ e ¢’ ven-
gono allora a coincidere in un’ unica retta ¢, distinta dalla verticale
per P, Delle due proprietd @) e b) riesce, in tal caso, significativa
soltanto la prima, la quale enunciasi al modo seguente :

Comunque si considerino due rette fisse +* e +” per P, distinte
fra di loro e dalla verticale per P, il cui angolo contenga nel suo
interno la retta #, ul tendere di P verso P, la segante ruotante s
riuscird definitivamente contenuta nell’ angolo 2’ +".

Cow’ & naturale, la proprietd ora enunciata della retta f, si suo-
le ricordare dicendo, semplicemente, cosi: La retta t per P, & il li-
mite della segante s del diagramma C, condotta per P, ¢ per un
punto P variabile su C, nel mentre che P tende a P,. Quando esiste
tale limite, si dice, in linguaggio geometrico, che il diagramma C
possiede la tangente in P, ¢ retta tangente al diagramma in P,
chiamasi Pindicata retta limite. Queste definizioni poste, possiamo
dire al modo seguente:

Se la funzione y —f (), definita nell’ insieme (perfetto) A del-
I’ asse delle x, possicde in un punto x, di A, derivate finite e coinci-
denti di valore 3, il diagramma cartesiano C, relativo alla funzione,
possicde nel punto [z, , f(x,)], la retta tangente. Il valore 3, delle de-
rivate in x, & il coefficiente angolare di questa retia, la qudle dunque
avrad la seguente equazione :

Y —y, =3, (X— a,)

Se si suppone che le due derivate in x,, pur coincidendo, non
sono finite, subito si vede, con considerazioni perfettamente analo-
ghe alle precedenti, che: Nel punto P, [x,, f(x,)], il nome di tangente
al diagramma delle funzione, come retta limite della segante ruotante
per Py, deve essere altribuito alla verticale condotta per P,

B assai istruttiva la circostanziata constatazione, che proponia-

M. PICONE — Leziont di Adnalisi infinitesimale — 8.
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mo allo studioso, dei fatti geometrici, considerati nel presente arti-
colo, per i due esempii 3¢ e 4° dell’articolo precedente.

40*. Derivate della somma e della differenza. — Nell’in-
sieme (perfetto) A4 dell’asse delle  siano simultaneamente definite n
funzioni reali della variabile reale z : :

.=/ @), 4 =1, @), ., =0 @);
ponendo
n

si definisce in A la funzione somma delle funzioni y,, ¥,,.., ¥,. Per
molte questioni di Analisi ha interesse lo stabilire le relazioni che
intercedono fra le derivate della funzione somma y e le derivate
delle funzioni addende ¥, ¥,,.., ¥» - Tali relazioni, nel caso pilt im-
portante, sono fornite dal seguente teorema:

1. Se le funzioni y; = f; () (i =1, 2,..., n) sono, nel punto x, di
A, lipschitziane, é ivi pure lipschitziana la funzione y—Ff (x) lovo
somma ¢ fra le derivate di y e delle y; , nel punto w,, sussistono le
2n -} 2 relaziont :

(1) Sderiv'y; < deriv’ 'y, < deriv”’ Jy; << 3 deriv’y; ,
‘ deriv' X y; < deriv’'y; -} Xderiv’y, ,
k
deriv”y, + X deriv'y; << deriv”’ Iy, ,
k

(2) '
\ k=1, 2,..., n).

Per ogni incremento Ax di x, su A4, si ha infatti:

Ay Ay, | Ay, Ayn
B —dw T s T T ag
ed il teorema enunciato & pertanto un immediato corollario del teor.
I del n° 9% Le 2n -{- 2 relazioni (1) e (2), nel caso di due funzioni
¥, ey, lipschitziane, sono in numero di sei, e queste possonsi scri-
vere al modo seguente :

=derivy,-deriv’’y,

L7 (7 . 1
=deriv'y, 4 deriv'y, =deriv’y=deriv’’y 4-deriv”y,.

deriv'y,-deriv'y,<deriv’y

Dalle (1) segue immediatamente che: Se ciascuna delle funzioni
Yi € derivabile (v. no 41) nel punto »,, é ivi pure derivabile la funzio-
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ne y loro somma, e questa ha per derivate la somma delle derivate
di quelle. Dalle (2) segue imniediatamente che: Se le funzioni y; sono,
nel punto x, di A, lipschitziane,'e le funzioni Yy yeey Y1y Yt yeeey Yn
vi sono derivabili, 8t ha :

deriv’ Iy, —deriv’ y; + %deriv Yi ,
deriv” Jy; —deriv” y;, -+ %‘ derivy; . '
In ogni caso, per una qualunque funzione y =—f(#), si ha
deriv’ (—y) = — deriv’ y,
e pertanto, dal teor. I segue:

II. Se le funziont y, ey, sono, nel punto x, di A, lipschitziane,
é ivi pure tale la funzione y —y, —y, lovo differenza, ¢ fra le deri-
vate di y e delle y, e y,, nel punto x,, sussistono le sei relazioni :

<deriv'y, —deriv’y,

s_ ! [ ey’
—deri <deri . :
deriv'y,—deriv”y,<<deriv y<derxv”yi—de'nv”y2

=deriv”y=<deriv"y, —deri v’yz’.

In particolare: Se¢ ciascuna delle funzioni y, ¢ y, é derivabile, é
pure derivabile la loro differenza, ed ha per derivata la differenza
delle derivate delle funzioni y, e y,. Se le funzioni yiie y, sono lip-
schitziane ¢ la y, é derivabile, si ha

deriv’ (y, — y,) = deriv'y, — derivy,,
deriv” (y, — y,) = deriv”y, — deriv y,.

41. Punzioni a derivata unica. Funzioni derivabili — Si
dice che una funzione y —f (v), definita in un insieme (perfetto) A,
possiede, su A, derivata unica in un punio », di A, se ivi coincidono
le sue due derivate, su 4. Diremo allora derivata, su A, della fun-
zione f(x), nel punto x,, il limite ben determinato :

lim J@ —f(®) __ 1lim by
e~ g—g,  Az-0 Ag’

che denoteremo con la notazione.

deriv
e T @)

Si suol dire allora anche, piti semplicemente, che la funzione
S(x) ha la derivata nel punto x,. Se la funzione f(x) ha in x, deri-

vata unica e questa derivata & inoltre finita, si dice che la funzione
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& derivabile in x;,. Una funzione f(x) avente derivata unica oppure
derivabile in ciascun punto di A4 dicesi a derivata unica oppure de-
rivabile nell’insieme A. La interpretazione geometrica della deriva-
zione, fatta nell’ articolo 39, c¢i consente di dire che:

Se la funzione y — f(x), definita nell’ insieme (perfetto) A, ha deri-
vata unica nel punto x, di A, il diagramma della funzione possicde la
tangente nel punto P, [z, f(x,))]. Se la funzione é derivabile nel punto x,,
ed allora soltanto, la tangente ol diagramma nel punto P, non & verti-
cale, ed il valore della derivata & il coefficiente angolave di tale tangente.

Se una funzione & derivabile nell’ insieme (perfetto) A, essa &
ivi lipschi\tziuua. La derivata della fanzione & allora una nuova fun-
zione definita in tutto 4. Essa suole essere désiguam anche con
una qualsiasi delle notazioni seguenti:

Df(z), f' (@)

42. Derivate delle funzioni elementari.—Al n° 31 abbiamo
gia constatato la continuitd delle funzioni elementari
%, a®, log, |#|, senw, cosx, tangy, cotx, arcsenw, arccosﬁv, arctangar,
ora ne dimostreremo la derivabilitd calcolando la derivata di cia-
scuna di esse. A ‘tale calcolo si riesce immediatammente applicando
aleuni lemmi della teoria dei limiti che andiamo a premettere.

Lemmi della teoria deti limiti. Si sa dall’ algebra (Alge-
bra, no 167) che la successione
1\t 1\2 1\»
(1+_1')7 (1+E) 700 (1+7{) ey
& sempre crescente e converge verso il numero ¢ di Neper:
e —2,718281828...,

lim 1y
n —»+oo(1+z> =6

si ha cioe

Ne segue

1 1 n-+1
lim (4 1 Y lim ( +"+1) e
n—-} oo ntl) 7 mn-doo 14 1 -
(1) , -1

nii}in-oo(l_l_%)n-l-l: nji_fm((l_}_ %)L (1+%)>

S
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Nell’ intervallo (1, -} oo) si definiscano le due funzioni f,(E) e
J4(E) della variabile g, ponendo :

ro=(ttgg) . ao=(+g

ove [E] rappresenta il massimo numero intiero contenuto in & In
virti delle (1) subito si vede che:

(@) N ACE RN ACET
Nell’ intervallo (0, 4~ co), aperto a sinistra, si definisca ora la

funzione f(E), ponendo
1\§
=1+ —=].
o=(1++)

Al tendere di & verso 4 co, le tre fanzioni f, (€), f, (), f(€) dan-
no luogo a tre variabili, ordinate, in corrispondenza, fra le quali sus-

)[E]-l—l

siste, definitivamente, Ia relazione

LO<SEO<Sf©);
ne segue, in forza delle (2) (7, VI)
lim 1y
@ ) =
Ma si ha pure
lim 1\¢
“ fg) =

ed invero, posto || — 1 =¥, risulta

(43~ e 3)

Le (3) e (4) equivalgono all’ unica seguente Sondamentale rela-
zione di limite :

®) E‘fgo(w %)E —

Se si ricorda la continuitd della funzione logaritmica ed il teo-

lim (1 =

rema I del ne 35, si trae dalla (5) il seguente primo lemma :

I. Qualunque sia il numero positivo a, si ha :

(6) lim loga (1-47)

70 4 —log, e.
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Se ne deduce facilmente (cfr. n® 28 del Cap. I) che:

II. Qualunque sia il numero positivo a ed il numero reale a, si ha:

. C ' . a
lim ¢ —1 lim 149 —1
C__O—c———__log,a, T T =
Posto, invero, nella (6),
] n:ac -1,
- m e U sono ingieme infinitesimi, e si trova
loga(14-7) €T
n at—1
Posto, nella (6), .
‘ n={(14 )% —1,
7 ¢ T sono insieme infinitesimi, e si trova:
(149 —1 _ loga(L+7) 14
—=a .
T T loga (1 +74)
Andiamo ora a dimostrare il terzo lemma.
I1L. Si ha:
lim senz lim tangz lim arcsenz lim arctanga
—_— 2V — = —_— =1,
-0 g T x>0 g z—0 ® -0 x
Basta evidentemente dimostrare che :
lim senz _
xz—0 x .
T T
A cid si giunge osservando che, se — 5 <w,<—é— esex+0,
x 1
1< < ,

senx cCoS &

mentre, per la continuitd di coswz,
lim 1
>0 cosw
Se ne deduce il seguente lemma, di immediata dimostrazione :

IV. 8¢ le funzioni f(x) e © (x) sono entrambe infinitesime nel pun-
to a e se, in un intorno di a, ¢ f(x)¢(x)z 0 quando & == a, suppo-
sto che esista il limite

lim M

)
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8t ha
lim senj(®) i tangf(®) __ fim arcsenf(x)
x—-a (P(m) — xfa’ (P(x) T xz—>a (P(w) -
__ lim arctang f(x) _ 1im S @)
T x—a (P(w) " x—a (P(m) :

Possiamo ora rapidamente precedere al

Calcolo delle derivate delle funzioni elementari. V.
Qualunque sia la costante reale w e per tutli i valori di x per i quali

1

hanno significato x* e x*—~, si ha sempre

) Da* = az®— L.
Supponiamo dapprima x 0. Posto Az=—=wt, Az e t sono infi-
- nitesimi insieme, e 8i ha
A% -1 D1
Az T !

onde, in virtu di II, si trova

Per =0, la formola (7) & subito verificata, se, com’d suppo-
sto nel teorema, & allora «>>1. Si potino, in modo speciale, i se-
guenti casi particolari della (7)

1
o)z

: 1 1

, D]/;:

Per a—=0, 1a (7) da sempre il valore zero per la derivata, ma
¢ evideute a priori il seguente teorema:

VI. La derivata, sopra un insieme perfetto, di una funzione che
vt ha valore costante ha sempre il valore zervo.

VIL. 8¢ ¢ é un qualunque numero positivo si ha sempre
(8) Da* — o log, a.

Cid segue immediatamente da II, poiche
Aa® o 087 —1
—a -.
Aa Ax
Si noti, in particolare, che
9) De® —¢* .,
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VIIL. Se a ¢ un qualunque numero positivo, si ha sempre per

x =0, _ :

log, e

(10) D log, || = —282°¢,
Posto, invero, Az — v, risulta

Alogy |2| 1 logy |1 7]
Aw Tz 7 ’

mentre & (per I)

lim 108 [1-F7]_ lim loge (14-7n) lo
—_— = ———— = log, e
n—~0 / =0 1
Se p & un qualunque numero positivo, con la notazione log p,
intenderemo sempre di indicare il logaritmo neperiano di p, ciod il
logaritmo di p in base e; come caso particolure della (10) troviamo
dunque che:
1
(11) Dlog|#|=—.
. x
IX. Per qualunque valove di = si ha:
D senx —cosx, D coszx —— senz,

per @k (2n 1),
Dtangx — oz’
per x ==nn
1
D cote —= — 5.
sen®x

Dimostriamo, per esempio, che D senz — cosz. Si ha

sen —
Asenz _ sen (v |- Az) — senw pl

Ax
Az A =2 Az cos(w—}-?),
e pertanto, in virth del lemma IV e della continuity di cosx,
D senz — cosz.

‘X. Per ogni valore di » si ha

12) Darctange — se  — % < arctange < ; ,

1
14 a?
per |x|<1, siha
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1
V1 —2a?
—1
Y1 —2a?

(13) D arcsenz —

T 3
se — 5 < areseny < 5

(14) Darccose — se 0 < arccosx < =

Si ha, invero,

Aarctangw __ arctang (« - Az) — arctangz __
Az - Az T

i. rctan .__A_w_._.
Az O T e Ay

onde segue, in virtd del lemma IV,

lim Aarctangz  im 1 1
Az—~0 " Ap  Me—»0 1422 fadr  14a®

Se arcsenz e arcsen (x -|- Ax) sono interni all’ intervallo (—m/2,
7/2 ¢ se | Az | & abbastanza piceolo, si ha:

arcsen (¢ 4 Az) — arcsena — aresen ((m—l—Aa:) J1—a? —le—(w+Aw)2):
2
— aresen 204 + (A7) ,

(@ Ax))1 —a? @ |1 — (& -+ Ax)?

onde segue, in virtd del lemma IV,

lim Aarcsenz 1
b0 Ra i’

tanto se «# =0, quanto se £—0. Ecec.

43. Regole di derivazione. — Daremo fin da ora alcune re-
gole che consentono di dedurre dalle derivate delle funzioni elemen-
tari, ottenute nell’ articolo precedente, le derivate di funzioni piit
complicate, composte per mezzo di quelle fanzioni. Stabiliremo qui,
come si fa d’ ordinario, separatamente ciascuna di quelle regole; ma
esse sono tutte caso particolare di un’unica regola generale : la 7e-
gola della derivazione delle funzioni di wuna variabile, composte per
mezzo di altre funzioni, regola che sard data nel paragrafo seguente.

I. Derivazione di una combinazione lineare a coeffi-
cienti costanti. Le funzioni f,(x), f,(®)ye.y fu(®) siano definite nel-

\
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Uinsieme (perfetto) A e ciascuna di esse sia derivabile, su A, nel pun-
to 2. 8¢ e,y cyyeny €y designano delle costanti reali qualsiansi, la com-
binazione lineare

J@)= e, J (@) + 123 fz(x)‘l‘ + e o (),

¢ ancl’essa derivabile, su A, nel punto .éco, e riesce

(1) Df = ¢,Df, 4 ¢,Df, + ...} en Dfn.

Ed invero, dato a #, I’ incremento Ax, su 4, &

Af A, Af, A
R T

onde (35, II) segue la (1).

In particolare, si ha dungue, designando ¢ una costante,

D(c+/@)=Df@), D(ef@)=0c.Df()

II. Derivazione di un prodotto. Nelle ipotesi del teorema
precedenle, posto

f@) = f,(@) f,(@)... fu(@),

é anche derivabile, su A, nel punto x,, il prodotéo f(x) e riesce:
' . u
2) Df:%:fl w Sicr Sfigie o DS

‘ Denoteremo con F; (z) il prodotfo di » —1 fra le funzioni
fi(@), (@), fu(®), dalle quali sia esclusa la f; (x), con Fy () il pro-
dotto di n — 2 fra le stesse funzioni, dalle quali siano escluse la
Ji (@) e la fi (x), con Fyy () il prodotto di » — 3 fra le stesse fun-
zioni, dalle quali siano escluse la f; (), la fi (x) e la f; (x) ecc.... Si
ha allora

A =702 + A1) (fo o) 4 A1) e (S () + BS) —

1L,n
@) T (@) —2 Fé () Afi + 2 Fa ()AL Afi +
ILn ] .
+EﬂdFikl(wo) Afi AfiAS F ...,
) Quindi

1,n

1,0 A 1 A I,n
L R A ONE Y NIV LS M NIV PV L L
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e pertanto, poichd Ali_'f‘ o Ai=0,

lim Af __§
b0 B 2 T (@) DFi (@)

cio che dimostra la (2). In particolare dunque se f, f, e f, sono de-
rivabili e se # & un qualunque numero intiero e positivo, si ha

DS, S)=/F.- DS, 4/, . DSy,
Dff—=wnf*1Df.

III, Derivazione della funzione reciproca di uwna da-
ta. Se nel punto x, la funzione f(x) é derivabile ed é diversa da
zero, € ivi anche dervivabile la reciproca della funzione ¢ riesce :

1 Df
(3) D 7= 77

Essendo f(x) derivabile in x,, essa vi & continua (anzi lipschit-

ziana), e poichd f(x,) &= 0, esistera un intorno I. A4 di x, su 4, nel

quale & sempre f(x) == 0; esiste invero un intervallo I aperto (x,—o,
x,~}-0) tale che in I.A4 & sempre

@)= F@)< 5 |7,

e quindi

@)= 17wl

In I.A sard dunque definita In reciproca 1: f(x) della funzione,
Noi gia sappiamo (teor. II del n° 34) che tale reciproca & pur essa

continua in @, ma noi ne dimoStreremo ora la derivabilitd. Si ha:

ALl 1 1 —Af |
S T@) A @) fe)(f@ - Ar) ]
e quindi
1 Af

Az ) (f@)+Ar)
onde segue la derivabilitd di 1:f e Ia (3).

Se ne deduce, se » & un numero intiero e positivo,

1 — D fn — n——lD '
Dfr=p =l = TR — iy
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IV. Derivazione del quoto. Se nel punto x,, g(x) e f(x) sono
derivabili, su A, e f (x,) é diverso da zero, é ivi anche derivabile il
quoto di g(x) per f(x), e riesce

9 __ SfDg—ygDFf
" Poiche g:f=¢ X (1:f), il teorema & conseguenza immediata
di II1 e di II.

V. Derivazione di una funzione di una variabile
composta mediante due altre. Nell’ insieme (perfetto) A del-
U asse delle x sia definita la funcione y—y(x), tale che al variare di
x in A, la variabile y non esca dall insieme (perfetto) B dell’ asse
delle y ove & definita la funzione w—1u(y). Se y(x) é derivabile in x,
¢ se u(y) € derivabile in y,—=y(®,), allora la funzione della x

u = fz) =u(y@),
composta per mezzo della y(x) e della u(y), é derivabile in x,, e riesce:
@) =w'(y,) . ¥ (,).
Definiamo in ‘B la funzione w(y) della y, ponendo
y 8¢ Yy—1Y,,
u(y —u) _
? =T y—y, w(y,), se y=Fy,,
questa funzione o(y) & evidentemente continua in y,. Sussiste I’ iden-
tita
uly) — u(y,) = [v@,) + 0@l —3,);
ed invero, essa & subito verificata per y—y, e per y 5=y, essa se-
gue dalla definizione stessa di w(y). Cid posto, dato un incremento
Az, su A, a «, e detto Ay il corrispondente incremento di y,, si ha:

Af . u(yo + AZ/) - “(?lo) _ ’ Ay ,
s = Am =[w'(y,) + o, + Ay)] A’
e quindi, per la continuita di w(y),

i A ’ ’
A;lTO A_.; —u (yo) -y (wo)’

come volevasi dimostrare. Se, dunque, y(x) & derivabile in 4 e u(y)
in B, la f(#)=u(y(x)) & derivabile in 4, e riesce
@) S (@) = (y(@))y'(2)
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Esempii. 10) In virth del teorema ora dato si pud ottenere la
derivata di 2% da quelle di ¢® e di logx. Supposto ad esempio >0,
si ha invero

2% — ealoga:,

e quindi
«
D — ¢*108% - = az®1,

20) Se f(x) & una funzione sempre positiva e derivabile e a &
una quantitd reale qualunque, si ha (in virtat di V)

(6) , D (f@) < a(f@)*~! D f @)
Si noti, in particolare, che
— Df P —2
D _ Dj1 — =,
Vf 27 ’ V , z Vl —

Per a intiero e positivo la formola (6) & gid stata data in 1I e
per a« intiero e negativo in IIL,

30) Cost pure, applicando il teor, V, la derivata di arcsenz si
puo dedurre da quella di arvetangzr, e viceversa. Si ha invero

arcseny — arctang

1=’
e quindi
1 x 1
1+ ca DV1~wé:V1—w2'
1 —a?

Darcseny —

V1. Funzioni inverse. Loro derivazione. Nell’insieme A4
(perfetto o no) di punti dell’ asse delle @, sia definita la funzione
reale y — f(#) della variabile reale x. Al variare di # in 4, la va-
riabile y descrive un insieme di punti dell’ asse delle y, che deno-
teremo con IB. Preso ora a piacere un punto y di B, diciamo X
Pinsieme di punti, certamente esistente e contenuto in A, in ogni
punto del quale la funzione f(x), prende 1’ indicato valore y. 1.in-
sieme X riesce una ben determinata funzione di y, definita in B,
e scriveremo percio

X = o)

Tale funzione chiamasi la funzione inversa dell’ assegnata funzio-
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ne f (). Dell’insieme X si pud dare anche la seguente costruzione
geometrica. Sia C il diagramma relativo alla funzione y — f(x), ¢ B
D insieme di punti dell’ asse delle y, luogo delle proiezioni ortogenali
sul detto asse dei punti di C': per ogni punto y di B; I’ insieme X
non & che linsieme luogo delle proiezioni ortogonali, sull’asse delle
z, dei punti della sezione di C fatta con I’ orizzontale di ordinata y.

Cosl, per esempio, se, nell’ intervallo (— 1, 1), si definisce f(x)

ponendo

S@)=+1—a?,
I insieme B & U intervallo (0, 1) dell’asse delle y, e per ogni valore
di ¥ in (0, 1), I’ insieme X & costituito dalla coppia di punti
—V1—9% 6 +11—9°
dell’intervallo (— 1, 1). '

Puo darsi che la funzione f(x) non prenda mai uno stesso va-
lore in due diversi punti di 4 ; in tal caso, 1’insieme X si riduce
ad un punto X di 4. Designandone con x 1’ascissa, potremo al-
lora dire che tale ascissa « & funzione di y, definita in B, scriven-
do,. anziché X =—=¢(y), '

r=9@),
e potremo dire che la funzione inversa della fu@zione reale y—f ()
¢ la funzione reale * — ¢(y). Porremo la seguente definizione:

Ogni fanzione reale di variabile reale, dicesi propriamente
tnvertibile in un dato insieme 4, se ammette per funzione inversa
una funzione reale.

Evidentemente : Condizione necessaria e sufficiente affinche una
funzione reale sia propriamente invertibile in un dato insieme A,
¢ che ivi non prenda mai lo stesso valore in due punti diversi.

Ad esempio: La funzione f(w):Vl—w“’ & propriamente inver-
tibile nell’intervallo (0,1), le funzioni senz e tangz lo sono nell’in-
tervallo (— n/2, x/2), la funzione cosx nell’ intervallo (0, %), la fun-
zione e® nell’ intervallo (— éo, J-o0).

Evidentemente: Condizione sufficiente affinch® una funzione sia
propriamente invertibile in un insieme 4, & che essa sia ivi cre-
scente o decrescente (efr. no 27) e si ha che:

a) Secondoché una date funzionc é crescente o decrescente, la sua
inversa € crescente o decrescente. .
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Per le funzioni continue in un intervallo sussiste la proposi-
zione seguente: ‘ '

b) Affinché una funzione fi{m), continua nell’ intervallo (o', a”), sia
in esso propriamente invertibile & condizione necessaria ¢ sufficiente che
essa sia o crescente o decrescente,

Occorre solo dimostrare la necessita della condizione. Se f(#) &
propriamente invertibile in (a’, a”) sard f(a') &= f(«¢”). Supponiamo
che sin f(u) < f(a”), dico che allora la funzione f(x) & crescente
in (¢/y, «”). Ed invero sard intanto, per ogni punto z di («/, a”},

Sfla'y < f ) < fla")

Poiche se fosse f{x) < f(a) [non pud essere f(&) — f(a')] esi-
sterebbe un punto dell’intervallo (z, «”) in cui (32, IT) la funzione f()
riprenderebbe il valore f(a'), e se fosse f(z) > f(a") esisterebbe un
punfo do]l’intérvullo (@, ) in cui la funzione riprenderebbe il va-
lore f(a”). Se ora z, & un qualsiasi punto di (¢, a”), poiche f (a') <<
f(wo)<f (@), applicando ai due intervalli (¢, ) e (x,, a”) il ragio-
namento fatto per Vintervallo (¢, «”), si trova che <

flo) <[l <[fm,), se » & in (d, x),
S ) <Sf@)<fa"), se x & in (z, a”),

¢id che prova quanto si voleva, Si ha pure che:

¢) La funzione inversa di una funzione continua e propriamente
invertibile nell intervallo (o’ a”), é pur essa continua. ]

Ed invero, se, ad esempio, la funzioue continua f(z) & crescen-
te nell’ intervallo (&, a”), posto b’ =f(a), b" == f(a”), la funzione
xz—=q(y), inversa della f(x), riesce definita nell’ intervallo (%, b"), &
ivi crescente e prende tutti i valori compresi fra il suo minimo o
ed il suo massimo a”. Ma da tale circostanza segue (31, VIII) la
continuita di ¢(y).

Per la derivazione delle fanzioni inverse si fa uso del seguente
teorema :

d) La funzione inversa » =—q(y) di una funzione y —f(x) che,
nell intervallo (o', a’') sia continua, propriamente invertibile, devivabi-
le ¢ di derivala non nulla, é pur essa derivabile e di derivate non nul-
la, mentre sussiste la relazione

() ¢ ) f @) =

Si ha invero:
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Py Ay) —oly) Az _ 1
Ay T St Ar) —f@) f@ Az) —f(x)’
Az
e poiche [teor. ¢)] se Ay & infinitesimo & pure infinitesimo Az,
lim 2@0+A0)—¢® _ lim 1 1
by —~0 Ay T o0 flo 4 Ao) — fl@) T flw)
Az

e cio dimostra la derivabilitd di ¢(y) e la (7).

Esempii. 1°) Se b > a >0, la funzione y —2a% (a« numero
reale qualsiasi) & crescente mnell’ intervallo (a, b), la sua inversa
di nuovo una potenza: & — y'/% Si ha:

1 1 1

1o __ — —_—
Dy fe= Dx®  ap®—t — ¥

o —1

2°) La funzione y=—¢* & crescente nell’ intervallo (— co, - co),
e la sua inversa e la funzione logaritmica: z — logy. Si ha:

) 1 1 1
Dlogy = DE— @ g
3°) La funzione y— tangx & crescente nell’ intervallo (— /2,
7/2) e la sua inversa & x—arctangy. Si ha: . ,
D arctangy — 1 = 1 1
8y = Dtangz ~ 1-tang? ~ 1-4y*
44. Derivate successive. — Nell’insieme perfetto 4 sia defi-

nita la funzione reale y —f(x) della variabile reale x, e supponia-
mo, per semplificare, che i punti di 4 nei quali la funzione & deri-
vabile formino, alla loro volta, un insieme perfetto 4,. La funzione
da allora origine ad un’altra funzione, definita nell’insieme perfetto
A, : alla sua derivata, che abbiamo indicato con una delle notazioni
Df(x) o f'(x). Sottoponiamo, alla sua volta, la funzione f'(x) alla
derivazione su A, , e supponiamo che esistano in A4, dei punti di
derivabilita per f'(®), il cni insieme indicheremo con A4,. Riesce
allora definita in 4, la derivata della derivata di f(x) che & ben
naturale chiamare la derivata seconda della f(x) e che indiche-
remo con una qualsiasi delle notazioni:

D*f (@) o f"().
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Se Pinsieme A, © (in particolare) perfetto, si pofra sottoporre
a sua volta la funzione f”(») alla derivazione su A4, e se esistono
in 4, dei punti di derivabilitd per f” («), il cui insieme indicheremo
con A, , in tale insieme riesce definita la derivata della derivata
seconda di f(x), che & ben naturale chiamare la derivata terza
della f(x) e che denoteremo con una qualsiasi delle notazioni:

D f(@) o f” (=)

Supponiamo che il procedimento ora descritto di successiva de-
rivazione possa essere applicato n volte. Si perverra cosl a costrui-
re n insiemi A4, 4,..., 4,,

A>A4>A2>--->An—l> -A-717
e n funzioni :
S’ (@), f_”(w)r"’ Jo=D(w), f™ (),
definite, rispettivamente, in quegli insiemi. Gli insiemi 4,, 4, ,...,
A,—; sono supposti perfetti e le funzioni f/, f”,..., £ @1 sono de-
rivabili, rispettivamente, in ciascun punto degli insiemi A4,, A4, ,..,
A, o sugli insiemi 4,, Ay, Ay_y. _

In 4, (p=1, 2,.., n) riesce definita quella che si chiama la

derivata pm® della f(x) e che si indica con una delle notazioni
Drf@) o fO(a).
Evidentemente
D? f(z) — D' D/ f(x) , it+j=p

La derivata p™® della funzione f(2) dicesi anche derivata
d’ordine p. In ciascun punto di A4, si pud successivamente sotto-
porre la funzione p volte, almeno, alla derivazione.

Pud darsi, come per esempio avviene per le funzioni elementa-
ri, che il descritto procedimento di successiva derivazione non abbia
mai ad arrestarsi, esisteranno allora (19, VII) dei punti di A4 in
ciascuno dei quali si pud successivamente sottoporre la funzione alla
derivazione quante volte si vuole. Si dice allora che, in ciascuno di
quei punti e nell’ insieme da essi costituito, la funzione ammette de-
rivate d’ordine comunque elevato.

Per le funzioni elementari esistono intieri intervalli (che propo-
niamo di determinare caso per caso) nei quali esse ammettono deri-
vate &’ ordine comunque elevato. Si ha:

1L D" =a(a—1) .. (¢ — n- 1) ",

M. PICONE — Leziont di Analisi infinitesimale — 9,
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e quindi, se a & intiero e positivo
D1yt —=alx, D*x®=al, D=0, p=>1.

IIL D" a®* = a® (log, a)*, D" e®—=¢*.
—_— !

111. D* log| w| ={—1)""! (nx_ul)_

Iv. D" genw — sen (x +n —;c—) )

V. D" cosz — cos (w +n —;—)

45. Notazione differenziale. Differenziali. — Se y — f(x) ¢é
una funzione reale derivabile, come conseguenza dclla definizione
stessa di derivata, si ha

Ay :
Ay =S @+ Av),
ove o(x, Ax) & una certa funzione di # e di Awx, infinitesima con Aw.
Ne segue :
’ Ay =f" (&) Az -} 5. Ax.

I’ incremento Ay della funzione risulta dunque decomposto nei

due addendi
ff@Ax e o.Ax.

1l primo addendo e cid che si chiama il differenziale della fun-
zione, e per ‘esso si usa la notazione df e dy. Si pone cioé:
dy = daf = f"(») Az.
Se, in particolare, consideriamo la funzione f(x) = », ne dedu-
ciamo :
de=—=1.Ae=—Az ;
il differenziale della variabile indipendente coincide dunque col suo
incremento. Potremo, dopo ¢io, nella espressione del df sostituire dw
a Awx, porre cioe:
dy=qf =f'(»)d=» ,
e dire dunque: il differenziale di una funzione é il prodotto dellu sua
derivata prima per il differenziale della variabile indipendente.
11 differenziale dy d’una funzioue & suscettibile di una interpre-
tazione geometrica, Consideriamo il diagramma cartesiano y — f(x),
I’ equazione della tangente al diagramma in un punto di ascissa z, &

Y—y=r'@)(X —a)
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Poniamo X —u« -+ Ax — 2} dw, si ricava
Y- y=f{x)dz =dy,
onde possiamo dire che: il differenziale di una funzione vale P in-
cremento dell’ ordinata de]]a/’tangente, al diagramia della: funzione,
corrispondente allo stesso ipcremento della variabile.

5 importante notare che:

Se si suppone dx infinitesimo e f’ () diversa da zero nel punto x,
le quantité Ay e dy sono due infinitesimi il cui rapporto ha per limgle
I’ unita.

Dalla definizione stessa di differenziale si deduee, invero, nelle
ipotesi ora poste, ‘ |

Ay
dy
e poiché o ¢ infinitesimo con Ax, segue il nostro asserto.

Adunque, quando Ax & infinitesimo, Ay e dy sono due infinite-
simi suscettibili di essere sostituiti I’ uno all’ altro, e con tanto mag-
giore approssimazione quanto pilt piccolo & Ax. Nelle applicazioni ai

¢
=t e

problemi della pratica, tale sostituzione si fa continuamente e spesso
anche al di 1& dei limiti leciti.

I differenziali successivi a quello ora definito, che dicesi del
prim’ ordine, si definiscono I’ uno dopo I’altro come le derivate suc-
cessive. Si chiama differenziale del secondo ordine il differenziale del
differenziale del primo ordine, con la convenzione di tratiare il fat-
tore dz come costante. Tale differenziale si rappresenta con d?%, tal-
che si ha:

A2y = d(dy) = [f (@)dx] dze —= f"' () dx®.
Allo stesso modo si ha il differenziale terzo:
Ay =d (%) = [f" (@) de?) doe = f"" (@)da®,
e cosl di seguito. In generale, il differenziale d’ordine =, che riesce
definito comeé il differenziale del differenziale d’ordine n—1, ha per
espressione:
amy = f® (x)da™.

Le derivate f'(z), f"”@),.., f®(®),.., possono inversamente
esprimersi per mezzo dei differenziali e si ha, con c¢id, una nuova
notazione per rappresentare le derivate:

’ __(_1_?1_ "o _(1_2_.7_/_
T dw 7Y T A

dry
dz™

vy y(n) f—
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Y

Talvolta & comodo adottare una deformazione delle notazioni
ora date, scrivendo:
daR n
pp Y yene

y:'@'yay:w—yr“)y =

Per il calcolo con i differenziali & fondamentale la convenzione
seguente: Quando in una questione si presentano pitt funzioni della
medesima variabile #, e di ciascuna di esse si vuol considerare il
differenziale, devesi sempre attribuire al differenziale dx della variabile
un valore invariabile da funzione a funzione. Fatta questa convenzio-
ne, a ciascuna delle regole di derivazione, date al n° 42, corrisponde
una regola di differenziazione. Le relazioni esprimenti queste regole
si ottengono da quelle date al n° 42, semplicemente, moltiplicando
ambo i membri di ciascuna di esse per il differenziale da della va-
riabile indipendente. Si ha cosi:

L daf,Fa,f,+ oo Fanfo) =adf, + a,df, + ... + a, df,,.

IL A(F fy oo f) = ,__% Iy it figt o S 0
1 d
I Cd=— 71;
g __ fdg — gdf
Iv. Al =LY =9y
f J?

V. 8¢ u ¢ funzione della x, composta per mezzo delle due funzio-

ni w—uly), y—ux), st ha: ’
1 o du =Yy dy.

Fermandoci a considerare gquest’ ultima regola, vediamo che la
formola che da il du per mezzo del dy & precisamente la medesima
di quella che si avrebbe nel caso in cui y fosse la variabile indi-
pendente. In c¢id consiste uno dei piu apprezzabili vantaggi pratici
della notazione differenziale. Con la notazione delle derivate si han-
no due formole diverse:

Uy = u' (@), = (yy(x),
per rappresentare la derivata di w rispetto alla x, secondoch& u @
data direttamente in funzione di x, oppure u dipende da z per il
tramite di un’altra funzione y; con la notazione differenziale la
stessa formola serve per i due casi.

Se per la funzione u, definita in 'V, si vuole, partendo dalla (1),
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calcolare il differenziale secondo d®u, bisogna tenere presente che
dy non deve ora essere trattato come una costante, poicheé, non es-
sendo y la variabile indipendente, sara dy — y’(¢)dw, e ¥ (x) non @,
in generale, una costante. Si deve dunque calcolare il differenziale
di un prodotto di due funzioni, ¢ si avrda percio:
A*u = u" (y) dy? -}- v’ (y) d%.
E successivamente si trova:

Cu =" (y) dy’ -} 3u” () dy Ay - v (y) d°y
At u=u"(y) dy* - 6u" (y) dy* Ay - 3u” (y) (A*y)* +
-+ 4u” (y)dy A% ' (y) d*y
Avvertenza. Se n & un numero intiero e positivo, ed u una
variabile qualsiasi, con la scrittura abbreviata
. du”
devesi intendere (du)* e non d(u™).

46. Teoremi di Rolle, di Cauchy, di Lagrange. Massimi
e minimi in un punto. Ricerca della funzione primitiva. —
In questo articolo stabiliremo alcuni classici teoremi per le funzioni,
definite in tutto wn intervallo, ed ivi derivabili su di esso, i quali
costitniscono il primo sostanziale fondamento dell’ Analisi mate-
matica. , ’ A
La funzione reale y — f(x) della variabile reale @, sia definita
nell’ intervallo (¢, a”). Sia z, un punto di (o, a”) e Az un incre-
mento di z,, sull’intérvallo (&, a”). Si dice che la funzione f(z) é
crescente (decrescente) nel punto x,, se si pud trovare un numero po-
sitivo o tale che, la condizione
0 <Az <o,
abbia sempre di conseguenza che Ay assuma il segno (il segno con-
trario) di Az, abbia cioé di conseguenza che sia
Ay Ay
vl ('A? < 0).
Si dimostra assai facilmente il teorema:

1. 8¢ la funzione f(x) é derivabile nel punto x, di (¢/, a”) e la
derivata vi ha un valore positive (un valore negativo), la funzione &
crescente (decrescente) mel punto x,.
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Sia 3 >0 il valore della derivata di f(x) nel punto x,. Esiste
allora un numero positivo ¢ tale che per ogni incremento non nullo
Az di x, [sull’ intervallo («/, a”)], di modulo inferiore a o, si abbia

sempre
Ay d
i ‘ <37
e quindi
Ly 2
Ax 2

Si dice che in un punto z, di (¢/, «”) la funzione y—f(x) vi
ha un massimo (un minimo) se si pudo trovare un numero positivo o
tale che per ogni incremento Ax di x,, su (a’, a”), di modulo infe-
riore a o, si abbia sempre

(1) Sle, + Ax) < f(=,), ciod Ay <0,
(2) [ S, 4 Aw) = f(=,), ciod Ay=0].

Dal teorema precedente discende subito il seguente:

II. 8¢ in un punto x, interno all’ intervallo (o', a"'}, la funzione
J (@) & derivabile e vi ha un wmassimo (un minimo) la derivata della
JSunzione vi ha il valore zero.

Supponiamo, ad esempio, che nel punto z, interno all’ intervallo
(@', a”) 1a funzione f(z) sia derivabile e vi abbia un massimo. Devo
" dimostrare che f’(x,) = 0. Indichiamo con 4, 4, A,, rispettiva-
mente, gli intervalli aperti («/, a”), (¢, #,), (2, @’). Non pud essere
S'(@,) > 0; ed infatti, se cosl fosse esisterebbe (teor. I) un intervallo
I aperto (¥, —q, &, - o) tale che in ogni punto z, Az di 1.4,
distinto da @, risulterebbe
[ iz, + Aa) — fa,) 1Az >0,
ma allora in I.4, sarebbe sempre f(z, -} Ax) > f(x,), e non esiste-
rebbe alcun intorno di x,, su 4, nel quale sia soddisfatta la (1).
Non pud essere f’(x,) < 0; ed infatti, se cosl fosse, esisterebbe
(teor. I) un intervallo I aperto (aéo — 0, &, + o) tale che in ogni pun-
to ®, + Az di I.Ad, distinto da x,, risulterebbe
[ f(, -+ A2) — f (2,) ] Az <0,
ma allora in I.A, sarebbe sempre f(z, - A)) > f(«,), e non esiste-
rebbe alcun intorno di z,, su A4,, nel quale sia soddisfatta la (1).
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Dal teorema ora dimostrato e dal teorema di Weierstrass sul-
le funzioni continue (32, IV) segue immediatamente il teorema di
Rolle: ’

III. La funzione f(x) sia definita nell’ intervallo (o', o) e vi sia
continua e in ogni punto interno derivabile ; allora, se f(a') — f(a”),
esisterd almeno un punto itnterno all’ intervallo nel quale la derivata
della funzione ha il valore zero.

Se il minimo ed il massimo valore della funzione f(x), in (o,
a”’) coincidessero nel valore f(a')—f(a’’), la funzione avrebbe valo-
re costante [—=f(a)] in (&', "), ed avendo percid derivata ovunque
nulla, esisterebbe, come appunto asserisce il teorema, anche un pun-
to interno all’ intervallo (¢, a”) nel quale la derivata ha valore ze-
10; il teorema surebbe senz’altro dimostrato. Supponiamo, pertanto,
che il massimo o il minimo valore di f(z) in (¢, a”) non coincida
con f(a'); tale valore sara allora assunto in un certo punto a, in-
terno all’intervallo (a’, a”). In a si avrd un massimo o un minimo,
e percid (teor. II) f'(a)=0.

Un’ altra notevole conseguenza dei teoremi I e II e del teore-
ma di Weierstrass sulle funzioni continue, & la proprietd per le fun-
zioni derivate espressa dal teorema segueunte di Darbowux: ‘

IV. 8e la funzione f(x) € derivabile nell’ intervallo (a’, a”), la
derivata f’(x) (potrd non essere continua, ma come le funzioni conti-
nue) non pud assumere due valori diversi a ¢ B, in due punti a ¢ b
di (o, ¢"'); senza prendere nell intervallo (a, b) ogni valore compreso

Jra a e B,

Sia, per esempio, <8, e sia 7 un qualsiasi valore verificante
la limitazione a < y<Cf, dobbiamo dimostrare che, fra « e b, esiste
sempre almeno un punto ¢ in cui & f'(¢)=—7. Consideriamo, a tale
scopo, la funzione ¢(x) = f(x) — yo, essa & continua e derivabile in
(a'y a”), ed ivi si ha ¢'(®)=—f' () — ¥, e pertanto

Pl@)=a—y<0, ¢B)=f—y>0

In un intervallo, a destra di a, si ha (in virtd di I) (@) <<e(a),
ed in un intervallo a sinistra di b, ¢(x)<¢(b); onde segue che il
minimo valore di ¢(«) in (4, b) sard assunto in un puanto ¢ interno
ad (a, D). In tal punto (per II) riesce ¢'(¢c) =0, ciod f'(c)—=r.
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Ne segue:

IV'. La funzione f(z) sia derivabile nell intervallo aperio (¢, a”)
e siano m e M gli estremi inferiore e superiove (finiti o infiniti) della
dervivata f'(x) di f(x) in quell’ intervallo. Questa derivata prende nel
detto intervallo ogni valore comprese fra m ¢ M e da questi distinto.

' Ed invero, se m <y <_M, esistono due punti a e b di (a/, a”),
per i quali & m=f(a)<y<S(b)< M.
Comune immediata conseguenza del teorema di Iolle, an-
diamo ora a dimostrare il teorema di Cauchy, deito anche il
teorema degli accrescimenti finiti:

V. Le due funzioni f(x) e g(x) siano entrambe definite nell’ inter-
vallo (¢, &), vi siano continue ¢ in ogni punto interno derivadbili.
Ovungue si prendano, in (¢, o”), due punti a e b, esiste sempre un
punto ¢ interno all’ intervallo (a, b) per il quale é

g'(0)

7 _
®) lﬂm—fm g —g@ | ="

Posto, invero,

f(@) 9(@)
fb) —f@ g — g

la funzione @(x) riesce continua in (a’, «”) e derivabile in ogni pun-

K

o(x) =

to interno di (a’, a”) e si ha:
S (®) g9 (@)

FO)—fla) gb)—g(a)

Ma, evidentemente, ¢(b)=—@(a), ¢ pertanto (teor. III) esiste un
punto ¢, interno ad (a, b), per il quale & ¢’ (¢c) —=0.

Un importante corollario del teorema di Cauchy, ora dimo-
strato, & il teorema di Lagrange, detto anche il teorema del
- valor medio:

¢’ (x) =

VI. Se la funzione f(x), definita nell’intervallo (a’, a”) vi é con-
tinue e derivabile in ogni punto interno, ovunqub 8i prendano in (a’,
a”) i punti a e b, esiste sempre un punto ¢ interno all intervallo
(a, b), per il quale é '

(4) SO —fla)=0b—a)f’ (o).
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Cid risulta appunto dalla (3) quando vi si ponga g(x) = .
Corollarii imwmediati e notevolissimi del teorema di Lagrange
sono i due seguentt.

VIL. Una funzione f(x), definita nell’ intervallo («', a”), ivi con-
tinua, derivabile in ogni punto interno e di derivata sempre nulla, &
una costante nell’ intervallo.

Si ha, invero, per la (4), ovunque si prenda il punto 2 nell’in-
tervallo (a’, a”), aperto a sinistra,

f@)y—fl@)=@—a)f'®, <o,
e quindi, poicheé f/(§) =0 , riesce sempre f(x)=—Ff(a).

VI1I. Condizione necessaria e sufficiente affinché nna funzione, de-
Sinita nell intervallo (a', a”), tvi continua e derivabile in ogni punto
interno, sia, nell’ intervallo, uniformemente lipschitziana é che la sua
derivata sia limitata nell’ intervallo aperto (a’, a”).

Occorre solo dimostrare la sufficienza della condizione. Se K &
I’ estremo superiore, nell’ intervallo aperto (', a”), del modulo della
derivata f’ (x) della funzione f(x), presi ovunque in (a’, a”) due punti
a e b, si ha dalla (4): '

If®) — F@|<K|b—a],
¢io che dimostra quanto si voleva. '

Appoggiandosi a quest’-ultimo teorema, & subito visto che la
funzione dell’ esempio 3° del no 37 non & mai unifornemente lip-
schitziana in qualunque intorno dello zero, e che la funzione del-
I’ esempio 40 dello stesso numero, & al contrario uniformemente lip-
schitziana in ogni intervallo finito dell’ asse delle z.

Problema della ricerca della funzione primitiva. Un
importante problema, importante anche nelle scienze applicate, del
quale si domanda la soluzione all’ Analisti matematica & il seguente:

Assegnata una funzimie S (@) in un intervallo (¢, a’’), trovare tutte
le funzioni, parimente definite in quell intervallo, che hanno ivi f(%)
per derivata.

Ogni soluzione F(x) del problema ora enunciato dicesi, com’ée
naturale, una funzione primitiva della f(x). Si esprime che il proble-
ma possiede soluzioni, dicendo che 1’ assegnata funzione f(x) am-
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mette funzione primitiva oppure che essa & una funzione derivata. I
teorema IV di Darboux, dato nel presente articolo, ci dice intan-
to che non tutte le funzioni pensabili sono dotate di funzione pri-
mitiva: esse devono soddisfare alla condizione necessaria di pren-
dere nel qualunque intervallo (a, b), contenuto nell’ intervallo di loro
definizione, ogni valore compreso fra f(«) e f(b), Adunque, per esem-
pio, 1a funzione che prende il valore zero nei punti di aseissa ra-
zionale ed il valore wuno negli altri punti, non & certo dotata, in
qualsiasi intervallo, di funzione primitiva; cosl pure, ogni funzione,
monotona in un dato intervallo ed ivi non continua,, non vi am-
mette una funzione primitiva. N ‘

Nella seconda parte del nostro corso assegneremo delle condi-
zioni sufficienti, largamente verificate nelle pratiche applicazioni,
sotto 1¢ quali il problema della ricerca della funzione primitiva pos-
siede soluzioni, rinunziando perd per sempre a trovare le condizioni
che siano e necessarie e sufficienti.

Il teorema VII ci consente i'ntmlto, fin da ora, di trovare tutte
le soluzioni del problema della ricerca della funzione primitiva, non
appena. che ne sia conosciuta una. Si ha invero il teorema:

IX. 8e la funzione F(x) 8, in (a’, a”), primitiva della f{x), tutte
e sole le funzioni primitive della f(x), in (¢, «"), sono date dalla for-
mola
Fx)+tc,

ove ¢ é una costante arbitraria.

Ed infatti, se G(x) & pur ossa una fanzione primitiva di f(x),
la differenza F(x) — G (x) avrd derivata ovunque nulla in (o', a”),
e pertanto (teor. VII) questa differenza sard ivi una costante.

Funzioni crescenti e decrescenti in un intervallo. 11
teorema VI di Lagrange consente altresl di determinare per ogui
funzione derivabile le condizioni necessarie e sufficienti affinche Ia
fanzione sia, in un dato intervallo, crescente o decrescente. Queste
condizioni sono espresse dal seguente teorema che andiamo u di-
mostrare:

X. Affinché una funzione f(x) definita nell’ intervallo (o’, a”), ivi
continua e derivabile in ogni punto interno, sia crescente (decrescente)
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nel detto intervallo, sono condizioni necessaric e sufficienti le due se-
guenti: @) la derivata f'(x) della funzione non deve mai essere nega-
tiva (positiva) ; b) non deve esistere aleun intervallo contenuto in (a,

by

a”) nel quale la derivata é sempre nulla.
p

Limitiamoci a considerare le condizioni per la crescenza. Le con-
dizioni sono necessarie: ed invero, se,' in primo luogo, in un punto
@, interno all’ intervallo (a’, «”) riuscisse f'(w,) <0, esisterebbe (teo-
rema I) un intorno di x, sn (a/, a”), tale che per ogni punto & di
esso la differenza f(x) — f(x,) ha sempre segno contrario a x—zx, ;
se, in secondo luogo, in un intervallo (a, b) di (a/, a'’), fosse sempre
S (®)==0, la fanzione f(x) avrebbe un valore costante in (a, b).

Le condizioni sono sufficienti : Occorre dimostrare che, supposte
soddisfatte le condizioni @) e b), presi ovunque due punti &’ e z”
in (@, a”), se " >, si ha f(z”) > f(2'). Se # & un qualsivoglia
punto interno all’ intervallo (z, 2”), si bha:

f@)—f@)=@—2)f'E§), «<<E<o,
@) —f@)=@"—a) f§) s,
e poiché & sempre f'(z)= 0, ne segue
(6) . f) < fla) < f”).

Cid intanto dice che f(2) << f(«”). Ma non pud essere f(x')=f(z"),
perchd, se cosl fosse, dalla (5) si dedurrebbe che la funzione f(x) ha
valore costante in tutto 1’intervallo (z/, 2”/), nel quale dunque sa-
'rebbe sempre nulla Ja sua derivata.

Il teorema ora dimostrato pud anche, pit semplicemente, enun-
ciarsi al modo seguente :

X'. Affinché una funzione f (), definita nell’intervallo (a’, a”), ivi
continua ¢ derivabile in ogni punto interno, sia crescente (decrescente)
nel detto intervallo, € condizione mecessaria e sufficiente che essa sia
crescente (decrescente) in ogni punto interno all’ intervallo.

Massimi e minimi proprii, crescenza e decrescenza
in un punto. Per stabilire alcuni corollarii notevolissimi dell’ ul-
timo teorema dimostrato, sopratutto utili uelle pratiche applicazioni,
dobbiamo cominciare dal dare la definizione di minimo (massimo)
proprio in un punto. Si dice che in un punto x, di (a’, a”), la fun-
zione f(z) vi ha un minimo (un massimo) proprio, se si pud trovare
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un intorno I di x, su («/, a”), tale che per ogni suo punto x, di-
stinto da w,, risulti
f@)>fla) [f@) <fx,)].

Cio posto, ecco un importante corollario del teor. X:

XI. Se nel punto x, di («/, a”) la funzione f(x) possiede le deri-
vate, su (o', a”), fino a quelle & ordine n inclusa, ¢ se
Sy =r"@) = . = SO0 (%)) =0, f®(m) > 0[f™(x;) < 0],
la funzione é crescente (& decrescente) nel punto x, se n é dispari ; la
funzione ha un minimo (un massimo) proprio nel punto x, se n é pari.

Supponiamo ™ (x)) > 0. La derivata f®—D(z) esisterd in un
certo intorno di x,, su (¢, @), nel quale esistono e sono lipschit-
ziane tutte le derivate d’ordine minore di n — 1. Poiché f™ () > 0,
la f@N(x) & (teor. I) crescente in x,, e percido esiste un intorno I
di », su (¢/, a”), in ogni punto del quale &

Fo (2) >0, a destra di =,

<0, a sinistra di «,,
ne segue, in virth del teorema X, successivawmente,
>0, a destra di z,,
>0, a sinistra di z,,

in I, F0-2 (a)

>0, a destra di z,,

. —3
in I, fo=9 () <_ 0, a sinistra di z,,

e .o ,
e pertanto, se n. & dispari, si ha:
) ,, . { >0, a destra di x,,
(6) | in I, f'() | >0, a sinistra di =,,
e se n & pari
>0, a destra di «,,

) in I, f'() <0, a sinistra di z,.

Dalle (6) segue, in virta di X, . -
. { >f(@,), a destra di #,,
in 1, flx) | <f(®,), a sinistra di =, ,
la fonzione & dunque crescente in z,; dalle (7) segue invece
>f(x,), a destra di x,,

in I, f(x) >f(®,), a sinistra di z,,

la funzione ha dungue un minimo proprio nel punto x,.
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3,

Si osservi che il teorema sussiste tanto se z; & interno all’in-
tervallo (¢/, &), quanto se & in uno degli estremi. In quest’ ultimo
caso, si puo, pin precisamente, dire che:

XTI'. Se nell’ estremo sinistro a' (nell estremo destro a”) dell’ inter-
vallo (&, a”), la funzione f(x) possiede derivate, su (a', o), fino «
quella dordine n inclusa, e se :

Fla)=f" (@)= = f 0D (@) =0, fO(a)0,

/(@) =" ()= e = D) =0, f® (") 0],
la Junzione f(x) ha nel punto x, un minimo o un massimo secondo-
ché f@()>0 0o fO()<O[f™ (a”)<C0 0 f™(a”)>0, s¢ n & di-
spari ; f™(a”y>0 o ™ (x”)<C0, s¢ n & paril.

Esempio. Posto
‘ a:S
S (@) = senx — o -} %

si trova  f(0) = f(0)==f""(0) ==f"" (0) =fv(0) = 0, fY(0)=1, e
pertanto (teor. XI) in un certo intorno del punto zere, si ha '
h]

seuw>w-—‘wz— se x>0,

3

senm<w——%— se <0,

La seconda diseguaglianza segue peraltre dalla prima cambian-
do @ in — x. Ma si ba sempre, per x>0,
S o
6
poiche 1" (@) = 1 — cose =0, e quindi, successivamente, f" (#) >0,

S @) >0, f(®)>0, per >0,

sen >x —

47. Formola di Taylor. — Se «, ¢ una costante reale affatto
arbitrariamente fissata, comunque sia assegnato un polinomio reale
(1) p@)=a, "l" ax + ay a* 4t ana”,
della variabile reale z, di grado n», & sempre possibile determinare,
ed in un sol modo, -1 costanti reali e ,a, , &,y ¢y, il Manie=
ra che risulti:
(2) P (‘”) = ao "]‘ a{ (m - wo) + az (w - w0)2 "‘}“ e + Ay (.’L’ - mo)n ’

. Infatti, svilappando le varie potenze del binomio # — x,, che
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compaiono nel secondo membro della (2), ordinando in seguito ri-
spetto alle potenze della x, ed eguagliando ad a; il coefficiente della
potenza &' (i =0, 1, 2,.., n) ad ordinamento compijuto, si ottengono
n -+ 1 equazioni lineari nelle n -1 costanti a,, a,, ¢,.., a,, per le
quali equazioni il determinante dei coefficienti ha gli elementi della
diagonale principale tutti eguali a uno, e tutti nulli gli elementi da
una medesima e determinata parte di detta diagonale.

Si pud dunque sempre prendere un polinomio di grado = nella
forma (2). E interessante stabilire il significato infinitesimale dei coef-
ficienti a,. @,,..., @, . Se si derivano ambo i membri della (2) ¢ volte
si trova:
® po@=its + T @ — 0 e @,
e pertanto, ponendo x =, si ottiene il seguente signiﬁcato infini-
tesimale delle costanti ay, o, ,.., o,

v’ (@) pO@) ™ (),

a,=p (@), & =——F~ 11 e & T T e G =

e quindi il teorema:

L. Qualunque sia la costante reale x,, per ogni polinomio p (x) di
grado n vale la formula:

(n)
@ =)+ L0 @ o) L g,

Questa & la formola di Taylor per i polinomii. La costan-
te x, chiamasi il punto iniziale della formola. Il teorema ora dato
si pud evidentemente anche enunciare nella forma seguente:

. Ad un polinomio di grado n e alle sue derivate fino a quella
d’ordine n inclusa, si puo prescrivere di assumere, in un punto arbi-
trariamente fissato x,, valori assegnati a piacere. Il polinomio ne ri-
sulta allora univocamente determinato. Detti p, il valore assegnato al
polinomio, ¢ p; il valore assegnato alla derivata d’ordine i (i —1, 2,..., n),
il polinomio é dato dalla formola:

@ pe)=p,+- L @—s)+ Ple—a) 442 @—a)r.

. A proposito di polinomii vogliamo qui osservare il seguente teo
rema del quale proponiamo la dimostrazione per esercizio.
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I1. Condizione necessuria e sufficiente affinché una funzione f (x),
definita in un intervallo (a/, a”), coincida ivi con un polinomio di gra-
do n=—=1i--j, é che essa vi sia derivabile almeno i volte ¢ che la sua
derivata ™ riesca un polinomio di grado j. In particolare, & neces-
sario e sufficiente che la sua derivata nw™* abbia un valore costante in
(«/, &), e quindi che la sua derivata (n-}- 1) vi sia identicamente
nulla.

Cid posto andiamo a vedere come da una spontanea questione
d’approssimazione sorga la formola di Taylor per una qualsiasi fun-
zione veale y—f(x), della variabile reale x, definita in un intervallo
(a'ya”). Al ne 44, nell’ introdurre il concetto di differenziale, abbiamo
notato che il sostituire all’incremento Ay della funzione, relativo al
passaggio dal punto 2, al punto @, 4 Ax, il suo differenziale dy =
=f" (,) A», equivale a sostituire al diagramma C, relativo alla fun-
zione f(xr), la sua tangente nel punto x.

(5) Yy =S (@) + (@ — @) f (2,),
equivale ciod a sostituire alla funzione f(x), un polinomio di primo
grado tale che, ne! punto x, esso e la sua derivata primd prendono,
rispettivamente, i valori della funzione e della derivata prima di
questa.

Ma supposto che nel punto x, la funzione f{x) sia derivabile due
volte almeno, esiste un polinomio di secondo grado:

2

©) y=F@) 4@ — o) f o)+ E 0y
tale che, nel punto x,, essa e le sue derivate prima e seconda,
prendono, rispettivamente i valori della funzione e delle derivate pri-
ma e seconda di questa. B ben naturale la presunzione che la so-
stituzione di questo polinomio di seconde grado alla funzione y — f(x),
sia pit consentibile della sostituzione del polinomio di primo grado
(5). Poiche, se, come avverrd in gencrale, & f” (z,) == 0, laddove il
polinomio (5) coincide, nel punto x,, con la f(«), soltanto per il va-
lore suo e della derivata prima, il polinomio (6) vi coincide per il
valore suo, della derivata prima e della derivata seconda.

Il diagramma relativo al polinomio (6) & una parabola ad asse
verticale, tale parabola chiamasi la parabola osculante il dia-
gramma C nel punto x,. '

Supponiamo ora che la funzione f(x) sia derivabile n volte nel
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punto x,, e che sia n > 2. Consideriamo, in lunogo di (5) e in luogo
di (6), il polinomio di grado = :
- 4 (w'_'mo)2 "
(7 .’/—f(wo) + (@ — wo)f (wo) + '_2_!‘— f (.’l)o) + o
— n
) + '(x—n!fﬁ_ f(n)(wo) ’

tale che, nel punto x,, esso e le sue derivate prima, seconda,..., n™#,
pren_'douo, rispettivamente, i valori della funzione, e delle derivate
prima, seconda,..., n™* di questa. Per la supposta derivabilita della
funzione f(x), la sostituzione del polinomio (7) alla funzione f(x) ap-
pare la maggiormente counsentibile fra tutte quelle che si ottengono,
in modo analogo, con polinomii di grado minore di =.

Nel giudicare della sostituibilitd, pitt o meno consentibile, della
fanzione f(z) con un certo polinomio p(x), ¢i siamo lasciati guidare,
in cid che precede, dal criterio che la sostituzione tanto pin é ap-
prossimata quanto maggiore é il numero delle devivate di p(x) che, nel
punto x,, coincidono con le derivate di pari ordine delle f(x).

Diciamo subito che tale criterio non & affatto il migliore né il
pitt sicuro per gli scopi della pratica. In pratica, la sostituzione
della funzione con un polinomio occorre che sia effettuata in twiéto
un assegnato intorno circolare I di x, su (¢/, a”), e, per gli scopi
della pratica, fra due polinomii p{z) e ¢(#), con i quali si intende so-
stitnire la f(#), in tutto I, & preferibile. quello che fornisce, in cia-
- scun punto di I, un errore d’ approssimazione minore, per difetto o
per eccesso; & preferibile, cio®, il polinomio p(x) se, in ciaseun punto
di I, risualta:

8) |f@) —p@)|<|f@—gq@)]

Ora, poiche, per il calcolo delle derivate nel punto z,, occor-
rono e bastano i valori di f(z), di p(x) e di g(x), soltanto in un in-
torno di x,, su (a/, «”), di diametro piccolo quanto si vuole, ci si
pud ben aspettare che, pur essendo il polinomio p(x) quello, fra i
due polinomii p(x) e ¢(x), che ha il maggior numero di derivate suc-
cessive coincidenti in x, con quelle di pari ordine della f(x), non
riesca poi sempre in twutto P intorno I soddisfatta la (8).

E c¢ido avviene effettivamente in molti casi, Ma facciamo I’ipotesi
che in ciascun punto dell’ intorno circolare I di x,, su («, «”), fatta
al pil eccezione per il punto x, esista anche la derivata (n - 1)™*
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della funzione f(x) e che la derivata #™® sia continua in I. In tale
ipotesi la derivata f@ (z) (i—=1, 2,..., n) esiste in tutto I. Supponiamo
che ciascuna derivata f@(x) (i =1, 2,..., n) sia limitata in I, e che
tale sia pure la derivata f®+D) (2), npell’intorno I, eventualmente
privato del punto @, Esisterd un numero positivo K, per il quale
risulta :
in I, [fO@)| <K (t=1, 2,.., n-4 1)

Detti m; e M; gli estremi, inferiore e superiore, di f® (x) in I,

si ha:
|m; | <K, |M;| <K (i=1, 2,., n4 1)

Prendiamo a considerare, in I, la funzione:

i) N— M (.’I} - a’.o)H—l ’
; (¥) == i—HW — f(@) +f(wo)+ S (@) (@ —x;) + ...
@) EE

Supposto che il punto #, sia interno all’intervallo (a/, a”) o coin-
c¢ida col suo estremo sinistro a’, limitiamoci, per semplificare, a con-
siderare i punti di I « destra di =z, il cui insieme indicheremo con
I”, denotando invece con I’ I’insieme dei punti di Z, a sinistra di
®,, 8¢ essi esistono. Si ha, in 17,

(®— x,)

' (2) = Mip 7 S @) 4= [ @) - (@) (@ — ) - ...

(@ — a,)+1

@ 2T
® () — M. ) @
i (@) = M (@ '7/'0) S (@) ‘I"f (0}
O (@) =My — f T (@),
e poiche
D (@)= Pilw) = . = B (w) =0, O (@) = My — f (@) = 0,
supposto che, in (x,, ), non sia identicamente M;,— f ¢+ (x), nel
qual caso (teor. II) la funzione f(x) verrebbe addirittura a coincidere
in (w,, #) con un polinomio di grado ¢ -1, risulta, successivamente
(¢fr. la- dimostrazione del teor. X del n°® 45) in I
O (2)>0, O (@)>0,., Bi(@) >0, D;(x)>0,

M. PICONE -~ Leziont di dnalisi infinitesimale ~ 10,
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ciod
F@) = Flo) — @ — &) f (@) — e — T p0a) <
(@ — @)1
< Men e
Considerando invece la funzione
o (0) = 1) — Flog) — (@ = ) f/ (@) — o 2 FO@) —

m (@ — 2,) "
oTE T

si trova, in modo perfettamente analogo, che in I” risulta

(10) f(@) — @) — (0 — &) F' (o) — v — LTI 0 () >
(.7/' — xo),H-l
R

Se poniamo p,(x) = f(x,) e con p; (¥) indichiamo il polinomio di
grado ¢ :

(@) 4~ (@ — @) f" (@) + .. + f"’(w
si ha dunque, in I”,
| F@) — pi )] < K L2 =%l
G +1)'

Alla stessa limitazione si giunge anche quando z appartiene a
I, e si ha pertanto il teorema:

III. Nellintorno circolare I di x,, su (a', a”), la funzione reale
y = f(@) della variabile reale &, possieda tutte le derivate fino a quel-
la inclusa d’ordine n, continue e limitate, e, fatta al pid eccezione del
punto x,, vi possieda anche la derivata d ordine n -}-1. Se la deri-
vata d ordine n-}-1 & del pari limitata nell’ intorno I, eventualmente
privato del punto x,, esiste un nuniero positivo K per il quale risulta,

in I,
1) [f@ —p @ |<K'—“’”—T1)—',~ (=0, 1, 2, ),

ove :

12) 20 (0) =7@)+ @ —2)f @)+ o+ T 10 @)
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Il teorema ora ottenuto ci dice che: Nelle ipotesi fatte, 1’ erro-
re d’approssimazione che si commette sostituendo alla fanzione f(x)
il polinomio p; (x), definito dalla (12), & un infinitesimo quando & tale
x — ®,, ed & un infinitesimo d’ordine i 4~ 1 almeno rispetto a & — x,.
E pertanto, si ha il diritto di presumere che, nel sostituire il poli-
nomio p; (x) alla funzione f (:8), 1’ errore d’approssimazione commesso
dimipuisca il crescere di i, purché si mantenga la x in un
intorno convenientemente ristretto del punto x,.

Si ba, per esempio, che in un intorno circolare f di z,, di raggio

1
1+4+K).10°

il polinomio p; () pud sostituirsi a f(x) con un errore d’approssi-
mazione in modulo certo minore di 10—, cio¢, in ogni punto =»
di J, il valore del polinomio p; (x) ha in comune col valore di f(z),
almeno le prime ¢ cifre decimali. Ma vi sono valori di # —x, per i
quali la (11) non consente affatto la presunzione che 1’ approssima-
zione di f(x), mediante il polinomio p; (x), migliori al crescere di i.
Se, per esempio, & contenuto in I il punto # — x, + » -} 1, dalla (11)
si trae, per z =2, w1,

fo)—p o <x2EL LD 2L,

ed il secondo membro di questa limitazione va crescendo quando ¢
percorre i valori 0, 1, 2,.., n.

Per la considerata questione d’approssimazione della funzione
S (x) mediante i polinomii p; (x) potra evidentemente riuscire utile
una formola che assegni un’ espressione semplice alla differenza
J@) — p; (@). Una tale formola chiamasi formola di Taylor. La
differenza f(x) — p; (®) = R, () chiamasi il resto della formola di
Taylor e il fissato punto a, il punto iniziale. '

Manteniamo le ipotesi fatte, per il teorema III, circa ’esisten-
za e la continuitd delle derivate di f(x) nell’intorno I di #,. Un’espres-
sione di R; (x), che deriva da Lagrange, si deduce gia dalle limi-
tazioni (9) e (10) se si suppone i==n — 1 oppure se, per ¢—n, Si
. suppone limitata la derivata d’ordine n-}-1. In tali ipotesi le deri-
vate fE+D (x) (i =0, 1,...,n) sono limitate in (x,, ) e subito si vede
che le relazioni (9) e (10) sussistono anche quando My, e m;y; de-
signano, rispettivamente, 'estremo superiore e ’estremo inferiore del-
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Ia derivata f¢+D nell’intervallo (x,, ). Queste relazioni ci dicono che
la differenza f(x) — p; (x) si ottiene moltiplicando la quantita

(® — wo)i+l

(i+1)!
per un numero compreso fra mgy, e My, e da questi distinto, e
quindi (teor. IV’ del n° 45) per il valore che la derivata fG¢+D assu-
me in un certo punto § interno all’ intervallo (x,, #) si ha percid la
prima formola di Taylor:

f(w o)"}‘(w_wof(wo)"i' + f(t) (mo) +R (),
(13) (i<n).

R(L—il%yfﬁwa,%<§<%

Ma diciamo subito che la formula (13) sussiste, per ogni valore
di i << n, anche quando la derivata f@+) non sia limitata. A ¢id ¢
ad alfre notevolissime espressioni per il resto R; (#), arriviamo, assai
semplicemente, col classico ragionamento che segue.
‘ Si fissi per ¢ uno qualsiasi fra i valori 0, 1, 2,..., » e per z un
qualsiasi valore dell’intorno I, distinto da @, Sia ¢ un numero po-
sitivo, comunque fissato, e si ponga '

(x

R: (@) :_:_””f T (@).

Si ha:
(14) f@)=F @)+Ho—a)f @t C I 0 @) 1

Definiamo in I la funzione Fu ) della varinbile u ponendo :

F o) =1 () + (@ — 0)f ) +- . ) () E=?

In forza della (14) si ha:
F (x) = F (m)) =f (), .
mentre la F(u) riesce una funzione continua nell’intervallo J deter-
minato dai punti x, e @, e riesce anche derivabile in ogni punto in-
terno ad J. E si ha:

(® — zy)o :
— T; (x).

T; (@).

Py =" rervp) — @1 (@),

In virti del teorema di Rolle (teor. 111, n. 45) esiste un punto
E interno alPintervallo oJ per il quale-& F'(£)==0, e si ha pertanto,
poiche z — E =0,
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—ritl—o
T, (@) = (””—E).————fm ®)
(w - o cs m - E

R; () = o

f(t+1) (&)

Siamo cosl pervenuti al teorema di Schlomlich :

IV. Nellintorno cirvcolare I di x,, su (¢, o), la funzione reale
y=F(x) della variabile reale x, possieda tutte le derivate fino a quella
inclusa d’ordine n continue, e, fatta al pin eccezione del punto x,, vi
possieda anche la derivata d’ordine n -4 1. Per ogni punto x di I, di-
stinto da x,, si ha la formola di Taylor:

@) =S @)+ @ — 5 @) + oo+ E0 70 () B (
(x — x,)° (x — E)“H"

ilo

(15)

E; (@) = ARt

N . ey o 8

ove ¢ ¢ un qualunque numero positivo, © & uno qualungue dei numer:
0, 1, 2,..., »n ¢ E & un certo punto compmso fra @ punti 2, e x, ¢ da
questi distinto.

Naturalmente, fissata la funzione f(z), il punto & dipenderd, in
generale, da o, da @, da ® e da i. Fra le varie espressioni del resto
R; , corrispondenti ai diversi valori di o, occorre rilevare le seguenti:
U espressione di Lagrange (per c —i-}-1) :

(16) R; (w):w.—:_m—‘:’lw—lf EHE) ,
U espressione di Cauchy (per o==1)
an B =S8 D fom g,

L’ espressione di Lagrange del resto R; (x) & quella che gia
trovasi in (13). Forme pit espressive della formola (15) sono le se-
guenti. Posto #=—ux,-}- Az, per il punto § che compare in (15) si
avrd £ —x, -} 0Az, ove 0 & un certo numero positivo minore di uno.
Ne segue # — E=—u — &, — 0Ax —(1 — 0) Az, e quindi:

Y |
‘ £ @+ 80) = £ (@) £ @) b vk £ O (@)1 + B @),
K i+1 1 __ pif+1—
(15) ( | Ri(x):mﬁ (1— g)i+i-o

S (2, 4-0Aw),

ile

0<CO<1.
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Introducendo la notazione differenziale si ha:

2 di
Aw:d+§%+m+ﬂ%+lw%
(15”) 1 i1—
Bi@)=zo (=0 Ay,
0<0<1

Adunque la formola di Taylor opera la decomposizione del-
I incremento Ay della funzione nella somma dei successivi differen-
ziali di essa. :

Per x,=—0, si ha, dalla (15), la formola di Maclaurin:

[ s & oy & 4
7@ =FO) 41 O 7 +F" ) 57 4 . 79 O + B: @)
i+1 1 __gyitl—o !
B )= T2V it ooy,
ilo
) 0<<B<<1.

Esercizi. 10) Si seriva la formola di Maclaurin per ciascu-
na delle seguenti funzioni elementari: ’

¢®, senx, cosx, log(l +x), (1 -} )%,

(15/N)

ove a & una costante reale gualsivoglia.
20) Si applichino le considerazioni svolte nella prima parte di
questo articolo al calcolo approssimato del semo dei piccoli archi.

~ 48. Teoremi complementari per la ricerca dei limiti..— Le
due funzioni f(x) e g(x) siano definite nell’intervallo (a’, a’) e vi siano
continue. Supponiamo che nel punto x, di (a',-a”) sia f(x,) =g (x,) =0,
laddove in ogni punto x distinto da x, e contenuto in un certo in-
torno cireolare I di x,, su (¢, a”), riesca sempre g(x) = 0. Indiche-
remo con I, Pintorno 7, privato del punto x,. Ponendo

J (@)

(1) MM—“@,
si definisee in I, una funzione di z. Il punto x;, & punto limite di
I,, ma nulla si pud a priori affermare sull’esistenza o meno del li-
mite della funzione A(x) nel punto xz,. Ci proponiamo di investigare
tale questione. Supporremo, a tale scopo, che entrambe le funzioni
S(x) e g(x) siano derivabili in I, (é che inoltre risulti sempre

2) g ()0, in 1,
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In virth del teorema di Chawuchy (45, V) applicato alle due
funzioni f(x) e glx), comunque si consideri il punto « di I, esiste
sempre un punto & compreso fra i punti #, e e da questi distin-
to, per il quale & .

J'€) g@) — ¢’ §) f (@) =0,
ciog, in virtlt delle ipotesi ammesse,

Sf@ __ '€,
3 hig) =—— ===,
@) @ g@) 9’ @
Il rapporto
_ S
k(w) - gl (w)’
fra le derivate di f(x) e di g(«), riesce del pari definito in I, Sup-
poniamo che esista il limite (finito o infinito)

lim
© -z, k(x),

poich; al tendere di & verso z,, la variabile k() —1/(z), & evidente-
mente subordinata alla variabile k(z), se ne deduce che avra pure
un limite e lo stesso limite la variabile A(z). Si ha dunque il seguente
primo teorema di U’ Hospital:

I. Le due funzioni f(x) e g(x) siano continue in (a’, a”), ed in un
punito x, di (o', a”) si abbia flx,)—g(x,) =0. Se in un intorno circo-
lave I, del punto x,, su (a', a”), privato del punto =z, le duc Funzioni
J(x) e g(x) sono derivabili, se ivi ¢’ (x) == 0, e se inoltre esiste il limite

lim M
e gl@)’
esiste anche il limite
lim f @)
@~y g(x)’

ed ¢ eguale al precedente.

Nell’enunciare il teorema abbiamo taciuto la condizione g(x) & 0,
in I, e cid perché avendo supposto g(x,) —0, essa condizione & con-
“seguenza dell’altra ¢’ (z) == 0.

‘Supponiamo ora che Je due funzioni f(x) e g(x) siano entrambe
definite nell’ insieme A4, ottenuto dall’ intervallo (¢/, «”) privandolo
del solo punto x, ad esso appartenente. Supponiamo che, essendo le
due funzioni continue in ogni punto di A,, esse siano entrambe in-
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finitamente grandi nel punto z,. Hsiste allora un intorno circolare I
di z, su 4, in ogni punto del quale riesce f(x) == 0, g(x) 5= 0, e ove
pertanto risulta definito il rapporto h(x) = f(x): g(x). Le due fanzioni
f(x) e g(x) saranno entrambe (cfr. ' Oss. dopo il teor. II del no 31)
divergenti nel punto x,, tanto a destra che a sinistra, ma potreb-
bero ivi anche non essere divergenti, su A4, Potrebbe, per esempio,

risultare
lim S(@) (@ destra) —--co, lim f@) (a sinistra) — — co.
&~ Z, x 2,

Vogliamo esaminare la questione, analoga a quella or ora trat-
tata, dell’esistenza o meno del limite del rapporto k(z) nel punto .

To dico che se in Xle due funzioni f(x) e g (x) sono derivabili,
se ivi & ¢'(#) 3= 0, e se esiste il limite del rapporto k(x)—rf"(x): ¢ (),
nel punto x,, esiste anche il limite del rapporto i(x), ed & eguale
al precedente. Per una completa e rigorosa dimostrazione di quanto
abbiamo asserito conviene trattare separatamente il caso in cui kx)
converge in x, e quello in cui ivi diverge,

Se k(x) converge in x, verso il limite !, comunque si assegni
un numero positivo ¢, detto ¢ il minore fra i due numeri

le —°

| 2 11]’

esiste un intorno 1'(< I) di », su 4, in ogni punto del quale
riesce k(@) — I - 6(x)a, ove O(x) & una certa funzione di modulo mnai
superiore a uno. Fissiamo, arbitrariamente, due punti y, e y, in I,
il primo a sinistra di x, (se esiste la parte a sinistra di x)) ed il
secondo a destra di «, (se esiste la parte a destra di x,) e poniamo

_99) 1 995
9(x) g()
(4) ¢, (@) = ——— —, Py (@) = ———F ——.
1= -
Poiché
® ooy, 6@= T, a@=1,

esiste un intorno I"” (< I’) di »,, su A, in ogni punto del quale
si ha:

9@ =146, @5, o,@)=16,(@)s,
essendo sempre |0,(x)|<<1, '|6,(#)|<<1. Ora io fard vedere che,
precisamente in I”, & sempre '
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S @)
9@
e con cido avrd dimostrato quanto si era asserito. Per il teorema di
Cauchy applicato alle due funzioni f(z) e g(x), secondochd il pun-
to « di 1” & a sinistra o a destra di »,, si ha:

S —=7) _ FE) G=1 o i=29),
9(®) — 9(y: ) 9'E)
ove & & un certo punto compreso fra z e y; , e quindi
hz) —=FkE ) (@) =[1 4+ 0% )o][1 -+ 0; (x)5] (i=1 o0 t=—=2)
¢ poiche
[0(& )0+ 16; (@)o4-0(E )0 (2)o* | <o (24]1]) <,
ne segue la (6).

Se k(x) diverge, per esempio positivamente, comunque si assegni
un numero positivo P, esiste un intorno I'(< I) di #, su A4,, in
ogni punto del quale riesce k(x) >> 2 P. Fissati i punti y, e y, di I’
il primo a sinistra ed il secondo a destra di x,, ed introducendo
le fanzioni ¢, (x) e ¢,(x) definite dalle (4), diciamo I” quell’ intorno
di z, su A4, contenuto iu I’, in ogni punto del quale & o, () > 1/2,
@,(#) >>1/2. Per ogni punto # di I"”, secondochd® x & a sinistra o a
destra di «,, si ha h(x) = k(& ); (¥), ove E & un certo punto com-
preso fra i punti # e y; ¢ da questi distinto, e quindi, in ogni caso,
risulta sempre in I” h(x) > 2P(1/2) = P, c¢id che dimostra la diver-
genza di k(x) verso - co. 8i ba dunque il seguente secondo teore-
ma di U’ Hospital : '

(6) —1

=e,

IL. Nell’ insieme A, di punti dell’ asse delle x, ottenuto dall in-
tervallo (¢, a”) privandolo del suo punto x,, siuno definite le due fun-
zioni f(x) e g(x) e vi siano continue. In un intorno circolare I del
punto x,, su A, queste funzioni siano derivabili e ivi risulti sempre
g@)F0, se f(x) e g(@ sono in x, infinitamente grandi, dall’esi-
stenza del limite ‘

lim S'(@)

ety g () ’
seque lesistenza del limite

lim @

z~2 gx) ’
e Ueguaglianza di questo al precedente,
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Il primo ed il secondo teorema di I’ Hospital, precedentemen-
te ottenuti, sono suscettibili di essere simultaneameunte enunciati, co-
me subito si vede, nel seguente teorema :

III. NelV insieme A, di punti dell’ asse delle x, ottenuto dall in-
tervallo (a/, a”) privandolo del suo punto x,, siano definite le due fun-
zioni f(x) e g(w) ¢ vi siano continue, mentre in un intorno circolare
I del punto x,, su A,, queste funzioni sono derivabili ed & sempre
g’ () = 0. Allora se le due funzioni sono in x, entrambe infinitesime
o entrambe infinitamente grandi, dall’ esistenza del limite

lim S (@)
v g (@)’

seque U esistenza dell’ altro limite

lim JS@)
2= g@)
e Veguaglianza di questo al precedente.

Un teorema identico a quello ora enunciato sussiste anche quan-
do si tratta del limite all’ infinito. E cid che andiamo 2 wmostrare.
Sia @ un numero positivo e le due funzioni f(x) ¢ g(x) siano defi-
nite per ogni valore di «# di modulo non inferiore ad a, risultando
sempre continue. Si ponga

=y I(5)=rm, of3)=0w,
le due funzioni f,(u) e g, (u) riescono definite nell’ insieme A4, otte-
nuto dall’ intervallo (—1/a, 1/«) privandolo del punto zere e ivi con-
tinue. Se f(x) e g(@) sono derivabili tali saranno pure le due funzio-
ni f, e g, e si avra

1 ) 1
F=—r"@z , 7, W=—-¢ @

Se al tendere di 2 verso oo, la derivata di ¢'(x) riesce definiti-
vamente diversa da zero, al tendere di u verso zero la derivata ¢’ (u)
riescird pur essa definitivamente diversa da zero, mentre allora si ha:

S flw)
g.(w) 9@’

Secondoche le due funzioni f(x) e ¢g(#) sono entrambe infinite-
sime o infinitamente grandi allinfinito, le due funzioni f,(u) e g, (u)
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saranno entrambe infinitesime o infinitamente grandi nel punto zero.
Cid posto, poichd f, (w): g, (u) =f(#): g (®), dal teoremna III scuiturisce
evidentemente Vultimo teorema di U Hospital:

IV. Nell’insieme illimitato A di punti dell’ asse delle x, ottenuto
da tale asse privandolo dei punti interni all’ intervallo (— a, a), stano
definite le due funzioni f(x) e g(x) e vi siano continue, mentre per va-
lovi di @, di modulo convenientemente elevato, queste funzioni sono de-
rivabili ed é g’ (x) = 0. Allora se¢ le funzioni sono allinfinito o entram-
be infinitesime o entrambe infinitamente grandi, dall’esistenza del limite

lim /()
w2 g (@) ’

segue U esistenza dell altro limite

lim M
v~ g(@) ’

e U equaglianza di questo al precedente.
Sopra i teoremi III e IV si fonda la seguente classica:

Regola di U Hospital per la ricerca del limite del rap-
porto di due infinitesimi o di due infinitamente grandi.
Se, tendendo il punto x ad un punto x, (su un intervallo al quale il
punto z, & interno o su un intervallo a destra o a sinistra di x)) o
verso oo (oppure verso --oco o0 verso — co) le due funzioni f(x) e g(x)
sono entrambe infinitesime od infinitamente grandi, supposte soddisfatte
le condizioni del teorema III o IV, la ricerca del limite del rapporto
f(x) : g(x) puo essere ricondotta a quella del limite del rapporto delle
derivate f'(x): g'(x). Se questo limite esiste, esiste anche il primo ed ha
lo stesso valove.

I’ applicazione dell’enunciata regola di 1’Hospital riesce utile
quando, il che avviene frequent-emehte, il rapporto delle derivate &
una variabile per la quale diveata pil semplice la ricerca del limite,
sia per quanto concerne lo stabilire 1’ esistenza o meno di esso, sia
per D’ effettivo suo calcolo. Pud avvenire perd che si pervenga alla
conclusione che il rapporto delle derivate non & regolare, in tal caso

la regola ¢ completamente inutilizzabile. Alcuni esempi chia-
riranno meglio le cose.
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Esempi. 1°) Si voglia ricercare se il rapporto
sen® — & Cosw
2* senz

@

’

ha un limite quando « tende a zero. I due termini del rapporto sono
entrambi infinitesimi, e poiché sono soddisfatte tutte le ipotesi del
teorema I, il limite indicato esiste se esiste il limite del rapporto
delle derivate :
xsenx
®) 2z senx - 2 cosx

Ora tale rapporto pud identicamente scriversi (per « == 0)
1

T
2 x
+ sen x cos

e sotto questa forma si constata che esso ha per limite 1/3. Il rap-
porto (7) ha dunque per limite 1/3. Si potrebbe anche procedere al
modo seguente. Il rapporto (8) si semplifica nel seguente
senx
2senx - x cosz
esso & di nuovo il rapporto di due infinitesimi, ed essendo soddisfatte
tutte le condizioni del teorema I, si pud di nuovo applicare, per la
ricerca del suo limite la regola di ¥’ Hospital. Il rapporto delle
derivate dei due attuali infinitesimi &
cosz
3cosxr —axsenw
e tale rapporto ha evidentemente per limite 1/3. Tale & il limite del
rapporto (8) e quindi anche di (7).
2° 8i voglia ricercare il limite

?

1

lim 2 —senx

400 &L sona
Si tratta del limite del rapporto di due infinitamente grandi.
Non si puo applicare la regola di I’ Hospital, poiché al tendere
di 2 all infinito, la derivata (— 1 -+ cosa) del denominatore non &
mai definitivamente diversa da zero. D’ altronde si ha:

9)

1 senx
x—senx g

xz -} senz sen x
1+—~—x

’

e pertanto il limite (9) esiste ed ha il valore wno.
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3°) Si voglia ricercare il limite

. 2 1

. @ sen —

lim z

©~0 genx
Si tratta del limite del rapporto di due infinitesimi. Sono sod-
disfatte tutte le condizioni del teorema IIL. Il rapporto delle deri-
vate dei due infinitesimi & dato da:

1 1
2 xsen — — cos —
x x

k(x) = .
cos ¥

Tale rapporto non ha un limite per « tendente a zero. Ed in-
vero, fucendo variave @ soltanto per i valori 1/(nx), ove n & un nu-
numero intiero e positivo, si ha la variabile subordinata

n-41
k( 1 )—(_1

== 1
nwT coOS——
nr

che ha per masssimo limite 1 e per minimo limite — 1. La regola
di P’ Hospital non & quindi utilizzabile. D’ altronde il rapporto di
cuai 8i vuole cercare il limite pud anche scriversi:

1
.x8en — ,
sen »

¢ cosl subito si constata che il limite .esiste e che ha il valore zero.
4°) Per le funzioni f(#) e g{x) (per entrambe in uno stesso pun-
to oppure all’ infinito) si abbia

@) lim flz) == 0 , lim g{x) = co ,
b) lim fle) = -+ oo, lim g(x) = + co ,
c) limfg)=0 lim g@) = 0 )
d) limflay—=1 , lim g(x) == cc ,
e) lim fig) = -4 oo, lim g{w) =0 y
e si vogliano ricercare i seguenti limiti
nel caso «), lim [flz) . g(@)] ,
nel caso b), lim [ flw) — g&)] ,
nei casi ¢) @) e e), supposto che abbia definitivamente senso la

potenza f(x)’,

lim flz)’® .
Per la ricerca di questi limiti si puod, come si fa d’ordinario,
pensare ad utilizzare la regola di ¥’ Hospital, poiche, in ciascuno
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dei casi considerati, & facile ricondurre la ricerca indicata a quella
del limite del rapporto di due infinitesimi o di due infinitamente
grandi. Si ha, invero,

x
nel caso @) J@) . g(x) = f(l) rapporto di due infinitesimi ;
(y(w))
1 1
nel caso b) fix) — gx)= g—(wl—l—m: rapporto di due infinitesimi,
S @) g(x)
6f(i??) .
em)'g(z’:—;@: rapporto di due infinitamente grandi;
¢ :

laddove nei casi ¢), d) e e), ricercando il limife del logaritmo della
funzione f(x)®, si ricade nel caso a).

Connessione fra i teoremi di U’Hospital e la formola
di Taylor. A proposito dello studio della formola di Taylor,
il teorema III dell’ articolo precedente, ci ha assicurato che se nel-
Pintorno circolare I di un punto Z,, su un intervallo (¢’,a”), la fun-
zione reale y —=f(x) della variabile reale # — definita in (a’, a”) —
possiede tutte le derivate fino a quella inclusa d’ordine n, continue
e limitate, e, fatta al pilt eccezione del punto z, vi possiede anche
la derivata d’ordine n -1, del pari limitata, la differenza

(m—wo)"

(10) f @)= @) =1 @) —F @) =" (@) (=) — .. — F () T

¢ in.#, un infinitesimo almeno d’ordine = 4-1, rispetto a x —a,.

H

Facendo uso del primo teorema di I’ Hospital si perviene alla
stessa conclusione, nelle diverse ipotesi seguenti. In un intorno cir-
colare I di z,, su (a’, a”), la funzione f(x) possiede tutte le derivate
fino a quella inclusa d’ordine m, e la derivata d’ordine n4- 1 esiste,
almeno nel punto z,. Ed invero, in quesm ipotesi, ricercando il limite

@ 7
F@—=F @) = F @) @ — ) — o — fo(a) L)
lim "
T —~ &y ‘ (>—x )n+1 ’

la ripetuta successiva applicazione del primo teorema di I’ Hospltal,
¢i conduce alla ricerca del limite seguente:

1 lim f(n) (x __f(n) (xo)
,gn—}-l)! @ = & & — x, !
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il quale, per ipotesi, esiste ed ha il valore
1
(n-1)!

Si ha dunque il teorema:

f("'l‘l) x,.

V. Se in un intorno I dal punto x,, su (a’, a”), la funzione f(x)
possiede tutte le derivate fino a quelle inclusa d’orvdine n, e possiede
nel punto x, la derivata d’ordine n -I-1, sussiste, per ogni punto z di
I, la seguente formola di Taylor :

F@=F@) 4+ F (@) @ — 29) o A7 @) E= I 4 By (2,

Tl
)n+1
Ry ()= (f(n+1) Y+ 0, (& ) wF ,

ove 0, (x) ¢ un certo infinitesimo con x — x,. E pertanto: la differen-

za (10) & un infinitesimo, in ®,, almeno d’ordine n-}1, rispetto a
x — x,; precisamente, si ha:

lim J(@) —pu (@)
x—ax, (,q; _ wo)n+1 (1t+1

TARRICAR

In particolare danque: Nelle ipotesi ora dette, se, inoltre; la fun-
zione f(x) é nulla nel punto x, con tutte le sue derivate fino a quella,
inclusa, d’ordine n, la. funzione f(x) é nel punto x, infinitesima al-
meno d’ ordine n - 1. E viceversa.

Esercizii. 1°) Dedurre dal teorema V il corollario seguente:

VI. Se la funzione g(x) possiede nel punto x, derivate finite fino
a quella inclusa d’ordine n, essendo

9@ = g(@)) == 0o = g () = 0, g (w,) 0,
per ogni altra funzione f(x) dotata, del pari, di derivate finite nel
punto z,, fino a quella inclusa d’ordine n, per la quale si abbia anche
S, :f’(wo) —=..=f0 (@) =10,
riesce :
lim f@)_ @
T2 gl@) g™ (x,)

20) La ripetuta successiva applicazione del teorema di Cauchy
(del n° 45) da luogo al seguente:



160 Cariroro 1I.

VI Se nell intervallo (a, b), entrambe le funzioni f(x) e glx) sono
dotate di derivate finite ¢ continue, fino a quella inclusa d’ordine n,
tutte nulle nel punto a, ¢ se nello stesso intervallo aperto esistono ¢
sono finite le derivate f™+) (x) e g™tV (2), risultando inoltre sempre
gD (@) = 0, esiste un punto ¢ interno all’ intervallo (a, b) per il
quale si ha

f®) — fla) __ fod (o)
90) — gl@) — g (o)

49. Curve regolari. Tangenti. Asintoti. — Vogliamo fin da
ora, in questo e nel successivo articolo, dei concetti analitici svolti
nei precedenti, fare alcune notevoli applicazioni gecmetriche le qua-
li, da un lato, ei porteranno ad importanti nozioni per la geometria
delle curve, e dall’altro varranno a dare un’ efficacissima illustra-
zione dei concetti analitici anzidetti.

Siano (t), y(t), 2(t) tre funzioni derivabili della variabile ¢, con
derivate continue, in tutto Vintervallo (¢', a”) dell’asse delle ¢. Per
queste funzioni facciamo le seguenti ulteriori ipotesi:

«@) Si ha sempre in (o', a”)

[« OF + [y’ QP+ [FOR >0,
ciod le derivate prime «'(t), y'(), 2/(t) delle funzioni #, y, 2, non si
annullano mai simultaneamente.

b) Non esiste alecuna coppia ¢’ e t” di valori distinti di ¢, nel-
P intervallo (a/, a”), per cui sia, simultaneamente,

st)=a@), y{)=y(t"), «F)=¢21",
ciog, al variare della variabile ¢, da o’ a a”, il punto dello spazio am-
biente di coordinate a(t), y(t), 2(t) non riprende mai.la stessa posizione.

Nelle ipotesi enunciate, il luogo € dei punti dello spazio am-
biente le cui coordinate sono date da

(1) v=uw(t), y=yt), z==(),
, d=t=a",
dicesi porzione di curva regolare.

Le (1) diconsi le equarioni parametriche della porzione di
curva regolare (. Si dice anche che le equazioni (1) danno la rap-
presentazione parametrica di C. La variabile ¢, dicesi il pa-
rametro al quale sono riferiti i punti di € e I intervallo (¢, a”),
nel quale varia il parametro, ¢ntervallo base della curva C.
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.

Evidentemente: Vi & corrispondenza biunivoca fra i punti di C
del suo intervallo base; 1’ insieme di punti C & un continuo, ed
limitato se P intervallo base (o', a”) & tale.

Siano P’ e P” due punti distinti di C, corrispondenti ai valori
e t” del parametro ¢, si dira che P’ precede o segue P” secondoché
t’ & minore o maggiore di t”. La parte di C percorsa dal punto
Plz(t), y(t), 2(t)] quando ¢ vavia nell intervallo (¢, ¢”) dicesi arco
di C determinato dai punti P’ ¢ P”,‘e per esso adotteremo la no-
tazione C(P', P”). Se A" ¢ A” sono i punti di € corrispondenti ai
valori estremi &’ e a” supposti finiti del parametro ¢, si ha dungue
che la notazione C (4’, A”) designa U intiera curva C. I punti P’
e P” diconsi i punti estremi o terminali dell’arco C (P, P”), ogni
altro punto dell’ arco dicesi interno all’ arco.

Il segmento di retta P’P”, determinato dai punti P’ e P”, di-
cesi la corda dell’ arco determinato da quei punti, la retta con-
giungente P’ con P’ una segante di C. Il massimo valore della
distanza di un punto dell’ arco C (P, P”) dalla segante a cui ap-
partengono gli estremi dell’ arco dicesi freccia dell’ arco stesso.

Veniamo ora alla nozione di retta tangente in un punto P
di una porzione di curva regolare C. Sia ¢ il valore del parametro
che compete al punto P e, dato a ¢t un arbitrario incremento Af, su
(¢/, a”), consideriamo il punto P’ di C corrispondente al valore t-}-At
del parametro. Se, come supponiamo, & At ==0, il punto P’ sara,
in virtit dell’ipotesi b), distinto da P. Ne risulta percid individuata
la segante PP’ di C. Essa avrd i coseni direttori proporzionali ai

o o

L]

numeri:
Az Ay Az
A7 A’ AET
Per la derivabilita di x(¢), y(t), #(f), si ha:
A.’L‘ . A?] A Az —_
“’A“‘t‘—-x(5)+“’ Et‘—?/(t)’l‘B’ E‘—'z(t)"{"“f'

ove a, B, 7 sono infinitesimi con At

D’altra parte, in virth dell’ipotesi @), esiste una ben determi-
~ nata retta t passante per P, avente i coseni-direttori proporzionali
ai numeri #'(¢), y'(), 2'(¢). Consideriamo il cono circolare Q avente il
vertice in P, Passe t ed un angolo 20 di apertura, piccolo quanto

M. PICONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 11.
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si vuole. La Segaute PP’ fa con la retta 'c._un angolo 3 il cui co-
seno & dato da
@t a o'+ G+By+E+0e
V2" + o+ Vo' + o+ & 8P+ &+ 1]
Al tendere di At a zero, il pﬁnto P tende al punto P, e vi-
. ceversa, al tendere di P’ a P, I'incremento At tende a zero. La se-

gante PP’ variera allora ruotando attorno a P, ma io dico che essa
sard definitivamente contenuta entro il cono circolare Q. Ed iuvero,
poiche evidentemente
lim
At -0
esiste un intervallo (¢, , ¢,), di («', a”), contenente ¢, in ogni punto
-~ del quale riesceAcAos‘chqsw, e pertanto per ogni punto P’ dell’ ar-
co C (P, P,) avente per base quell’ intervallo, contenente il punto
P, la segante PP’ & sempre contenuta nel,cono Q. '
Per Vosservazione ora fatta & ben naturale considerare la retta
T come la posizione limite della segante ruotante PP’, nel mentre che
il punto P’ tende al punto P. Tale retta t chiamasi la retta tangente
nel punto P alla porzione di curva regolire € (cfr. ne 38). Il punto
P dicesi punto di contatto della tangente t con la curva C.

cosd—1,

Diciamo K quel numero positive il cui quadrato &
. (& OF 41y OF 1207,

i coseni direttori della tangente. t, saranno:
@ B LU S AUNE AU
orbene, chiamasi asse tangente positivo nel punto P Passe sulla
tangente avente i coseni direttori (2) presi col segno -}; chiamasi
asse tangente negativo Y asse opposto. Verso positivo in un
punto di € & quello dell’asse tangente positive in quel punto, ver-
80 megativo & quello dell’asse tangente negativo. ‘

Se con X, Y, Z designamo le coordinate correnti sopra una

retta, le equaziani della tangente < Saranno -
w; - yl - zl ’

od anche, facendo uso.della notazione differenziale,
X—a Y—y Z—=z2

de dy dz
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In un punto P .di C, dicesi piano normale quel piano per
esso punto, normale alla tangente ivi. La equazione del piano nor-
male nel punto P sard

(X—a) 2+ (Y —y)y +(Z—2) 2 =0,
oppure
(X —a)de + (Y — y)dy + (Z —2) dz2=0.

Se nelle precedenti definizioni poniamo 2z —=2 ()= 0, si ottengo-
no come caso particolare, le definizioni di porzioni di curve regolari
piane, di tangente e di normale ad una tale curva,

Equazione della tangente:

X—x Y—y. X—x Y—y
£ Ty ! dx dy

Equazione della normale:
(X—a) &'+ (¥ —9)y =0 , (X—2)do-(¥ —y)dy=0.
Nell’intervallo (¢, «”) delPasse delle ® sia definita una funzione

derivabile f(x), con derivata continua. Consideriamo P insieme di
punti, del piano (x, y), descritto dal punto P(x,y) quando si ponga:

x=t,y=f@),
e si faceia variave ¢t nell’ intervallo (a’, a”). Si ha allora il diagram-
ma della funzione f(x), ma si ha anche, com’& evidente, una por-
zione di curva regolare. Pertanto: Il diagramma di una funzione y—f (),
definita in un intervallo (&', &), ivi derivabile e con derivata contmua,
¢ una porzione di curva wregolare.

Tale porzione di curva regolare presenta perd la particolarita
che la sua tangente non diviene mai parallela all’asse delle y; or-
bene, sussiste la proposizione : .

Se una porzione di curva regolarve, del piano (z, y), ha una tan-
gente che non diviene mai parallela all’ asse delle y, essa é il diagram-
ma di una funzione della x, derivabile e con derivata continua.

Sia, invero, («'y, a”) I'intervallo base della porzione di curva re-
golare C del piano (x, y) avente le equazioni parametriche.

(3) r=uax), Y=y1).

Se la tangente alla € non diviene mai parallela all’ asse delle
y, sard sempre 2’ (¢) &= 0, e supporremo, per fissare le idee, che sia
#'(t) > 0. La fanzione x(¢) sard allora sempre crescente in (a/, a”’) @
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sard quindi propriamente invertibile. Posto &' —a(a’), a” = x(a”), nel-
1’ intervallo (¢’, o”) risulta definita la funzione derivabile #), inver-
sa della #(f), e si ha (VI, n° 42),
~ 1
t, xX) = T

@ o [t(x)]

La derivata di (z) & percid pur essa continua in (a’, «”). Posto
ylit@]=r@),
la funzione f(x) riesce definita in (¢/, o) e ivi derivabile con deri-
vata continua ; si ha:
‘ Vo o i Y (0)
F@=y'[t@)]¢a) = Lo

Il diagramma delle f(x) colincide appunto con la porzione di
curva regolare C' rappresentata dalle (3). Sulle porzioni di curve
regolari nel piano ritorneremo nell’ articolo seguente.

Passiamo ora a dare il concetto di curva regolare continua.

Siano (t), y(t), 2(t) tre fanzioni continue nell’intervallo («', a”),
tali che si possa dividere questo intervallo, mediante un numero fi-
nito di punti a, =@/, a,, @, yuey @y, @y = a”, in intervalli parziali
(a; y @iy1), per ciuscuno dei quali il luogo

z—=uat), y=yl), z=2(@
@ =t = aq,
sia una porzione di curva regolare; allora il lnogo C dei punti del-
lo spazio, le cui coordinate sono date dalle (1) al variare di ¢ in
(o', '), si dice una curva regolare continua di intervallo base (a’, a”).

Se le funzioni x(¢), ¥(¢), #(t) sono di piu tali che, per una qua-
lunque coppia ¢’ e t” di valori di ¢ nell’ intervallo (a’, a’’), eccettua.
ta al pid la coppia o', a”, non prendono mai simultaneamente lo stes-
so valore, la curva regolare continua C dicesi semplice.

Una curva regolare continua semplice, si dice chiusa, se si ha:

o(a') =x(a”), y@)=ya"), 2a’)=2a").

Diciamo A,, A,,..., A, i punti di C corrispondenti ai valori «a,,
@,y @y del parametro ¢, la curva regolare C si comporra di un nau-
mero finito n -} 1 di porzioni di curve regolari C,, C,..., C,. Chpy
aventi per intervalli base, rispettivamente, gli intervalli (a’, a,), (a,,
Ay)yeery (An1, On 5, (ay, a”). La curva C; si salda con la curva C iy
nel punto A4;, ove, in generale, le due curve avranno due tangenti
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distinte. I punti 4, 4,,.., A, si dicono i panti singolari od an-
che angolosi della curva regolare C, gli altri punti si dicono 7e-
golari od anche ordinarii.

Se nel punto singolare A4; le due tangenti alla C; e alla Cyy,
coincidono, ma sono opposti i due assi tangenti positivi, il punto
A; dicesi, pill propriamente, un punto di regresso o una cuspi-
de, per evidenti ragioni. Perché in A4; si presenti un regresso oc-
corre e basta che riesca.

lim gy gy (a sinistra) = k. lim g (a destra) ,

t—ai t--ai
(4) th_:’;i ¥'(t) (a sinistra) = k. tl—]:I;,- (1) (a desira)
lim lim

2 (t) (a sinistra) — k., iz’(t) (a destra),

t—a; —-a

ove k & un numero negativo. Se per t—a; sono verificate le (4), con
k positivo, il punto singolare A4; non viene a presentare alcuna par-
ticolaritd geometrica, esso c¢i appare singolare unicamente per la
particolare rappresentazione parametrica impiega'tu per la curva re-
golare C (cfr. I’ osservazione 22 alla fine dell’ articolo).

Sussistono inalterati il criterio per decidere, fra due punti P’ e
P"” di C, quale & il seguente e quale il precedente, le definizioni di
arco C (P’, P’) della curva C, determinato da due punti P’ e P”
di C, di corda e di freccia di un tale arco, di segante. Osserveremo
che non & escluso che un arco C (4,, A,q.1) possa avere dei punti
comuni eon un arco C(4;, A,41), se P & un tal punto e se r<s,
il punto P, considerato come appartenente all’arco C(4,, A,y1),
precede il punto P, considerato come apparteﬁente all’ arco C (4,,
A,py). Un punto P di C dicesi semplice, doppio, triplo,..., kP,
secondoché wuna, due, tre,.., k sono le porzioni di curve regolari,
componenti C, per esso passanti.

Una retta passante per il punto P di C dicesi ivi tangente alla
C se & tangente ad una delle C; passanti per il punto.

Siamo ora in grado di dare il concetto della pit generale cur-
va regolare. Le tre funzioni reali x(t), y(t), #(t) della variabile reale
t siano, tutte e tre, definite nell’insieme 4 ottenuto dall’ intervallo
(a/y a”) togliendogli + certi suoi punti p,, p, yu.,pr. Se, mediante
gli s punti g, , g, yo.0y s ($=7), fra i quali sono i punti p, , Py, Py,
& possibile dividere I intervallo (a/, a”) in 81 intervalli parziali
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(@5 8) (@, 5 €)ooy ( Gs—15 @5 ) 5 (g5 5 &”) per modo che Vinsieme di pun-
ti descritto dal punto P [a(t), y(t), 2(t)] al variare di ¢ in ogni inter-
vallo contenuto in uno qualsiasi degli intervalli aperti (¢; , i)
(i=0,1,2,.,8; g,—=d,g1—=a"), & sempre una curva regolare
continua e se tutte e tre le funzioni x(t), y(t), 2(t) sono, su (¢; , ¢iy1),
continne in ogni punto di (g; , ¢;41), allora Pinsieme € di punti dello
spazio descritto dal punto P [a(t), y(t), 2(t) | al variare di ¢ in 4 di-
cesi una curva regolave di base A e di equazioni parametriche (1).

Si osservi che la pitt generale curva regolare pud non essere un
continuo. Laseiamo al lettore la cura di estendere alla pin generale
curva regolare i concetti e le definizioni precedentemente dati per
le curve regolari continue. Rileveremo soltanto che come punti sin-
golari delle curve regolari € sono da considerare quelli deile cur-
ve regolari continue di cui essa si compone e¢ quelli ¢he corrispon-
dono ai valori di ¢ coincidenti con uno dei valori ¢; ove siano state
simultaneamente definite le tre funzioni a(t), y(t), 2(t). Un tale valore
di ¢ pud benissimo essere di continuitd per le a(¢), y(t), 2(t) e per le
loro derivate prime e la singolarita pud consistere solamente nel
fatto che per esso valore si annullano simultaneamente le derivate
prime delle indicate tre funzioni.

Ad un punto di A nel quale simultaneamente si annullano le de-
rivate prime delle x(t), y(t), 2(¢), corrisponde sempre certo un punto sin-
golare di C e non pud essere che uno dei punti q; .

Nello studio delle curve regolari non limitate prestano sovente
un utile ufficio descrittivo i piani asintotici ¢ le rette asinto-
tiche delle dette curve. Andiamo percio ora a dare la nozione di
tali piani e di tali rette e ad indicare, per queste unltime, un meto-
do per ricercarle e per determinarle.

Detta R(t) — | V [2(t)]2 + [y(0] - [2(0)] I la distanza del punto
P[ x(t), yit), 2(t)] dallorvigine delle coordinate, la curva regolare C, di
base A, pué essere non limitata nei soli due seguenti casi:

a) se, p designando uno dei punti p, , p, ,..., p, , nei quali manea
la definizione di almeno una delle funzioni (¢), y(¢), 2(¢), si ha:

lim R(t) (a sinistra) = co, oppure tlif:’ E(t) (a destra) —co,

t—~p

od anche t“in R(t) = co;
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b) se, essendo linsieme A non limitato, si ha:

l- . X b
S R(0)= oo, oppure Jm R = co,
od anche ™ R(t) =co .

Tt 00

Orbene, se in uno di questi casi, esiste un ben determinato piano
7 o una ben determinata retta a dello spazio, tale che detta 3¥(f) la
distanza del punto'P, della C, dal piano o dalla retta, si abbia

lim 3(t) =0,

quel piano ® o quella retta a dicesi un piano asintotico o una vetta
asintotica della curva regolare C. Una retta asintotica si suole an-
che chiamare, semplicemente, un asintoto. ;

Per effettuare la determinazione degli eventuali asintoti di una
curva regolare € non limitata, cominciamo dall’osservare che se una
retta & asintotica, ogni piano passante per la retta & asintotico; se
due piani non péral]eli sono asintotici la loro retta di intersezione
¢ un asintoto. Cid posto, se lim R(f) = co, non potranno conservarsi
limitate tutte e tre le funzioni a(f), y(t), 2(f), una almeno di queste
dovra ciod essere divergente. Supponiamo che sia lim | () | =co. In
tale ipotesi, se la curva ammette un asintoto a, esso non potrd essere
parallelo al piano (y, 2), ed allora sard rappresentato da due equa-
zioni del tipo seguente: .
(5) Y—aX—y,=—0,
(5") Z—B3X—2,=0.

I due piani (5') e (5”), contenenti Pasintoto a, devono essere en-
trambi asintotici, e percido deve simultaneamente risultare:

lim {y(t) — ax(t) —y,} =0,
lim [2(t) — Ba(t) — 2,] =0,

e (juindi, evidentemehte, perche lim |a(t) | = oo, '

®)

Ca=lim=— , B:limﬂt—)— )
x(t) " -
Yo == lim[y(t) — aa(t)] , - 2, = lim[2(t) — Ba(?)] .
Si ha dunque il risultato: '
‘Se in un punto di (¢, a”) o allinfinito si ha lim|2(t)| = oo, condi-
zione necessaria e sufficiente affinché la curva regolare non limitata C
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by

possieda, corrispondentemente, un asintolo & che esistano determinati e
finiti i due limiti .
.yt . 2(¢

]nng(—)— ) llm——(—)— ,

a(t)

e che, detti @ e B i valori di questi lh‘niti, esistano altrest i due limiti

lim[y(t) — az(t)] , lim[z(t) — Ba(t)] .
Detti x, e y, © valori di questi due ultimi limiti, le (5) sono le equa-
zioni dellasintoto. ,
Se, in particolare, nella precedente ricerca, si fa 2(f) =0, si ot-
tengono gli eventuali asintoti per le curve regolari piane.
Esempi. 1°) La curva di equazioni parametriche :
__-sent cost

v=1xe YTIxe T

& una porzione di curva regolare, avente I’ intervallo (— oo, -4 co)
per intervallo base. Ha per unico asintoto I’ asse delle =z,
29 La curva di equazioni parametriche :
sent cost

r = T Yy = T 2 =1It,

& una curva regolare, avente per base I’ intervallo (—oo, —}-o0) pri-
vato del punto zero. Ha due asintoti: 1’ asse delle z e la retta (X—=1,
Z=—0). -
Osservazioni. 1°) Siano x(t), y(t), 2(t) le pit arbitrarie fanzioni
definite nel pitt arbitrario insieme A4 di punti dell’ asse delle ¢. Mol-
te delle definizioni e dei concetti dati in cid0 che precede si potreb-
bero estendere per il lnogo C dei punti P[x(t), y{t), z(t)], ottenuto
al variare di ¢ in A, facendo, sulle funzioni 'm(t), y(t), 2(t) e sull’in-
gsieme A, ipotesi pilt larghe di quelle gia fatte. Ma 1’ estensione non
ha alcun interesse per le applicazioni che abbiamo in vista. Nel no-
stro corso considereremo soltanto, incidentalmente, a proposito della
determinazione della lunghezza delle curve, il caso teoricamente in-
teressante in cui I’insieme A4 & un intervallo e le funzioni (¢), ¥(?),
2(t) sono soltanto supposte ovunque iwi continue. In tal caso il luo-
go C chiamasi una curvae continue. Una curva continua & evi-
dentemente un continuo. Si sappia pero (osservazione di Peano)
che una curva continua, ad esempio piana, puo anche essere un do-
minio rettangolare del piano,
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22) Poniamoci ora il problema seguente:

Dato il pit genevale luogo C deseritto dal punto [Ma), w(@), ¥(a)]
al variare del parametro a in un certo insieme dell’ asse delle a, quan-
do esso pud considerarsi una curva regolare ? v

Evidentemente, quando & possibile trovare una variabile ¢ ed
un insieme A dell’ asse delle ¢, ove sia possibile definire tre fun-

zioni a(t), y(t), 2(t), per modo che: @) al variare di ¢ in 4 il punto

P{x(t), y(t), 2(t)] percorra tutto il lnogo € e non ne esca; b) le fun-
zioni x(t), y(t), »(t) e I’insieme A verifichino le condizioni sotto le
quali, secondo le definizioni poste, si pud dare a € il nome di cur-
va regolare. Vogliamo osservare che se il problema posto ha una
soluzione, esso ne ha infinite. Vogliamo cioé osservare che: Una
curve regolare ammette infinite rappresentazioni parametriche.

Limitiamoci a considerare il caso semplice che la curva C sia
una porzione di curve regolare, avente per base I’ intervallo (a’, a”)
e le equazioni parametriche (1). Nell’ intervallo (b, b”) dell’ asse o
si definisca una funzione sempre crescente o sempre decrescente t—t(w),
che sia ovunque derivabile e con derivata continua e mai nulla, e
tale che mentre o percorre 1’ intervallo (b, b”) il valore della fan-
zione percorra, per intiero, 1’ intervallo (a’, a”). Posto :

alt(w)} =), yltw)]=1w), [H{o)]="75w),
il luogo del punto P[E(w), nw), &w)], al variare di o nell’ intervallo
(', ¥"), & di nuovo la curva C, per la quale dunque troviamo la
nuova rappresentazione parametrica
(6) r = o), y =), z=7Ew),
ed il nuovo intervallo base (b, b”).

Per coseni direttori dell’asse tangente positivo, relativo alla rap-

presentazione parametrica (6) della C, posto

E=|VOF+ Wer+ ZOr |,

¥

troviamo

#(t) o) Y e () (o)

K V]’ K [t)]’ K ]’
e 8i ha pertanto: Il verso positivo determinato su C dalla nuova rap-
presentazione parametrica (6) coincide con quello determinato dalla (1)

o con Vopposto, secondoché é sempre

(>0 ovvero t'(0) < 0.
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Buasterebbe che la funzione sempre crescente e derivabile (o)
avesse la derivata nulla in un punto o, di (', b"), perché nella rap-
presentazione parametrica (6) la € non apparisse pilt una porzione
di curva regolare, guale ossa . |

3%) B poi immediato che:

Comunque si cangino gli assi coordinati a-cui sono riferiti i punti
dello spazio, un luogo C al quale si é potuio dare il mome di curva
regolare, negli antichi assi, avra dritto a tale nome anche nei nuovi.

4*) Supponiamo che le tre funzioni reali x(f), y(t), 2(t) della va-
riabile reale ¢ siano, tutte e tre, definite nell’intervallo (a’, «”) e che,
essendo ¢, un certo punto interno a questo intervallo e £ un’arbitraria
quantitd positiva, il laogo del punto P [x(¢), y(t), 2(t)], descritto al -

~variare di ¢ tanto nell’ intervallo («’, ¢, —€) quanto nell’ intervallo

(t, + & a”), sia sempre, per ogni g una porzione di curva regolare,
11 Tuogo C del punto Pla(t), y(¢), 2(t)], descritto al variare di ¢ nel-
Pintiero intervallo (a’, &) & allora una curva regolare avente, al pit,
il punto P, [a(t,), y(t,), #(¢,)] come punto singolare. Vogliamo rilevare '
un notevole caso, che si presenta frequentemente nelle applicazioni,
in cui, non ostante che il punto P, sia da riguardarsi come punto
singo]a?re per-la curva C, purtuttavia, essa curva possiede in P, una
tangente determinata, esiste, ciod, una ben determinata retta t, per
P, che pud dirsi la retta limite della segante variabile P,P, condotta
per P, e per un punto P variabile su C, nel mentre che P tende a
- P,. Tale caso (osservato dal Dind) si presenta, per esempio, quando
si verifichino le circostanze seguenti: .

a) Le funzioni x(t), y(t), 2(t) sono nel punto ¢, derivabili n volte
almeno (n == 2), mentre riesce: :

(1) @9 () =y (¢,) =29 (t,) =0 (=1, 2,u,n—1)
(&) . 2™ () |4 [y (£ | [ 2™ (t,)]| > 0.
[Porremo z® (¢) =wx,@, y® (t)=y,®, 20 (t)=2,® (i =0, 1, 2,...,n)].
b) Il punto P [2(t), y(t), 2(t)] non riprende mai la stessa posizio-
ne al variare di ¢ in (a, a”).
Poiche, |circostanza @)] ¢,/ =9,/ =2,/ =0, il punto P, & da ri-
guardarsi come un punto singolare per la curva C. Sia At un arbi-

trario incremento non nullo, su (&, a”), dato a ¢, e diciamo P il punto
di O corrispondente al valore ¢, -+ At del parametro, esso [circostan-
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za )] sard sempre distinto da P,. Risulta percido individuata la se-
gante P, P di C, ed essa avrad i coseni direttori proporzionali ai numeri
n!Ax a!Ay nlAz
@y’ Agr 7oA
Ma si ha per le (7) (teor. V del no 438)

n! Az n!lAy n! Az
2,0~ KQ 2,
Ay e (Ae " "+ 8 Ay &

ove a, B, 7 sono infinitesimi con At, e da c¢id si dedace, ripetendo il
ragionameuto fatto in principio per le porzioni di curve regolari, che
la ben determinata retta T, condotta per Py, avente i coseni diret-
tori plopormmmh ai numeri wo("), ¥, , 2,™ [retta esistente in virth
della (8)]® da considerarsi la posizione limite della segante variabile
P, P, vel mentre che P tende a P,. Dunque: '

La curva regolare C, nel punto singolare P, ove ®)' — y,/ —=2z,/=0,
ammette la rvetta tangente; tale rettu ha le equazioni

X—woz Y-y, _ Z — =z,
(I)oi”‘) ’ yo(n)‘ ‘ zo(") ’

che possonsi anche scrivere:

X—a, Y—y,_ Z—z,
(drz), — (d"y), T o(drz),

50. Porzioni di curve regolari nel piano.— Limitiamoci ora
a counsiderare le porzioni di curve regolari nel piano. In questo arti-
colo, parlando, semplicemente, di curve regolare intenderemo parlare
sempre di porzione di curva regolare.

Lunghezrze notevoli per le curve regolari. Data, nel piano
(%, ¥), una curva regolare C di equazioni parametriche

(1) v=uat), y=yt),

ed una retta » che non passi per il punto P di C, diciamo T e N
i punti di incontro di #, rispettivamente, con la tangente e con la
normale in P alla C. Le lunghezze dei segmenti PT ¢ PN chiamansi
anche, rispettivamente, la tangente e la normale di C nel punto
P, rispetto alla retta r. Le lunghezze delle proiezioni ortogonali di
PT e di PN sulla retta » chiamansi, rispettivamente, la sottotan-
gente e la sottonormale di C, nel punto P, rispetto alla retta 1.



172 . Carrroro II.

Comunemente, 1a tangente, la normale, la sottotangente, la sot-
tonormale si prendono rispetto all’ asse delle z. Si ha allora:

’ !

@
sottotangente — |y 7 y sottonormale — | y —g—,— ,
tangente — % YTy |, ~normale — l, Va'* -y |

Se, in particolare, la curva C & rappresentata dall’ equazione
2 Yy =rf(@),

si ha, sempre rispetto all’ asse delle x,

sottotangente — i—;—/,— ) sottonormale = | yy'|,

2

tangente —

normale — 1 yY1 " l

Sia @ un punto del piano (v, y), distinto del punto P di C, di-
consi tangente, normale, sottotangente, sottonormale di C, nel punto
P, rispetto al punto @), rispettivamente la tangente, Ia normale, la
sottotangente, la sottonormale di C, nel punto P, rispetto allu retta
r, condotta per @, normalmente alla PQ.

Se indichiamo con p(t) la distanza del punto P, variabile su C,
dall’ origine O delle coordiuate, se si pone cioe

= o)+ [y,
_osservando che

pp' =aa' -y’
si trovano, per la sottotangente e per la sottonormale di C, nel
punto P, rispetto all’ origine O delle coordinate, rispettivamente, le
espressioni : ’

x . ml

__or
Pl ‘vyl — yml

Ne segue, sempre rispetto all’ origine O,
T e 7 o v
(4) tangente :+V92+(ﬁ—9ﬂ) y mormale =+ pV -|-( yw)

Curve regolari piane in coordinate polari. Riferiamo
il piano (#, y) ad un sistema di coordinate polari, assumendo come

H

polo P origine O delle coordinate cartesiane e come asse polare ’asse
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delle z. Dette p e 0 le coordinate polari di un punto del piano, fra
queste e le sue coordinateé cartesiane x e y, sussistono le relazioni
x=—pcos® , y—psend,
> &
cos—
p=-Va"ty*, B=arc

sen-2-
e

Domandiamo ora: come si potrd rappresentare, parametricamen-
te, una curva regolare in coordinate polari? Si verifica immediata-
mente che, assunto un intervallo base arbitrario (a’, «”), ed ivi de-
finite due funzioni 0(t) e o(¢), derivabili e con derivate continue, tali
che :

a) la funzione p(f) sia sempre positiva,

b) le derivate 0'(t) e p'(¢) non si annullino mai simultaneamente,

¢) non csista alcuna coppia ¢ e ¢’ di valori distinti di ¢, per
i quali risulti, simultaneamente,

p(ty=0p(t") , O(')=0(t") (mod. 27) ,
ponendo
() p=pt) , B8=0(),
il luogo descritto dal punto Plp(¢), 0(¢)], al variare di ¢ in (a/, @),
¢ una porzione di curva regolare.

In particolare, comunque si definisca in (¢, @”) una funzione
S(0) dell’ anomalia 0, selhprc positiva, derivabile e con derivata con-
tinua, ponendo,

(6) p=s0) ,
~il lnogo descritto dal punto P[f(0), 0], al variare di 0 in (a/, a”),
riesce una porzione di curva regolare, se f(0') == f(8”) quando
0’=10" (mod. 27). :

A proposito della rappresentazione data dalla (6) delle curve
regolari vogliamo qui osservare che, comunque si definisca, nel pin
arbitrario insieme A di punti dell’ asse delle 0, Ia pit arbitraria
funzioue f(0) assumente sempre valori non negativi, si pud consi-
derare 1’ insieme €' di punti del piano aventi le seguenti coordinate
polari:

0in 4, p=5(@);
orbene, I’ insieme C si chiama il diagramma polare della fun-
zione sempre non negativa f(0). Inoltre, 1’ insieme dei punti del
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piano caratterizzato dalle condizioni seguenti per le coordinate dei
suoi punti
bind, 0<p=rs0),

chiamasi settoroide relativo alla funzione sempre positiva f(0), aven-
te per base U insieme A. A

Ritornando alle curve regolari, & utile esprimere i coseni diret-
tori dell’ asse tangente positivo 1, alla data curva C, relativo alla
rappresentazione parametrica polarve (5). Poiché:

(7) x=—p(t)cosO(t) , y=—p(t)send(s) ,
posto . L
E(t)=--Vp™ 490" ,
si trova
cos (, T) = -1]17 (p’cosd — 0'p sen) ,
(8)

cos (y, T) = —% (9’ send - 0'p cosb).

Detto © I’angolo che il raggio vettore OP, avente per origine
il polo O e per estremo il punto P variabile su C, forma con I asse
tangente positivo T, segue dalle (8)

(9) cos®w — —lp—{ , © 8enw — pK
cotew — ?PB—’

Dalle -(7) e (8 si trae poi
Cay —yr = p*o’,
e pertanto, dalle (3) e (4), si deduce che la curva C, nel punto P
e rispetto al polo O, ha
p*0’

’
la sottotangente —— , l ,  la sottonormale — H;—,l ,

la tangente —

%Vp" + p%0% I , la normale —

1 o tan
F‘/pz_i_f)zez

Si notino le semplificazioni che ricevono queste formole nel ca-

so che la C sia rappresentata dalla (6): si pud allora porre, in cia- ™
scuna di esse, 0’ —1.

Dalle (9) si deducono le proposizioni seguenti:

Tutte e sole le curve regolari che togliamo ortogonalmente i raggi
di un fascio, di centro in O, sono i cerchi aventi il centro in O.
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Tutte e sole le curve rvegolari le cui tangenti passano per un punto
fisso O sono le rette passanti per O.

Concavita, convessita, flessi per le curve regolari
piane. Si consideri la curva regolare € avente le equazioni para-
metriche (1) e Uintervallo base (o, «”). Cominciamo dall’ osservare
che il teorema di Cawuchy (teor. V, ne 45), applicato alle due fan-
zioni x(f) e y(¢), riceve la notevole interpretuzione geometrica espres-
sa dal seguente teorema

I. Comungue si prendano due punti A e B sopra una curva re-
golave C, esiste un punto dell’ arco C (A, B), distinto dagli estremi,
nel quale la tangente alle C rigsce parallela alla segante AB.

Ed invero, se @ e b sono i valori di ¢ che competono ai punti

A e B di C, esiste (teor. V, no 45) un valore ¢ di ¢, interno all’ in-
tervallo (@, b), per il quale @ ’
a'(e) y(0)

a(a) — a(d)  yla) — y(b)

Sia P, un fissato punto di C interno alla curva, a cui compete

cioé un valore ¢, del parametro t, interno all’ intervallo (&, a”) base

=40,

della curva. Si dice che, nel punto P, la curva C & concava o con-
vessa se si pud costruire un arco C (P, P") di C, al quale il punto
P, sia interno, i cui punti, distinti da P, cadano tutti in uno de-
terminato dei due semipiani aperti secondo i quali la tangente t, in
P, alla C, divide il piano.

Se nel punto P la enrva € non & concava (non & convessa) si
dice che vi ha un flesso, '

Se ¢, & un valore speciale del parametro {, con le notazioni

Tys Yoy By Yo's By Yo ey
designeremo, rispettivamente, i valori:
m('o); y(t0)7 w7(t0)7 yl(to)7 m,l(t0)7 yll(to)r" ‘
Con questa intesa si pudo enunciare il teorema:

# I1. Condizione necessaria e sufficiente affinché la curva C, nel punto
P, (t,)) ad essa interno, sia concave o convessa & che la seguente fun-
zione di t: :
' — ’ ’
(10) Q) = (a(t) — x5)y," — (Y(6) — y,) @,
abbia un massimo o un minimo proprio in t,.
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Ed invero, poiche ¢{t)) =0, se ¢(t) ha, per esempio, un minimo
proprio in ¢, si pud determinare un intervallo (¢, ¢”) di (¢/, a”’), avente
nell’interno il valore ¢, per ogni punto del quale, distinto da P, &

(11) . @t)>0.

D’altra parte la tangente t, in P, divide il piano in due semi-
piani aperti =’ e x”, per le coordinate X e ¥ di un qualsiasi punto
di 7' si abbia

(X =)y, — (Y —y)u,” >0,
e, per le coordinate X e ¥ @i un qualsiasi punto di n”,
(X — &)y, — (Y —y,)a,”<<0.

Ne segue, in virtlt di (11), che se P’ e P” sono i punti di C cor-
rispondenti, rispettivamente, ai valori ¢' e ¢ del parametro ¢, ogni
punto dell’arco C (P, P"), distinto da P, & contenuto nel semipiano
7. E viceversa, se & soddisfatta questa condizione, risulta, in (¢,t”)
e per t==1,,

(t) > ¢(t,) =0,
la funzione ¢(f) ha ciod un minimo proprio in ¢,.

Dal teorema ora dimostrato segue immediatamente (teor. XI,

n° 45) che:

III. Se x(t) e y(t) sono in t,, derivabili due volte almeno, condi-
zione sufficiente affinché la curva C nel punto P, (¢), ad cssa interno,
" sia concava o convessa, é che riesca’

yol woll — xol yoll :i: 0.
Per la funzione ¢(t} definita dalla (10) si ha invero:

(pl(t) :yol wl — wol y’,(p”(t)::l[o, wll —_ wol y’,.
IV. Se x(t) e y(t) sono in t, derivabili tre volie almeno, condi-
zione sufficiente affinché la curva C, nel punio P, (t,) ad essa interno,
abbia un flesso é che riesca :

Yo @) — 2 9, =0, y/ 2" —=x,/y," F 0.
Si ba allora invero @'(t,)=¢"(t,)==0, ¢""(¢,)==0. Per un tal punto
di flesso si pud costruire un archetto C(P’, P”), al quale il punto P,
& interno, tale che tutti i punti dell’ arco C (P, P)), distinti da P,
sono contenuti in uno determinato dei due semipiani aperti, secondo i
quali la tangente 7, in P, alla C divide il piano, e tutti i punti del-
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Parco C (P, P"), distinti da P,, sono contenuti nell’ aliro degli indi-
cati semipiani. '

Si osserverd che pud benissimo risultare y'2,” — 2" y,” =0, ed
essere sempre la € concava o convessa nel punto P,. Basterebbe
percio che esistesse un intorno circolare di ¢, sn (a/, a”), in ogni
punto del qunale, distinto da ¢, si avesse, ad esempio,

y' &' — 'y >0.

La C sia in P, concava o convessa, esisterd allora un archetto
C (P, P") di C, al quale il punto P, & interno, i cuni punti distinti
da P, cadono in wuno determinato dei due semipiani aperti 7 e =",
secondo i quali la t, divide il piano (x, y). Diciamo =’ il semipiano
aperto che contiene i punti di C (P, P"), distinti da P,. Orbene :
si dice allora che la curva € é in P, concava rispetto ad ogni punto
del semipiano aperto =, convessa rispetto ad ogni punto del semipiano
aperto 7. B immediato il seguente teorema :

V. Condizione necessaria e sufficiente affinché la curva regolare
C sia nel punto P, (t,) ad essa interno concava (convessa) rispetto al
punto Q(a, b) é che la funzione di t:

p)=[la — 2y, — (b —y,) ] (@6 — @) y," — Y(t) — y,) @],
abbia un minimo proprio (un massimo proprio) in t,.

Si ha dunque in particolare:

VI. Se x(t) e y(t) sono, in t,, derivabili due volte almeno, condi-
zione sufficiente affinché la curva regolare C sia, nel punto P (t)) ad
essa interno, concava (convessa) vispetto al punto @Q (a, b), é che riesca:

[(@e — o)y, — O —y,) 2 [y, 2" —2)y,") > 0(<0).

L) asse di coseni direttori @ e B non abbia la direzione della
tangente t, in Py alla carva €. Se la curva € & concava o convessa
in P,
dell asse (a, B), se essa & concava (convessa) rispetto al punto @ di

coordinate x,-4a e y, + B. Si ba dunque che:

, 8i dice che essa wvolge la concavita (la convessitd) nel verso

VII. Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché la curva regolare
C, nel punto P, (tO) ad essa interno, volga la concavitda (la convessitd)
nel verso dell’ asse (a,B), é che la funzioné di ¢t :
q)(t) = (ayo, - 3:170,) [(.’L‘ (t) - xo) yol - (y(l') - yo) xo,]7

M. PicONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 12,



178 " Camroro 1I.

abbia un minimo proprio (un massimo proprio) in t,. Se 2(t) e y(t)
sono in t, derivabili due volte almeno, condizione sufficiente affinché
la curva C, nel punto P,, volga la concavita (la convessitd) nel verso
dell’ asse (a, B), é che riesca

(ay, — Ba,)) (¥, @,” — ® y,” ) >0(<0).

Se, in particolare, la curva regolare € ha 1’ equazione cartesia-
na (2), con f(x) derivabile due volte almeno, si ha:

VIIL. Secondoché riesce f"(x))>>0 o <0, la curva C volge in
P, la concavita nel verso dell asse y o dell’ opposto. Se flz) é, in w,, de-
rivabile tre volte almeno, la C vi ha un flesso se é f"(®)=0, f"(&)=£0.

Se poi la curva regolare € ha, in coordinate polari, I’ equazione:
p=A0), (A0)>0),

con f10) derivabile due volte almeno, si ha:

IX\. Secondoché riesce
Po” 295 = py oy >0 oppure <0,
la curva C é nel suo punto P0,)) concava oppure convessa rispetto
al polo O delle coordinate polari.

Vi sono curve regolari che, in ogni Joro punto, sono concave
o convesse. Tale & ad esempio, ogni conica. Vi sono curve regolari
dotate simultaneamente di punti di concavitd o di convessitd ¢ di
punti di flesso. Tale &, ad esempio, la curva y—a® che, in ogui
punto a destra dell’ origine volge la concavitd nel verso dell’ asse y
e, in ogni punto a sinistra, volge la concavitd nel verso opposto,
laddove nell’origine ha un flesso.

Domandiamo ora, vi sono curve regolari che in ogni loro punto
hanno un flesso? La linea retta & evidentemente una tale curva,
ma subito si pud dimostrare che :

X. 8¢ ci si limita a considerare le curve regolari per le quali le
JSunziont x(t) e y(t), delle equazioni parametriche, sono derivadbili due
volte almeno, la linew vettw € Uunica curva regolave che, in ogni suo
punto, ha un flesso.

Tutto si riduce a dimostrare che una porzione di curva rego-
lare C, per la quale le funzioni () e y(f) delle sue equazioni pa-
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rametriche verificano, nell’ intervallo base (a’, a”), identicamente D'e-
quazione '
y(t)a"(t) — 2 () y (=0,

& una linea retta. Vediamo subito, anzitutto, che la curva si com-
pone di segmenti di rette. Ed invero, in un qualsiasi punto Pt
della carva o z'(f) o y'(t) deve essere diversa da zero, sia 2'(t) &= 0.
Esisterd un intervallo (¢, ¢”), contenente ¢,, in ogni punto del quale
& a'(t) == 0, e quindi

d y'tt) _ y"(0) #'(t) — 2"t y'(0)

at o) [

Sard dunque, identicamente in (¢, ¢”), ¥'(¢) — aa'(t) = 0, ove «a
designa una costante; e pertanto, sempre identicamente in (¢, ¢”),
y(t) — a x{t) = b, designando b un’altra costante. I’ arco € (P, P")
di C, avente per base 1 intervallo (¢, t”) e contenente il punto P,
¢ dunque un segmento della retta ¥ —aX —b=—20. B cosi provato
che la curva C si compone di segmenti di retta; ma questi segmenti

—0.

devono essere tutti situati sopra una medesima retta, poiché la cur-
va &, per ipotesi, continua e priva di punti angolosi.

Anche per le applicazioni che ne faremo nell’ articolo seguente,
& interessante lo studio delle curve regolari del piano che verificano
la condizione seguente:

Bsiste una ben determinata direzione che non é mai assunta dalla
tangente alla curva.

In questo articolo noi faremo sempre, da ora in poi, I’ ipotesi
che la curva regolare € verifichi tale condizione. Operando, se oc-
corre, una rotazione degli assi coordinati, si puo sempre supporre
che la direzione che non & mai assunta dalla tangente alla curva,
sia quella dell’ asse y. Sard allora sempre 2'(f) == 0; ma in tal caso
(cfr. n° 49) la curva € pud essere rappresentata dall’ unica equa-
zione cartesiana

(2) y=71@),
ove f(x) & una funzione derivabile, con derivata continua, in un certo
intervallo («/, a”’) dellasse delle x.

Sia » una qualsiasi retta non avente la direzione dell’asse delle

y, ¢ percio di equazione:

y—axr—b—0,
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ogni punto (X, Y) del piano (x, ), fuori di », dicesi, per evidente
ragione, al disopra o al disotto di r secondoche riesce
Y—aX—0b0>0 oppwre Y —aX —0<<0.

La retta r divide il piano (x,y) in due semipiani aperti: uno di
questi & il luogo dei punti al disopra di » e dicesi percio il semi-
piano al disopra di r, Valtro si dird il semipiano al disotto di r.

Sussiste il seguente notevole teorema:

XI1. 8¢ per la curva regolare C avente U equazione (2) e U inter-
vallo base (¢, a”), la derivata f'(x) & funzione crescente (decrescente) in
(@, a”), si verificano le sequenti cirvcostanze: @) La tangente alla curva
non riprende mai la stessa divezione, e pertanto mnell interno di ogni
arco C (A, B) di C vi é un solo punto nel quale la tangente & pa-
rallela alla corda AB. b) La curva C, in ogni suo punto, volge la
concavita nel verso dellasse y (nel verso opposto); ogni tangente « alla
curva ha con essa in comune il solo punto A di contatto, e pertanto
ogni punto della curva distinto de A, & al disopra (& al disotto) della
Itunycnte a. ¢) Ogni segante 8 ha in comune con la curva due soli punti;
se A ¢ B sono questi due punti, essi dividono la curva in tre archi,
ogni punto interno all’arco C (A, B) é al disotto (¢ al disopra) della
segante, ogni punto interno ad uno qualsiasi dei rimanenti due archi
é al disopra (& al disotto) della segante; pertanto, e per b), il triangolo
“formato dalla segante s e dalle due tangenti a e 8 alla C, in A ¢ in
B, contiene intieramente 'arco C (A, B) della curva. @) Due tangenti
a ¢ B alla curva, in due punti qualsivogliano A e B, di ascissa a e b,
si incontrano in un punto la cui ascissa § é interna all’intervallo (a, b);
pertanto da un qualsiasi punto del piano (x, y) non si possono condurre
pin di due tangenti alla curva.

el

Si dimostrano facilmente le varie circostanze affermate dal teo-
rema. Per fissare le idee, supporremo f’(®) crescente in (a’, a”). Per-
che in due punti di C, di ascisse a e b, le tangenti abbiano la stessa
direzione & necessario e sufficiente che riesca f’(a) =f'(b), e pertan-
to, poiché & sempre, per ipotesi, f'(a)=Ff'(b), ne risultano le cir-

- costanze a). Consideriamo la funzione

P@) =S () —f(a) — (@ — a) /(a).
Si bha ¢'(& _f’ — f’(a), e quindi, poiche f’(x) & crescente,
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, { >0 a destra di a,

@' (@) " .
? <0 o stnistra di a,

e pertanto, essendo @(a}=—0, se ne deduce ¢(xr) > 0, tanto a sinistra

che a destra di a. Cid dimostra le circostanze b).

Sia b >>a, e consideriamo la funzione

D)
Yo = f@) —fl — TOTIE
Si ha: :
Fean . g f(b) —f(a’)
P(@)=r" (2) — T h—a

Diciamo ¢ quell’ unico punto, interno all’ intervallo (a, b), per il

quale ¢

JO)— fla)
Ta“———f (c),

si ha: ' (@)=/"(@)— f'(¢), e quindi, poich® f’(x) & crescente,
, >0 a destra di ¢
¢ (2) ’

<0 a sinistra di c,
e pertanto

crescente a destra di ¢,
d(x .. .
decrescente a sinistra di c,

e poiche ¢(a)=—=$(d)=10, se ne deduce
[ positiva a sinistra di «,
negativa nell’ interno di (a, b),

positiva a destra di b.

(@)

\

E con cid sono dimostrate le circostanze ¢).

Consideriamo le due tangenti a e B nei due punti A(a) e B()
di C. T’ ascissa £ del loro punto di incontro & la radice della se-
guente equazione di primo grado:

¥e) =1 0) —fl@) + (@ — 1) ) — @ — a) ' (@) =
=0 — a)f () + @ —b) S }) — (@ — a) f' () = 0.
- Ma &

@)= @0 —a)[f () —F B <0, yb)=(b—a)[f (c) —f (@)]>0,
onde risulta che la radice § dell’ equazione y(#)—0 & interna all’ in-
tervallo (a, b).

Presi ora tre qualsivogliano punti distinti A(a), B(}), O(c) della
C, subito si vede che le tangenti a, §, 7 alla curva, rispettivamen-
te, in 4, in B, in C, non possono mai passare per un medesimo
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punto. Poiche, se, per esempio, & a < b<Tc¢, dette & e T le ascisse
dei punti di incontro di B con a e con 7, si ha: a<E<<b<<{<e.
E restano cosi anche dimostrate le circostanze d).

Una curva regolare, di equazione y — f(x), che in ogni suo
punto volga la conecavita (la convessita) nel verso dell” asse y, si
dice concava (convessa) rispetto all’ asse y, convessa (concava) vispetto
all’ asse opposto.

Il teorema ultimamente dimostrato da, in particolare, che:

Oondizione sufficiente affinché una curva regolave, di equazione
y = f(x), sia concave (convessa) wvispetto all’asse y é che la sua tan-
gente non riprenda mai la stessa divezione; e precisamente, sarda con-
cava o convessa rispetio’ all’ asse y secondoché il coefficiente angolare
della tangente & funzione crescente o deerescente dell’ ascissa del punto

di contatto.
Si dimostrino, per esercizio, i seguenti due teoremi:

XII. Se per una.curva rvegolare, di equazione y—f @), la fun-
zione f(x), é, nell’ intervallo base («', &), derivabile due volte almeno,
condizione necessavia e sufficiente affinché la curva sia concava (conves-
sa) rispetto all’ asse y é che il coefficiente angolarve della sua tangente
sia funzione crescente (decrescente) dell ascissa del punto di contatto.

XIIL. Se per una curva regolare, di equazione y :'f(w), la fun-

', &), derivabile due volte almeno,

zione f(x), €, nell intervallo base (a
condizioni necessarie e sufficienti affinché la curva sia concave (con-
vessa) rispetto all’ asse y sono le due sequenti: la derivata seconda
S (@) non deve mai essere negativa (positiva); non deve esistere aloun

intervallo di (ay @), nel quale questa devivata seconda é sempre nulla,

Osservazione. Evidentemente, il teorema XI sussiste inalte-
rato se per la funzione f(x) si fa soltanto Pipotesi che essa sia de-
rivabile in (o, a”) e che la derivata sia muna funzione crescente (de-
crescente) in (', a”). Ma poiche una fanzione derivata f'(x) prende
in qualsiasi intervallo (a, b) ogni valore compreso fra f’(a) e f(b), dal
Iipotesi che f'(x) & crescente,(decrescente) in (a/, a”) segue (31, VIII)
Ia sua continuitd. Il supporre dunque, come & stato fatto nel teo-
rema XI, che il diagramma y—f(x) sia una porzione di curva re-
golare, non ¢ affatto una restrizione superflua,




¢ 1. FUNZIONI DI UNA VARIABILE REALE 183

51. Calcolo delle radici di un’equazione. — Nota, in un in-
tervallo (¢, ¢”), una funzione reale f(x) della variabile reale @, un
valore E, in (a’, a”), della @, per il quale riesca f(E)=0, dicesi uno
zero della funzione f(x), oppure una radice dell’ equazione.

(1) fi@)=0.

Una radice £ dellequazione (1) dicesi separata se si & costruito
un intervallo (p, q) di (@, a”), avente nell’ interno & nel quale non
cadono altre radici dell’ equazione.

Un problema Ja cui soluzione & di grandigsimo interesse anche
per le applicazioni alla pratica e il seguente:

Calcolare una radice & dell’ equazione (1), che sia stata gia sepa-
rata. Detto cioé (p, q) un intervallo di (o', "), nel cui interno é con-
tenuta Punica radice § della (1), costruive due successioni contigue (efr,
n® 3, Cap. 1.)

2) Po=2P, PisPsjseeyPn yoee

(3) Qo=—q s 4 99g 9y n yeeey
che abbiano la radice § per numero di separazione.

Perché & sempre
TG, =g (4, k=0, 1, 2,..),

ogni quantitd p; dicesi un valore di £ approssimato per difetto con un
errorve dapprossimazione minore di g, — p; (k=—0, 1, 2,..,) ed ogni
quantita ¢ dicesi un valore di § approssimato per eccesso con un er-
rore d’upprossimazione minore di qp —p; (1=0, 1, 2,.,).

Noi vogliamo qui, come semplice ed interessante applicazione dei
risultaii dell’ articolo precedente, brevemente trattare il posto pro-
blema del caleolo delle radici separate di un’ equazione.

I. Calcolo della radice & dell’equazione (1) nelle ipotesi seguenti: la
Sunzione f(x) é continua in (o, a”); per Vintervallo (p, q) che opera la
separazione della radice &, si ha f(p) f(g) < 05 comunque si considerino
due punti &' e x” (&' <ax") di (p, q), i punti del diagramma C della
Sunzione f(x), aventi Pascissa interna all’intervallo (o, «”') sono sempre
al disotto (sono sempre al disopra) della retta » congiungente i punti
(@, (@] e [&", f(®")], mentre i punti di C di ascissa esterna al detto
intervallo sono sempre al disopra (sono sempre al disotto) della retta r.

Per fissare le idee, noi supporremo f(p)<Z0, f(g)=>0 e che, co-
munque si prendano i due punti #" e 2", il punto [z, f(x)] di C & al
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disotto o al disopra della retta » congiungente i due punti [«, f(2')]
e [#”,f(®”)] secondoch®é z & interna o esterna all’ intervallo (&, z”).
Data la continuitad di f(x) e poiché (p, q) opera la separazione della
“radice E, si avra

. ( <0, in (p,q), a sinistra di E,

J@ [ >0, in (p, q), a destra di E.

Consideriamo la retta r, congiungente i punti [p, f'(p)]e[q, f(g)],
essa incontra 1’asse x nel punto
p‘:z’f(q)—q&)’

f@—sip)
interna alPintervallo (p,q), e poiche ogni punto di C di ascissa in-
terna a (p, q) & al disotto di r,, riuscird f(p, )< 0 e percio p <p, <E.
Poiche f(p,)<C0, la retta », conginngente i punti [p,, f(p,)]e(q,/(9)],
incontra Passe x nel punto

9, = pJS@—af(p,)

(@ —rf(p,)
interno allintervallo (p,, q), e riuscird p <'p, <'p,<E 1 procedi-
mento si pud indefinitamnente ripetere ¢ si viene cosi a costrnire la

successione
(2) . Po==D PPy 504y Pn 5eeey
mediante le formole ricorrenti
Py =D,
(4) _ P S(@—qf(pn)

P = ) = F(pn)

sempre crescente e superiormente limitata dalla radice & Dico che:
nl—l:r;o Do — E

Esiste invero il limite di p, ed esso non pud superare §, sia E(<E)

il limite di p, . Dalle (4) si ricava

flog—rE) ’

ciod (¢—F&) f(E)=0, e poichd ¢—t =¢—E>0, ne segue f(£)=0,

e quindi & —<=EL.

Poiché lim f(p,)=0, si potrd trovare un numero intiero e
positivo v tale che, per #>v, riesca

J @) <flp,)<<O.



§ 1. FUNZIONI DI UNA VARIABILE REALE 185

Diciamo s; la retta congiungente il punto [p, f(p)] col punto
[pv+k, f(pv_{_k)] (=1, 2,...) e q; il punto di incontro di s; con
I asse @, si ha
2F (D) — Pyy i SW)

J@yyr) —F(®)
PPyt <ie

(5) % =

e poiché ogni punto di € di ascissa esterna a (p, pv_*_k) e al di-

~ sopra di &, sard

> &
Risulta inoltre
lm o lim PS(Popr) = Popr S D) —EF(p) ¢
ko0 k=00 f(Pugr) — F (D) —fip 7

Pertanto con le due sucecessioui contigue: con la (2) definita
dalle (4) e con la successione
3) 9 — 9 41y g sy Qi yeee
definita dalla (5), si consegue il calcolo della radice E della (1) se-
parata dall’ intervallo (p, g).

I'. In particolare (50,XI) alle ipotesi poste per la f(®), si sod-
disfa se, per U intervallo (p, q) operante la separazione della radice
si ha f(p) f(g) <<O0, mentre lu f(x) é derivabile in (p, q) con derivata
ivi crescente (decrescente).

Si osservi che allora si avra f’(E) &= 0. Poiche se fosse f/(£)=0,
supposta, per esempio, f'(z) crescente in (p, ¢), ne seguirebbe

J' (@)

e quindi

<0 nell intervallo (p, &) aperto a destra ,
> 0 nell’ intervallo (€, q) aperto a sinisira ,

( decrescente in (p, ),

J@) 2 crescente in (§; q),
e pertanto f(p) >0, f(g)>>0. Sard anzi f’(E) positiva o negativa
secondoché positiva o negativa & f(q)

1", Pin particolarmente ancora (60, XI1I) alle ipotesi poste per
la fizx) si soddisfa se per Uintervallo (p, q), operante la sepurazione
della radice &, si ha f(p)flq) <0, mentre, essendo la f(x) derivabile
in (p, @) due wolte almeno, la derivata seconda f”(x), quando non é
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nulla, é sempre di uno stesso seguo ¢ non & sempre nulle in alcun in-
tervallo di (p, q).

Il metodo di caleolo ora dato della radice separata E dell’equa-
zione (1) sard da noi indicato col nome di metodo delle seganti.
Esso & anche noto sotto i nomi di metodo della proporziona-
lita o di metodo di falsa posizione.

Facciamo le ipotesi enunciate in I' e supponiamo inoltre che:

Oltre ad essere mota, in (¢, «”), la funzione f(x), sia ivi pure
nota la sua derivata prima f’(x).

Per il calcolo delia radice § dell’ equazione (1), separata dal-
P intervallo (p, ¢), si pud allora combinare, nel modo che andiamo
a dire, I’ esposto metodo delle seganti col cosidetto metodo delle
tangenti o di Newton-Fourier.

‘Per fissare le idee, supporremo f(p) <0, f(g) >0 e crescen-
te in (p, ¢) la derivata f'(x) della f(x). Risulterd allora f'(&)> 0,
e poiche f’ (x) & crescente, sard sempre f' (z)> 0, in (& ¢g).

Consideriamo la tangente ¢, alla curva regolare C, di equazione
y = f (), nel punto [g, £(g)]; essa incontra Vasse & nel punto:

)
9

Poiche ogni punto di C, distinto dal punto [g, f(g)], & al disopra
della tangente t, (50, XI) e poiche f(g)) e f’(g) sono positivi, riesce
E<g,<g. Consideriamo ora la tangente t, alla C nel punto [q,, fig,)],
essa incontra Passe x nel punto:

=0~ 7ig)
e riescira di nuovo §<7g,< ¢, <q¢.
11 procedimento ora indicato si pud indefinitamente replicare, e

si verrd eosl a costruire una successione decrescente

(3) Q=919 95 9+ qn sy
mediante le formole ricorrenti:
g 9% —41,
(6) ¢ J(gu)

[ @ = = F7g,) |

inferiormente limitata dalla radice & dell’equazione (1). Esiste il limite
lim

n—0oo

an,
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ed indicatone con & il valorve, si ha & =& Dico che £ —=E. Ed in-
vero, dalle (6), per la continuita di f(z) e di f'(x), e per essere f'(E) >0,
si ricava:

ciod f(E)—=—0.

La successione (3), data dalle formole ricorrenti (6) & dunque
pur essa contigua alla snccessione (2) data dalle formole ricorrenti (4)
del metodo delle seganti; e pertanto, quella successione fornisce con
questa un altro modo di calcolare la radice £ della (1).

II. Calcolo della radice & dell’ equazione (1) nelle ipotesi sequenti:
la funzione f(x) & continua in {a', a”); nellintervallo (p, q), che opera
“la sepavazione della radice &, la f(x) é crescente (& decrescente) ed é de-
rivabile, con derivate decrescente (crescente) in (p,E), crescente (decre-
scente) in (&, q).

Il metodo delle tangenti offre subito due successioni (2) e (3)
contigue e separate dalla radice & Supposto, per fissare le idee, che
la f(x) sia crescente in (p, q), con derivata decrescente in (p,E) e
crescente in (€, ¢), si avra f'(§) =0, e quindi f’(x) positiva in (p, ),
tanto a destra che a sinistra di &, Mentre &

>0 nell’ intervallo )y aperto a sinistra
y Q) ap s

S (@) . v
<0 nell intervallo (p,t), aperto a destra.

Inoltre (50, XI) Parco della curva C di equazione y —f(x), li-
mitata dai punti di ascisse £ e ¢, & tutto al disopra di ogni sua
tangente, se si esclude il punto di contatto, e Varco di €, limitato
dai punti p e E, & tutto al disotto di ogni sua tangente, se, del pari,
si esclude il punto di contatto. Cid premesso, si vede, come prece-
dentemente, che, posto

‘ Po—0, { 79,—4q,
7 ") (8 (G
( )?”"“:p"“?((ﬁ,.w I o =a _J{'&l))’.

la successione (2) risulta crescente ¢ superiormente limitata dalla ra-
dice § la successione (3) decrescente e inferiormente limitata dalla &
Dico che le due sucecessioni sono contigue, cioe che

lim p,, = 1lim ¢, —=E&.
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Dimostriamo che lim g, =&, Posto limg, —=F, & E’gg, e quindi
,)\'>o se &>, >0 s¢ & >E,

?:0 se ¥ —E, =0 se &' =E.
Ma non potrad essere & > E, perchd allora si dedurrebbe:

Sign) SE)
= 0

Py —7e) 0

mentre dalle (8) si ricava:

Slgn)

J(an)

IT'. In pavticolove (50, XIII) alle ipotesi poste per la f(x) si sod-
disfa, se, nell’ intervallo (p, q) operante la separazione della radice E,

lim f( g, ) =7 € lim /' (q)=/"(€)

lim

lim

= lim (@41 — ¢ ) = lim gpqy — lim g, =& — &' =0.

la funzione f(x) é derivabile due volte almeno e crescente (decrescente),
mentre lo derivala f"(x), quando mnon é nulle, & negativa (positiva)
a sinistra di E e positiva (negativa) a destra ¢ non ¢é sempre nulla

in alcun intervallo di (p, q).

Osservazione 1°. Il metodo ora indicato delle tangenti, teori-
camente applicabile, come abbiamo visto, nelle ipotesi enunciate in I1I,
¢ in pratica affutto sconsigliabile quando sia f'(5) = 0.

Poichs, in tal caso, f’(p.) e f’(g.) hanno per limite zero, e
percio, quando n & abbastanza grande, essi sono molto piccoli. Un
_ piccolissimo errore commesso nel calcolo di f(pn) o di f(ga), viene,

nel caleolo delle funzioni

J(pn) Jqn)

Sipn) flan)’
moltiplicato per 1:f" (p,) o per 1:f'(gs), i quali sono numeri che
finiscono col diventare pitt grandi di qualunque numero assegnato !

Se, nell’ intervallo (p, ¢) operante la separazione della radice §
della (1), la funzione f(x) & derivabile due volte almeno, con deri-
vata seconda limitata, anche se non si verificano le circostanze con-
template in I”, per il calcolo della radice § & consigliabile tentare
di nuovo il metodo delle seganti, nel modo che & qui spiegato pit
avanti, e cio anche quando si sia nelle ulteriori ipotesi enunciate
in 11, quando perd riesca f'(§) == 0. Dobbiamo premettere il seguen-
te teorema che fornisce un numero positivo limitante superiormente
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il modulo dell’ errore che si commette nel sostituire ad un arco del-
la curva regolare C la sua cordu,

III. 8e la funzione f(x) &, in (p,q), derivabile due volte almeno,
con derivata seconda limitata, deito M (p, ¢) un numero positivo non

inferiore all estremo superiove di | f" (%) | in (p, q), 8i ha ivi:

. Sl —rip)
9 — ST S
(9 S @) — f(p) q »

1
@—p) | =5 @— P? M (p, 9).

Sia, invero, K un numero non inferiore all’ estremo superiore
di f7 () in (p, ¢ ¢ & an numero non superiore all’ estremo inferio-
re di f”(x) in (p, q). B consideriamo la funzione :

pron X o
v@=r@) —rin L0 =L K e —a).
qQ—7p 2
Si ha: k
(10) e =¢9(@=0,
(11) ¢" (@) =f" (@) — K=0 in (p, @)

Per le (10) esiste un punto &, interno a (p, q), nel quale &
¢'(B)==0, per le (11) &
¢ @) =¢'B) =10 per o<k,

e pertanto, poiche ¢(p) =0,
@) =0, per x in (p, &),
e poiche ¢(q) =0,
e@) =0, per x in (g, q.
Si ha dunque @(@)=0 in (p, ¢), ciod ivi:

a9 s —rin— LO=IW o= Ko pyg—a,
In modo analogo si dimostra che, in (p, ¢), riesce:
13 fw—rp— LB oo Lo o
Dulle (12) e (13) segue
r@ = —LEZIE g | < L p, 0 0 —pia—a),
ma

JpRY
@—pig—a) < LTV

onde si ricava la (9) che si voleva dimostrare.
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IV. .Galcolo della radice § dell’equazione (1) nélle ipotesi seguenti:
la funzione f(x) é continua in (a', a”); nellintervallo (p, q), che opera
la separazione della radice &, la f(x) & derivabile due volte almeno,
con derivata prima mat nulle e con derivata seconda limitata.

Sard, di conseguenza, f(x) crescente o decrescente in (p, g). Sup-
porremo, per fissare le idee, la f(x) crescente in (p, ¢); sara allora
S (@) <0 a sinistra di &, f(2)>>0 a destra. Pertanto la corda r, del-
I’arco della curva C, limitato dai punti {p,f(p)] e [¢,/(g)] incon-
trera Passe & in un punto «,, interno all’ intervallo (p, ¢), dato da
_vf@—af(p)

O flo—f(p)

o

Si ha (teor. TII)
—Jf(p)
W o=+ L= 6yt k),
essendo | R (x)|=1/8 M (p, q) (¢ — p)?, convenendo di indicare con M
(¢, B) un numero positivo non inferiore all’estremo superiore di | f” (z)]
nelPintervallo («, B) di (p, ¢). E quindi, per essere f(E) =0, dalla (14)
si ricava:

e Pf@—af(p) . g 97P
F@—/(p) (@) —f(p)’
e pertanto, detto m (a, ) un numero positivo non superiore al minimo
di f' (@) in (a, B), si trae '
1 M(p, q)
(15) lEfaiig 5 a—p) (», 0
Tale relazione limita superiormente Verrore che si commette pren-

dendo a, come valore approssimato della radice E.

La quantitd «,, se non coincide con g, sard un valore di § ap-
prossimato per dlfetto 0 per eccesso, per difetto se & f(«,) <70, per
eccesso se & f(a,) > 0. Supponiamo, ad esempio, che a, sia approssi-
mato per difetto. Si indicherd allora con a, il minore dei due numeri:

q a1+—1—(q—p)2£4—(g’—@—-
8 m(p, 9

La quantita «, sard un valore di £ approssimato per eccesso. Si
conduce la retta r, congiungente i punti [a,, f(«,}], [@,, f(a,)], essa
incontra P’asse x in un punto a, , interno all’intervallo (a, , a,), dd.t() da

a, f(a)—a, f(a)
fla) — flay) -
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mentre si ha:
1 Ma,,a)
z 19 "2
1§ = o (g —a)? -t
m (o, , a,)
Tale relazione limita superiormente 1P’ errore che si commette
prendendo a, come valore approssimato della radice 5. Supponiamo,
ad esempio, che risulti f(a,) >0, ciod che a; sia un valore di £ ap-
prossimato per eccesso. Indicheremo allora con a, il maggiore dei
due numeri
M(a,,a,)
m(a, , a,)

Gy — —(ag - a1)2 ’

8 8

e per lintervallo (¢, , ), operante, del pari, la separazione della ra-
dice £, si ripetera il procedimento esposto per glintervalli (p, ¢) e
(a,, @,), e cosl via indefinitamente. '
Posto
Po=—DP 3 P, ==&y Py ==& jeusy
Q=4 q1=="0%y, Gy =0z, _
se per nessuno dei valovi p; o g 81 ha f(p; )==0 oppure figr) =0,
si perviene alla costruzione di due successioni (2) e (3) separate, e
la radice £ cade nellintervallo di separazione delle dué successioni.
Il metodo descritto vriesce (teoricamente) se le due successioni

che si ottengono viescono contigue.

Osservazioni. 2*) Nelle sole ipotesi enunciate in IV, se
"1_'}1;0 [ f(a'n+l) — flay) | =0,

non ¢ consigliabile ripetere wmolto le successive approssimazioni, per

una ragione identica a quella-data nell’ osservazione 1%

3*) Per Papplicazione del metodo esposto in IV occorre soltanto
che sia nota la funzione f(z). E basta sapere soltanto che la fun-
zione f(x) & derivabile due volte almeno e, per ogni intervallo («, B)
di (p, q), anche se f'(x) e f”(@) non sono calcolabili con grande ap-
prossimazione, sapere determinare un numero non inferiore all’estre-
mo superiore di |f”(2)] in (¢, B) e un numero non superiore al mi-
nimo di |f'(@)| in (¢, 8).

4*) Supposta la f(x) derivabile in (p, q), ai dati metodi di cal-
colo della radice separata £ della (1), sia per necessitd teoriche che
per necessitd pratiche, si sottrae sempre il caso, che pud ben pre-
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sentarsi in pratica, in cui la radice § & anche uno zero della deri-
vata .prima f/(#). Per il calcolo di una tale radice, supposto che f'(z)
sia nota in (p, q), conviene applicare all’ equazione

S (@) =0,
i metodi dati per la (1). Supposta la f(x) derivabile due volte alme-
no in (p, ¢), a questi metodi di calcolo sfuggono allora le radici
della (1) che, simultaneamente, sono zeri di f'(x) e di f”(»). Per il
calcolo di una tale radice, supposto che f” (#) sia nota in (p,q), con-
viene applicare all’equazione

S (@)=0,
i metodi dati per la (1). Ecec.

5*) In tutti i casi, la possibilita, per lo meno teorica, di cal-
colare la radice, separata & della (1) si ha nelle sole ipotesi seguenti:
Nellintervallo (p, &) aperto a destra é f(x)<<0(>0) e nell’intervallo
&, q) aperto a sinistra é f(x)>>0(<C0).

Fissato invero un numero %, intiero e maggiore di uno, me-
diante i punti
q9—>p

n

goey@in — ¢

Qo =p, ¢, —=p "l"q—,’:—p’ @, =p 2
dividiamo Vintervallo (p, ¢) in # intervalli eguali. Si determinino poi,
successivamente, i segni delle quantita

S(au), f(@1) gy @1, n),
se, supposto f(p )< 0 e f(g) >0, riesce
" fla) <0, f(a,,) <O, F(a, o) <<0, fla, 44+ >0, (i=n—1),
si porra
Pr—014 5 @1 —0, 541
Per Pintervallo (p,, g;) opereremo ora come. per I'intervallo (p, q).
Mediante i punti
Qoy =Py %=1, + ’q—l-’%"&’ Uy —=p, -+ 2 Ql—T{l"‘_ yeery Q2= Q1 ,
divideremo cioé I’intervallo (p,, ¢, ) in n parti eguali, e determine-
remo, successivamente, i segni delle quantita
S(@g,) s J(@ge) geuy (o2, 1)
Se riesce ~
S (a21) <O, (o) <O ey (02 i) <TO, fag, 5 41) >0y
si porra ’

Po—= 024y 2= 02, i1 -
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Per PVintervallo (p,, ¢,) si operera come per gli intervalli (p,q')
e (p,,q); e cosl via di seguito indefinitamente. Si verranno cosl a
costruire le dne snccessioni contigue (2) e (3), riuscendo ecompleta-
mente al caleolo della radice E.

Se p e ¢ sono due nuwmeri intieri consecutivi, posto n =10, il
valore approssimato p, delle &, che si ottiene col metodo ora dato,
ha in comune con E, le prime v cifre decimali.

_Ma, ripetiamolo, questo metodo rappresenta solo una possibilita
teorica e ad csso si fara ricorso solo quando si riscontra I inappli-
cabilitd dei metodi esposti in I, in II e in IV. Questi ultimi, quan-
do sono applicabili, forniscono, in generale, con grande rapiditd il
calcolo della radice.

52. Derivate e differenziali per le funzioni complesse di
una variabile reale. — Nell’ insieme perfetto A dell’ asse x siano
definite le due funzioni reali.

u=g @), v="h(),
della variabile reale a; in quell’insieme riesce allora definita (23, 70)
la funzione complessa
w=r(#) =g @)+ ih@),
della variabile reale ». Sia 2, un punto di A, in esso punto, pro-
prio come al n° 38, si definiscono le derivate (su A) minima ¢ mas-
sima della funzione complessa f(x). Si pone ciod (n° 11) '
deriv’ f(w) = lim’  Aw deriv”f(gc)_ lim” Aw

x ~ % T Ax—~0 Ax x> x, T Ae—~0 Ag

ove Ax & ¥ incremento, sn 4, dato a x,. Ne segue (no 11)
deriv’ f(x) = deriv” g(a) -~ i deriv’ h(x) , ...

Proprio come al ne 41 si definiscono le funzioni complesse a
derivata unica e le funzioni complesse derivabili, Si ha evidente-
mente:

1. Condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione com-
plessa f (x) — ¢g(x) 4 ih{x) sia a derivate unica (sia derivabile) é che
tali siano entrambe le due funzioni f(x) e g(w). Se f(x) é derivabile
si ha:

Df (@) = Dg(x) 4- iDh(z) , [f'(®) = ¢'(x) + b/ (2).

M, PICONE -~ Leziont di Analist infinitesimale — 13,
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Per ogni funzione complessa derivabile f(x), se ne definisce il

differenziale, ponendo :
af (@) = f (x)dz ,
si ha dunque
d f(x) = dg(x) 4 idh(x).

Proprio come ai numeri 44 e 45 si possono stabilire i concetti
di derivate successive e di differenziali successivi per le funzioni
complesse di una variabile reale. Si trova:

FO @) =g @) + k™ (@), 4" f@) = d g(a) + id® ).

Si dimostra immediatamente che:

II. Ogni combinazione lineare a coefficienti costanti e il prodotto
di due o pin funzioni complesse derivabili é una funzione complessa
derivabile e per il caleolo della devivata della combinazione lineare e
del prodotio sussistono le stesse regole date (al no 43, I e II) per le
Sunzioni reali. Se f, (x) e f,(x) sono due funzioni complesse derivabil
e se [, (x,) == 0, é altresi derivabile, nel punto x,, la funzione comples-
sa quoto della f, (®) per f,(x), e per il calcolo della derivata del
quoto sussiste la stessa regola data (al n° 43, IV) per le funzioni reali.

In algebra per qualunque valore complesso non nullo di z &
stato definito il logaritmo neperiano principale di z, indicato
con logz. Si pone, per definizione,

logz =log |2 |- iargz,

ove argz denota I’argomento principale di z, cioe, per y > 0,
argz rappresenta la misura, positiva e minore di =, dell angolo che
il raggio positivo dell’asse & fa col raggio vettore oP spiccato dal-
P origine ¢ terminato nel punto P di affissa 2; se ¥y <0, argz rap-
presenta la misura", negativa ¢ maggiore di — =, dello stesso angolo;
se y=—0 e >0 & argz—0; se y—0 e x<0 & argez—m.
Vogliamo qui dimostrare che’:

IIL Se f{x)=g(®)-+ik{x) & una funzione complessa derivabile
della variabile reale z, in ogni punto x per il quale non é h—20 e
9= 0, si ha:

Df(=) (=)

1) Dlog f(x) = F@) = )
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Si ha invero,
g

. . § ———— .
1 o . 2 :
log f= ;- log(y® - h*) - i arc % ¥s ,Thz y (—r<larco=m),
< sen ———p——
Vot
e quindi, se per esempio k== 0,
<73 99"+ bR
, , Va2 - B — g e
Dlogf—= g9 + hh +i ! ! Vg- i ! Vo' + B
gt 40 Vl # e -
RN

col segno + o col seguno — secondochd h & negativo o positive. Ri-
duceudo ne segue la (1). '

In algebra per qualunque valore complesso di z & stata definita
la potenza di e avente per esponente z. Se 2 =& -}- iy, si pone,
per definizione,

¢ = ¢® (cosy -}~ iseny).

Si verifica imwediatamente che :

IV. Se f(x) é una funzione complessa derivabile della variabile
reale x, i ha :

De /@ — gf@) Df(w) — ¢/@) f’ (w).
Ed invero, se f=—g -}- ih, poichd
ef—¢9 (cosh + isenh),
risulta :
Def = ¢9 (cosh -} isenh) g’ -} ¢ (— senh -}~ icosh) b’ —
= (cosh - isenk)(g’ - ib) =€/ f'.

Se a4 ib ¢ una costante complessa non nulla la polenza
principale di esponente z e di base « -} ib, indicata con la nota-
zione (a-Fib) & definita (Algebra, no 264) dall’ eguaglianza :

) (a _l"' ,,:b)z — ezlog(a-}-ib).

Ne segue:

V. 8¢ a-ib & una costante complessa non nulla e f(xr) é una
funzione complessa derivabile della variabile reale x, 8i ha : '

D(a -+ i)/ ® = (a -|- ib) @ ' (x) log (« | ib).

VI. 8¢ a--ib & una qualsiasi costante complessa € f(x) é una
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JSunzione complessa derivabile della variabile veule x, per ogni punto
x nel quale f(x) =0, si ha : '

D f (@) = (a + ib) f@)p=1+ f ().

Per qualunqué valore complesso di 2 si definiscono il seno e il
coseno di z ponendo ‘ ‘

e — 6-—1’2 ¢iz + e—iz
seneg — ———-T 3 cosz:-————z—-———— y
e, per 2z (2n 4 1) /2, si definisce la fangente di 2z ponendo
tan senz 1 6% — g2
H & = = —
g cosz i 6% - "

Si verifica immediatamente che:

VII. 8¢ f(x) é una funzione complesse derivabile della variabile
reale x, 8i ha:

Dsen f(z)==cos f(x) . D f(®), Dcosf(x)—= — sen f(x).Df(x},
e, per ogni punto x nel quale & f(xr)==(2n -4 1) n/2 ,
__ Dj@
Dtangf(x) = m—).
Poniamo

g=—senw, ¢v—a,
della formola che definisce senw si trae, per «, I’ equazione

’

a? — 2iz.a—1=0;
delle due radiei di questa equazione indichiamo con
iz Y1 —2*,
quella che si ridnce a wno per z2—0. Pouendo, come definizione
dell’ arcoseno di z,

1 N
(2) aresens = — log (x| J1—22),

si trova
senarcsenz —z ,

arcsenz & dunque la funzione inversa di senz e riesce definita per
qualunque valore complesso di 2. Si pone poi

1 S
(3) arc cosz — % ~— aresenz = — log(z47:t —1),

ove con Jz2 —1 abbiamo denotato quella determinazione della radice
quadrata di 2*— 1, che si riduce a i per 2—=20,
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Se poniamo- ora
g—tangw — —
si trova per a I’ equazione

i —= ———
, a1’
la quale, per z== * i, & verificata dal seguente unico valore non
nullo di 2

141z

1—iz

Ponendo, come definizione di arcotangente di 2z, per ogni valore
complesso di z diverso da —¢ e da -+ 1,

14z
— log e
24 1 — iz

(4) arctangz —
si trova
tang arctangz — 2.

La funzione arctangz ¢ dunque la funzione inversa di tangz.

Dalle (2), (3) e (4), in forza dei teoremi IIL, III, VI, si deduce:

VIIL. Se f(x) é una funzione complessa derivabile della variabile
reale ®, per ogni valove di @ nel quale & f(x) ==+ 1, si trova

’ 4
Dare seny — —-—i_(-——_ﬁ—m)___w , D arccosw — ——u—-_f__.@__._ ,
11— @ 1—72 @)
e per ogni valore di x nel quale & f(x) == + 1,
S (@)
D arc tan e
SO= e

Lasciamo al lettore il facile compito di verificare che: Per le
Junzioni circolari della variabile complessa z, testé definile, senz, cosz,
tangz, valgono le stesse regole di calcolo ‘che sussistono per quelle fun-
ziont nel caso che si considerino, esclusivamente, valori veali di 2z : per
tali valori quélle funzioni si riducono alle ben note funzioni circolari
della trigonometria elementare.

Funzioni iperboliche e loro inverse. Giova talvolta, in
pratica, introdurre le funzioni
& — et - + et @ — e
2 ’ 2 e S
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che, rispettivamente, si chiamano il seno iperbolico, il coseno iperbo-
lico e la tangente iperbolica di z e si designano con le notazioni:

senhz , coshz , tanghz.

Evidentemente : tanghz —senhz: coshz. La reciproca di tanghz

si chiama la cotangente iperbolica di z e si designa con la notazio-
ne coshz. Si ha: '

seniz tangiz

(5) senhz — , coshz—cosiz , tanghz —

Si sono cosl espresse le funzioni iperboliche per mezzo delle
funzioni circolari. Le funzioni senhz e coshz riescono definite per
ogni valore complesso di 2, laddove la funzione tanghz & definita
per ogni valore complesso di z che non sia della forma i(2n4-1)x/2.
Le fanzioni iperboliche assumono valori reali per valori reali di z.

Poiche cos? iz }-sen®iz — 1, se ne deduce:

(6) cosh® — senh® —1.
Cosi pure, in forza delle (5), dalla relazione
send (2, - 2,) = sen iz, cos iz, -} cos iz, sen iz, ,
si deduce '
senh (2, - 2,) == senhg, coshz, -}- coshz, senhz, ,
allo stesso modo si ottiene:
cosh (2, -}- z,) = coshez, coshz, - senhz, senhz, .
Si notino le relazioni:
senh (— 2) == — senhz , cosh (— 2) —coshz ,
senh2z -—— 2senhz coshz .
cosh2z = cosh® -}- senh® |

1 1
cosh®z — 5 (1-}-cosh 22) , senbh?z—=— -5 (cosh 22 — 1),

Le funzioni inverse di senhz, coshe, tanghe, si ehiamano, rispet-
tivamente, setfore seno iperbolico di z, settore coseno iperbolico di z,

settore tangente iperbolica di z, e si designano al modo seguente :
sett senhz , sett coshz , sett tanghz.

Con lo stesso procedimento seguito per ottenere' le funzioni in-
verse dalle funzioni circolari, si trova, per ogni valore di 2,
sett senhz —=log (2 4-y1+2%) , =
sett coshe = log (2 J-}2*—1) ,
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ove, con ‘/J.-{-z2 e Jz*—1 abbiamo indicato quella determinazione della
radiee che si riduce ad un numero positivo -per ogni valore reale di
z che dia al radicando un valore posxtlvo E cosl sitrova, per 2 :}: +1,

142

11—z

sett tanghz — — log
Si verifica subito che:

IX. 8¢ f (%) é una funzione compiessa derivabile della wvariabile
reale x 8 ha
(7) Dsenhf(x) = coshf (x) . Df(x) , Dcoshf (#) —senhf (x) . Df (x),

Df (») Dbf (w

Dsett senbf () — — , Dsett coshf(x)
V147 @) T
per ogni punto x nel quale & f(x) == i(2n - 1)n/2,
(8) D tangh f({x) D7)

T cosh®f(x) ’
e per ogni punto x nel quale é f(w) =+ 1,
Df(ﬂb)
1— fa)
Studio delle funzioni iperboliche per valori reali del-

Vargomento. Diamo ora alla variabile z esclusivamente valori reali
2, ¢ poniamo:

D sett tangh f(x) =—

9 { & =rcoshz,

2 n=—senhx .
Dalla (6) si trae, per qualungue valore di z,
2 1.
E—n'=1;
variando dunque # da — oo u - co, il punto (, 7) descrive, nel
piano (§, %), un ramo di iperbola equilatera di semiassi wno, dispo-
sti secondo gli assi coordinati. In ¢id la ragione del nome di fun-
zioni iperboliche dato alle funzioni che stiamo studiando.
Si ha
>0 per x>0,

senhz { —0 per =0, coshx
( <0 per z <70,

| senhz | < coshz,

[tanghe | <1.

>1, per x50,
=1, per x=0,
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Dalle (7) e (8), quando in luogo di f(x) si ponga x, si deduce
che senhz e tanghz sono funzioni sempre crescenti della @, laddove
coshz & sempre decrescente u sinistra di zero e crescente a destra,
Mentre » varia da — co a -} co, coshe varia da 1 & 4-co, senha
da —co-a -Fco, tanghs da —1 a - 1.

La ragione della denominazione di seftore data alle funzioni in-
verse delle funzioni iperboliche sta in ¢id: Se si ealeola (cfr. il ca-
pitolo iniziale delln seconda parte del corso) area del settore limi-
tato: @) dal ramo di iperbola equilatera di equazioni (9), b) dalla
retta nscente dal centro di questa e passante per il punto, di detto
ramo, corrispondente ad un dato valore 2’ > 0 della variabile 2, ¢} dal-
Ja retta simmetrica della precedente rispetto all’ asse trasverso del-
Piperbola; si trova, come valore defl’area, per Pappunto &'

Ricerca della funzione primitiva. Sia f(x) una funzione
complessa della variabile reale @ definita nell’ intervallo («/, «”) del-
Passe delle @; come per le funzioni reali, chiamasi funzione primitiva
della f(») ogui funzione complessa F(x) della variabile reale , del
pari definita in (¢, «”), che ha ivi per derivata la f().

Sia F(2) = Q(x) -} ¢ H(x) una funzione primitiva di

‘ S (@) =gl@) 4 ik (@),
si avrd
@) =g(x), H' (@) =Na),
e quindi, se I, (z) = G () - i H{x) & una particolare, arbitrarviamente
fissata, funzioue primitiva di f(x), si avra, in (¢, ¢”),
Gx)=@G\x)+a, Hw)=H|x)+ D,
ove a e b sono costanti, e pertanto

Fay=F,»)+a-tib;

possiamo dunque asserire che:-

X. 8e F,(x) é una particolare, arbitrariamente fissata, funzione
complessa primitiva di f(x), tutte le funzioni primitive di f(x) si ot-

tengono ponendo F(x)—F, (x)-} ¢, ove ¢ & wuna costante complessa
arbitraria,
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§ 2. Derivate e differenziali per le funzioni di due
o piu variabili reali. '

53. Derivate per le funzioni di due variabili. — In questo
paragrafo, come sempre quando sottoporremo le fanzioni di due o
pitt variabili alle- operazioni di derivazione delle quali ora parleremo,
supporremo 1’ insieme A di punti di Sy, ove & definita la funiione,
dotato di punti interni. Pero conviene cousiderare, insieme ai punti
interni ad A4, insieme cioé ai punti di 4 —F4, i quali sono i punti
di 4 interni ai dominii rettangolari coutenuti in 4, anche i punti
di 4 che sono, semplicemente, contenguti in questi dominii. La
totalitd di questi pnnti, costituira un insieme che sarda da noi sem-
pre indicato con la notazione RA. Si ha, evidentemente,

A—TA<RA, RRA)=RA, RA<DA.

Se, ad esempio, .4 & un dominio rettangolare si ha RA = 4;

se A & il semicerchio del piano (@, y) definito dalle limitazioni
®4y<1, y=0,

i punti di R4 sono tutti quelli del semicerchio, eccettuati i punti

(0,1), (—1,0), (1,0).

Sia ora 4 un insieme di punti del piano (z,9) ed in 4 sia de-
finita una funzione reale f(x,y) delle due variabili reali e y. Fis-
siamo arbitrariamente il punto P(, y) di RA e conveniamo di indicare
con h e &k due arbitrarii incrementi, su 4, fatti subire alle coordinate
z ey di P, periquali si verifichino sempre le condizioni: @) sia hk==0;
b) i punti P(w,y) e Q-+ k, y-+ k) appartengano ad un dominio ret-
tangolare contenuto in 4. Porremo poi c—|h|-}|%|. Se, in parti-
colare, il punto P(z,y) & interno ad A4, detta d(P) la semidimensio-
ne di un dominio quadrato di centro in P, contenuto in A, ogni
coppia di quantitd % e & entrambe non nulle e verificanti la limitazione

: s=|h| Ikl d(P), )
& una coppia di incrementi, su A, delle coordinate z e y di P, sod-
disfacenti alle condizioni @) e b). Cid posto si considerino i rapporti

ey y; by )= ,k{f<w+h-y+k)—fw—l—h,y) —f@y+¥%)+f(xy9)]

eagi = 11 @y —F @l @ = [ 1@y 4 B — @),



202 Carprrovro II.

II rapporto ¢ (x, y; &, k) sard da noi chiamato il rapporto in-
crementale totale della funzione f(x,y) per il punto (z,y). II rap-
porto @, (x, y; k) [il rapporto ¢, (x,y; k)] sard chiamato il rapporto
tncrementale parziale rispetto alla x (rispetto alla y) della fun-
zione f(x, y) per il punto Pz, y). Orbene, si pone la seguente

Definizione delle derivate. Il massimo ¢ il minimo limite
per ¢ infinitesimo dei rapporti incrementali @, ¢, (del rapporto g,)
chiamansi, rispettivamente, la massima e la minima derivata
totale della funzione f(x, y) nel punto P, la massima e la minima
derivata parziale vispetto alla x (vispetto alle y) della funzione
S(x, y) nel punto P. ‘ :

Diremo che in un punto di R4 la funzione f(z, y) possiede la
derivata totale o parziale rispetto alle @ (vispetto alla y) se in quel
punto coincidono le sue due derivate totali o le sue due derivate
parziali rispetto alla @ (rispetto alla y). Diremo che in un punto (di
RA) la funzione f(x, y) & totalmente derivabile o parzialmen-
te derivabile vispetto alla 2 (vispetto alla y) se in quel punto ha
la derivata totale o parziale l'isi)etto alla @ (rispetto alla y) e tale
derivata & finita,

La funzione f sia totalmente derivabile in ogni punto di RA. La
derivata totale di f & allora una nuova funzione, delle due variabili
x ey, definita in tutto RA. Essa sard designata con una delle no-
tuzioni seguenti

D@ ), f@y).

La funzione f sia in ogni punto di R4 parzialmente derivabile
rispetto alla @ (rispetto alla y). La derivata parziale di f rispetto alla
x (alla y) & allora una nuova funzione, delle due variabili z e y, de-
finita in tutto RA4. Essa sard designata con una delle notazioni seguenti

Do f®,y),y fo(@y) [ Dy fl@,9), fy (@9)].

Siano 4 un dominio rettangolare del piano, di punti estremi
(@, ') e (a”, "), X(x) ln pid arbitraria funzione della variabile x de-
finita in (¢, a”) e Y(y) la pit arbitraria funzione della variabile y
definita in V', b”). Posto : o
flo, 9)=X(@)+ Y),
st viene a definive in A una funzione, delle due variabili x ey, che
ha ivi, in ogni punto, derivata totale nulla. La funzione pud perd non
essere parzialmente derivabile né rispetto alla x, né rispetto alla v.
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Derivate totali e parziali successive. La funzione f sia
totalmente o parzialmente derivabile in ogni punto di R4. Pud darsi
che le funzioni f7, f., fy siano, alla loro volta, totalmente o par-
zialmente derivabili. In tal caso, la derivata totale di f’ sara desi-
gnata con unws delle notazioni

D*f (2, 9), f" (%9,
e chiamata la derivata totale seconda o del secondo ordine della f, di-
cendo, naturalinente, derivata totale prima o del primo ovdine la f’.
Le derivate parziali di f, si designeranno con le notazioni

Jaa (@, W)y foy(@®y Y5 D F0, y)y Day fl2, ) s
e quelle di f, con le notazioni

Juz(®,9) s Syy (®,9); Dyaf(@,9); Dy fla,9). )

Le quattro funzioni fu, foy, Jyzy Syy, detinite in R4, si diranno
le derivate parziali seconde o del secondo ordine della funzione f, di-
cendo, naturalmente, derivate parziali prime o del primo ovdine le fr e
Sy La far ® la derivata parziale del secondo ordine, ottenuta deri-
vando, parzialmente, due volte rispetto alla @, per ricordare cio essa
si suole anche designare con la notazione fye, cosl Ia derivata se-
conda f,, si designa anche con la notazione f:. Le derivate parziali

seconde fzy e fy, diconsi anche le derivate parziali seconde miste, la
prima nell’ ordine x, y e la seconda nell’ ordine y, .

In modo analogo, ripetendo il procedimento di derivaziene to-
tale o parziale per ogni punto di R4 e supponendo che tale pro-
cedimento abbia sempre un unico risultato finito, si definiscono le
derivate totali terze o del terzo ordine, quarte o del quarto ordine, ecc.,
le- derivate parziali terze o del terzo ordine, quarte o del quarto
ordine, ece. La derivata totale n™® o di n™° ox'dine verrd designata
con una delle notazioni f®(x, y), D*f(x, y). Siano a, b, o O dy ...
numeri interi, positivi o nulli, e sia « -} b+ tet+d4.o=mn la
derivata parziale della f @’ ordine n, ottenuta derivando parzialmente
« volte rispetto alla 2, poi ¢ volte rispetto alla y, poi b volte, di

nuovo, rispetto alla 2, indi d volte, di nuovo rispetto alla y, ece.,
dovra denotarsi col simbolo

J,

2% yc xb yd

(*) Per le applicazioui che abbiamo in vista non ci interessa prendere in con-
siderazione le derivate parziali della f' o le derivate totali della fz e della fy .
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Locurzione abbreviata., In Analisi si suol dire brevemente,
che una funzione f definita in un insieme A, possiede ivi una certa
derivata totale o parziale finita ¢ continua, quando avviene, soltanto,
che: @) essa possiede, determinata e finita, quella derivata in ogni
punto interno di A ; b) esiste una funzione definita in tutto 4 e
ivi continua che in ogni punto ¢nterno di A coincide con la de-
rivata in discorso della f. Per la menzionata funzione si suole anche
adottare la stessa notazione che designa la derivata della quale si
tratta,

Relazioni fra le derivate totali e le derivate parziali.
Fra le devivate totali e le derivate parziali sussistono alcune rela-
zioni che consentono, nei casi ordinarii, di esprimere quelle mediante
queste. In ipotesi largamente verificantesi in quei casi, si trova ap-

punto: f™ (@, y)=r ¢ @, ¥)(n =1, 2,...). Cominciamo dal dimostra-

re il teoremas:

I. Se in ogni punto di RA la funzione f & parzialmente deriva-
bile rispetto alla x (alle y), ed & anche nel punto P (x,y) totalmente
derivabile, essa é in P dotata di derivata parziale seconda mista nel-
I ordine x, y (nell ordine y, x) e questa coincide con la devivata totale.

Nell” ipotesi ammessa della derivabilitd parziale, in R4, della
Jf rispetto alla x, si ha:

B o, g5k k) =

0
lim fle-Fbhy+k—fl@y+k _ im Slethy) —flay)
B h h—~0 A -
= fz (%, ¥ + Ly — folo, ),
‘cioé:
i @ 9 k) — x ) )
W ey = EOYEN @Y

D’ altra parte, per I’ esistenza in P della derivata totale f7, co-
munque si assegni un numero positivo g, & possibile trovarne un
altro o, tale che la limitazione

|h[+[k]:c<ae,

abbia di conseguenza 1’ altra

Lo (@ y; by k) — [/ (2, 9)| < ¢
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ne segue, in virtd della (1), passando al limite per % infinitesimo,
che la limitazione |k|<Co, ha di conseguenza I’ altra

Iz (2, ?/+ ky— fz (2, ) _

T Sxy) | <e,

¢ quindi che:

lim Jol@, y4+ k) —ful,y)
Icl—l:,() I =f' (=, ¥).

Esiste pertanto la dervivata parziale seconda mista f , e si ha
Sy =

Per le funzioni di due variabili sussistono teoremi perfettamen-
te analoghi ai teoremi di Lagrange, di Rolle, di Cauchy, dati
nel paragrafo precedente per le funzioni di una variabile. Per enun-
ciare i teoremi indicati conviene introdurre ancora una notazione.
Dati dwe punti P'(2', y") e P"(@” y") del piano, per i quali @
(@’ — ') (y"—y') == 0, converremo di indicare con R (P, P”), il domi-
nio rettangolare contenente i due punti ¢ avente per diametro la
lunghezza del segmento P’ P”. 8e (2" — &')(y” — y') > 0, tale dominio
¢ il dominio rettangolare avente i punti (&', ¥’) e (2", y”) per punti
estremi, & invece il dominio rettangolare di punti estremi (', )
e (”, ¥') nell’ altro caso. Cid posto, andiamo a dare il teorema di
Lagrange (prima forma) per le funzioni di dne variabili:

II. In ogni punto di RA la funzione f(x, y) sic pzu'zialme‘nte de-
rivabile rispetto alla x (alle y). La derivate f, (la derivala f, ) sia
parzialmente derivabile rispetto alle y (alla x). Presi due qualsivo-
gliano punti P (&', y') e P’ (", y") di A, se @' —2a') (" —y)==0
e se il dominio vettangolave B (I”, P") é contenuto in A, il rapporto

J& y ) =1, y) —F@, v+ F @, y)
(@ —a')(y" —¥)
rappresente il valove che la derivate parziale seconda mista della f,

nell ovdine ®, y (nell’ ordine y, x) assume in un certo punto interno
« BR(P, P").

Posto h =2 —a', k=y"” —y', siha invero, successivamente,
(@, y') — f@", 9] = [F @@, y") —f@,9) ] =
= [fo @ + 0,0y 4") — fu (@ 40,1, 4) ] b=
=Sy @ 40,0y +0,K) 0k,
ove 0<CH, <1, 0<TH,<T1.
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In forza del teor. I, si ha dunque in particolare:

I, Nell’ ipotesi della dervivabilita parziale, in ogni punto di RA,
rispetto alle x e della totule derivabilita della f, si ha:

o@, y; by k) =f (x4 0,h,y 4 0, %),
08, <1, 00, < 1.

Dal teorema II segue il teorema di Rolle (primae forma)
per le funzioni di due variabili:

- IIL. Nelle ipotesi del teorema II, se inolire
S@ Y — @, y)y —f@, ¥+ S, y) =0,
esiste un certo punto interno « R(P’ P”) in cui si annulle la deri-
vate fry (la derivata f,;).

Da quest’ ultimo teorema si deduce poi subito il teorema di
Cauchy (prima formma) per le funzioni di due variabili:

IV. Se anche lu funzione g(x, y) verificu le ipotesi poste per la
fl@, y) nel teorema I, esiste un punto H interno a R (P, P") per il
quale é

[F" ¥') — f@&”, ¥)— Fi, y') + fle ngy (H) =
=[g@", ¥") —g@", ¥) —g @ ,y"-l-g Sy (H).

Indicando, invero, con M il primo fattore nel primo membro
. dell’ eguaglianza da dimostrare e con N il primo fattore nel secondo
membro, si ponga, in R (P, P"),
F(x, y) =
=Mgx 9 —gxy)—9@,y +9&, y)]—
- N[.f'(w"y)—f(% y)— 1@, n 41, y)]
si ha:
F@", y')— F&", y)— F',y) -} Fla',y)=0,
By (e, y) = M|gs (0, y) — 9o (@ ¥}] — N[ S (0, 9) — Lfa (0, 9 ],
Fry (@, ) = Mgy (®, ¥) — N foy (2, 9)-
Il teorema di Lagrange ha poi per corollario immediato il
seguente:

V. 8Be, in ogni punto diA RA, la funzione f possiede le derivale
Jo s Joy (le devivate f,, f,) finite, € la fo, (l& fyz) ¢ continue, la f
é totalmente derivabile in RA, e ivi é f' = foy (' =Sz )
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Se ne deduce il teorema dell’ invertibilita dell’ordine.
di derivazione: .

VI. 8e, in ogni punto di RA, la funzione f possicde le derivate
Jes Sy s Joy, finite, Vultima essendo continua, la funzione ha anche
la derivata fy, , ed é fyu = fay .

Ed invero, nelle ipotesi ammesse, la funzione & (teor. V) total-
mente derivabile in ogni punto di R4, ed & f/.=/f, . Ma se f ha~
la derivata f, finita, ed & totalmente derivabile, essa possiede (teor.I)
la derivata fyz, ed & flo =f = fo .

Proponiamo allo studioso di dedurre che:

VIL 8¢ a, b, ... e ¢,d,... sono numeri intieri, positivi o nulli, po-
sto at-b4..=p,ct+dt+..=q, p+qg=mn, se nelle successive
operazioni di derivazione parziale della funzione f, rispetto alle varia-
bili x e y, si ottengano sempre devivate — fino « quelle d ordine n
incluse — finite e continue in ogni punto di RA, st ha ivi

fxayc @y :fxp y? =f:,/q P !

¢, s¢ N ¢ pari—2m
) p y
— fm
Soym ym S

54. Derivate per le funzioni di piir variabili. — Nellinsie-
me A di punti dello spazio 8, a » dimensioni sia definita la fun-
zione f(&,, %y,..., 2, ) delle » variabili z,, , ,..., 2, . Fissato, arbi-
trariamente, il punto P (=z,,x,,..,2,) di R4, converremo di indi-
eare con b, by sy by, v arvbitrarii incrementi, su A, fatti subire alle
coordinate di P, per i quali si verifichino sempre le condizioni: a) sia
hyhgohy 5205 0) i punti P(@,, @y, @, ) ¢ Q@ ~hyy @yt Ry gy R, )
appartengano ad un dominio rettangolare contenuto in 4. Porremo
poi 6= ;| ki |.

Se F (2,  @yy...s@; ) € una certa funzione delle » variabili ,,#,,...,2, ,
col simbolo

A,,iF

converremo di indicare la seguente differenza
F((L‘l yorey Liq 4 &g + }Li 3 il gorey Ly ) — F(.’L‘l ) X1 s Ti g Lige1 yoosy Xy ).

Gli indici p, g,..., 8 siano fra gli indici 1, 2,...,7. In virtd della
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convenzione fatta sugli incrementi &y, hy,.., k,, fissato il punto
P(xy, 3 0.y 2 ) di RA, hanno sempre un ben preciso valore i simboli
Ay S Ay WAL A "
R R I A R S Y

Cio posto, i rapporti

Ahi f .

(1) e’ (t=1,2,.,7)
Ah vee Ah. Ah. f

(2) _f"lm%y (Py @yeny’8=1, 2,u7)
Ahr o Ah2 Ahlf

(3) —_—,

hy by oo by
chiamansi, rispettivamente, il rapporto incrementale parziale
rispetto alla w»; , il rapporto incrementale totale rispetto «l
gruppo di variabili (%, , x4 ,.., &5 ), il rapporto incrementale
totale della funzione f per il puhbo P.

I limiti, per == X | k; | infinitesimo, dei rapporti (1), (2) e (3)
danno, rispeftivamente, le due derivate parziali rispetto alla x; , le
due derivate totali rispetto al gruppo di variabili (@, @y, 5 ), le
due derivate totali della funzione f nel punto P.

Proprio come a#l no precedente, si daranno le definizioni delle
funzioni che possiedono in P la derivata parziale rispetto alla a; o
la derivata totale rispetto al gruppo (&,, &g ,.., & ), oppure che pos-
siedono la derivata totale in P; delle funzioni totalmeute o parzial-
mente derivabili in P. Se f ¢ una funzione fra queste ultime con i
simboli

fwi ) Jis Dxifi f(xp Ty o) D(zp 2, ...xs)fi S’ Df,
si designano rispettivamente, la derivata parziale rispetto alla @; , la
derivata totale rispetto al gruppo (@p, @4 ,..., % ), la derivata totale,

Sia, in particolare, 4 un dominio rettangolare di 8, di punti
estremi (a, ay,., @) e (a] , ay .., a'). Sia X; la pilt arbitraria fun-
zione, delle r—1 variabili @y .., @1, Tip1 youry 2, , definita nel dominio
rettangolare di punti estremi

’ ’ 7 ’ 174 ” ’” 7
((!11 gooey g1y @it goory Wy ) e (ﬂ, 1geeey i1y (0 ] goeey by ).
Posto

r
f(.%'l s X2 gy & ) =Y X; (2 yrery Limdy Tigl yorey Lo )
t=1
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si viene o definire nel dominio rettangolave A wuna funzione delle r
variabili ®; , @2 yoy @, , la quale ha, in ogni punto, la derivata totale
nulla.

Ritornando alle nostre considerazioni generali, come al ne pre-
cedente, si definiscono in R4 le derivate successive della f. Si ha che:

I. Se nelle successive operaziont di derivazione puarziale della fun-
zione f, rispetto alle variabili x, , x;,..., 2, , si oltengono sempre de-
terminate devivate parziali — fino a quelle d’ordine n incluse — finite
e continue in ciascun punto di RA, la dervivata parziale ottenuta de-
rivando, in tutto e promiscuamente, a volte rispetto alla 2, b
volte rispetto alla ®z ,..., ¢ volte rispetto alla a,, si pud denotare col
stmbolo ’

Soa xf,(P) (@b ... c=n)

(El m2 e
Se n é multiplo di r, ed é n—mr, si ha:

{m) —
=T g g

Le derivate parziali d’ ordine n, nelle ipotesi ora dette, sono tante

quante sono le combinazioni con ripetizione di v oggetti ad n ad n, soro

cioé

(r—[—-n———1):7‘(1‘—{—1)...(r—{-n—-—1)

n n!
Si ha pure il Teorema di Cauchy (prima forma):

II. 8e le funzioni f e g, in ogni punto di RA, possiedono finite le
derivate purziali fw" Ie, 3 fml xg? I w,3 3 fwi @ oo xr ) T w0 @ 9 est-
ste sempre un punto H interno al dominio rettangolave R (P, (),
per il quale s8i ha:

Foragena, () Gy o (H)

. f==0.
Ah’r .o Ah2 Ahi‘f Ah’r e Ah2 Ahi g

La locuzione abbreviata della quale abbiamo discorso al no 53
si adotta, naturalmente, anche per le derivate delle funzioni di pid
variabili, k

Notazioni di uso frequente per le derivate parziali.
Nella teoria e nella pratica & generalmente ed assai frequentemente
usata la notazione

M, PicONE — Lezioni di Analisi infinttesimale — 14,
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6a+b+ ot cf

5 v S
5) o awg o 02

(a+bd+F..Fe=n),

er indicare la derivata parziale @’ ordine n, ottenuta derivando a
, .

volte rispetto alla @, , b volte rispetto alla «,,..., ¢ volte rispetto

1?

alla 2, , gid indicata col simbolo fw“ gt La notazione (5), per
t %y

quanto di forma frazionaria, non rappresenta affatto, si badi bene,
un quoziente. '

Distribuitivita della derivazione. Osserviamo infine che
se Df indica il risultato di una qualsiasi operazione di derivazione, di
qualsiasi ordine, totale o parziale, fatta sulla funzione f,sec¢,, ¢, ,..., ¢,
sono # costanti arbitrarie e se f,, f;,...,/u sono funzioni definite in
A, dall’ipotesi che in un punto P di RA il visultato Df; (i—=1, 2,...,n)
& ben determinato e finito, ne segue che in P é pure tale il risultato
DI e fi, € 8i ha

DI, 0 fi = 2, ¢ D

55. Teoremi di I'Hospital (prima forma) per le funzioni
di pitt variabili. — Sia £, un punto limite dell’insieme 4 di punti
dello spazio 8, a » dimensioni ove sono definite le due funzioni
J(P) e g(P); supposto che le due funzioni siano entrambe infinitesime
od entrambe infinitamente gr.mdl in P,, come immediata applicazio-
ne del feorema di Cauchy (prima forma) dato nei n' precedenti,
vogliamo ora enunciare (soltanto) due teoremi per la ricerca del limite .
lim JS(P)
P=Py g(pP)’
i quali sono, anche per le loro dimostrazioni, perfettamente analoghi
a quelli di 22 Hospital dati al n. 48 del § precedente. Ecco i teoremi:

. L Siano A un dominio rettangolare ¢ Py, af,..., a%) un punto di A.
Diciamo- A, U insieme dei punti di A per i quali é (x, —a?) (@, — ) ...
(@ —a) 4= 0. Le due funzioni f ¢ g siano continue in A e, in ogni
punto di A4, sitmo Jinite le derivate parzialif, , 92, 3 Sum, 9w1;a2 I

Sz, ety s Iwgmy.m, Sia inoltre, identicamente,

0 f— ,0 —
JS@, oy, 2%, By gy 8,) = 9 (T gy @, PGy By g gy X,) =0,
(i=1,2,.,7),
ed in A,
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Doty .., (P) %0,
Si ha allova che se esiste il limite (finito o infinito)

lim o o, () (su A,)
—_—————— [(8U
PP, Iz, ... a:r(P) o

esiste anche il limite

i P
lim f( ) (suA )’
P PO g(P) 0
ed @ eguale al precedente. '
II. Siano A un dominio rettangolare e ,Po(w(i,wg yorey Xy) R PUNRLO
di A. Diciamo A, Vinsieme dei punti di A per i quali & (v, — i)
(mz—xg) (m,.—x,?) == 0. Le due funzioni f e g siano definite in
A — P, e siano continue in ogni punto di A — P,, Le derivate par-
ziali fy 5 9, .;f:,w2 3 O,y 505 Ty, oo w5, Jn,ay v, 3 siano finite in
~ogni punto di A, Sia inoltre:
lim Tim —
In,2y ... 2, (P)==0, in A,

8i ha allova che se esiste il limite determinato (finito o infinito)

lim fxixg o, (P)
P~ P Dy oo x, (P)

esiste anche il limite

(su A,

lim Jf(P)

PPy g(P) (su A,

ed & eguale al precedente.

Esercizio. Si estendano i teoremi ora enunciati al caso che
si tratti di limiti all’ infinito. ) v

56. Scompeosizioni dell’ incremento di una funzione. Fun-
zioni lipschitziane. Funzioni differenziabili. — Sia « —= f(x, y,...)
una fanzione di » variabili, definita in un insieme 4 di punti di
8m , 1a quale, in ogni punto di R4, sia parzialmente derivabile ri-
rispetto a ciascuna variabile. Siano P (z, y,..)e @ (x+Az,y-+ Ay,..)
due arbitrarii punti di A, appartenenti ad un dominio rettangolare
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contenuto in 4. Vogliamo considerare 1’ incremento A u che subisce
la » quando si passa dal punto P al punto @. Per meglio fissare le -
idee supporremo, netle dimostrazioni, che 1 insieme A4 sia dello
spazio (x, y, 2) a lre dimensioni. Si ha:

(1) Au=f =+ Aw, y - Ay, 2 A2) — f(», 9, 2)=
—f@ AT,y Dy, 2 AB — F@ g Ay, A) +
S@,y+Ay,2+As) —flw, 9, 2 + A2) -
S@ 9, 21 A2) — flx, 9, 2),

ne segue, in forza del teorema di Lagrange per le funzioni di
una variabile,

(2) Aw=/f; (z+aAx, y+Ay, 2+4A2) Axtfy (2,443 Ay, 2+A2) Ay +-
S (@, 9,2 + 1 A%) Az,

ove «, §, 7 sono tre certe funzioni, wvente ciascuna sempre un valore

positive e minove dell’ unita, delle z, y, 2z, Az, Ay, Az.

I. La (2) fornisce una prima formola di decomposizione dell’ in-
cremento delle funzione uw = f(z, y, ...).

Una funzione di pin variabili w —=f (2, y,...) dicesi lipschit-
#tana in un punto P(z, y,..) dell’ insieme A di sua definizione, se

esiste un numero positivo K(P) ed un intorno circolare C(P) di P,
su A, tali che per ogni punto @ di guesto intorno, si abbia

/(@) — f(P) | < K(P). PQ.

La funzione dicesi uniformemente lipschitziana nell in-
sieme A4 di sua definizione se esiste un ben determinato numero
positivo K tale che, comunque si prendano due punti P e @ di 4,
riesce sempre

(@) —f(P)| < K. Pg.

Evidentemente: una funzione lipschitziana in un punto P di
A.DA & ivi continua; una funzione uniformemente lipschitziana in
A & lipschitziana in ciascun punto di .

Diciamo @, y,... e @+ Ax, y + Ay,... le coordinate di P e di @.
Poicheé .
rQ<|Ax|+|AMy|+..=<rPQ,

segue che:
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I1. Condizione necessaria ¢ sufliciente affinché la funzione f sia
lipschitziana in un punto P (x, y,...) di A & che si possaio assegnave
due numeri positivi o(P) ¢ H(P) tuali che la limitazione

| A [ Ay |4 < o(P),

abbia di conseguenza U altra

|f @+ Awy y + Ay,e) — f @ 9ye) | < H(PY(| Az | - | Ay |+ ...)
Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché la funzione f sia uni-
Jormemente lipschitziana in A & che 8i possa assegnarve un numero posi-
tivo H tale che per due quulsivogliano punti (x, y...) ¢ (x-+Ax, y+Ay,...)
di A si abbia

| f@+ A2y g+ Ay, — F@, 9po) | < H(| A | ] Ay | - ...)
Dalla (2) segue il teorema:

! 1IL. 8e Pz, y,...) ¢ un punto interno di A e sc esiste un in-
torno circolare C(P) del punto P, contenuto in A, in ogni punto del
quale la funzione f é parzialmente derivabile rispetto a ciascuna va-
riabite, con devivate limitute in C(P), la funzione é lipschitziana nel

punto P.

Se, invero, Qx4+ Az, y+Ay, 2+ Az) & un qualsiasi punto
di C(P), sussiste la (2) e pertanto :

| Aw | < | fo (@ + <Az, y 4 Ay, ~—}—Az)]]Aa:]+
lfu(m;y‘l‘BA%z“{‘AzHA?/I'*“]fz ,y,z—{-TAzI]Az];

detto H(P) un numero positivo per il quale si abbia, in C(P),
el + A1+ | <HD),
ne risulta, ivi,

| A < H(P)(| Aw |+ | Ay | + | Az]) < 3 H (P). PQ.

Allo stesso modo si dimostra che:

« IV. 8¢ A & un dominio rettangolare, ogni funzione f, definita in
A e ivi, in ogni punto, purzialmente derivabile vrispetto « ciascuna

by

variabile, con devivate parziali limitate in A, & ivi uniformemente lip-

schitziana.

Suppouniamo ora che nel fissato punto P di RA le derivate par-
ziali fz, fy,... della f siano continue. Comunque si prendano gli in-
crementi Az, Ay,..., delle coordinate x, y,... di P [con la condizione
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perd che i due punti P (2, y,...) ¢ Q& -} Az, y - Ay,...) appartenga-
no sempre ad un dominio rubmugolwle contenuto in A] possiamo
porre nella (2)
Jo @+ ade, y+ Ay, 2 Ad) = fa (=, ¥y, 2) + &,
Jy @, y =4 BAy, 2 4 A2) =/, @ Y, 2)+7,

ove & 7, { sono tre certe funzioni di x, y, 2z, Az, Ay, Az, simulta-
neamente infinitesime per o=| Az | |Ay|+|Az| infinitesimo. Si
ha allora per Au la seguente scconda formola di decomposizione

3 Aw=fy (@, y, 2) Aw 1, (@, ¥, 2) Ay - /> (%, ¥, 2) Az |-
~+ (EAz 4- 1Ay +-CA%) ,

ove
lim lim . lim . __
:7*0E 0 == c—0 £=0.

Ponismo

T

0 , per 6 =0,
si ha pure:
lim '~ __
s—>0 =0
e la formola (3) si serive:
4) At = fo (&, Ypou) A% -y (@ Yy) AY F 0o - w5,

La formola ora ottenuta conduce alle seguenti definizioni: Una
funzione w =Ff (@, , @y yoey @, ) delle v variabili z,, #, ,..., @, definita
nellinsieme A, dicesi differenziabile in un punto P(z,, ,,.., 2, ) di
A.DA se esistono » numeri ben determinati a, (P), a, (P),..., a, (P)
ed un intorno circolare C(P) di P, su A4, tali che per ogni punto
z,+ Az ., -+ Ax, ) di C(P) si abbia sempre
(5) =@ ()=
=a,(P). Az, a,(P). Az, 4 ...+ a, (P). Az, | 03,
ove 6=, |Ax; | e » & una certa funzione (di P e) di @ definita in
C(P), infinitesima in P, per la quale ciod
lim
, 60
Evidentemente: Condizione necessaria e sufficiente affinché la fun-
gione u=—=f(P) sia differenziabile in P & che in C(P) si abbia

©=0.
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S —f(Pr=a,(P). Az, -I—H ). Az, + .. F ar (P). Amr~]—u* PQ,

ove

oppure )
(@) —f(P)=ua,(P). Az, +..4a. (P). Aw, +a, . Az, .. Fa, . Az,

ove

lim ' lim
Q"P PQ)"“‘—‘Q__,P PQ

Sussistono i teoremi seguenti:

" V. 8¢ nel punto P di 4. DA la funzione u =[x, you, € ) é dif-
fmenzmbzle essa vi é pure lipschitziana.

Ed invero, fissato un numero positivo e si pud costruire un in-
torno circolure Ce (P)[ < C(P)] tale che per ogni punto @ di C: (P)—P
si abbia o | <z Poiche £(Q) — f(P) =0 se Q= P, dalla (5) si ricava:

/(@) =SB < (HAo)o<r(H+ ) FQ, se @ éin Cs (D),
ove H indica il massimo fra i numeri |a,|,|e,],, x| B cid di-

mostra il teorema.

« VI Se nel punto P di BA la funzione v —=/f(x, , %, oo, 2y ) € dif-
ferenziabile essa vi é parzialmente devivabile rispetto a ciascuna varia-
bile ¢ la derivata f””i ha il valore del coefliciente a; della formola (5) di
decomposizione dellincremento Au della funzione.

Si trae invero dalla (5)

. Ahif | h; ,
=a; (P) 4 oy

57
ove w; & ¢id che diventa o per b, —..=h_1=hgp1—..=h =0,

e si ha quindi:

f

lim A,
hi >0 h;
Si ha dunque che:

= a; (P).

1 VI'. Se nel punto P di RA la funzione u —=f(, .., % ) & dif-
fevenziabile, vale lu seguente formola di decomposizione di Au:

(6) M=y Mo Ly Ay b Sy B 03,

ove s=3; | Aw; |, :”"0 o=0,
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Osservarione. In generale, il teorema reciproco del teorema
VI non sussiste. Per le fanzioni di una variabile si ha perd che la
derivabilita e la differenziabilitd in un punto sono due proprietd iden-
tiche. V

Dalla formola (4) di decomnposizione di Au, ottenuta nell’ ipotesi
della continuitd in P delle derivate parziali f,, fy ,..., segue poi im-
mediatamente (con dimostrazione analoga a quella data per il teor. III)
il teorema:

VII. 8¢ P(zx,y,.) é un punto interno di A e se esiste un in-
torno circolare C (P) del punto P, contenuto in A, in ciascun punto
del quale la funzione f é parzialmente devivabile vrispetto a ciascuna

variabile, risultando le derivate continue in P, la funzione é ivi dif-
Serenziabile,

Si ha pure che:

VIIIL. Se Vinsieme A ¢é un dominio retlangolare e se la funzione
S vi ¢, in ogni punto, parzialmente derivabile, con derivate continue,
la funzione é differenziabile in qualsiasi punto di A.

Limitandoci, per semplificare, a considerare le fanzioni di due
variabili, oltre agli esempi forniti dai teoremi VII e VIII di funzioni
differenziabili, ne esiste un altro assai notevole dato dal seguente

teorema :

IX. Se la funzione w—=—f (x, y), delle due variabili x ¢ y, definita
nell’insieme A di punti del piano (x,y), in un punto P interno ad
A é parzialmente derivabile rigpetto a ciascuna variadbile ed inollre la
massima e la minima derivala totale hanno in P ualori finiti la fun-
zione é ivi differenziabile. '

Sia C(P) un intorno circolare di P contenuto in A4, siano v e k
incrementi arbitrarii, su C(P), delle coordinate # e y di I Si ha:

(M) Av=flt+h,y+E—F@y)=M/+MS+MAS.
Dicinmo a e b i valori delle derivate fze f, in P, si pud porre:
Anf=(a=+8hk, M f=0+n)k,

ove, posto s=|h|J|k],

lim « __ Hm . __
5057 g 1 =00




\
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Segue dalla (7)
(8) Av=—nuah |- bk 4 (Eh + ¥k 4 Aw A F).

Ma poiche le derivate totali massima e minima della £ in P hanno
valori finiti, esistono una costante positiva p ed un intorno circolare
C'(P)[< C (] di P tali clie per ogni punto Q@+ %, y 1+ k) di que-
sto intorno si ha h

lAh Akfléplhkl.
Per ogni punto di €' (P) si ponga

R T
o — G
0 , per 6 =0,
st ha per o0,
P EREIES L P REPINE

¢ quindi c‘“"om——o laddove la (8) da
AMv—ab+4bkt}oo,
¢id che dimostra Passerita differenziabilitd in P della funzione.

Isercizio. Si enunci e si dimostri il teorema analogo a quello
ora stabilito per le funzioni di tre o pitt variabili.

57. Regola per la derivazione delle funzioni composte.
Applicazioni. — Siano = (¢), y =y (t),..., » funzioni della varia-
bile t, definite nell’intervallo (¢, t”) dell’asse ¢, ivi sempre derivabili.
Nell’ingieme 4 di punti di 8, sia definita una funzione u=— (@ Yo o0)
differenziabile in ogni punto di R4 ¢ supponiamo che, mentre ¢ varia
in (¢, ¢), il punto (z(t), ¥(¢),...) non esca mai dall’ insieme RA. La
funzione

u‘(t) =f(x),y(t),..)
¢ funzione della ¢, composta per mezzo della fe delle funzioni «(¢), y(¢),...,
definita nellintervallo (¢, ¢”). Dico che la funzione u(t) & denvablle
in ogni punto di (¢, ¢"). Assegnato, invero, un incremento At, su (¢, t”),
alla ¢, indicando con Az, Ay, ... i corrispondenti incrementi subiti dalle
fanzioni @ (1), ¥y (),..., le quantitd Az, Ay,..,c =] Az |4 | Ay| 4 ... rie-
scono infinitesime con At, mentre i rapporti Aw:At, Ay:At,... hanno
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rispettivamente i limiti ' {¢), ¥ (¢),.... Indichiamo con Au Pincremento
subito da 2, corrispondentemente all’incremento A¢ della ¢. Per la
supposta differenzinbilita della f nel punto (x(¢), y (¢),...); quando At
¢ sufficientemente piccolo si potrd porre

Au=F, (@ (), y (1), ..) A +Fy @ (0, y(t) ;) Ay -+ ..o F 00,

ove AlaiTo ® =0, ne segune

lim An__ o ' . ’

At—0 _A?—fw (@ (t), y ib) 5o} ' (2) 47y @ 0, y(8),..)y @) + very
onde la

Regola. Nelle ipotesi sopra enunciate, s¢ x, y, .. 80n0 funzioni
della t, la devivate di w=—f(x,y,..) rispetto alla t, é la somma seguente:
Il prodotto della devivata parziale di f rispetto alla x. per la derivata
di x, pin il prodotto della derivata parziale di f rispetto alla y per
la derivata di y, piv... .

Per quanto abbiamo visto (efr. teor. VII, n°® 56) si ha che:

1. La regola ora enunciata sussiste nell’ipotesi che il punlo (x(t), y(t),...)
non esca dall’insieme RBA ove la f é differenziabile; ed in particolare
sussiste nell ipotesi che il detto punto non esca da A — FA, ove la f
¢, in ogni punto, parzialmente derivabile vispetto a ciascuna variabile,
con derivate continue.

Osservazione. Nella enunciata regola di derivazione delle fun-
zioni composte sono contenute tutte le regole date al ne 43 (I, II,
II1, IV, V)

Supponiamo ora che le variabili 2, y,..., dalle quali dipende la
funzione u=f(z, y, ...), definita nell’insieme 4 di 8, siano, alla loro
volta, fanzioni di altre variabili 2,4 ,..., simultaneamente definite in
un insieme A’ dello spazio Sy . Supponi;mmo anche che mentre il
punto (&', ,...) varia in R4’, i1 punto corrispondente (z, ¥, ...) riman-
ga in RA. Si ha allora che: Se la f(®,v,...) &, in ogni punto di RA,
differenziabile e se le funzioni x (', y',...), y (&, ¥, ...), ... Sono parzialmen-
te derivabili in ogni punto di RA’, la funzione

u (.’I?’, :’/', "') :f[w (wl7 3/,, -ﬂ) ' Y (w': y’7 '“)7 oo ],
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delle variabili o',y ,..., composta per mezzo della f e delle @, 9 ,..., & pur
essa parvziulmente derivabile rispetlo o ciascuna variabile, in oghi punto
di RA'. Ed invero, tenendo, ad esempio, fisse le vaviabili ¥, 2',...,
potremo riguardare le u, @, ¥, ... come funzioni della sola 'y ed allora
possiamo senz’altro applicare i risultati e la regola precedente, Si
avra dunque, in ogui punto di R4/,

ou __ of ox | of oy

ox' ~ dw ox ' gy oo
v of ox of oy

oy ow oy ' oy oy

+ s

+ .,

Si dimostra facilmente anche che:

olle 1 H . ’ : H ot ’ 7 .
IL. Nelle ipotesi poste, se le funzioni x (x,, x,,...), ®, (@, 2, y00)yeee
sono differenziabili in un punto P’ di RA', la w é funzione delle x,’, "
@, yeey pur essa differenziabile in P,

Ed invero, se
Ae=3 a; Aw; 05, =3 |Ax],
Ax; = X, b Aw;c—{-w;c', s’::):klAw;,.l ,

lim 0=0, lim

o; =0
s—>0 o'—~0 T T2

indicando con b il massimo fra i numeri |b;| e con o il massimo
fra i numeri |o;|, riesce

AlAa’ilg.(b'*"”l)q’; s=rb4w)d, o=0r@4e)d,

0=0<1,
¢ quindi
(1) A=3, Awp 3, a; by 4 Q3 ,
ove

Q=3 a m; -+ 001 (b 4 o), cl,imo Q—0.

-

Dalla (1) si trae, di nuovo, che
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Evidentemente, una funzione f(x, y,..) che abbia valore costan-
te ha futle le derivate parziali nulle in ogni punto di RA4. Doman-
diamo ora: Vale la proposizione reciproca ? La data regola di deri-
vazione delle funzioni composte consente di rispondere affermativa-
mente in un caso molto importante per le applicazioni, secondo il
seguente teorema :

III. Se A é un dominio internamente connesso, ogni funzione
w=f(x, 9,..) definita in A ed ivi continua, che abbia nulle tutte le
derivate parziali prime in ogni punto interno ad A, é una costante

mn A.

Cominciamo dal dimostrare che la:- funzione u ha valore costante
nei punti di ogni segmento totalmente costituito di punti interni ad
A. Sia P’ P” un segmento contenuto in A — FA4, siano o/, V,... le
coordinate di P’ e a”, b",... le coordinate di P”. Al variare del pa-
rametro ¢ nell’ intervallo (0,1) i1 punto

2=a(t)==a’' - (a”" — &)t
y=B(t) =b" " — )¢,

percorre il segmento P'P”. Avrd dimostrato che la u & costante su
questo segmento se fard vedere che la funzione di ¢:

w(t)y=f(a(t), B().),
" definita nell’ intervallo (0,1), ha ivi sempre la derivata nulla. Ora @&
w(t)==fz (¢, B,...) (@ — ')+ fy (ay Bpou) @7 — V) + .. ’

e poiche, per ipotesi, f;(a, B,...) = fy (@, By...) == ... = 0, ne segue
effettivamente, «’(t) =— 0 in (0, 1).

Dimostriamo ora che la u ha valore costante in 4 — FA4. Sia
P, un punto di A4 — F A, arbitrariammente fissato, un qualsiasi pun-
to P di A—TFA pud essere congiunto col punto P, mediante una
poligonale P P, P, ... P, P totalmente costituita di punti interni ad
A ; ma &, per quanto precede,

F(P)=F(P), f(P)=F(Py e, [(Pn)=[(P),

e quindi f(P) = f(P,).

Sia k il valore costaute che f(P) ha in 4 — FA4; occorre an-
cora dimostrare che tale valore la funzione f(P) ha pure sempre in
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Fd. Si ricordi che, essendo 4 un dominio, anche ogni punto. della
sua frontiera & punto limite di punti interni, ne segue, poiché la u

¢ continua in 4, per ogni punto P, di FA4,

f(P)= P‘ﬂ“PO F(P)(su A —FA)—F.

Se ne deduce Pimportante teorema :

IV. Due funzioni simultancamente definite in un dominio inter-
namente connesso ed ivi continue, parzialmente dervivabili in ogni pun-
to interno del dominio, aventi devivate pavziali prime, rispetto o cia-
scuna variabile, eguali in ogni tale punto, hanno differenza costante

in A.

La questione teste trattata induce a porsi la seguente : Se per
la funzione f si ha che in ogni punto di A — FA riesce fr=— 0 che
cosa si puo dire per la funzione ?

Ordinariamente, si ha I’ abitudine di rispoudere a questa im-
portante questione affermando, erroneamente, che, se A & un do-
minio connesso, la funzione non dipenderd ivi dalla x; affermando
ciod che, comunque si prendano in A due punti (@, y, 2,..) ¢ (@,
¥, %), le cui coordinate differiscano soltanto per i valori della x,
si ha sempre

F@,y, 20) = (a"y, 2..).

Si puo invece, in generale, soltanto affermare quanto esprime

il seguente teorema: '

V. Se A é un tale dominio (anche non connesso) che, comunque
si prendano due punti P&, y, 2,..), P'@", v, 2,...) di esso, le cui
coordinate differiscono solamente per i valori della x, ogni punto in-
terno al segmento P'P” ¢ anche interno al dominio, una funzione f,
definita in A, ivi continua, lo cui derivata parziale f, é identicu-

mente nulla in A — FA, non dipende dalle .

La dimostrazione del teorema & immediata. Altrettanto imme-
diata & la dimostrazione del seguente :

VI. Se per il dominio A sussiste la velazione A =R.A, ed é inoltre
talé che, comunque st prendano due suoi punti P’ (&', y, 2,...), P" (2", y, 2,...),
il segmento P’ P" & sempre contenuto in A, una funzione f, definita in
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A, la cui derivata parziale f, é identicamente nulla in A, non dipende
dualle 2.

Parametro differenziale primo. Gradiente di una fun-
zione. La funzione f(P), definita nellinsieme A dello spazio Sy, sia
lipschitziana in ogni punto di 4, siano P un fissato punto di 4.Dde @
un punto variabile di 4 — P, il rapporto

@ F@—sn

PQ
avrd un massimo ed un minimo limite finiti quando il punto @ tende
su 4 al i)untoP; orbene, noi porremo la seguente definizione. Il
prodotto dei moduli del massimo e del minimo limite del rapporto (1)
per ﬁ) infinitesimo, chiamast il parametro differenziale primo, su A,
della funzione lipschitziana f(P).

Se il punto P & interno all’ insieme A4 e se la funzione f(P) ¢
differenziabile in P, si puo, assai semplicemente, esprimere il para-
metro differenziale primo della f, mediante le sue derivate parziali
prime. Giova, a tale scopo, ricordare il seguente teorema di Cauchy:

Se a, 0y, 0,5 b, 30y 500y by SONO quantfla reali 8! ha sempre

1,7 (1,1‘ 2)1:2 1,r 2)1:2
2,60 =\Z a b )

- (avendo convenuto di indicare con p':? la radice quadrata positiva del
numero positivo p) il segno — potendo sussistere allora ¢ allora soltan-
to che sia a; —kb; (i—=1, 2,...,,7) con k=0. Sussiste il teorema:

VIL Se il punto P é interno all’insieme A e se la funzione f(P)
é differenziabile in P, si ha:

i SQ—F(P)_ [‘2( of )T "

Q=P FQ i\ 0%
o £ (4]
Q-F P_Q =+ Ei 0%;

Faremo la dimostrazione del teorema per il caso particolare » =— 3.
Esiste un intorno circolare C (P) del punto P (x,y,z), contenuto in 4,
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tale che in ogni punto @ (z - Aw, y 4 Ay, 2 4 A2) di esso, distinto da
P, si bha:

1. : Az Ay Az o
— —f(P)l=—a — b — ) — —
| P[/(Q) f(P)] “P+ P+°P+wpa
ove
p=(80® + Ay* + As)' %, o= |Aw|+| Ay |+ A ],
a=f, b=f,, c=1,,
3) lim 9.

-0
Posto o:p=—0, per ogni punto @ di C(P)— P si ha 1 == 0<3.
Comunque si assegni un numero positivo g, esiste, in virtit della (3),
un intorno circolare C: (P)[< C(P)] del punto P, tale che se @ & in
C: (P) — P, risulta sempre |00 |<<e, si ha dunque, anche in forza
della citata relazione di Cauchy, ‘

@ %[f(Q)—f(P)]g(a’—}—bz—{—02)“2—]—8, se Q éin C:(P)—P.

Dlaltra parte, se a® -} b2} ¢* >0, v_spicchiamo per il punto P il
raggio A avente i coseni direttori

a b c
a—(a2+bz+02)1:2’3“((!2+b2+6.2)1:277‘“(“2+b2+02)1;2’

e consideriamo i punti @ di C(P)— P periquali & Aw—=up, Ay = fp,
Az =7p (p=> 0). Per ogni tale punto si ha:

1.
& @ (P= (a1 )2 -0,
¢ si ha pertanto:
im 1
%) ;T})T[f(Q)—f(P)](su N =(a® 4 b2Fcy1:2,

Le (4) e (5) dimostrano appunto che il massimo limite nel punto
P del rapporto (1) ha il valore asserito dal teorema.
In fisica matematica e in geometria differenziale la somma

Lzr,-(aaaiﬁ’ |

suole essere indicata, brevemente, col simbolo A,f. Ne segue:
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VIII. Se il punto P ¢ interno allinsieme A e se la funzione f(I)
¢ differenziabile in P, per il pavametro diffevenziale primo della f si ha:

B
@~P PQ @-p PQ

Nel punto P (x,y,2) di R4 la funzione f(I’) possieda le derivate
parziali prime f,, £, , fo, finite. Il vettore g avente le componenti
Jus fy s Jo, chiamasi il gradiente delle funzione f(P) e si denota con
la notauzione

grad f(P).
Indicando con g il modulo di ¢, si ha
g=mod g == mod [grad f(P)] = (A, f):2.

Sia P un qualsiasi punto di R4, ove la f{P) sin differenziabile,
e spicchiaumo per P un raggio h che penetri in RA, tale ciod che
tutti i punti di un conveniente segmento del raggio, terminato nel-
Porigine P del raggio, siano contenuti in R4 (se P fosse interno ad
A ogui raggio per P penetrerebbe in RA). Se «, B, 7 sono i coseni
direttori di A, esisterd per questo raggio un numero positivo Py tale
che i punti

(5) v+ap, y-+PBp, 2+41p,
per i valori di p verificanti la limitazione 0 <<p << Py appartengono

tutti & RA. Sia @ un punto variabile sul raggio A, che dall’origine
P del raggio si mantenga ad una distanza p non superiore a Py 1 il

rupporto
@ —rm),

ba sempre un limite determinato e finito per p infinitesimo, esso non
¢ che la derivata, nel punto p=—=0, della funzione di p:

S@+ap, y-4Bp, 24-7p),

definita nelPintervallo (O,p)\), composta per mezzo della f e delle (5).
Si ha pertanto

S Q) — (P = f o+ B, - 1
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Tale limite fornisce cid che si suole chiamare la derivata della
funzione f rispetto al raggio . e designare con la notazione
ar
i
Si ha dunque il teorema:
IX. 8¢ la funzione f(P) ¢ differenziabile nel punto P di RA, qua-
lunque sia il raggio \ spiecato du P ¢ penetrante in RA, si ha:
ar
ar
s¢ in P sono nulle tutte le dervivate parziali prime della f, diversa-
mente, st ha: ’

=0,

drs
i —gcos(g,N),

ove g —gradf, g—mod g. In ogni caso, indicando con u, il vettore
unitario avente la divezione e il verso del raggio L, si ha
%;j =g Xwu.

La regola di derivazione delle funzioni composte da poi che: Se
w—f(x,y,..) & funzione differenziabile delle x, y, ... ¢ queste sono,
alla loro volta, funzioni parzialmente derivabili delle variabili #/, ¢/,...,
si ha:
of

gradu == Fr

grade -+ z—‘; grady - ....

In particolare si ha:
grad (e u) —agrad o’ (e costante),
grad (u -} v) == grad v -} grad v,
grad (wv)—wu grad v -}-vgrad «

gradﬁzv gradu—zugradv.
v v

Matrici jacobiane. Nell’insieme 4 di punti dello spazio 8,
a 7 dimensioni sia definita la pP® di funzioni reali

u, :fl("v;7 Ly yorey Xy ) s

(7) Wy =Jfo (@) Byyersy @y )y

Up == fp (%, ) Ty 00y @r ),

M, PICONE — Lezioni di Analist infinitesimale ~ 15.
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delle variabili reali », , #,,..., , , ¢ supponiamo che ciascuna funzio-
ne della pP!* sia, in ogni punto di RA, parzialmente derivabile ri-
spetto a ciascuna variabile, Lia seguente matrice

ou,  ou, ou,

ox, ox,  owy

ou,  ou, ou,
or, ow, T fm, ||,
oty oUp ouy

oz, ow, om

di-p righe e di » colonne, chiamasi lu matrice jacobiana delle p fun-
Zioni w, , U, g, Uy vispetto alle v variabili x , x, ,..,x, e si denota con
la notazione

(2_(_1’_0_1 y Uy yeeny Up )

0 (@y 5 @y gy @ )

Sep—rsi ha ll determinante jacobmno delle v funzioni w,, U, sy Uy
rispetto alle 7 variabili ®, , T, oy 2y
Nell’insieme B di S sia definita una #P2 di funzioni reali

@, :‘?1_( Yis 5’12 1 Yp )y
(8) Ty =9, (Y Yp 3% )5

Zr = Qr (Y3 Yoy Y )y

delle p variabili reali y,, ¥, ,...,¥p , € supponiamo che: @) ciascuna
funzione di questa #P!* sia in ogni punto di RB, parzialmente deri-
vabile rispetto a ciascuna variabile y,, ¥, ,.., ¥»; b) se il punto
Y (Y, Yo ooy Yp ) varia comunque in RB, il punto X(¢,, 95,y r )
che le (7) gli fanno corrispondere in 8, non esca mai da Rd4; ¢) cia-
scuna fuhzione f,, f, ,..., f, della pP'2 (7) sia differenziabile in ogni
punto di RA. '

In virtd delle ipotesi a),b) ec)lau (t—1, 2,..,p) riesce fun-
zione delle p variabili y, , y,,...,9p , composta per mezzo della f; e
delle ¢, , 9, ,..., ¢, , definita in RB, ed ivi, in ogni punto, parzialmente
derivabile rispetto a ciascuna variabile. Vogliamo dare una formola,
che avra in seguito frequenti applicazioni, relativa al determinante
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jacobiano delle fanzioni w,, w, ,...,u, , rispetto alle variabili y, , ¥, 0.0y ¥p
Si ha:

ou; _ ou; U 9w, ow; owr . .
i, k=1, 2,...
ayk 83" (9?/’0 + ‘Eg ayk + +aw, 8?Ik (’ ) ! ’p)’
e quindi

O (U, , Uy yuury Up )
0(Yys Yz Yp)

o, ou, 9%, oz, 0%, 0w,
ox, du, " oa, | 6y, oy, T oy,
Ouy Uy, Ou, 0%, 9%, 0%

ow, dxy, 9z, || X || 9y, 0¥, T oY,

OUp Oup Uy 8%, 9%, 0%
oz, 0%, o Oy p Yy

Ne 'segue: Se r<<p,

8 (U Uy yey Uty )
0(Yys Ysyey¥p)

=0;.
ser—p,

8("1”"2,"'7“17)_ 8(“1, g 3000y Up ) 6(w“w,,---,mp),
(Y, s Ysyees¥Yp) O( %, 5 %y ey Tp) 3(?/4’3/27"'y.’/p)’

se r>p,
O Uy, Uy 'up) (1 5 Uy guey thp ) 8( @, i, , @)
0(Y1s Yz 3 U ) a @i 3 @iy yeery @iy ) B (Yyy Yy Yp )

ove la somma del secondo membro si estende a tutte le combinazioni
della classe p degli v indici 1, 2 ,.,.,7.
In particolare dunque, se

u=f(@,y,?)
v=g(x,y,2),
w:‘P(E,YD, :’/:4’((&’71)7 z:w(E:f’l)r
si ha:

d (u, v):a(u, v) a(y,2) | 8w, v) 9(2x) | 9(u,v) 9 (x,y)
&M eme) G | Ak aEW oy &M
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Esercizio. Derivata di un determinante. Le funzioni fy
(@, @y yoery 2, ) (1, k=1,2,..., 1), in numero di 22, siano parzialmente
derivabili rispetto alla variabile 2, ed indichiamo con fP

parziale di f rispetto alla x; , si dimostri che:

[5
fu Siz e fin Jit e Sfi k-1 f§7£ Sk e S
. 1, n 7
__(')— Joo Joz v fon :2 Jor .o fg'k_l fék) f2,k+l v Jou

ox e e e e e

f;zl fn2 (X fnn

la derivata

. L R T T ST S S

[)
Jar e f’n,k——l 15](): fn,k-}-l iy fnn

58. Porzioni di superficie regolari. Piano tangente. — Dei
risultati conseguiti nell’articolo precedente, vogliamo subito fare una
importante e istruttiva applicazione geometrica, stabilendo il con-
cetto di porzione di superficie regolare e di piano tangente ad essa in
un punto. Sia D,, un dominio, internamente connesso, del piano (u,v).
Diremo porzione di superficie regolare di hase D,,, il luogo 8§ dei
punti dello spazio (%, y, 2) desecritto dal punto P di coordinate

ey v=2u,v), y=19(u,v), 2==2(u,v),
al variare del punto (u,v) nel dominio D,,, quaudo per le funzioni
x(u,v), ¥ (u,v), z(u,v) risultano verificate le tre proprietd seguenti:

a) Esse sono continue, in tutto D,,, con le loro derivate par-
ziali del primo ordine (cfr. la locuzione abbreviata indicata al n° 53).

b) La matrice jucobiana

d(x,y, 2
0 (u, v)
conserva caratteristica 2 in tutto Dy,, ciog, posto
0,2 o 09 o,y
— Al — A —_— ’
a(n,v) a(u,v) o (u,v)
si ha sempre, in D,,,
L* M N >0,
¢) Se (u',v) & un punto di D,,, comunque fissato, le equazioni:
x(u,v)—=a@W,),

R VAW
Y, 0) =y (),
— ’ ’
2w, vy=z @, v,
nelle incognite » e v, non sono verificate in D,,, che per w—u’,
’
=0,
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Le (1) diconsi le equazioni parametriche della 8. Si dice
anche che le (1) forniscono la rappresentazione parametirica
della 8. Le variabili v e v diconsi i parametré ai quali sono ri-
feriti i punti della §. Se i parametri w e v hanno tali valori che il
punto (1, ) risulti interno al dominio base I, , il punto corrispon-
dente della superficie dicesi énterno ad essa. Chiamasi bordo del-
la superficie 8 il Tuogo descritto dal punto P della superﬁcie,'quan-
do il punto (u, v) del dominio base I, descrive la frontiera di
questo. Si badi bene che la nozione ora data di puuto interno alla por-
zione di superficie regolare 8, non deve essere confusa con quella
gid data di punto interno quando si considera la § come un qual-
siasi insieme di punti dello spazio a tre dimensioni, Considerando,
per esempio, un cerchio dello spazio a tre dimensioni si ha una
particolare porzione di supefﬁcie regolare, i cui punti costituiscono
un insieme dello spazio a tre dimensioni, affatto sprovvisto di punti
interni. E si pud dimostrare che la stessa civcostanza si verifica per
la pin generale porzione di superficie regolare.

Le equazioni

u=u(t), v=uv@),
diano la rappresentazione pﬁrametrica di una porzione di curva re-
golare (', del piano (u, v), il cui corso si svolga per intiero nel-
I’ interno del dominio D, ; i punti, di 8, di coordinate ’
e=a(t)=x[ul), v()],
y=BO=ylu®), v(®],
e=y(t)=2[u(®), v(t)],
descriveranno, al variare di ¢, una porzione di curva regolare C
dello spazio. 8i ha invero (57, I) '

-,

ﬂ__ dr du oxr dv

dt'~ ou dt + gv dt ’

d P! du oy dv
@) B oy dw | oy dv

at — ouw dt ov dt '’
_dl_ 0z du oy dv

at ~ gu At v dt ’

e poiche du:dt e dv:d¢ non sono mai insieme nulle, altrettanto si
potra dire — in forza della proprietd b) ammessa per le funzioni
x(u, v), y(v, v), 2(u, v) — per le derivate da:dt, df:d¢, dy:d¢t. Inoltre
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le funzioni a (), (), 7(f) non possono mai, simultaneamente, ‘ripren-
dere lo stesso valore, a meno che non lo riprendano u (t) e v (t), cid
che & escluso. La curva C dicesi tracciata sulla superﬁcie.v

Si ponga: '

2 ~ 2 2
B, v):(%)+ (;_i) + (_‘;_Z),

_swow oy oy o2 o2
F(u,v)_au av +au 8v +au av !

. o 2 6y 2 92 2
G (u, v) —(—a;) +(3;) + (:3;)’
dalle (2) si deduce

da\?2 (aB\  [dy\_ _ (du)? du do (dv 2
(ae)+ () + (G =2 () 427 5+ o)
Nel secondo membro dell’ egnaglianza ora scritta compare una

forma quadratica, negli argomenti dw:d¢ e dv:d¢, che sappiamo gid
essere definita positiva. Per il discriminante della forma si ha:

w oy on
E F ou fu ou ||
BG—F?— = =L*+ M4+ N*>0.
FG' o0 oy o2 +M N>
ov v ov

Ritroveremo in avvenire tale forma quadratica per la espressio-
ne di un elemento geometrico importante della superficie.

In un fissato punto interno P, (u,,v,) di § conduciamo la tan-
gente a ciascuna porzione di curva regolare C tracciata su 8 e pas-
sante per P,. Si abbia, perla C,u—wu (t), v = v (£), u, =u (t,), v,=v (t,).
Ad ogni determinazione della € corrispondono valori ben determinati
delle derivate u’(#), v’ (t), per t=¢,, ed il mutuo rapporto di que-
sti valori fissera la direzione della tangente in P, alla C. Posto
w (t) =u,, v (t)=7v,, i coseni direttori di tale tangente sono pro-
porzionali alle quantita:

—— 4 ’
A==y (u,, v,) u," + @, (u,, v v/,
=Y (%, ) %" = Yo (g, V) v,
A 7 ’
v =12y (U, 0,) u, 4 2 (1, ,v,) v/,
e pertanto, qualuuque curva C si consideri, passante per P, si avra
sempre
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(3) Lvg, vy) A4 M(c,,v,).pn+4 N(v,,v).v=0.
Indicheremo con L, M,, N,, By, Fy, G, i valori di L, M,
N, K, F, G, per u==v, e v="1,; hon essendo mai le quantitd L, M, N
insieme nulle, vi & un ben deferminato asse di coseni direttori.

L, I, M, N,
VL+ M2+ N2 VB, G,—¥: VB, G,— F}' VB, G, —F;>
il quale, in virti della (3), viesce normale a tutte le tangenti consi-

derate. Onde il teorema:

I. Le tangenti in un punto interno P (@, y, 2) di una porzione di
superficie regolure, alle infinite porzioni di curve regolari, per essn pas-
santi e tracciate sopra la superficie, gincciono in un piano.

Questo piano &, per definizione, il piano tangente, nel punto in-
dicato P(x,v,2), alla superficie §. La sua equazione &

(4) L(X —a)+ M(Y—y)+ N(Z—2)=0,
cioe
0W,» » 8k o _
(4) a(u,v)(X w)—l-a(u,v) H Q,)(Z 8)=0,

ove X, Y, Z sono le coordinate correnti. Il considerato punto P (x, y, 2)
dicesi il punto di contatto del piano tangente. .

Se P & un punto del bordo della.§, chiamasi piano tangente ivi
alla § il piano che ha per equazioue la (4).

La normale in P al piano tangente ivi alla superficie, si dice la
normale in P alla superficie. I’asse # che ha i coseni direttori:

L 008 g L 90
VEG —F28(x,v)’ ’ VEG — F? 8 (4, v)’

1 0 (a, J)
VEG — F? 0 (v, )
avendo preso la determinazione positiva del radicale, si dice I’ asse
normale positivo in P, 1’asse opposto — n si dice 1" asse nor-
male negativo. La pagina della superficie che & volta verso Passe
normale positivo si dice la pagifna positiva, 1 altra la pagina
negativa,

Rappresentazione cartesiana delle superficie. Sia Dy,
un dominio, internamente connesso, del piano (x,y), e nel dominio

cos (x, n) —

, cos (2, n) =—
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sia definita una funzione f(x,y) delle due variabili # e y, finita e
continua in tutto D,,, con le sne derivate parziali del primo ordi-
ne. Il lnogo § (cfr. n® 25), descritto dal punto P(x, y, 2) quando le
coordinate di esso verificano le condizioni: .

il punto (z,y) & in Dy, 2 =Ff(2,9),
& una particolare porzione di superficie regolare avente per base il
dominio D,,. Posto, invero,

r=u, y=—v, 2=f(u,v),
si bhanno, come subito si verifica, le equazioni parametriche di una
porzione di superficie regolare, avente per base il dominio D, , la
quale coincide col luogo § considerato. I’ equazione
(5) 2 =f(x,y),

& Vequazione cartesiana della porzione di superficie regolare S, la

quale dicesi anche rappresentata cartesianamente dall’ equazione (5).

Poniamo, con Monge,
9z 02
ﬂ—ama ‘I—-ay7
si avrd:
B=1+p*, F=pq, G=1-¢,

BG—F=14p*+ ¢,

e S Y T
1
cos(z, n

) 14+ +¢

In tal caso, dunque, l'asse normale positivo fa sempre un angolo
acuto con Dasse delle z.

L’ equazione del piano tangente alla §, nel punto (z,y, 2), si
scrive:

_af v 0f
Z— =7 (X —a)+ 2 (T—y).

Coordinate curvilinee sopra una porzione di super-
ficie regolare. Della pill generale porzione di superficie regolare §,
parametricamente rappresentata dalle equazioni (1), avente per base
il dominio D,,, consideriamone una parte Sz che abbia per base un
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dominio rettangolare Ry, (< Dyy) del quale (a’,0) e (a”, b”)sono i punti
estremi. Questa superficie S & soleata da un doppio sistema di por-
zioni di curve regolari: le curve di un sistema, quelle che chiame-
remo le curve u, si ottengono dando al parametro w un valore co-
stante dell’intervallo (¢’, ¢”') e i punti di esse vengono riferiti al pa-
rametro v variabile in (b, ¥”); le curve dellaltro sistema, quelle che
chiameremo le curve v, si ottengono dando al parametro v un valore
costante dell’intervallo (3’,0”) e i punti di esse vengono riferiti al
parametro u variabile in (&, @”). Per ogni punto P della superficie
Sp passano e upna curva % € una curva v; le curve % e ¥ possono
pertanto assumersi come curve coordinate per i punti della superfi-
cie e le quantitd v e v diconsi pereid coordinate curvilinee per i detti
punti. '

Nel punto P(u,v) della Sz, le due curve v e v che vi passano
Lhanno rispettivamente le tangenti di coseni direttori

1 o= 1 gy 1 o2
j& ov’ yg o’ yg v’
1 oz 1 oy 1 62
5 o [T o oo

ne segue che le indicate curve u e v si fagliano sempre sotto un an-
.golo m==0 e =, il cui coseno & dato da
TF__-_ (|_f'__|<1’ poiche EG—F2>O>.
yEG \JEG

Se F—0, le curve u e v si tagliano mutuamente ad angolo
retto. Pertanto, se & F=0 in D,,, le coordinate curvilinee diconsi
ortogonali.

COS 0w —

Esempio. La superficie di equazioni parametriche
2 =1 8en % cos v
Yy —rsenu senv
271 cosu,

I<d<susa'<m 0=0=sov<0"<2r,
appartiene ad una sfera di raggio » e di centro nell’origine, essa &
una porzione di superficie regolare avente per base il dominio ret-
tangolare [(a’y b'); (a”,b"”)] del piano (u,v). Si trova qui

E—r»*sen®nu, F=0, Q=1
1 ?
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Le curve v sono i meridiani della sfera, di longitudine v, le u so-
no i paralleli di colutitudine u. Poiché F=0, vediamo che i meri-
diani e i paralleli si tagliano mutuamente ad angolo retto.

59. Differenziali totali. — La funzione =/ (z,v,..) sia de-
finita nell’insieme A e, in ogni punto di R4, sia parzialmente de-
rivabile rispetto a ciascuna variabile. Siano Az, Ay,... le piu arbi-
trarie quantitd reali; la seguente funzione delle variabili x,y,...,
Az, Ay,...:

Je @ Yye) Ao fy (#,9 y..) Dy +- .o,
chiamasi il differenziale totale della tunzione u e si denota con la
notazione du. Si ha dunque, per definizione:

dv=fy. Ae4f,. Ay + ...,
per ogui punto (2, y,..) di R4 e quali si siano le quantitd Az, Ay,....
La somma di un qualunque gruppo di addendi della somma
esprimente il du, ed in particolare ogni addendo, chiamansi differen-
ziali parziali.
Si osservi che se, in particolare, u=—=w, si ha;
dz—1.Ae+0.Ay 0. Az + ... = A,

-ed analogameunte si trae dy—Ay, dz—Az,... Potremo dunque scri-
vere il differenziale totale di u, al modo seguente:

du=f,.dx |1, . dy—{—...:%dm—}—%dy{—....

In virth dei teoremi VI’ e VII del no 56, si bha il seguente:

Y

Se nel punto (x, y,...) di RdA la funzione u é differenziabile, in
particolare se quel punto é interno ad A e vi sono continue le deri-
vate parziali del primo ordine della u, esiste un numero positivo o, tale
che, quali si siano gli incrementi Az, Ay ,.;., su A, fatti subirve alle
coordinate x, Y ,..., verificandosi la limitazione

s =| M| 4| Ay |+ =< oy,
per il corrvispondente incremento Au della funzione vale la formola di
decomposizione ‘
(1) Au=du + wg,

.

ove w € infinitesimo per o infinitesimo,
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Si suole ricordare la proprieta ora espressa del differenziale di
una fanzioue. differenziabile, dicendo, brevemente, che esso & la par-
te principale dellincremento delle funzione. Tale espressiva locu-
zione & giustificata dalla circostanza che, assunta la variabile o come
infinitesimo campione, Pincremento Au della funzione & la somma di
due infinitesimi: del differenziale du e della quantitd ws e, mentre
quest’ultima & sempre un infinitesimo d’ ordine superijore (rispetto a o),
il primo, se qualcuna delle derivate f;, fy,... & diversa da zero,
quando gli incrementi Az, Ay,.. tendono opportunamente a zero, &
un infinitesimo dello stesso ordine di o. Si ha, invero,

.. 00 .
lim —=limo =0,
o

e se, per esempio, & f, &= 0 e (7,¥,...) interno ad 4, ponendo Axr—=?®,
Ay=Az—=... =¢*, con ¢ infinitesimo, si trova

lim du _ lim { , g? ¢t .
G~+0_c_‘——5_>0(~/x 82+(1._1)84+fy €2+(7‘—1)E4 "+‘--;)_.
lim Sz g2 N '
_5»0(1_{_(,.__1)82“}‘(.7“1/‘*’./2 +“')—_——1+(;‘—':"]’-’)'E§>—fz:i:0.

Abbiamo visto dunque che Vincremento Au di una funzione dif-
ferenziabile w, relativo agli incrementi Ax, Ay,.. delle variabili, si
decompone nella somma del suo differenziale du e della.quantitd o. g,
la quale, pur di supporre lu somma o, dei valori assoluti degli in-
crementi delle variabili, sufficientemente piceola, & una frazione pic-
cola quanto si vuole di questa somma, laddove il differenziale dw pud
‘esseré una quantitd dello stesso ordine di grandezza della detta somma
g. Tale circostanza & molto sfruttata nella pratica pitt corrente delle
scienze applicate (meccanica, fisica, ingegneria). In importantissime
questioni della pratica si suole caleolare V'incremenro Au di una fun-
zioue » limitandosi al calcolo del suo differenziale du, ponendo sen-
z’altro Au—du. Nel far cid0 si commette sempre un errore, ma, co-
me abbiamo visto, un errore relativo ch’ & tanto pilt piceolo quanto
mwinore & la somma o dei valori assoluti degli inérementi delle va-
riabili. La posizione Au==du & perd assai comoda in pratica, e tale
circostanza ha forse indotto ad adottarla senza assicurarsi, bene spesso,
dell’entitd dell’ errore che si commette. Nessuna meraviglia quindi
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quando avviene che, in quei calcoli della pratica ove si fa largamente
e spensieratamente la confusione del Aw col du, non si pervenga
alla fine a risultati soddisfacenti.

Interpretazione geometrica del differenziale totale.
Nel caso delle funzioni di due variabili indipendenti, & possibile dare
una istruttiva interpretazione geometrica del differenziale totale. Sia
2 —=f(x,y) la equazione di una porzione di superficie regolare §. Ab-
biamo visto al no 57 che, una tale superficie possiede, in un suo
punto (z, ¥, 2) un piano tungente, la cui equazione é&:

Z——z:-@i ?-‘i

aw(X'wa_ay

(Y —y).

Se consideriamo il punto di questo piano, le cui coordinate x e
y sono rispettivamente z -} dx e y 4 dy, troviamo:

Z— 2 w+ dy dz.

Né concludiamo che: il differenziale di una funzione di due va-
riabili, vale Pincremento dell’ ordinata del piano tangente, alla su-
perficie rappresentativa, corrispondente agli stessi incrementi delle
variabili.

Differenziali totali d’ordine superiore. Ii differenziale
totale di cui abbiamo finora discorso dicesi del primo ordine. Per

"semplificare, ¢i limiteremo a definire i differenziali totali d’ordine su-
periore per i punti di R4 supponendo che le derivate parziali della «,
dei successivi ordini che prenderemo a considerare, siano finite e con-
tinue. Il differenziale totale del secondo ordine della funzione u=—=Ff(x,y,...)
si designa con la notazione d*u, ed & il differenziale totale del dif-
ferenziale totaule del primo ordine, con la convenzione che, gl’incre-
menti dz, dy,... rappresentino delle costanti che ricevono i medesimi
valori nel passaggio dal primo differenziale al secondo. Supponiamo,
per maggiore chiarezza, che le variabili indipendenti siano in nume-
ro di tre: x,y,2; si bha dunque

1 i
a(u a(ud

d*u—d (du )__ de -+ —+ y-—l—%d—udz,

e sviluppando,
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= o gty ek e et
d*u —
6 8J awaz
n2f
(8908,/ de - " dy + )
“’f
(8906’2 ayez )
2f 2f 2 f 2
ax + d + azz dz +
2 2
26(:08f./(IW(y+2 afdacdz-]—2 a’;dydz.

Osserviamo che, se nell’ ultima espressione trovata per d*u so-
stituiamo §*f con §f?, quell’espressione viene u coincidere con quella
dello sviluppo del quadrato del trinomio

dw—{— d_/-}
si pud dunque scrivere simbolicamente :

(2)
d*u m( dz + d_/ 4 — dz) )

convenendo di sostituire, dopo aver svnluppato il quadrato, 8% in
lnogo di gr°. La rappresentazione simbolica, ora ottenuta, per i dif-
ferenziali totali del secondo ordine, sussiste per quelli che chiame-
remo differenziali totali d’ ordine n e che, sono definiti, per ricor-
renza, dopo quelli del primo ordine, con la legge: il differenziale to-
tale d ordine n é il differenziale totale del differenziale totale d’ ordine
# — 1. Sussiste appunto I eguaglianzn simbolica
of ()
d"u:(%——d d + )

ove, dopo lo sviluppo della poteu’za nma mdwata, occorve sostituire
onf in luogo di 9. La regola & stata dimostrata per n—1 e per
n=2, per dimostrarla in generale, basterd far vedere che essa sus-
siste per il differenziale di ordine n <~ 1 non appena si sia supposta
vera per il differenziale d’ordine n. Supponiamo dunque che sia

" f
ru= Y, Ay oyt 5 00 Q97027

ove
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' n!
n=p-+qg+r, A,,q,:p—!——q—m.

Si deduce dalla precedente formola, e dalla d"+u=—=d(d"u), "

n — 81L+1 f' JAT
dntly— 2 Apgr (WW dart! dye dz

an-l—lf'
——aa:p ayq_l_‘l—a‘z—r— dar dy""‘l dz -

an-l—lf'
oxP oY1 ="t

da? dy? dz*‘*") ;

se si sostituisce ora gf*t! in luogo di §"tY, il secondo membro di
questa eguaglianza pud scriversi simbolicamente

af" , [ 8f aof af o\ _
E Apgr o oyt 97 daﬁf dy? dz ( fom do - 3 dy 4 rr dz)_

of of of )"+1
= | dax —d —dz .
(Lart+Lay+ Lo
il che dimostra che ‘d*+ly ha Vespressione simbolica asserita.

60. Differenziali totali del primo ordine e di ordine supe-:
riore per le funzioni composte di pilt variabili.— Sia u=7(q, {3,7)
una funzione composta delle variabili indipendenti z, y, 2, ¢, compo-
sta per mezzo della f e delle funzioni a, §, v di quelle variabili. Scri-
viamo le espressioni note delle derivate parziali di primo ordine della
u rispetto alle variabili @, y, 2, t, si ha:

ou of oa ou ¢ on ¢
__—_ff___l._.__ﬁ_l_. 1

or  ou ox ' 8P ax ' oy om’
ou_ ow o« , ou 6B o &
oy~ oe 9y ' B oy ' oy oy’

au ou  fu ou ap ou oy

—._______.!___._.__ i I

0% oa ot ' OB o= ' oy oz
£ ou ga . ou ap ou 9y

dt da gt o ot oy ot
Moltiplichiamo ambo i membri di ciascuna di queste equazioni,
rispettivamente, per d«, dy, dz, d¢ e poi sommiamole membro a mem-
bro. La somma dei primi membri da il differenziale totale du, men-
trechd, la somma dei secondi membri, raccogliendo a fattor comune,

le derivate parziali f,, fp , f.‘ , da f, da +f3 dap —1—]‘} dy.
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Si ha dunque:
1 lu= d
1) aw=-Tdet Hap4 L

Si ha pertanto l’lmpormute osservazione:

Il differenziale totale du di una funzione di pin variabili a, B, 7, ...,
conserva sempre la stessa espressione, anche se quelle variabili sono fun-
zioni di quante st vogliano altre variabili.

La relazione (1) non dipende dunque, né dal numero ne dalla
scelta delle variabili indipendenti ed essa equivale a tante relazioni
distinte, quante sono quelle variabili indipendenti.

Per LS(‘HI[)IO, se o= arc tdng qualunque siano le variabili

ﬁ ’

da cui dipendono le funzioni « e B, si avra:

Bda — adf
R

Cosl pure, se a, b, ¢ sono delle costanti, quante e quali si sia-

o du =

no le variabili da cui dipendono le fanzioni a, B, y, si avrd:

d (aa 4 OB + cy) = ada -} bdB + cdy,
d(efy) = Pyda + vedB 4 ofdy,
Al — Bda — adf
BB
Per calcolare il differenziale totale del secondo ordine d2u, ap-
plicheremo la regola, che ora & stata stabilita, a du nella sua espres-
sione data dalla (1), secondo la quale esso & funzione delle variabili

indipendenti per il tlalmte delle sei funzioni «, B, vy, da, dB, dy, si
avra dunque:

APy = ( da -} aﬁaa dag -]—- d*() da

*f
+ (aaaﬁ araﬁ ) ®
oY
+(aaax a+ aﬁa dH’ ) v
+ Q'id%a—[— ap + 2 af a2y

aa o
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ed impiegando una gia considerata notazione simbolicu, si avra
tv=(Laat Lap+ Loy + Laa + Lap 4 &
L BB

La formola & pilt comphcam di quella che si avrebbe nel caso
in cui le a, B, 1 fossero le variabili indipendenti, per la presenza
dei termini in d?, d4%f, d3. ‘

Per avere il differenziale totale del terzo ordine d®u, bisognera
calcolare, con la solita regola, il differenziale totale di d?u, tenendo
conto che questo & funzione delle variabili indipendenti per il tra-
mite delle nove funzioni a, B, 1, da, dB, dy, d%«, d%8, d%, e cosl di
seguito. I’ espressione di questi differenziali successivi va ogni vol-
ta assai complicandosi nel passaggio da un differenziale al succes-
sivo. Si pud osservare che d”u & una funzione intiera dei differen-
ziali da, 4B, dy, d%, 4?8, A% ,.., d»=la, d»~'B, d*'y, d*e, A",
d”y, i cui termini in d”«a, ar B, d™y, costituiscono la combinazione :

af n n ’Il
:37(1 a 4 B d ﬁ—l— d

Se in d"w si sostituiscono i varii differenziali delle funzioni a,
B, 7 con le loro espressioni per mezzo dei differenziali delle varia-
bili indipendenti, si avrd un polinomio omogeneo di grado = in que-
sti differenziali, i cui coefficienti sono eguali alle derivate parziali
d’ordine n della % moltiplicate per certi fattori numerici. Si hanno
cosl simultaneamente tutte le derivate parziali della funzione com-
posta di cui si tratta. Cosi ad esempio, volendo le derivate parziali
del primo e del secondo ordine della funzione u = f(a), ove a & fun-
zione delle due variabili indipendenti x e y, bastera scrivere :

_ e O qa2 4 ¥ g
du=—= 2 da, d°u— pre da® 4 a d?a,

sostituire nei secondi membri, in luogo di da e di d?a, rispettiva-
mente,

2

oa oa
—d —d ——~d2 2
2 2t o +

sviluppare rispetto a dx e dy: i coefficienti dei monomii in questi
argomenti, daranno, privati dei coefficienti numerici, le derivate par-
ziali di w rispetto alle variabili indipendenti x e y. Si otterra cosi
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ox

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a2u__a2u(aa2 ou 9% s % Ga dn |, gu  §%
g0t ga? "ba 92%’ Gwoy | o oa oy | ou owoy

Osservazione. 17 espressione che da il differeunziale totale d”u
si semplifica notevolmente in un caso particolare importante che sa-
rd incontrato spesso. E il caso in cui le funzioni intermediarie «, B,
1 sono funzioni intiere e lineari delle variabili indipendenti =, g, 2,
t. Si abbia cioe:

a=ax -+ ay+ a2+ ait +a,
B=0b@+by + bz + bt 40,
y=cx+cy +ecz +ette,
ove i coefficienti a; , b; , ¢; sono costanti. Si avra allora
da = a,dr 4 a,dy 4 a,dz - «dt,
d3 = b,dx 4 b,dy -} b,dz - b, dt,
dy = ¢, dz 4 ¢,dy + ¢,dz 4 ¢ d¢,
mentreche, tutti i differenziali d*a, 4", d*y, 4’ ordine wmaggiore al
primo, sono nulli. Si avrd pertanto :

any — (% da- % a8 + %’; d*()(n) ,

come se le a, B, y fossero variabili indipendenti.

Differenziali di un prodotto. La formola che da il diffe-
renziale totale d’ ordine n di una funzione composta, si semplifica
anche nel caso, di frequente applicazione, in cui la funzione % & i
prodotto di due funzioni a e §. Si ha allora, per i differenziali del
primo e del secondo ordine,

du—=Bda -} «df, d% — Bda -} 2dadf + ad?B,
ed evidentemente, per il differenziale d’ ordine » si avrd una espres-
sione del tipo _
(2) a*uw=Bd"a 4 Pdpd*'a 4 ... 4+ P dad™'f +ad"f,

ove le quantityh P, P,, .., P,_; sono numeri intieri positivi che
8i tratta di calcolare. A tale caleolo si potrebbe giungere con un
metodo di indunzione, che si potra seguire per esercizio, noi qui se-
guiremo una via diretta che si basa sopra una considerazione che
verrd fatta anche in altre occasioni. La considerazione & questa: i
numeri P,, P,,.., P, non dipendono dalla scelta particolare

M. PICONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 16.
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fatta per le funzioni a ¢ B. Facciamo allora il caleolo ponendo
a==¢®, B=e¥. Si avid (per i=1, 2,.., n) ‘

w=—etv, {’u

dyy, dla=erdat, & pL=edy .
Sostituendo queste espressioni nella (2) e.dividendo in seguito
ambo i suoi membri, per il fattore comune ¢*t¥ , si trova:

(dx ++ dyy" = da* + Pda—' dy |- ... 4 Pp_y dxdy*=! - dy»
e per I’ arbitrarietd di dx e di dy, se ne deduce P; :( ’; ) Si ri-

cava pertanto la semplice formola :
n

(3) a" (af) = B a +(’1‘) Apar—ta + ... + ( "“1) d"—1Bda + ad® p.

Questa formola si applica qualunque sia il numero delle varia-
bili indipendenti. Se, in particolare, « ¢ § sono funzioni di una sola
variabile @, si avrd, dividendo per da™ ambo i wmembri della (3),
I’ espressione (di Letbnitz) della derivata @& ordine n di un pro-
dotto di due funzioni di una sola variabile. Si potra per esercizio,
trovare la formola analoga alla (3), che da il differenziale @’ ordine
n di un prodotto di piu fattori.

61. Funzioni omogenee. — La funzione v — f(x, y,...) sia de-
finita nell’insieme aperto A4 di punti dello spazio 8 . Per ogni
punto P di A indichiamo con p(P) il raggio di un dominio circola-
re di centro in P, contenuto in A4, e con d(P) la distanza del punto
dall’ origine O delle coordinate. Se P(z, y,...) ¢ un punto di A, an-
che il punto di coordinate pr, wuy,.., omotetico di P, rispetto al
PP origine O delle coordinate, & contenuto in A4, qualunque sia il fat-
tore p di omotetia, purché esso, se d(P) > 0, verifichi la limitazione

o(P)
(1) 1—pl=y D)
Comunque si fissi la costante reale «, la funzione
1
(2) — fpw, py,.)
n

delle » -1 variabili indipendenti p, #, ¥,..., riesce definita nell’ in-
sieme B, dello spazio Sy, determinato dalle condizioni:

plP)

il punto P(x, y,...) ¢ in A, p>>0, |1 —p | aP)

{quando d(P) > 0),
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Orbene, la funzione f(x, g,...), definita nell insieme aperto A,
dicesi ivi omogenea se & possibile determinare la costante reale a in
maniera che Ja funzione (2) sia, in B, indipendente dalla variabile
. Questa costante a« da il grado della funzione omogenea.

Sussistono i teoremi seguenti.

1. Se U origine O delle coorvdinate appartiene all’ insieme aperto A
ove & definita unw funzione omogenca f di grado a == 0, la funzione
ha nell’ovigine il valore zervo.

II. Condizione nceessuria e sufficiente affinché la funzione f sia,
nell’ insteme aperto A, omogenea e di grado a, é che per ogni futtore
i di omotetia, positive e verificante la (1), si abbia

(3) Slpz, py,..) = R CA Yyers)e

Ed invero, se la funzione (2) & in B indipendente da p, essa
avry il valore che le compete per p—1. Viceversa, se si verifica
la (3) se ne deduce che la funzione (2) & indipendente duw .

111. Teorema di Eulero. Se, nell insieme aperto A di sua de-
finizione, la funzione f & differenziabile, condizione necessaria e suffi-
ciente affinché essa sia in A omogenen ¢ di grado a. é che ivi si ab-
bia sempre

of , of

) Cw

P y@ w=af (@, Y,...) .

1d invero, condizione necessaria e sufficiente affinche la funzio-
ne (2) sia, in B, indipendente da p, & che sia sempre ivi

ad

1
o [Ff(%"% P':‘/;'")] =0,

e ciog

P2 S (10, 1Y, ) + By Sy (02 1Y, ) 4 e — af (0o, py, ) =0,
relazione che equivale alla (4), poiche il punto (px, py,...) € un qua-
lunque punto di 4.

IV. 8¢ D ¢ un dominio di Sy, ¢ se la funzione [ vi é finita e
continua con le sue devivate parziali del primo ordine, condizione ne-

cessaria e sufficiente affinché la funzione sia omogeneu ¢ di grado « in
D—TFD ¢ che, in tutto D, risulti verificata la (4).
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62. Teoremi di Cauchy, di Lagrange, di Rolle, di 'Hospi=-
tal (seconda forma) per le funzioni di pit variabili. — Le fun.
zioni f(z.y,...) e g(@,9,..), entrambe definite nell’insieme 4 di 8,
siano differenziabili in ogni punto di RA. Siano P(x,y,..,) e Qx4 Ax,
v Ay, ...) due qualsivogliono punti di RA, tali che il segmento I’Q
che li conginnge sin totalmente contenuto in RA. Ponendo

a:w-}— wa, =9y -+ tAy,..,

Fl) =/ (@B )y =0 B,
si ottengono le funzioni F(t) e G(t) della ¢, definite nell’ intervallo
(0, 1), ed ivi derivabili, per le quali, dunque, vale il teorema di Cauchy
(46, V). Esiste cioé un numero positivo 0 minore di uno, per il quale
si ha: «

F’(0) G’ (0)
F(1)—F©0) G(1)— G(0)

— (.

Ma
F'(t)=/a (&, B, A+ 1y (a, B, ..) Ay ...
G’ (t) =0z (q, B;,:---)Ax 4y (2, B, ... AJ+
onde segue, denotando con H il punto di coordinate x+BAy, y-+0Ay,...,
il teorema di Cauchy (seconda forma) per le funzioni di pit variabili:

L. 8e le funzioni f e g sono entrambe differenziabili in ogni punto
di RA, e se il segmento dei punti P(x, y,..) ¢ @@-+Ax, y-+Ay,...) é
totalmente contenuto in RA, esiste un punto H interno al segmento,
per il quale st ha :
o (DAC+fy (DAY + .o g2 (H)A0~gy (H) DY+ | _
Q—A(P) - (@) —g(P) 2

Assal elegante © la forma vettorinle del teorema enunciato, si
ha che:
I'. 8¢ le funzioni f e g sono entrambe differenziali in ogni punto
di RA, ¢ se il segmento dei punti P(x,y,..) ¢ Qx-Az, y-}Ay,...) é
totalmente contenuto in RA, esiste un punto H interno al segmento,
nel quale il vettove
grad f(H) gradg(H)
fRQ—1(P)  9(@—yg(DP)

o ¢ nullo o é ortogonale al segmento PQ,
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Il teorema di Lagrange (46, VI) applicato alla fanzione deri-
vabile F(f) e all’intervallo (0, 1) da poi luogo al seguente teorema di
Lagrange (seconda forma) per le funzioni di piw variabili:

1I. 8e la funzione f é differenziabile in ogni punto di RA, ¢ se
il segmento dei punti P(x, y,..}) ¢ Qx4+ Az, y-}Ay,...) é totalmente con-
tenuto in RA, esiste un punto H interno al segmento per il quale si ha:

A —F(P)=Ffs (H)Ax -1y (H)Ay +...
Sotto forma vettoriale, indicando con Q@ — P il vettore avente la
direzione e la grandezza del segmento PQ e il verso del raggio di
origine P che contiene il punto @, si ha che:

IT'. Esiste un punto H interno al segmento P@Q), per il quale 8i ha:
f(@)~f(P)=(Q— P) X grad f(H

Ne segue il teorema di Rolle (seconda forma) per le funzioni di
pin variabili:

III, Se la funzione f & differenziabile in ogni punto di RA e se
agli estremi del segmento PQ, totalmente contenuto in RA, essa assu-
me valori eguali, esiste un punto H interno al segmento nel quale il
gradiente della funzione o é nullo o é (.)r\togonule al segmento.

Dal teorema di Cawuchy segue il notevole teorema di 1’ Ho-
spital (seconda forma) per le funzioni di piv variabili.

IV. Siano a,d,... numeri positivi e le funzioni f(x,y,...), g(x, Y,...)
differenziubili in ogni punto znterno al dominio vrettangolare R di
punti estremi Py{xy, y,,... (@, a, y,~+b,...). Sia inoltre, in B —
FR,g(P)30, gx(l’)>0, gy ( )>O,..., mentre riesce

li li
g) Pﬂ"Pof(P)(su R—FR)= P“‘}, g(P) (su R—FR)=
oppure
@ S AP eu R—FR)= ", [g(P){(n B—FR)=

si ha allora che se i limiti

. lim Jo (£ llll] fy
(3) P (1)( su BR—TFR), P Pygy (P) (S"l 1 R—FR),.




846 Garprroto 1if.

sono, ciascuno, determinati (finiti o infiniti) ¢ se coinci(.lmw, esigte (de-
terminato) il limite
lim S(P) .
—(su R—FR

e coincide con i limiti (3).

Limitiamoci a dimostrare il teorema nell’ ipotesi che sussistano
le (1) e i limiti (3) abbiano il comune valore finito /. Comunque si
asgegni il numero positivo g, si puo allora costrnire un intorno c¢ir-
colare C:di P, (su BE—TFR) tale che, per un qualsiasi suo punto H,
le funzioni

@ f. (H) fy (H)
(/23 (f[)7 Gy (H)’m

hanno, tutte, valori sempre compresi fra I —<e l-4-¢. Poiche g, (H)>0,
gy (H)>0,..., dette Az, Ay,.. le pitt arbitrarie quantitd positive, si
avrd sempre, di consegueunza {in C:), -

Jo (H)Azx - f, (H)Ay+-...
1— |
® = (H At g, (DAY .

" Siano ora P(x,v,..) un fissato punto di Ce, affatto arbitrario, e

<l-s.

Q(z — Az, y — Ay,...) un punto comungue variabile nell’ interno del
dominio rettangolare di punti estremi P, e P. Si ha sémpre, per il
teorema di Cawuchy, qui ottenuto,

FPY—F(Q)__ folH) Az +f, (H) Ay + ...
9P —9(Q) g (H)Ax 4 g, (H)Ay + ...

ove H & un certo punto interno al segmento @P; ne segue, in vir-
ta della (5), "

f(P)—S(Q
l—e<< —=l4k
T 9(P)—g(@) +e \
donde, passando al limite per ¢ tendente a P,
J(P)
l—e——<1l-s.
=p='T

Tale relazione, sussistendo per*ogni punto P di C:e qualunque
sia il numero positivo g, dimostra gnanto c¢i eravamo proposto,

Esercizio. Si dimostri che i teoremi 1’ e III sussistono inal-
terati quando al segmento Pg, conginugente i punti P e @ di RA,
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si sostituisca un arco C(P,Qj, contenuto in RA, di una qualunque
porzione di curva regolare. )

63. Formola di Taylor per le funzioni di piti variabili.—
La funzione w == f(x, y,...), definita nellinsieme A4 di punti di 8y, sia
dotata, in ogni punto di R4, di tatte le derivate parziali @ ordine co-
mungue elevalo, finite ¢ continue. Sinno Pz, y,..) ¢ Qe+ Az, y+ Ay,...)
due arbitrarii punti di R4, il seg’menté dei qumll sia totalmente con-
tenuto iyvi. Posto, come al n® precedente,

a==wx+ tAx, =y tAy,.., F(t) =f(a, Byo)s

per la funzione F(6) sussiste la formola di Mac Laurin:

1) Fiy=F +1,F’ D0+ o F(“) (01),

ove ¢ & un qualunque punto dellintervallo (0,1) e 6 una certa fun-
zione, di ¢t e di n, sempre positiva e minore di uno. La funzione F(t) e
funzione di t, composta per mezzo della f° ¢ delle funzioni a,3,...,
lineari in ¢, si ha allora, in virth dell’osservazione del ne 60,

‘” = )i
AP —={—d d Ax A 1¢
(Ztat L+ +aﬁ g+ )a,
e, dividendo per d¢' , si ha infine: ‘
SO
FO () (afA + BAy—{—...).

Per t =0, le a, f,.. si riducono, rispettivamente, a z, y,... e si
ha pertanto, simbolicamente,

. 7 of @
FO(0)= (é’; Ao 2 By + ) :

Se ora rappresentiamo con §, 1,..., rispettivamente le gquantita
x - 0t Az, y 4+ 0t Ay,..., si potrd porre

.F(n)(et) (a/;A —}— A + . )(m

ove, ‘dopo avere sviluppato la potenza n®? snmbohcn, bisogna pen-
sare sostituiti gli argomenti §, v,..., rispettivamente, con le quantita
-0t Aw, y+ 0t Ay,.... Facendo infine nella (1), t=1, si ha:
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(2) f(w—l-Ay,y+Ay,---):f(w,y,---)+(3fA + fAy+ )+

1 (of af )m-” '
+(—7;‘_—1)‘!("8;A$ WA'”_{—"’ -+ R,
ove

R,,__IK A+ Ay+ )}g-_-xdf-om.
! n=19 + 0Ay

Tale formola costituisce appunto la formole di Taylor per le
Jungioni di pin variabili. Facendo uso della notazione differenziale,
la formola di Taylor si scrive, s«mp]icemen(u, al modo seguente:

d f d& f dn—-if

P T e g+ e

R,— { d"wa -+ 0Ax .
n! |y 4 0Ay

......

A=+

Se indichiamo con P, (x,¥,,..) il punto dianzi indicato con
Px,y,.) e con Px,y,.) il punto dianzi indicato con @ (x4 Az,
y + Ay ,...), la formola (2) si scrive:

1, n-1 .t

3) J(By=FP)+ X T (P)+ R,

ove II; (P) & un polinomio omogeneo, di grado i, negli argomenti
& — Ty, Y = Y, ..y brecisamente si ha;

o Sopoa (P
Y

I, (P)= = (Y — YT .
' qu... plal.. ’ U i=1,2,.,0—1).

a4 .=
Si ha poi:

0,n f P q (H)

— @y .
fon = Pq... W (@ — o) (Y —Y)9eney
et ..=n,

avendo designato con H un certo punto énterno al segmento P, I.

Il punto P, chiamasi il punto iniziale della formola di Taylor (3).
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Fissato P, in R4, la formola (3) vale per qualunque punto P di RA,
per il quale il segmento P, P & totalmente contenato in RA.

64*. Derivazione complessa per le funzioni complesse di
una variabile complessa. — Sia

w=u@,y,..)+iv@,y,.)
una funzione complessa delle » variabili reali x,y,..., definita nel-
Pinsieme 4 di punti dello spazio 8. Se con @ indichiamo una qual-
siasi operazione di derivazione totale o parziale, o di differenziazio-
ne, di quelle fino ad ora definite, diremo che tale operazione da, in_
un punto di R4, un risultato determinato e finito sulla funzione
complessa w, quando cid avviene per ciascuna delle due funzioni
reali v (®,¥,..) ¢ v(x,¥,.). Porremo allora v
Dw — Du - iDw.
In particolare, dunque, diremo che la s, in un punto P di RA,

& dotata di derivata parziale di (p 4+ ¢4 ...)°® ordine finita, ottenu-
ta derivando p volte rispetto alla @, ¢ volte rispetto alla y,..., quan-
~do c¢ido avviene per ciascuna delle due fanzioni reali u e v, e porre-
mo allora

oP+at g grtat u . ortetew

0P 9yt ... 6xP 9yl ... ’ oxP 9ye ...

Cosi, si porrd

dm:du—}—idv“———d + e 1y+...,

Ay — A% - id%v = %—— dax? + — dy +. -{—2 o dmdy 4y

La fanzione complessa w=—u(®, y,...) + iv(®@, y,...) si dice lip-
schitziana (in un punto di A4 o uniformemente in A4) o differenzia-
bile (in un punto di 4.DA) se tali sono le due funzioni reali
w(®, Y,...) € (@, Y...). Una funzione complessa w lipschitziana in un
punto di 4.DA & ivi continna. Una funzione complessa w diffe-
renziabile in un punto di 4.DA @& ivi lipschitziana.

Supponiamo ora, in particolare, che la funzione complessa
w=—u -} iv sia funzione delle sole due variabili reali e y, defi-
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‘nita nell’ insieme A di punti del piano (x, ¥). La w pud allora al-
trest essere concepita come funzione della variabile complessa
g=w 4+ iy (cfr. il n° 24 del Cap. I) e si potra scrivere allora

w=fz,

quando si ponga
u(@, y) + iv(@, y) =rf(2)

Del massimo interesse, per i risultati che offre e per le belle
e fondamentali applicazioni che ne riceve in Analisi, & per le fun-
zioni complesse di variabile complessa, il procedimento della deri-
vazione complessa, del quale ora vogliamo diffusamente trattare,

Jominceremo dall’ enunciare il seguente teorema, la cui dimo-
strazione & immediata :

1. Condizione necessavia ¢ sufficiente afinche la funzione complessa
w=—=F(#) = u-}-iv, delle variabile complessa 2z —=x - iy, sia lipschit-
ziana in un punio 2z di A é che si possano determinare due nwmeri
positivi K, e ¥, tali che, per ogni incremento Az di z, su A, di mo-
dulo non superiore a ¥, il corrispondente ineremento Aw=—=f(z- Az)—
—f2)= Au-}+iAv della funzione, soddisfi alle limitazione

|Aw| < K. | Az|.

Condizione necessarvia e sufficiente affinché la funzione w = f(2) sia
uniformemente lipschitziana in A é che i possa assegnare un numero
positivo K tale che per due qualsivogliano punti 2’ e 2’ di A si abbia
sempre

@) = F&") | < K|4 —2"|.

Sia z un punto di 4.DA4 e la funzione w=—f(2) sia ivi lip-
schitziana; i due limiti

a lim" A jim” . Aw
) A2l ~0 Az’ 1Acl~0 Az’

diconsi, rispettivamente, la massima e la minima derivata complessa,
su A, della funzione w—f{z), nel punto z.

Se la funzione w = f(z), nel punto 2 di A.DA, & lipschitziana
ed ha ivi coincidenti le sue due derivate complesse; essa dicesi de-
rivabile (su A) in modo complesso, nel punto z, od anche #mo-
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nogend (su A) o sinettica (su A) nel detto punto. Il valore co-
mune dei due limiti (1), ciod il limite
@) ‘ lim Aw
. fAzl=0 Az ? -
chiamasi la derivata complessa (su A) della fanzione w— f(2), nel
punto z. Sussiste il teorema fondameniale :

II. Oondizione necessaria e sufficiente per le derivabilita complessa
(su A) delle funzione w—f(2) = u -}~ iv, nel punto z—=2 + iy di RA
€ che la funzione sia in questo punto differenziabile e che ivi si abbii:

o __ 4v  gu gy

3 e, S —
) o oy’ a8y ax

La condizione & necessaria. Ed invero, se

lim Aw .
Jacl—0 Ay —@T b, »
posto '
:é}f— — (w4 ib), per Az=0,
o(z, Az) Az
= 0 , per Az=—0
si ha
Aw = (a 4 ib)Az 4+ w(z, A2)Az,
4 .
* g 0 B9 =0.

Sia « Ia parte reale e B il coefficiente dell’ immaginario per Ia
funzione w; dalle (4) si trae

Aw= aAw — bAy + aAz — BAy ,
Av =0bAz 4 aAy + BAz }- «Ay,

|Jﬂo“ztﬂm03:0’
¢id che prova la differenziabilitd, nel punto 2, di » e di » (ciod di
w) ed inoltre le (3). La condizione & sufficiente. Ed invero, se w & dif-
ferenziabile nel punto z di RA, se c¢ioé sono ivi differenziabili entram-
be le funzioni v e », ¢ se inoltre rieécdno, in gquesto punto, verifi-
cate le (3), posto
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ou ov
——a
or -
si pud serivere che:
Aw=aAx — DAy + E| A2 |,
‘ Av=0Ax 4 aAy + 7| Az|,
ove
lim . lim o
|Azl—>0E |Az|—>0n—0'

Ne segue
Aw =(a 4- ib)Az 4 €+ in) [Azl ,
e quindi
lim Aw
Azl 0 T‘*’H“'b
Le e(jllztzioni (8) diconsi le equazioni delle devivabilita complessa
(o di monogenia). Esse equivalgono all’unica seguente:

, ow 1 6w
(39 R
or ]
La derivata complessa nel punto z della funzione complessa
w == f(z), 8i denota con uno dei simboli f’(z), Df(2). Nella dimostra-

zione del teorema II & contenuta quelia del seguente:

ITL. Se la funzione w=—f(z) & derivabile, in modo complesso, nel
punto ¢ di RA, per la sua derivate complessa si ha :

aw 1 5w
(5) re=gr=gS

Sussiste (cfr. 56, VII) il teorema:

Condizione sufficiente affinché la funzione w — f(2)=—=u - iv,
sia derivabile in modo complesso nel punto z interno oll’ insieme A,
é che in un intorno cirvcolure del punto 2, contenuto in A, la funzione
sia parzialmente devivabile tanto rispetto alla x che rispetto alla vy,
con derivate parziali continue, nel punto z, ed tvi verificanti la (3').

Quando non ¢i sia pericolo di confusione, parlando, in questo
e nel successivo articolo, di derivabilitd e di derivata per una fun-
zione complessy di. variabile complessa, intenderemo sempre i men-
zionare la derivabilitd o la derivata complessa,

La funzione complessa 1w =—=f(z) sin derivabile in ogni punto di
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A.DA. In questo insieme risulta allora definita una nuova funzio-
ne complessa della variabile complessa 2: quella che in ciaseun pun-
to di 4.DA ha il valore.della derivata di f(z). Tale funzione chiau-
masi la funzione derivala delle f(z), oppure, semplicemente, la deri-
vata della f(2). Bssa risulta indicata con una delle notazioni f'(2) o
Df(2). Una funzione complessa che abbia valore costante in un insie-
me A, & derivabile (su A4) in ogni punto di 4.DA4 e vi ha sem-
pre derivata nulla. 'Viceversﬁ, (67, III) se D & un dominio interna-
‘mente connesso, ogni funzione complessa w = f(z), continua in D
¢ derivabile in ogni punto interno a I, con derivata sempre nulla,
ha valore costante in tutto . Pertanto: Una funzione complessa
w=—=/f(?), continua in tutto D, ovunque derivabile nell’interno di D,
della quale sia assegnata ivi la devivata complessa, é determinata, in
tutto D, a meno di una costante additiva. Ma dal citato teorema III
del n® 57 segue, di pinu, che:

V. Se una ftczaéione complessa w == f(2) dellu variabile complessa
2, definita in un dominio internumente connesso I, ivi continua ¢ de-
rivabile in ogni punto interno di D, é tale che lu sua parte reale u
¢ il coefficiente v dell’ immaginario soddisfuno, nell’ interno di D, iden-
ticamente ad una relazione del tipo

(6) o(u, v) =0,
ove @u, v) é unu funzione differenziabile con derivate parziali del primo
ordine mui simultaneamente nulle, lu 1w ha valore costante in tutto D.
Dalla (6) st ricava, invero, in ogni punto interno di 12,
oy ov 4 09 ow __, 09 ov ; 09 v
ou g ' gv gwr ' gu 9y ' v oy '
cioe, in virtit delle (3),

99 o | 9% 9v __
ou 9w | gv gw

e quindi
ou_ a0 ow _ov
dx  9x  dy 8y .

In particolare, dungune, la funzione complessa w non puod assu-
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mere, nell’ interno di D, valori sempre reali (puramente immaginari),
senza ridursi, in tutto I, ad una costante reale (puramente imma-
ginarin); non pno assumere valori di modulo costante senza ridursi,
in tutto D, ad una costante.

Se f (2), a sua volta, per esempio, in ogni punto di R4, & derivabile
in modo complesso, i derivata £ (2) di f’(2) si divd la derivata seconda
(0 del secondo ordine) (i f(2), ¢ percid la f7(2) si dira anche la derivata
prima di f(2). E cosl, suceessivamente, si perviene, alla definizione,
per esempio in R4, della derivata no® (o & ordine n) f™(2) della f(2).

Ora an’importante proprietd, scoperta dal Goursat, delle fun-
zioni complesse derivabili & la seguente: Se¢ la funzione complessa
w=f(z) della variabile complessa z é derivabile in ogni punto dellin-
sieme aperto A, essa possiede le dirvivate, finite e continue, di ordinc
comunque elevato, in ogni punto di A.

Noi dimostreremo in seguito, nella seconda parte del corso, la
proprietd enunciata, supponendo perd non soltanto che la derivata
prima f(2) esiste ed & finita in ogni puuto dell’ insieme aperto 4,
ma anche che essa & continua in ogni tale punto. Una tale funzione
sard detta una funzione analitica monodroma nell’insicme aper-
to 4. Per semplificare noi diremo che la funzione & analitica, omet-
tendo il secondo attributo di monodroma. Ma fin da ora possiamo
enunciare il teorema seguente che subito discende dal teorema II:

VI. Se la funzione w =—f(z) é derivabile in modo complesso in ogni
punto dell’ insicme RA, ed é anche, in ogni tale punto, parzialmente
derivabile rispetto a ciascuna delle variabili x e y, con tutte le deri-
vate parzioli, fino « quelle incluse &’ ordine n, Sfinite ¢ continue, la fun-
zione f(z) possiede in RA, le devivate complesse f"(z), " (2)yeeee f™(2),
Jinite e continue.

Si osservi che, nella definizione di una funzione complessa
w = f(2), derivabile in ogni punto di. RA, nessuna delle due fun-
zioni % e v pnd essere arbitraviamente assegnatu anche se ci si li-
mita a considerare (c¢id che del resto, almeno per i punti interni, é una
necessitd come wvedrvemo pin tardi) le funzioni dotute in R4 di deri-
vate parziali prime ¢ seconde finite e continue. Una condizione alla
quale devono, di necessitd, soddisfure lo w e la v & espressa dal
teorema seguente:
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VII. Se la funzione complessa w — f(2) — u - iv é derivabile in
modo complesso. in ogni punto di RA ed inoltre é ivi dotata della de-
rivata parziale g2c/ox 9y, finite ¢ continva, le funzioni w ¢ v possic-
dono tutte le dervivate parziali del secondo ovdine, finite ¢ continue in
RA e si ha ivi identicamente

. d%u azu 8% . 8%
7 =0, —-+}+—=
() . 12+ ’ ax2+ ay2
Ed invero, in virtd delle ipotesi, poiche, in RA, sussistono le
(3), ne segue

*u o' égu . pL)
_ ov* " avay T oy qwdy’
e quindi
ERTS 32u
w‘+

Si ha inoltre che:

VIII. Una funzione complessa, continue in wa dominio I inter-
namente connesso e derivabile in ogni punlo interno di D, della quule,
in ciascuno di tali punti, é assegnata la parte veule (& assegnato il
coefliciente dell’ immaginario) riesce determinata in tutto I, a meno

di una costante additiva puramente immaginaria (reale).

Ed invero, se,” per escmpio, le due funzioni complesse f, (z) e
f'2 (2), continue in D e derivabili in ogni punto interno di D, hanno,
in ciascuno di questi punti, la medesima  parte reale, la funzione
Ji () — f; (2) si riduce (teor. V) in tutto D ad una costante pura-
mente immaginaria. Cosl, per esempio, tutte le funzioni complesse
derivabili, aventi per parte reale 2® — y* sono date dalla formola:

? — y? - 2ayi -} oi =R - ci,

ove ¢ & una costanto reale arbitraria. ‘

Differenziali per le funzioni complesse derivabili. Sia
w = /() una funzione complessa derivabile in RA4. Per il differen-

ziale della funzione, in uu punto z di R4, si ha:

aw=af = —dm—l— ~~~~~ _%:L (A idy) =f () dz

e quindi
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(9) Adw = df == /' (2) dz,
y
(10) Fa=-"4

Si ha poi dz = Az e le (4) danno che:

Aw = dw + oAz, lA]z“IlLo o= 0;

pertanto, se f'(z) == 0, il differenziale dw—,"(z)dz di una funzione com-
plessa devivabile da la parte principale dell incremento della funzione.

La varviabile 2z sin ora funziona delle variubili veali §, %,..., de-
finita in un certo insieme B dello spazio Sg. La funzione z, in ogni
punto di RB, sin parziahnente derivabile rispetto a ciascuna delle
variabili & 7,.... Supporremo che mentre il punto (g, %,..) varia in
RB, il corrispondente punto z non esca mai dall” insieme RA, in ogni
punto del quale la funzione complessa w = f(2) & derivabile. Sia
(&, Aoy un fissato punto di RB e diciamo AE un incremento della
£, Az il corrispondeunte incremento di z, Aw P incremento di s; si ha,
per le (4),

Aw Az lim —
A (= AE =+ o.(z, A?) A 1AaEl—0 @ 0,
e quindiv
BE = f(2) E

Allo stesso modo si dimostra che

W )% .
o =r(2) on "

ne segue
dw—— o dE e dq+ o=z (35 dE"l" N+ ..):f’(z)dz.
Adunque :

IX. La relazione (9) fra il differenziale dw della funzione com-
plessa derivabile w = f(2) ¢ il differenziale dz dell’ argomento, sussiste
anche s¢ z é funzione di quante si vogliano altre variabili reali, par-
zialmente derivabile risz}ctto a ciascunn di queste.
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Sia, in particolare, z funzione della sola variabile reale ¢, e si

abbia
z = y(t) == a(t) -+ < B(2).

Se il luogo #—=uq(t), y—=PB(f) & una curva regolare C, si dice
che z—=x(t) & U equazione complessa della curva regolare C. I diffe-
renziali ‘

dz —=[a’(®) -} i B/ ()] At , dw =f'(s) Az,
diconsi allora presi sulla curva regolare C.

Ritornando alle condizioni generali contemplate nel teorema IX,
come conseguenza immediata del teor. IT e del teor. II del n.o 57,
si ha il seguente:

X. 8e z é funzione differenziabile delle variabili reali E, v ,.., lo
é pure la funzione complessa derivabile w—f(z).

Derivazione delle funzioni di funzioni. Sia ora B un
insieme di punti del piano (§,7) e diciamo {—=E-}-in la variabile
complessa su questo piano. Sia z==¢ (T) una funzione complessa della
¢, derivabile in RB e tale che mentre il punto { varia in RB, il
punto 2==¢ ({) varia in R4, ove & derivabile la funzione w == f ().
La w & allora una funzione delle ¢, definita in R, composta per
mezzo della f e della ¢. Dico che w riesce una funzione di T deri-
vabile in modo complesso. Si ha, invero, per le (4).

Aw Az Az lim
e quindi .
im Aw__, .,
e oge = 0 ¢ @)
Adunque:

XL 8¢ w=—f(2) e 2—=¢(T), se, nelle ipotesi poste, w é funzione
derivabile di z e z & funzione derivabile di T, riesce w funzione deri-
vabile di T e 8i ha,

dw
acg

Derivazione complessa delle funzioni elementari. Per
la derivazione complessa delle funzioni complesse di variabile com-

=f e € , dw=f (2)dz

M. PicoNE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 17.
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plessa, sussistono inalterate, con identiche dimostrazioni, le regole
di derivazione gia date (43; I, 1L, III, IV, V) per le funzioni reali
di variabile reale. Passiamo ora alla derivazione complessa delle fun-
zioni elementari di variabile complessa definite al n® 52.

XII, Se n ¢ un numero intiero e positivo, si ha:
N o 2N
(z_—l—____—__A Z)z A -+ ( g )z"—2 Az - ...
e quindi
d(z®)

= nen—1
dz ’

per qualunque punto z del piano complesso.

XIII. Si ha ¢ — e* cosy + ¢ ¢® seny. Le funzioni u—¢* cosy,
v—¢" seny sono entrambe differenziabili (banno infatti derivate par-
ziali continue) in ogni punto del piano, e verificano le (3). Pertanto
la funzione e* & derivabile in modo complesso per qualunque valore
di 2z e 8i ha:

2
?{; :;;m (¢® cosy) + i —:; (¢® seny) —¢* .

XI1V. Per 230, si ha

X
COS ——
1 242 !
loge = —— log (a*+y* + i arc T r<arco <),

sen e )

e si constata subito percid la derivabilita complessa di logz, in ogni

punto del piano complesso per il qual non sin y =0 ¢ x<-0. Si trova
dloge 1

dze =2~

XV. Siha 2% =¢%1°8%  per z=£ 0. Quindi, in virth di XI, XIII,
X1V, si pud zysserire che, qualunque sia la costante reale o com-
plessa a, la funzione 2% & derivabile in modo complesso in ogni pun-
to del piano per il quale non sia y—0 e 2= 0, o si ha

a(=%)

dz

— az® 1,

XVIL Si ha senz=— sen (v -}- iy) = senxcoshy -} icosxsenby, cosz
— cosweoshy — isenwsenhy. E si constata percid subito la derivabi-
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lita complessa di senz e "di cosz in ogni punto del piano complesso.
Si ba:

d senz COS d CO8
—8 famad F1 — g — ~— 8€eng.
dz : ’ o dz

‘Ne segue, per la regola di derivaziene del quoto, la derivabi-
litd complessa di tangz, in ogni punto del piano complesso che non
coincida con nessuuio dei punti dell’ asse z di ascisse (2n -} 1)=/2.
Si trova ‘

d .
dz t(tngg_ cos® 2
XVIL Poichd
1 — 1 1-}-iz
are seuz:T]og(i +zV1 —2%,  arc t;angz'_ log1 iz

si trova (in virth di XIV e XV),

, ber y==0 e per |x|<1 se y=—=0,

— arcsen gz —
4

1
J1—2°

------- arctangz— per 2 =0 e per |y|<T1 se z = 0.

1

1422’

Le funzioni 2™ (n intiero non negativo), ¢, senz, cosz, sono ana-
litiche in tutto il piano. La fanzione 2z~ (n intiero positivo) & ana-
litica nell’ insieme aperto ottenuto dal piane privato del punto 2—0.
La funzione tangz & analitica nell’ insieme a,pertd ottenuto dal pia-
no privato dei punti (2k -4 1) n/2 (k intiero). Le funzioni logz e 2¢
(e non intiero) sono analitiche nell’ insieme aperto ottenuto dal pia-
no-privato dei punti y = 0, # << 0. La funzione arecsenz & analitica
nell’ingieme aperto otténuto dal piano privato dei punti y—0, jz|=1.
La fanzione arc tang'g & analitica nell’ insieme aperto ottenuto dal
piano privato dei punti =20, |[y|=1.

Funzioni armoniche in due variabili. Ogui funzione
reale u =— u(x, y), delle due variabili reali x e y, definita "in un
qualsiasi dominio D), ivi continua e dotata, in ogni punto interno
di D, di tutte le derivate parziali dei due primi ordini, finite e
continue, risultando inolbre, in tutto D —FD,

a2u
+

{192
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dicesi funzione armonica in . Due funzioni u e v, entrambe armo-
niche, in D, per le quali si ha sempre, in D —FD,

ou  gv ow ov

o oy oy ow’
oppure ‘

o . av ou . av

v oy ey ew

diconsi frra di loro coniugate. Si ha dunque, in virta di IT e
di VII, che la parte reale u e il coefficiente dell’ immaginario v di
una funzione complessa l'w:f(z), continua in I e derivabile in
D — FD (uelle ulteriori ipotesi del teorema VII, che sono del re-
sto, come vedremo, una conseguenza della continuitd di f'(2) in ogni
punto di D — F.D) sono due funzioni canoniche in D, ivi fra di
loro coniugate. Pertanto, la parte reale e il coefficiente dell’ immagi-
nario delle funzioni elementari di variabile complessa (XII, XIII,
X1V, XV, XVI, XVII) sono altrettanti esempii di funzioni armo-

niche coniugate,

Funzioni derivabili omogenee di variabile complessa.
Una funzione complessa w —u(x, y,...) 4 iv(®, ¥,...) delle » variabili
reali 2, y,... dicesi omogenea e di grado a, quando tali sono le due
funzioni reali u(w, y,...), v(x, y,...). Si dimostri, per esercizio, che:
Tutte le funzioni complesse derivabili della variabile complessa z, omo-
genee e di grado a, si hanno ponendo

w:lcz“,
ove k ¢ una costante qualsiasi. Se a (che & stato supposto sempre
reale) & un numero intiero e positivo n, la parte reale e il coeffi-
ciente dell’immaginario della potenza 2™ danno i polinomii armonici
di grado n. Essi sono omogenei e fra di loro coniugati. I polinomii
armonici, rispettivamente, dei gradi 0, 1, 2, 3,... sono

1; @ y; o —y% 2ay; 2° — 3ay®, 32%y —¢’5.. .

656.* Derivazione complessa per le funzioni complesse di
pilt variabili complesse. —Nei piani complessi =,, 7, ,..., 7, , Sopra i
quali rappresentiamo, rispettivamente, le variabili complesse

go=a, iy, =2, Y, e, 2 =@ + iy,
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siano dati, rispettivamente, gli insiemi di punti 4,, 4,,..., 4,. Co-
munque si prenda un punto 2z, in 4, , an punto 2, in A4,,..., un
punto 2, in A, , ne risulti sempre, corrispondentemente, determinato
un numero complesso w, 8i ha allora che (Cap. I, ne 24) w & una
funzione complessa delle variabili complesse z,, 2,,..., 2, definita ne-
gli insiemi 4,, 4,,..., A4, . Porremo
W==F (2, Zgy0ey 2 )

La parte reale u e il coefficiente v dell’ immaginario, della fun- -
zione w, saranno due funzioni reali: '

U=U(Dyy Y,y Bgy Yooy Tr y Yr )y V=0(@y Y,y Ty Yppeey Try Yr ),
delle 2r variabili reali @, y,, ®,, ¥,y @, ¥, definite nell’insieme
A di punti, dello spazio Sy , descritto dal punto (z,, y,, @, ¥,,...
@y, ¥, ) al variare, in tutti i modi possibili ed indipendentemente
Puno dall’ altro, dei punti (z, v,), (%,. ¥,),..., (-, ¥ ), Tispettiva-
mente, in 4, in 4,,..., in 4, . Diremo che la #?* di numeri com-
plessi (#,, 2,,..., 2 ) Tappresenta un punto di A4, quando i punti z,,

Z, 4.y & 8SONO, rispettivamente, in 4,, in A,,..., in 4,. Hvidente-

2
mente, se (%, 2,,..., 2, ) & un punto di R4, i punti 2,, 2,,..., 2, s0-
no, rispettivamente, di R4,, RA,,.., RA4,, e viceversa. Sia
(22, 2 .y 27) un arbitrario fissato punto di RA; diremo che la
funzione w € in quel punto parzialmente derivabile in wmodo com-
plesso, rispetto alle variabile complessa 2z (k—=1, 2,.., r) se la se-

guente funzione dell’ unica variabile 2y :

w, (2,) = f(&0 ., 20, 2, 20 e 20,
& derivabile, nel punto 2, in modo complesso. La derivata com-
plessa della funzione 1, (2,) nel punto 20 chiamasi la derivata (pri-
ma) parziale complessa della funzione w rispetto alla variabile 2 , nel
punto (zfl"), 20 ..., 20). Tale derivata della funzione W= (2,5 Zyyr0ry 2 )

si denota con uno dei simboli seguenti :

. ow of

Si ha, evidentemente, il teorema:

.. . . L 0 0
I. Condizione necessaria e sufficiente affinché, in un punto (2, 2{ ),

vy ?9) di RA, la ﬁmzione'w;'f(z” By gy 2r )=u -} iv sia deri~
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vabile, in modo complesso, rispetto a ciascuna variabile, é che, per ogni
) 5 o s . 0 (0 . C
valore dell’ indice ¥, la w sia, nel punto (x y©), funzione differen-
ziabile di xy e Yi, e che risulti inoltre

ou ov ou ov ]
e Awe = - O
(1) ome  5ys’ oYk prall in (@ yO),
k=1, 2,.., 1),
ciog .
oy on 1 ow . .
(. P o in (20 ¥, k=1, 2,..., 7).

Si avra allora

aw dw 1 dw .
(2) 5-2—;: P ayk , in (wgc"), ¥, k=1, 2., 1)

Se la funzione w == f(2,, 2,0, 2y ) ¢, in RA, parzialmente de-
. 17 721 Y )
rivabile, in modo complesso, rispetto a ciascuna variabile z,,2,, ..., 2,
per il differenziale dw =— 4 f della funzione si avrad :

1,7 . ,
(3) dw—=d4rf= aal dey — 2 o Azy s

ed invero, dz, = Az,

1
ow onw ow
dw= E (—-—( #p - ~—dy | = 2 (]wk+z(lyk - z —-——(]Zk
ayk X%
La funzione s, supposta parzialmente derivabile rispetbo a cia-
’
secuna variabile complessa z,, 2,,...,2r, Sia inoltre differenziabile
quando venga riguardata come funzione delle 2r variabili reali
Ty Yy By Yoo Se Az, = Az, + i Ay, ..., Az, == Aw, -} iAy, sono
incrementi, su A, delle coordinate 2z, ,..., 2. di un punto di R4, si ha
allora, se i modnli degli incrementi sono convenientemente limitati,

Erk(aw A k+—Ayk)+a]’27k(lAmkl+]Ayk|)+

3 (2 k+_Ayk)+ipﬁk<lAmk|+|Ayk|>,

-~

ove, posto

1, r

= (An]+1Ap 1),
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riesce :
lim __ lim 8—=0.
10 P T 0P —
Ne segue [in virta delle (2) ¢ (3)]
(4) Aw = dw 4 wo,
ove
1,7
s = I Az l
IREAE
on 1
(= (a--}—@B)? per s =0,
W
l = 0 per s =0,
- ’ lim .
(3) 500 @ = 0.

Pertanto :

II. Se la funzione w — u --iv, delle variabili complesse z,, 2,,..., 2y
é differenziabile nel punto (z,, 2, ,.., 2, ) di RA, ed & inoltre ivi par-
zialmente derivabile, in modo complesso, rispetto a ciascuna variubile,
Jra il suo incremento e il suo differenziale, dato dalla (3), sussistono
le relaziont (4) e (5).

Le variabili #z,, 2,,.., 2, siano, alla loro volta, funzioni delle va-
riabili complesse T, =&, -+ in,, §, ==&, 4 iNy yosy Gg =Eq - g, defi-
nite negli insiemi B,, B, ,.., B;, e diciamo B 1’ insieme dei punti,
dello spazio Spgg descritto dal punto &, %,y ¢, %) al variare, in
tutti i modi possibili, dei punti (&,, n,),..., (¢, ng ), rispettivamente,
in B,,..., B;. Supponiamo che, al variare di ({ ,..., g) in RB, il
corrispondente punto (z,,..., 2, ) non esca da RA. Si ha allora che w
riesce una funzione delle variabili {,,..., {,, definita negli insiemi
B,
duce, immediatamente dalla (4), al solito modo, il teorema:

.y By, composta per mezzo della f e delle z,, 2,,.., 2. Si de-

III. Se la w ¢ in RA funzione delle z,, 2,,..., 2, , differenziabile
¢ parzialmente derivabile in modo complesso; se le z,, #,,.., 2, SONO in
RB, funzioni delle T,, C,,..., L parzialmente derivabili in modo com-
plesso, tale sard pure la funzione w, e si avra:

1, r

6“’ 0%k ow
E —, (h=1, 2,..,, ¢), dw = 2 Fyo dz; .

at,, dar G,
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Per quanto poi riguarda la parziale derivabilitd complessa, d’or-
dine superiore al primo, della funzione w, dal teorema I subito di-
scende il seguente:

IV. Se la funzione w = f(2,, 2,y..., 2 ) &, una prima volta, par-
zialmente derivabile, in modo complesso, in ogni punto di RA, rispetto
a ciascuna delle variabili z,, 2,..., 2, , ed & anche, in ogni tale punto,
parzialmente derivabile rispetto a ciascuna delle variabili x,, y,, X,y Yyyere
&y, Yr, con tutte le derivate parziali, fino a quelle d’ ordine n, finite
e continue, supposto che per i numeri intieri non negativi a,, &y..., dy ,
quali essi si siano, si abbia o, + a, 4 ... 4 @, == n, sottoponendo la
funzione w, alla operazione di parziale derivazione complessa, in tutto
e promiscuamente, «, volte rispetto alla z,, a, volte rispetto alla z,,...,
a, volte rispetto alla 2z, , si avrda sempre, successivamente, un risultato
finito ben determinato, e si arriverd alla ben determinata derivata par-
ziale complessa della w, da denotarsi col simbolo:

ottarttear g

Ay N0 dr
077t 025%.. 02,

Sia A4 un insieme aperto, siano ciod tali gli insiemi A4,, 4,,...,
A, . La funzione w = f(z,, 2,,..., 2, ), definita in A, si dird ivi ana-
litica monodroma se essa, in ogni punto di A4, & dotata delle
derivate parziali complesse del primo ordine, finite e continue. Una
funzione analitica monodroma & (56, VII) differenziabile in ogni pun-
to dell’ insieme aperto 4. In altra parte del corso si dimostrera che:
Ogni funzione analitica monodroma in wn insieme (aperto) A é, in ogni
punto di A, dotata di derivate parziali rispetto alle variabili reali
@,y Yus Bay Ygyey Try Yr, (€ di derivate parziali complesse) dordine co-
munque elevato, finite e continue.




CAPITOLO IIL

"CALCOLO DELLE FUNZIONI, — FUNZIONI IMPLICITE. — CAMBIAMENTO

DELLE VARIABILI, — MASSIMI E MINIMI.

§ 1. Calcolo delle funzioni.

“ Preliminari, — Siano 4 il pit arbitrario insieme di punti
dello spazio 8y, a » dimensioni, e f(P) una funzione reale del
punto P, definita in A. Si dice che si é calcolata in A la funzione
JS(P) oppure che si ¢ consequito in A il calcolo della funzione f(P),

quando si siano ottenute due suecessioni :

(1) u, (P)y %y (P) yorsy Un (P) youvy
) v, (P); 0y (P) ey 0n(P) 4o
di funzioni ben mnofe in tutto A4, tali che, per ogni punto P di 4,
risulti
(3) Jm Py =£(P), 1M v, (P)=1(P),
Py —u, (P
(4) |/ (B) = (P)| | (P)—u, (P)] (n=21, 2,...).
|f(P)"—'vn(P)[

Si dice allora che la funzione u,(P) [0 la funzione v, (P)]
rappresenta la funzione f(P) o approssima la funzione f(P),
in 4, con un errore @ approssimarzione non superiore a
|va (P) — u, (P)|. Se, in un certo punto P di 4, & w, (P)<f(P), ri-
sulterd v, (P)=f(P), si dice allora che, in P, la u, approssima per
difetto 1a f(P), la v, per eccesso.

Supponiamo che si sia riusciti a costruire due successioni :

(1) U, (P)y Uy(P)yersy Uy (P),ee,

(5) cg(P)7 G P) yerey On (P)yersy '
di funzioni ben note in tutto A, tali che, essendo le funzioni della
seconda successione mai negative in 4, per ogni punto P di A
riesca:

(6) f(P)— (P <o) NN 5, (P)=0,

oC
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allora, evidentemente, con le due successioni: Con la (1) ¢ con la
seguente :
w, (P) 4 0, (P), 4, (P) + 6, (P) yousy Uy (P) + 50 (P) 5o,
si consegue, in A4, il calcolo della f. Viceversa, note le successioni
(1) e (2) per le quali si verificano le (3) e (4), posto o, —=|u, — v, |,
le (1) e (5) danno due successioni verificanti le (6). Pertanto, il pro-
blema di caleolare, in A4, la funzioue f(P), equivale perfettamente
a quello di costruire le due sunccessioni (1) e (D), verificanti le (6),
di note funzioni.
Se le successioni (1) e (5) verificano le (6), l1a serie

uy (P) 4 [uy (P) — w4, (P} 4 oo 4= [t (P) — Ui (P)] sy
di note funzioni, converge in ogni punto P di A ed ha per somma
JS(P), mentre il modulo del resto E,(P) della serie, relativo al ter-
mine n"e, non supera la nota funzione infinitesima o, (P). Viceversa,
se la serie
S &, (P) g (P) - oo+ 0 (P) ..
di funzioni note in tatto 4 converge, in ogni punto di 4, verso la
funzione f(P), e la successione (5) di funzioni, per esse note in tutto
A, & tale che si abbia sempre ivi:

(8) | Bu(P)|=]0nt1 (P)+ tnps (P) .| = 0n (P),

posto

lim
- 00" (P)=0,

Un(P)y—a, (P)+ ¢, (P)+ ... + o, (P),
le successioni (1) e (5) verificano le (6). Pertanto, il problema di
calcolare, in 4, una funzione f(P) equivale perfettamente a quello
della costruzione della serie (7) di note funzioni, convergente in A
verso la funzione f(P), e della successione (5) di note funzioni non
negative verificanti le (8).
~ Adunque, nel calcolo di una funzione in un insieme A, inter-
viene sempre la considerazione di serie e di successioni di funzioni
convergenti in ogni punto dell’ insieme. Di tali serie e successioni
vogliamo diffusamente occuparci in questo paragrafo.

67. Convergenza uniforme delle successioni e delle serie
di funzioni. — Supponiamo che la successione

1 - , w (P)y 1y (P)yeeey 1 (P) g,
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di funzioni definite nell’insieme A di 8y, sia convergente in ogni
punto di A. Si ha allora che (cfr. no 8, Cap. I) comunque si assegni
un punto P di 4 e un numero positivo e, esisterd sempre un numero
naturale v tale che, se h e k sono due arbitrarii numeri naturali
maggiori di v, riesce

[up (P) — i (P)[<e.

Ogni numero naturale 1ﬂz\ggiore di v gode della medesima pro-
prietd, indicheremmo con v il pit piceolo numero naturale cosiffatto.
Tale numero riesce una funzione v (P, ¢) ben definita nell’insieme B
di 8441 determinato dalle condizioni:

Pein 4, e>0.

La funzione v (P, €) non assume che valori intieri e positivi; or-
bene: Se, comunque si sia fissato il numero positivo g, avviene sem-
pre che la fanzione v(P,¢), al variare di P in tutto 4, non assnme
che un numero limitato di valori, se cioé¢ essa riesce sempre funzio-
ne di P, limitata in A, la successione (1), convergente in A, dicesi
ivi convergente uniformemente.

Una serie

2 a, (P)+a,(P)+ ... + 0, (P) F ..oy
di fanzioni definite in A, convergente in A, dicesi ivi uniformemente

convergente se tale & la successione delle somme.
Sono immediati i seguenti teoremi:

1. Condizione necessaria sufficiente affinché la successione (1) sia,
in A, uniformemente convergente é che, ad ogni numero positivo e, si
possa far corvispondere un numero naturale v(e) tale che, gqualunque
sia il punto P di A e comunque si prendano due numeri naturali h e

k maggiore di v(g), si abbia sempre

(3) [up (P)— up (P)] <e.

I1. Condizione necessaria e sufficiente affinché la serie* (2) sia, in
A, uniformemente convergente é che, ad ogni numero positivo‘s, i possa
Jur corvispondere un numero naturale v(g) tale che, qualungue siano il
punto P di A e il numero naturale k e comunque si prenda il numero

naturale h maggiore di v(e), si abbia sempre

(4) ]ah.,.l(.l’)—{— ah'+2 (P)+...+ah+k (P)! ga.
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Supponiamo che la successione (1), convergente uniformemente
in A, converga ivi verso la funzione f(P). Dalla (3), passando al li-
mite per k divergente, si deduce allora
(5) Jup (P)—f(P)|<¢e, se h>v(e) e per P ovunque in A.
Viceversa, se la (5) sussiste per ogni numero positivo g, ne se-
guird

up (P) — f(P)| < —Z—, se h>v(—;—) e per P ovunque in A,

e quindi, comunque si prendano i due numeri naturali b e k mag-:
giore di v(e:2), )
Lup (P)—uz (P) | = [y (P) = f(P) ]+ [f(P) —w (P)] | =<
=< |m (P)—F(P)|+|w (P) — f(P) | < ¢,
per P oﬁunqne in 4; e pertanto segue la uniforme convergenza in A
della successione (1). Onde i teoremi:

III. Qondizione necessaria e sufficiente affinché lo successione (1)
converga uniformemente in A verso la funzione f(P) é che ad ogni nu-
mero positivo ¢ st possa far corrispondere un numero naturale v (g) tale

che st abbia:

lup (D) —f(P)| <, s¢e h>>v () e per P ovunque in A.

1V. Condizione wnecessaria e sufficiente affinché la serie (2) con-
. verga uniformemente in A & che ad ogni numero positivo ¢ si possa
far corrispondere un numero naturale v (<) tale che si abbia
| Ri (P)|==| tpp1(P) + tngo(P)-F... | =&, 8¢ h > v (c) ¢ per P ovunquein 4.
Evidentemente: Se una serie o una successione di funzioni con-
verge uniformemente in un insieme A, essa converge in tal modo
in ogni insieme contenuto in A.
Se la successione (1) converge uniformemente in 4 verso la fun-
zione f(P), assegnamo una successione infinitesima,

€,y Eygeeey 5 gerey
di quantita tutte positive, poniamo
vies )F1=ps, u, =,
e consideriamo Ia sucecessione di funzioni:

(6) 0, (P)y 0, (P)yesy V5 (P)yees
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subordinata alla (1). Risulta:

|vs (P) — f(P)| <&, , in tutto A, '™ ¢ —o.

8 > 00

Si & pertanto conseguito, con la successione (6), il calcolo in 4
della funzione f(P) e si pud altresl asserire che: La v, (P) rappre-
senta la f(P) con un ervorve A’ approssimazione non superiore, in tutto
A, alla costante ¢, . Cosi se, per esempio, si pone g — 1:105+!, la
funzione v, (P) ha sempre, in ogni punto P di A4, in comune con la
funzione f(P), della quale si vuole il calcolo, le prime s cifre deci-
mali, almeno.

Un criterio sufficiente di convergenza uniforme. Gio-
va assai spesso, nelle applicazioni, il seguente criterio sufficiente di
cbnvergenzu uniforme :

V. 8e la successione di funzioni:
u, (P), u, (P) ~— , (P)yrey ty (P) — Un—1 (P)yere,
é, definitivamente, di funzioni limitate in A, e se, supposto che riesca,
in A,
[ ta(P) — ttp1(P)| < Ln , per n=s,
la serie di quantita positive

(7) Ly + Loy + oo -+ L + ...
é convergente, la successione (1) converge uniformemente in A.
Il teorema & subito dimostrato. Ed invero, data la- convergenza

della serie (7), comunque si assegni un numero positivo ¢, esiste il
corrispondente numero naturale v (g) (=) tale che si abbia:

8) Liga+ Lnjz+ o+ Laqr < &, s¢ h>v(e) e per k qualunque.
Ma &, per b >s, ' |
| un (P) — wigr (P) | = | [un (P) — wnp1 (P)] + [ (P) — wppa(P) ] oot
—+ [Unsk-1(P) — unga(P)] | < Liga~+ Inye oo Lpgry per P ovunquein 4,
e quindi, in virta della (8),
|ty (P) — w (P) | < ¢,
se h v (e), per k qualunque e per P ovunque in 4.

Allo stesso modo si dimostra il seguente analogo criterio suffi-
ciente di convergenza uniforme per le serie:
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VI. 8¢ la successione di funzioni a {(P), a,(P),..., e, deﬁmtwa-
mente, di funzioni limitate in A, e¢ se, supposto che nesca, in A,
|on (P)| =< L,, per n=s,
la serie di quantita positive L, ~+ Lyp1 -} ... & convergente, lu seric di

Sunzione X, a, (P) converge (assolutamente e) uniformemente in A.

Le funzioni di una successione (1) diconsi ‘ﬁniformem‘ente limi-
tate in A, se esiste un numero positivo L, tale che risulti:
Jua(P)|< L, '
qualanque sia 1 indice n e ovunque sia il punto P in A. E facile
dimostrare che: :

VIL. 8Se le funzioni di wna successione uniformemente convergente
in un insieme A sono limitate in A, esse sono ivi wniformemente li-
mitate. Condizione necessavia e 'suﬁ’icicnte affinché sia limitata in A
la funzwne limite f(P) di una successione . uniformemente convergente in
A ¢ che le funzioni della successione siano definitivamente limitate in A.
La Sunzione limite f(P) di una successwne convergente 'in A, da Sun-
zioni ivi uniformemente limitate, é limitata in A.

Esempi. La successione 1, &, #%,..., " ,.. non converge uni-
formemente nell’ intervallo (0,1). La stessa successione converge uni-
formemente in ogni intervallo contenuto nell’intervallo (0, 1 —z¢),
qualunque sia la frazione positiva e. Le funzioiti della successione
ora considerata sono uniformemente limitate nell’ intervallo (‘—1‘, 1),
non lo sono in ogni intervallo che non éia.' in quello contenuto.

68. Successioni e serie di funz:om complesse. Serne di
potenze. — Nell’ insieme. 4 dello spazio- 8, smuo deﬁmte le fun-
zioni comnplesse

(1) W, (P)y Wy (P) yorry We (P) ey Wy (P) =1up(P) 4 v, (P)
di parte reale u,(P) e di coefficiente dell’ immaginario - v, (P), for-
manti una- successione. Per ogni tale successione, come il lettore pud
facilmente constatare, sussistono inalterati i concetti e i teoremi sta-
biliti per le successioni di funzioni reali. Si ha i‘.nolt,re:

1. Condizione mnecessaria e sufficiente affinché la successione (1)
converga uniformemente in° A, é che ¢io avvenga per. entrambe le suc-
cessioni u, (P), uy(P),.n; v, (P), 0,(LP),un
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I concetti e i teoremi dell’ articolo precedente valgono anche
per ogni serie

@) WP F 1P o 1P F oy 1 (P) = (P)+ iBa(P)
di fanzioni complesse, definite in un insieme A4 dello spazio S, .
Si ba:

II. Condizione necessaria e sufficiente affinché la serie (2) converga
_uniformemente in A, é che ¢ido avvenga per entrambe le serie Xy (P),
- 2B (P), di funzioni reali.

La serie di potenze (cfr. n° 13 del Qap. I)

0, o
(3) Ek ar(z — 2z —a,4a,z—2) + . F a2 —2)" + ..o

ove 2, Q; a,,.., sono costanti complesse fissate affatto arbitraria-
mente (in particolare, costanti reali) ¢ 2 & la variabile complessa
x -+ iy, & una particolarissima serie di funzioni complesse (in parti-
colare, di funzioni reali se 2, a, «, ,.. sono reali e se si- attribui-
scono alla 2z valori esclusivamente reali). Vogliamo fermarci e con-
siderare le serie di potenze, per stubilire, per esse, alcuni risultati
classici che troveranno importanti applicazioni. Cominciamo dal di-
mostrare il teorema :

IIL. Se il raggio di convergenza v della serie (3) non é nullo, ¢
se p & un qualunque numero positivo minore di v, la serie converge
(assolutamente e) uniformemente in ogni insieme A di punti contenuto
nel cerchio di raggio p, concentrico a gquello di convergenza.

Il teorema & un’immediata conseguenza del teor. VI dell” arti-
colo precedente. Per ogni punto 2z di 4 si ha invero
o (e — )| < o | ¢
e la serie X|a;|p* & convergente (13, II).

Si ha ancora il seguente teorema di Abel:

IV. Se la serie di potenze (3) converge per un particolare valore
2 F 2z, di 2, essa converge uniformemente nel segmento rettilineo con-
giungente il punto 2, col punio 2.

Poniamo



272 Cariroro III.
]

Ry, (2) = Opqr (2 — zo)n-}-l + Gpp2 (#— zo)ﬂ+2 + ore ‘I“ ("n+m(z — zo‘)n+m,
Rln, m =By m (z,)
Poiché Ia serie (3) converge per z—=2’, comunque si sia fissato
il numero positivo g, esiste .un numero naturale v(e) tale che, per
n>v(e) e qualunque sia I'indice m, riesce:
(4) | Rin, m | <.
Tuatti i punti del segmento rettilineo (z,, 2’) si hanno ponendo
2—2,=1(d —2,),

e facendo variare il parametro reale t nell’ intervallo (0,1). Ne se-
gue, su quel segmento,

By, (8) = gy 7 (7 — 2 b g0 T2 (8 — 2)0F2 - g T (2
=+t Rln,l + 2 (R,n,Z - R,n,l ) + o + mtm ( ,n, m T Rln. m—l)
—(H — ™) R, (P — ) Ry T Ry

e pertanto, in virta di (4) e poich® 0<{t<C1,
[ Rym (?)| < et e, s¢ n>>v(e),
cid che dimostra P asserita uniforme convergenza della (3) sul seg-
mento (z,, 2).
Per le serie di potenze conviene anche rilevare il teorema se-
guente, del quale faremo uso fra poco :

V. 8e g,y 1yy Py € una successione di quantita (reali o com-
plesse) per la quale si abbia
lim
SN0
le due serie di potenze
0, oo 0, oo

Ek az (2 — 2%, Ek Bi ap (2 — 2,)%,

hanno lo stesso raggio di convergenza.

o M2 =1,

Si dimostra invero immediatamente che -

lim”’ ‘anllm: lim”

n 0o n-»oo“’"”anllm'

69. Teoremi della continuita e della derivabilitd. — Pren-
diamo a considerare di nuovo, per facilitare la rappresentazione, la
successione

1) u, (P)y Uy (P) geusy Un (P) yuuy
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di funzioni reali, convergenti in A4 verso la funzione f(P). Sono
fondamentali i teoremi della continuita e della derivadilita che andia-
mo ora a dare per una tale successione (i quali del resto sussistono
anche — con identiche dimostrazioni — per le successioni di funzioni
complesse).

I. Teorema della continuita. Le funzioni della successione
(1) siano continue nel punto P di A.DA; allora, se la successione
converge uniformemente in A verso la funzione f(P), tale funzione é
pur essa continua nel punto P.

Invero, per un punto qualunque €, variabile in 4, si ponga

S (@) =u, (Q) -+ Pn (Q))

comunque si fissi il numero positivo e, esiste un numero naturale
v(e), tale che, ovanque in A, riesce

(2) I%(Q)Ig—;— , 8¢ > v(e)

Per la continuita di u, (@) in P, esiste un intorno circolare
Cé") di P, su A4, tale che per ogni sno punto @, si ha:
| &
3 -

Ne segue, per un fissato indice n maggiore di v(c) e per @ ovun-

|un(Q)—“n(P)[§

que in C,
1F(@) —Ff(P)| =
élun(Q) _un(P)[_l"'Ic?n(Q)l’l"|<Pn(P)[§8;
cido che dimostra appunto I’ asserita continuitd di f(@) nel punto P

di 4.DA.
In sostanza, il teorema ora ottenuto afferma che:
m [ @)= [ @],
esso ciod stabilisce la possibilita di invertire 1’ ordine di due suc-
cessive operazioni di passaggio al limite. A questo riguardo giova
rilevare i due teoremi seguenti per la dimostrazione dei quali si ri-
pete — quasi — quella data per il teorema precedente.

1L. 8¢ la successione (1) é uniformemente convergente in A e se,

M. PICONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 18,
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nel punto P di DA ogni funzione u, (§) é convergente, st ha :

Clim [ lim __ lim [ lim

Q_.P[1¢—>oou" (Q)]_ n-.oo[Q—»Pu"(Q) } )
tutle le volte che il secondo membro sia determinato (finito o infinito).

Poniamo Qh_x.np Un (@) = ln nlL";o l, = l =—quantita finita, f (@)=

= 4 (@) + ¢ (@). Sussista la (2). Diamo ad » un tal valore mag-
giore di v(¢) da risultare |1, — | =<e:3. Cosl fissato n, determinia-
mo un intorno circolare €% di P, su A, tale che, se Q@ & in C'— P,
riesca |u, (@) — | <Ce: 3. Ne segue, per @ in C"— P,

[F(Q — U= un (@) +0n (@) — Ll — ln | <

‘é'un(Q) - lnl +"Pn(Q)!+”n"‘”$3»

lim
n - 00
vo K, diamo ad # un tale valore (> v(g)) da risultare I, > K-} 2¢:3.
Cosi fissato n si avra ora, in € — P,

€ 2

fQ>u(Q) — & =l — 5> K.

Sia ‘ora l, == +o0. Scelto arbitrariamente un numero positi-

‘TILI. Se la successione (1) é uniformemente convergente in A4 ¢ se,
essendo tale insieme illimitato, ogni funzione u,(Q)) é convergente al-
Y M > .

D infinito, si ha:

lim ["linl un(Q)}—— lim [Q]Lmoo“"(Q)}’

Q — o0 [e’s) T a0
tutte le volte che il secondo membro sia determinato (finito o infinito).

Se P insieme 4 & unicamente costituito dai numeri naturali 1,
2,0y M,..., come notevole caso particolare dall’ ultimo teorema enun-
ciato si ha il seguente:

IIT'. Se le successioni :
Unt y Un2 yeuey Unmyeee (B =1, 2,...)
Ulm g Ui gerey Unm goee (M =1, 2,...)
sono convergenti, ¢ la seconda lo é uniformemente, al variare dell’ in-
dice m, si ha:

lim lim " __ lim lim u
mooo|nsoo "™ | T asocimaoo M

tutte le volte che il secondo membro sia determinato (finito o infinito).
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Una notevolissima  interpretazione del teorema II dA luogo al
seguente ;

IV. Teorema della derivabilita. La successione (1) sia con-
vergente in A verso la funzione f(P)=f(x, y,...); tnoltre ciascuna
Junzione u, (P) == u, (%, ¥,...) possieda, in ogni punto di RA, la deri-
vala parzidle del primo ovdine vispetlo, per esempio, alla x, determi-
nate e finita. Indicata tale derivata con 'y (%, Y,...), 86 la successione

W, (@) Yyor)y Uy (By Yyors) gorey W (By Yyert)yene
é uniformemente convergente in RA, allora la funzione f(x, y,...) pos-
siede pur essa, in ogui punto di RA, la derivata parziale del primo
ordine rispetto alla x e 8i ha ‘
lim
n o0

Jo (®; yrr) = Wo () Yoo

Se P(x, y,...) & un fissato punto di R4, si deve dimostrare che

lim [ lim %@+ R, ¥,) — up (@, Y,...) ]

h—=0|n—o0 h

lim [ lim % (@ 4Ry o) — Un (@, Yy...) }
)

T a0l b0 h

ove h & variabile-in un insieme I ottenuto privando del punto zero
un certo intervallo dell’ asse delle h, contenente detto punto. La (3)
sard dimostrata (teor. IT) non appena sard accertato che la funzio-
ne di h:

1
vy (h) —= " [wn (@ hy yy0i) — un (2, ¥,0.0 1,

tende in I, per n divergente, uniformemente al suo limite. Ora @&
effettivamente
0y () — vy (k) = ,
:% g[ul’ ($+h7 y"") - “q ($+h’ y)"‘)] - [up (w’ y"") - uq (mi y)"‘)] §:
= u'p (@ + Ok, y,...) — wy (x4 Ok, y,...),
0<0<1;
pertanto, se per p e ¢ maggiori di v(¢), risulta in R4,
%'y (B, Yyt — U’y (@, Y,) | €,
si avrd pure, in tutto I, . . -

[ vp (h) — vg (h) | <&
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e
T teoremi I, IT e IV, interpretati per le serie di funzioni, dan-
no luogo ai segmenti di frequentissima applicazione.

V. Le funzioni della serie

(4) o, (P)+ @, (P)+ oo+ 0, (P) e,

siano continue nel punto P di A.DA; se la serie converge dn{for-
memente in A verso la funzione f(P), tale funzione é pur essa conti-
nua nel punto P.

VI. Teorema del passaggio al limite termine a ter-
mine per le serie. Se¢ la serie (4) & uniformemente convergente in
A € se nel punto P di DA ogni funzione a,(Q) é convergente, si ha:

r 1, o 1, oo I

im . im

0-pr 2, @ O=2, o .p @)

tutte le volte che la serie del seconde membro sia regolare.

VII. Regola della derivazione termine a termine per
le serie. La serie (4) sia convergente in A verso la funzione f(P)—
=f(x, y,...), e inoltre ciascuna funzione a,(P) —a, (®, y,...) sia, una
prima volta, parzialmente derivabile in RA, rispetto, per esempio, al-
la @ Se la serie delle derivate

1
S 99,

}Sn ox ’

é uniformemente convergente in RA, allora anche la funzione f(x, y,...)
é in RA parzialmente derivabile, una primae volta, rispetto alle x, e

8i ha:
f 0 S & 9%
L% =X
ow ox n n OF
Serie reali di potenze. Dei risultati testé ottenuti vogliamo
subito fare un’ importante applicazione considerandoli per le serie
reali di potenze, cioé per quelle serie di potenze che hanno reali il

punto iniziale e tutti i coefficienti, Sia
0,

2 ag (z—xo)k,

k

una tale serie, sia » il suo raggio (non nulle) di convergenza. L’in-
tervallo (x)— r, x, -} +) dell’ asse & chiamasi I’ intervallo di conver-
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genza della serie. Denoteremio con I I intervalle aperto (x;— 17,
z, 4 7). Dando alla 2z un valore reale x appartenente ad I, e po-
nendo:

0, o
— —p \E
() f<w>—2ka¢ (r — ),
si viene a definire in I una funzione reale della variabile reale z.
Vogliamo studiare tale funzione. La funzione f(z) & continua in ogni
punto &« di I. Ed invero, i termini della serie (5) sono futizioni con-
tinue in &', laddove &' & sempre contenuto in un intervallo (chiuso)
nel quale (68, III) la serie converge uniformemente. La serie delle
derivate déi termini della (5):

1, ®© g
(6 b kag (x — »,)*?
) Ek k R

ha (68, V) lo stesso intervallo di convergenza della (5), e pertanto
(teor. VII) la -fanzione f(x) & anche derivabile in ogni punto di I,
e per la sna derivata f'(r) si ha:

1, co
7 "(2) = k N
) F@=3 kne—z)

Allo stesso modo, la serie delle derivate 1)i'ime della (6) ha
(68, V) lo stesso intervallo di convergenza della (5), e pertanto
(teor. VII) la funzione f’(x) &, a sua volta, derivabile in bgni punto
di I e per la sua derivata f”(z) si ha:

. 2, ©

I (@) = E k(k— o (@ —a, b2 .

k

La considerazione si pud indefinitamente ripetere, e si ha percio:

VIII. La serie reale di potenze (b) converge, con tutte quelle che
da esse 8i deducono con la successiva derivazione tlermine a termine,
(assolutamente e) uniformemente in ogni intervallo contenuto nell’inter-
vallo aperto I di convergenza. La somma f(x) della serie & in ogni
punto di I successivamente derivabile quante volte si vuole, mentre si ha

n, 00

(8) f(") (w) _ 2 k (k — 1) .. (k —_n +_ 1) ax (m _— wo)k——n.

k
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Se nella (8) facciamo #—u,, si trova:
1
Un — _%-T f(n) (xo) 3

onde il teorema:

IX. Per la somma f(x) di una serie veale di potenze, in ogni
punto dell’ intervallo aperto I di convergenza della serie, si ha:

(x—w,)?

Ef(k) (x— 5'70) f($ +.f ;’wo+f//(m0)~_2__!o_+"..

Per una qualsiasi funzione f(x), definita in un intervallo (a, b),
la quale, in un punto z, di questo, sia successivamente derivabile
quante volte si vuole, chiamasi serie di Taylor di punto inizia-
le x,, la seguente serie reale di potenze:

x,)?

F)+ 1 @) S 4w E g

secondo !’ ultimo teorema ottenuto si ha dunque che: La somma f(x)
di una serie di potenze, di punto iniziale x, e di intervallo aperto di
convergenza I, da luogo ad una serie di Taylor, di punto iniziale x,,
ovunque convergente in I verso la funzione f(x).

Le serie di Z'aylor aventi. I origine per pnnto iniziale diconsi
di Mac Laurin.

La serie (5) sia altres1 convergente in uno ! degli estremi. », — r
o x,-}-r dell’ intervallo di convergenza; allora, in virta del teorema
&’ Abel (68, IV), essa & uniformemente convergente (ma forse non
assolutamente) in ogni intervallo limitato dal detto estremo I e da
un qualsiasi punto interno all’ intervallo di convérgenzn. Ne segue
che la funzione f@), somma della serie (5), & continua anche nel
punto l. E pertanto:

X. 8¢ la serie reale di potenze (5) converge in uno I degli estre-
mi dell’ intervallo (v, — r, &, -} r) di convergenza, esiste determinato e
Jinito il limite
Do fi@) u 1,

Y

ed esso é il valore della somma della serie nel punto 1.
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70. Approssimazioni lineari. — Sia f(P) una funzione reale
del punto P, definita nell’ insieme 4 di punti di 8y, e tali siano
pure le assegnate funzioni della successione

(1) o8y S (B) sy JalP)yeu .

Un problema che riceve le pitt importanti applicazioni & quello
dell approssimazione lineare, in A, della funzione f(P) mediante le as-
segnate funzioni della successione (1). Ksso si enuncia al modo se-
guente : Determinare tutte le costanti reali del quadro

0
al’,
1 1
al’, a®,
2 2 2)
a®, a®, a®,
ald, aP, alP ., a™,

L N T T B Y

in modo tale che, per ogni punto di A, si abbia
]- ” ’
wnno (40 fy (P) a0 £, (P) + . 4 0P £, (P)) = f(P).
Se si riesce a determinare le costanti a(® del quadro (2) in mo-
do che esse non dipendano che dal solo indice i, posto a¥) —a, R
si ha, in ciascan punto di A4,
M [0Sy (P)+ 0, fi () ek anfo (P =1(P)

n—+-oo

e quindi
0, co

f()=3 a fi (P)

Si & allora, come si dice, ottenuto, in 4, lo sviluppo della fun-
zione f(P) in serie procedente secondo le funzioni della successione (1)
0, pin brevemente, in serie di funzioni (1).

- .

Teorema di Weierstrass. Noi c¢i limiteremo, per ora, a con-
siderare il particolarissimo caso, assai importante, dell’ approssima-
zione lineare di una funzione reale f(x) dell’ unica variabile reale w,
in un intervallo dell’ asse delle #, mediante le successive potenze in-
tiere e positive del binomio z —x, :

3) 1, 2—m, (@— mo)z yorey (B == @) gensy
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essendo », un’assegnata costante. Ottenuta, nell’intervallo (a’, a”),
una tale approssimazione della f(x), posto:

p,@®)=a 4 o) (@ — &) 4 ... +- e (x — 2",

pn(x) non & che an polinomio di grado =, e si diee percid che si ¢
conseguita, in (a', &), Uapprossimazione della funzione f(x) médiante
polinomii. Tale problema fu posto e completa.mente risoluto da
Weierstrass, al quale si deve il classico risultato: Per ogni fun-
zione f(x), continua in un intervallo («'y a”), 8i pud sempre costruire
una successione di polinomii tale che, in quell’ intervallo, converga uni-
Sformemente verso la funzione f(x). Noi non vogliamo qui dare (per
quanto gid in grado di farlo) la dimostrazione dell’ enunciato teore-
ma di Weierstrass, e vogliamo limitarci alla completa trattazione
del problema seguente:

Sviluppo in serie di potenze. In un intervallo (o', a”) del-
I’ asse delle x siano assegnati una funzione veale f(x) dell’ unica va-
riabile reale x ed un punto x,, dare in (o', a") lo sviluppo della fun-
zione in serie procedente secondo le potenze (3).

Supposto il problema risoluto, sia, in (¢, ¢},

0, ®

@) J@=Y a@—a)f.

k

Detto r il raggio di convergenza della serie di potenze, I’ inter-
vallo (a’, a”) deve, di necessitd, essere contenuto nell’intervallo
(€, — r, ro-+7) di convergenza. Ogni punto interno all’ intervallo
(«, @) riescird allora, come il punto x,, interno all’ intervallo di con-
vergenza e pertanto dalla (4) si trae (69, VIII e IX) che I’ assegnata
funzione f(x) deve, di’ necessita, in wo e in ogni punto interno al-
I’ intervallo (a/, a”), essere successivamente derivabile quante volte
si vunole, laddove si ha:

1
ayp :m— N (wo).
Adunque:

I. Condizione necessaria affinché la funzione f(x), assegnata nel-
P intervallo (o', a”), sia ivi sviluppabile in serie di potenze del bino-
mio & — x,, essendo x, un assegnato punto di (a’, &”), & che, nel pun-
to x, ed in ogni punto interno all intervallo (o', a”), la funzione sia
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successivamente derivabile quante volte si vuole. Lo sviluppo non potra
allora essere dato che dalla serie di Taylor, relativa alla f(x), di
punto iniziale @, :

& Lo (x — @ )F
(5) 2 @

Supposto, in tutto 1’ intervallo (a’,a”), verificata la condizione
? H y

necessaria espressa da questo tcorema, poiché allora, in ogni punto
di (a/, a”) e qualunque sia il numero intiero e positivo n, riesce (Cap. II;
417, 1IV).

0,n
< @—a) | (@—a) @—grtl-c
f@y=2 1wy 7+ s JeEE),

ove ¢ ¢ un fissato arbitrario numero positivo e £ un certo punto (di-
pendente da #,q,n) interno all’intervallo limitato dai punti x, e @,
si ha che:

I1. Assegnata la funzione f(x), successivamente derivabile quante
volte si vuole in ogni pdnto delVintervallo (', a”), ed assegnato il punto
x, di questo stesso intervallo, condizione neeessaria e sufficiente affinché
la funzione sia, in (a’,a”) sviluppabile in serie di potenze del binomio
a:—wo,' ¢ che, per ogni punto x di (a’,a”), risulti

lim (z—=,)° (@ —Emt+1-o

(6) n - 0o nlo fo §)=0;
8i ha allorae, in (o, "),
0, . k
M fay= 3 /)L

Per la presenza, nel primo membro della (6), della quantitd &,
di cui si ignora il preciso modo di dipendere dalle variabili x, n e
g, & in generale difficile Papplicazione pratica del criterio di svilup-
pabilitd in serie di potenze fornito dall’ultimo teorema enunciato. Vi
& perd un caso notevole in cui il criterio indicato assicura la svilup-
pabilitd in serie di potenze, secondo il teorema seguente:

ITL. 8¢ la funzione f(x) ¢, in ogni punto dell’intervallo (a,a”), suc-
cessivamente derivabile quante volte si vuole, ed esiste un numero in-
tiero e non negative p tale che le funzioni

[ (@) : n?,
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siano uniformemente limitate in (d/, a”), comunque si fissi un punto x,

in (a/,a"”), la funzione f(x) & ivi sviluppabile in serie di potenze del
binomio © — x, .

Si abbia, infatti, per ogni #» e per ogni x in (¢’ a”),
|/ (@) | =< L n?.

Prendendo il resto R, (z) della formola di Taylor, di punto

iniziale x,, relativa alla funzione f(x), nella forma di Lagrange, si
trova, in ogni punto di (¢, a”),

| B @) =120 o g < 2

n! L

ove si & posto &’ — &’ — a. Ma, ponendo n — p—m, si ha, per n>p,
a"n? _a™ n?
n!

m! n(n—1)..(n—p +1);
detto v un fissato numero naturale maggiore di a, risulta, per m > v,
A
m! vl m’
e quindi, per n—=m -4-p, m >v, in ogni puxlfo di (aya”),
Bu@)|<av L s

m nn—1)..(n—p-F1)’
li
onde segue lm | By ()| =0.

Prendendo sempre il resto della formola di Taylor nellu for-
ma di Lagrange si dimostra anche immediatamente che:

IV. 8e la funzione f(x) é, in ogni punto dellintervallo (o', a’), suc-

cessivamente derivabile quante volte 8i vuole, ed essendo a” — o’ < 1, esi-

ste un numero € non negativo ¢ minore di uno, tale che le funzioni
F® @) :[(n— 1)1 0]

siano -uniformemente limitate in (o', a”), comunque si fissi un punto x,

in (a’,a”), la funzione f(x) é ivi sviluppabile in serie di potenze del
binomio x — wx,.

Notevole & pure il teorema seguente, del quale faremo uso:

V. Se la derivata f'(x) della funzione f(x), nell intervallo (a’, a”)
¢ suscettibile dello sviluppo in serie
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0, 0
(8) Sx)= ay (@ — x,)
=% we—sr,
si ha allora, in (o, a”),
0,

(9) S @) =flz,) 4 2 kil——Ll (® — a,-o)k+1 .
. 2

La serie di potenze (8) converge invero uniformementé (68, IV)

nell’ intervallo (a’

, @’} e la serie (9) converge (cfr. Algebra, n® 169)
pur essa in ogni punto di (a’, a”). Detta ¢(z) la somma della serie (9)
i ha, in virtd del teor. IV del n° 69, [e(@) — flx)) =1 (@) — S () =0,
in tutto («/, a”), e poiche o) -—-f(w =0, ne segue ¢(x)=—f(x),

ovunque in (a’, a”).

VI. Sviluppo in serie di potenze delle funzioni ele-
mentari ¢, senz, cosr, senhz, coshx. Sia f(r) —e®, avendosi, qua-
lunque sia a, ™ (@) =¢*, f™(0)=1,.1a serie di Mac Laurin re-
lativa alla ¢*, si scrive ' ‘

(10) s T ST T

D’ altra parte, in ogni intervallo (a’, a”) dell’asse z, si ha, qua-
langue sia n,|f™ (x) | = ¢* << e*’, pertanto (teor. III) la serie (10) con-
verge per ogni valorve di x ed ha per somma ¢°.

Allo stesso risultato si perviene basandosi sul teor. I. Intanto,
la serie (10), avente infinito il raggio',di convergenza (per essere

lim 1: n+l __ lim ;:0)
n—oo  1:ml  m—oon +1
ha per somma una funzione @(x) ovunque successivamente derivabile
quante volte si vuole, per la quale & ¢'(x) =— @(x). Ne segue che il
prodotto ¢(x)e~? ha ovangue nulla la derivata, e poiché per x—0
esso’ vale uno, si ha sempre, come volevasi dimostrare, g(x)—¢e”.

Poicheé 2senhwx—¢* — ¢~%, 2coshr—¢* {-¢~%, ne segue, per
. ogni x,
i+l

(2n—|—1)'
(,oshw——l-}- a1 —|—- At (2n + s

senhw:w—{- 31 —|- B
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Sia ora f(z) —senx. Si ha

f’ (@) == cosx , f'(x) = — senz, f"(x) = — cosw, ' (x) = senzx,
e quindi, qualunque sia il numero naturale =,
SO (x) =senz, f D (g) —cosw, fUn+D (2) = — senw, f 4"+ (r)——cosz,
percio, la serie di Mae Laurin relativa e senx si scrive:
2 x° x? 2+l
11 2——F - ——=+.. — 1) .
(11) , 31! + 5! 71 SakCienl ) (21»—}-1)!+

Poiche, qualunque sia n, 8i ha sempre [f® (x)| =1, la serie
converge per ogni valore di x, ed ha per somma senz.
Allo stesso modo si trova che

z? zt x®
(12) cosw:1—2—!+z!—-—ﬁ—{—...+(——l)n

2
@nl ey
per ogni valore di x. Si pud anche dire cosi: La serie (12) converge
perche & la serie derivata della serie di potenze (11), ed ha per
somma cosx, poiché cosz & la derivata di senr, somma della serie (11).

Alla somma di ciascuna delle due serie (11) e (12) si puo an-
che pervenire al modo seguente: B intanto subito visto che la serie
(11) ba infinito il raggio di convergenza, detta percid ¢(x) la somma
di essa, questa funzione ¢(x) & ovunque successivamente derivabile
quante volte si vuole, e la somma della (12) & precisamente ¢'(x).
Si ha poi

@ (@) = — @), 9(0)=0, ¢'(0)=1.

Ora, in virtd della prima di queste relazioni, si constata subito

che la derivata delle funzioni

Q(x)cosr — ¢'(x)senz, ¢(@)senx | ¢’ (w)cosx
sono entrambe identicamente nulle; queste funzioni hanno percio

valori costanti. Facendo z—20, si vede che questi valori sono: zero
per la prima, uno per la seconda. Dalle equazioni

o(x) cosx — ¢'(x) senz = 0,

¢(x) senx - ¢'(x) cosx =1,
si ricava, ovunque, @(x) — senw, ¢'(x) = cosz .

VII. Serie binomiale. Sia a una costante reale quale si vo-

_glia, la serie binomiale & la serie di Mac Laurin relativa alla
funzione f(#)—= (1 «)*. Si ha:
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@) =ala—1).. (@ — 04 1A F 22",

e quindi la serie binomiale si scrive

(13) 1-]—(:)90—]-(;)502-{——{-(:)00—[—

Se « & un numero naturale, i coefficienti della serie sono tutti
nulli a cominciare dal termine (x -} 1)®°, la serie si riduce allora
ad un polinomio di grado a che coincide col noto sviluppo di New-
ton della potenza a™ del binomio 1 4 2. Se a non & un numero na-
turale i coefficienti della serie (13) non sono mai nulli, ed il raggio
di convergenza di essa & dato dal reciproco del limite

2= 5

e p17
Pertanto la somma ¢(x) della serie (13) & continua, con tutte le

sue derivate d’ordine comunque elevato, nell’interno del’ intervallo
(—1, 1). 8i ba poi, per jz|<1, ‘

¢ (@)=a-ta (a-;l)x—l— ...+a(a:1)m"—{—...,
¢ @)1 +w):[1+(“’1’1)w+;--+(“‘n‘1)w"+ ---}(1 Fay=
(T [T

7 n—1
:1+(;)w—}-...—l—(z)wn—l—...:q(m).

Ne segue, per x| <1,
A el ] __f@® _ eglw)

ma ¢(0)—1, e pertanto: La serie binomiale (13), in ogni punto in-

’

terno «al suo intervalle di convergenza, ha per somma (1 - 2)* .

Allo stesso risultato si giungerebbe basandosi sul teor. IT, quan-
do si faccia ricorso alla forma di Cauchy (47, IV) del resto della
formola di Mac Laurin.

Applicando noti criterii di convergenza dati in algebra (c¢fr. Al-
gebra, ne 214) si trova che: La serie (13) converge anche per w=——=1,
se a>—1, per a—=—1, s¢ a>>0. Ne segue (69, X)

0, co

0, O
2“—_—2k<;), se o> —1; O:Ek(—l)k(;;), se a>0.
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Si notino i casi particolari: Per |x]<(1,

1.
A g =1—ot o=t (=1re ..,

1
18) m=1—0"+a' — o f (—1e™ ..,

1
(16) 7= =1 + ot at f oo™+

1 1, 1.3 1.3, (gn :

(17)7ﬁ—1+—§w3+ﬁw‘+.f.+ 5 4 (Zn a4,

1 nleB.@n—1)
18) =1~ +——w— A e

VIII. Sviluppo in serie di potenze delle funzioni ele-
mentari log (1} z), arctange, setttanghx, arcsens, settsenhx, Gli-
' sviluﬁpi in serie di Mac Laurin delle menzionate funzioni ele-
mentari si hanno subito, rispettivamente, degli sviluppi (14), (I5),
(16), (17) e (18) applicando il tebrema V. Si trova: Per |w|<'1,

ant+1 ’
+

, 1()g(1+m):w—.£2. +f__ +(_ 1)

n-41
arctangs =2 — -wl +5 z +{=1r 263?:1 =+
setttanghy —x |- % -} %— + ..+ %tl_l -
S
wtmbems L e 2

Dalle prime due di queste formole si ha poi (69, X)

0, oo

0, oo

< (=17 T (=1
1 = _— _ .
0g? i 2,,2n+1

71.* Serie di funzioni analitiche. — Dati gli insiemi aperti
Ay Ay gy A, di punti, rispettivamente, dei piani complessi (z, ,
)y (@ Yy) youry (@r, ¥ ), diciamo A Vinsieme aperto di S , luogo
-dei punti (x, y,, @,, Y, , @, Yr ), Ottenuto al variare, indipenden-
’ tem(.:ute I’ uno dallaltro, dei plllll.bi (@, ¥,)y @5 Y)yoeey (@, ¥ ), 1i-
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spettivamente, in 4,, in 4, ,.., in 4,. Nell insieme A siano defi-
nite le funzioni complesse analitiche (monodrome)

Wy ( 2y 92, geey Br )y W, (B, 3% 5000y By Jyorey Wi (B 5 %5 youey By ) gueey

delle variabili complesse z,—x, 41y, , 2,—x, -+ W,y 2, =@, + iy, ,
formanti una successione. Sussiste il seguente notevole teorema: .

I. Se la serie
0,00
(1) 3w (25202 ),
k

di funzioni analitiche nell’insieme aperto A, & ivi convergente in ogni-
punto e se le serie delle derivate parziali

0.00 Wy
(2) E: o7 (I=1,2,..,7),
k.
sono uniformemente convergenti in-ogni dominio rettangolare contenuto
in A, la somma w(z,, 2, ..., 2, ) della serie (1) é pur essa. una fun-

zione analitica in A, ed inoltre é

0,00
ow Ok
0 r 0%

(3) (=1, 2,..,, »).
Fissato un arbitrario punto Z (z,, 2, ..., 2, ) di A, fissiamo pure
un dominio rettangolare R contenente il' punto e contenuto in A.
Si ha in R
@ W o 2 o
. 0% oy t ooy

)

e pertanto dalla uniforme convergenza della serie (2) in R, segue
ivi (69, VII)

E oWk 1w 1 oWk
' awz o ox i ooy i v o’

e quindi, per le (4),

ow __ 1 ow
oty i o

(5) , =1, 2,..,.

Le derivate parziali di s, rispetto a x; ¢ a y; , come somma di
serie uniformemente convergenti in B di funzioni ivi continue, sono
(69, V) pur esse continue; onde segue (64, IV), dalle (5), la derivabilita

parziale in modo complesso della funzione v rispetto a z; (1==1, 2,...,7). .
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Sussiste inoltre la (3). La fanzione w, dotata in ogni punto Z dell’in-
sieme aperto A di tutte le derivate parziali complesse del primo or-
dine continue, & analitica in A. Notevole e particolarissimo caso del
teorema ora dimostrato & il seguente :

II. La somma w(z) di una serie di potenze:

0, o

(6) D me =),

k

by

avente un raggio r di convergenza nmon nullo é una funzione analitica
nell” intorno circolave C(z, r), di raggio r del punio z,.

La serie delle derivate della (6)

1,00
2 kay, z — 2 )F?
k

ha invero (68, V) lo stesso cerchio di convergenza della (6), e per-
tanto (68, III) essa converge uniformemente in ogni dominio rettan-
golare contenuto in C(z,r). Ne segue:

II1. In ogni punto di C(z, r) si ha, qualunque sia n,

d» w n,0 !
g =" @)= Ekk(k =1k —n-1)a (2 —2)5
e pertanto
™ (z) . % ® (2 — z,)
w=r wE= Y )

IV. 8¢ per la derivata w'(z) della funzione analitica w () 8i ha,
nell’ intorno circolare C(z,,r) del punto 2.

0,0
w (2) = ay (2 — 2,k
| S ae—a,
se ne deduce in C(z,,1),
0,00 o
- w () =w(z) (2 —z .
0 +2kk+ 1 °

V. Se r & il raggio di convergenze della serie di potenze X ay tk,
e w(2) é una funzione analitica, in un insieme aperto A, la serie

0,00

Y aw@l,

k
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ha per somma una funzione analitica in quell’insieme aperto A (< A),

2w (@] <r.

luogo dei punti z per i quali é
In particolare, dunque: La somma della serie

0, 0o
y a

w8 — 2
& una fanzione aualitica all’ esterno dell’ intorno circolure C(z, 7).
Se il raggio r, di convergenza della serie X a; ¥ & minore del rag-
gio 7, di convergenza della sevie 3b; T, la somma
0, co ay, 0, 0
¥t S e
k(& — %) k
& una funzione analitica nell interno della corona circolare di cen-
tro in 2z, e di raggi #, e 1y
VI. Sviluppo in serie di potenze delle funzioni ele-
mentari, considerate per valori coimplessi della variabile.
Assai facilmente possiamo ora dimostrare che: Gli sviluppi in serie
di potenze delle funzioni elementari, ottenuti al no precedente, in VI,
VII e VIII, per valovi veali della variabile, sussistono inalterati
per valori complessi. 8i ha, cioé, per ogni valore di 2 —ux -} iy,
, 0,00 ¢ . 0L 0" L2kt b 22k
6:2—,Selnz:2 ; COS 2—2 y
. k! k(2k—|—1)! (2k)!

221 22k

0, oo
senz:Ek(—l ok f—l)" cosz—z (—1 (2k)! ,

e per |2 | <1, qualunque sia la costante a, reale o complessa,

0, © ® 0, oo 2h+1
a__ k — k
@) (L a= z)k(k)z  log (145 = 3 (=1 =,
0, © 2k+4-1
2
are tange — (—1F —— ...
® Ek 2k4+1"

Poiche 2senhz==¢* — e—?, isenz —senhiz,..., e poiché sussiste
il teorema IV, bastera dimostrare (cfr. n° 70) la prima delle (6) e
la prima delle (7). La prima delle serie (6) converge in tutto il pia-
no complesso e poichd Ia serie delle derivate coincide con essa stessa,
dettane w (2) la somma, questa & (teor. I) una funzione analitica in
tutto il piano complesso, per la quale si ha sempre w'(2) == w(2). Ne

M. Picong — Lezioni di Analisi infinitesimale ~ 19,



200 Carrroro 1I.

segue che la funzione analitica w(2) ¢ ha (57, 11I) valore costante,
e quindi, per essere w(0) =1, risulta w{z)==¢ (*). Detta ora w(z) la
~somma delia prima delle serie (7), nelle funzioni w(2) e (1 - 2)* si
hanno due funzioni analitiche nell’ intorno cireolare C(0,1) dellori-
gine. In €\0,1) si ha (70 VID

2) (1 -+ 2)=aw(),
onde segue (come in VIT del u® 70) w(2) = (1 -} 2)*, per | 2| < 1.

72.* Serie multiple. — Nello spazio 8, a p dimensioni con-
sideriamo  Vinsieme I, costituito da tatti i punti (n,, 7, ., 2, ) a
coordinate intiere (positive, negative o -nnlle). In I sia ben definita
una funzione complessa in (particolare reale)

C"in.‘!...'"p ’
chinmasi  serie multipla d’ ordine p oppure serie pP?, il seguente

simbolo :

-0, ®
(1) Ewl'...wpcni”'"p )

Le quantita Corytge..np diconsi i termini della serie. Se C"i"z'-"'p =0
non appena una, almeno, delle coordinate di (n,, n,,.., n, ) & nega-

tiva, la serie puo essere anche indicata col simbolo seguente
0, co

C" s 77
2111..‘1 L

'p

Le serie che abbiamo fino ad ora considerato si potranno chia-
mare gerie semplici,

Per ogni dominio rettangolare B di 8, consideriamo la som-
ma dei moduli dei valori che riceve la T nei punti di R, 1. Tale
somma sard una funzione reale ben determinata del dominio vettan-
golare B, la quale sard indicata con o(R). Orbene, noi supporremo
sempre che tale somma sia limitata, che esista cioé un nuwmero positi-
vo I{ per cui risulti

(R)= K,

(*) Servendosi di mezzi pilt elementari, si pud ragionare anche cosi: Si
constata subito che w(2’) w(z”) = w(z'<42") e che (70, VI), se x e y sono due
quali si vogliano numeri reali w(x) = %, w(iy) = cosy -} i seny. Ne segue w(z)=
= w(@ - iy) = w&) w(iy) = e (cosy -}- i seny) = ¢z .
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qualunque sia il dominio rettangolare B di 8, che si considera.
In tale ipotesi, alla quale si fu allusione dicendo, semplicemente, che
la serie multipla considerata & assolutamente convergente, ci
propbniumo di attribuire un valore ben determinato alla serie. Comin-
ciamo dalla serie multipla formata dai moduli dei termini della (1).

— 0,

(2) 2 |C"1...ﬂp | .

1) estremo superiore dell’ insieme numerico desecritto dalla fun-
zione o(R), al variure di R in 8, & il valore (positivo) che attri-
buiamo alla seriec multipla (2). Tale valore chiamasi la somma
della serie (2‘); indicatolo con o, si porra

— 00, 0

o= ¥ Nyl
"

Ny oo lip
Bia 2 un numero intiero e positivo variabile, ed indichiamo con
(), il dominio quadrato avente il centro nell’ origine di §, e per
semidimensione n. Posto o(Q, =06, , si dimostra immediatamente che:

(3) lim G, —— 0.

n o0
Siano, ad esempio, p,, p,,..y pp, P quantitd, positive o nulle,
tutte minori dell’ unita, si deduce dalla (3)
S 1 1
ny.onp d 1—p, 1—pp

si ha invero

0,n _ 41 1 . n+1‘
Op == 2 {)1711 . Pnp — 1 Pln . Pp

"y onp r 1—p, ' 1—pp .

Cio posto, per ogni domiuio rettangolare R, indichiamo con s§(R)
la somma dei valori che riceve la T nei punti di B.IL Se R, >R
sussiste la relazione

|$(R,) — s(B,) | < o(R,) — o(R).

Se ne deduce che esiste, determinata e finita, il limite di s, =—$(Q, )
per n divergente, e ¢ido in virtlt dell” esistenza del limite di o, e della
relazione

| Sntp — S | = Intp — On -
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E noi, per definizione, come valore della serie multipla (1) di

ordine p prenderemo il limite indicato di s, , ponendo:
-~ Q0. QO

lim
(4) s= 1 t= Y Ty -
§ 4

Ni...n
Se 2,, #,..., % sono qualsivogliano quantita complesse (in parti-
colave reali) si ha, per esewmpio,

N

0, o z’:’i 2"p
et ot — 2: . P' .
Hy ... Hp ", ' "l’ *

Dimostriamo Pimportante teorema seguente:

L 8¢ k ¢ una qualunque degli indici 1,2 ,..,p, posto
-~ 00,00

Zn‘...nk f— E

CN "
1o Mpy
”k' 1 Ilp

8i ha:

Basta, evidentemente, dimostrare il teorema nel caso particola-
re che le T siano reali. Limitiamoci, per semplificare la scrittura, a
fare la dimostrazione per p = 2. Consideriamo dunque la seguente se-
rie doppia assolutamente convergente, a termini reali,

~— 00,00

E Uny ny -

n)ny

Faeciamo, in primo ‘luogo, I’ ipotesi che le u non siano mai

Hilgy
negative. Si ha allora, comunque si prendano i numeri intieri e po-
sitivi » e m, purcheé m=n,

-n, N —m,m

s"gz z u"i"ggs’
ny ny

e quindi, per m divergente,

—n, N

8, =< U, <s

d’onde, per n divergente,
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come appunto volevamo dimostrare. Le quantita reali U siano

ora comunque, Si ponga

=y, Uy, >0, =0 8€ Uy, =0,
""ning —0 <0 bn,n2 . 0
= se u,, =0, = , %, l se 1y, < 0.
Ne segue 1y, == @y — by - lnduhiznno con s, (R) e con 8, ()
le somme dei valori delle funzioni a,,,. € b, ,, nei punti di I.R,
ha :
o(B)=18, (B) +- % (R), $(B) =%, (R)— s (R).
Poniamo ’
-0, QO —00, &©
A112 = 2 : "“mng’ ug 2 : Nning *
. ny

ne segue U, _——_A,,2 — B,,Q. E pertanto

Hg

—nN, N -n,n -Nn

__ lim
5= n-— oo ’ﬂi?lg 1I1’llg
l li —n,n
— lim im .
T w00 2 A"" n - 00 E" BW""
2

__ lim s _mz' )
T w00 "2 :

Una serie multipla d’ordine quu]sivoglia p, assolutamente con-
vergente, non pud contenere, evidentemente, che un numero finito
di termini aventi un valore comune. Ci¢ osservato, porremo la de-
finizione seguente: Due serie multiple degli ordini p e g, assoluta-
mente convergenti, diconsi fra di loro equivalenti o differenti
per il solo ordine det termini, se ogni termine dell’una com-
pare nell’ altra, ripetuto lo stesso numero di volte, Si dimostra im-
mediatamente che: Due serie multiple assolutamente convergenti, fra
di loro equivalenti, hanno eguali somme.

Dimostriamo che: Ogni serie multipla (1) assolutamente conver-
gente €
ro, la pit arbitrarvia successione 4,, 4,,..., Ayn,... di insiemi limita-
ti di punti di Sy per i quali si abbia: @) 4, < 4,41, b) comun-
que si consideri un dominio rettangolare di 8y esiste sempre un

equivalente a quante si vogliono serie semplici. Diamoci, inve.

_insieme della successione che contiene quel dominio. Sia %, il nu-
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mero dei punti di T.4,, h, quello dei punti di T.(A4,—4),.., Iy
quello dei punti di I.(4,— A,—1),... . Ordiniamo, nel modo pil ar-
bitrario. i punti di I. d,.e diciamo A, X, ..., k; 1 valori che as.
sume la funzione C,, -, , rispettivamente, nel primo, nel se-
condo ..., nell’ k™ punto; ordiniamo, nel modo pit arbitrario, i
punti di 1.(A2—A,y) e diciamo Ay 1y, My go,eey Mgy, 1 valor
che assume la funzione T, rispettivamente, nel primo, nel secon-
do,..., nell’ i, punto; ecc.... Si ha, evidentemente, che la serie
semplice
)‘1 + )‘2 + ... +}‘h1 + )‘hl-}-l ”1L sy

é equivalente alla serie multipla (1).

Prodotto di serie. Date le due serie multiple degli ordini
peg: '

—Q0, 00 —Q0, OO

' 1z
2 cni ety ! 2 le...Mq ?

.y my...mMq

la serie .multipla seguente d’ordine p - ¢ :
-~-00, 00

’ "
@,,i v fip Cnu ] H
M.ty My... Mg

chiamasi la serie prodolto delle due prime. I immediato che: Se le
due prime serie sono assolutamente convergenti, ed hanne, rispetiiva-
mente, per somme s e §”, & pure assolutamente convergente lu serie
prodotto, ed ha per somma s .s”.

Serie multiple di funzioni. I termini ¢, ..., della serie
multipla (1) d’ordine p siano ora funzioni delle varinbili complesse

2,42y youuy 2 , definite negli insiemi 4,, 4,,.., 4, di puanti, rispetti-

i
vamente, dei piani complessi (x,,¥,), (%, ,¥,) oy (@, ¥, ). Diciamo 4
Uinsieme dello spazio complesso 8y descritto dal punto (@, ,y,,,,
Yy yoery &r , ¥y ). Lin serie multipla di funzioni

-—00,00

(5) 2 : C"i"' np (zi ? zz LR Ry )’
Ny ... Mp
dicesi convergente in A se essa & assolutamente convergente in ogni
punto di 4. Le somme s della serie e s, sono ora funzioni di 2,
Z, ey 2r , definite in A; orbene, se 8, (2, , 2, ,...,2, ), al divergere di n,
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tende uniformemente in A, al suo limite s(z,,2,,..,2 ), si dird che
la serie multipla (3) & uniformemente convergente in A.

I immediata 1 estensione  dei teoremi VI del n® 67; V, VI e
VII del n® 69; I del n® 71* alle serie multiple di fauzioni, nnifor-

memente convergenti.

Serie multiple di potenze. Chiamansi in tal modo le serie

multiple di funzioni del segueute tipo particolare
0,00

n
(6) E LTI np (zi - zxo) L. (zp — %y )”p ’

Ry ... Mp

ove i coefficienli a,, . ,, Sono quantitd complesse affatto arbitrarie

ed il punto iniziale Z (2, %, ey 2Zpy) € Pur esso arbitrariamente as-

segnato, Per tali serie sussiste il teorema Cauchy - Hadanard:

I1. Posto n=mn, -+ n, + ... -0, , si consideri il limite :
i+ g4 ny, )

(7) ‘”lh” a

n - oo

nyny ... Np

Se tale limite é -} oo, e se nessuna delle coordinate del punto Z

(24, 24500, 2p ) cOlncide con: la corvispondente coordinata di Z, la serie

Y Y

non € assolutamente convergente. Se detto limite é nullo, la serie & as-
solutamente convergente pev ogni punto Z dello spazio complesso 8.
Se' lo stesso limite ha un valore finito 1, non nullo, posto r —=1:1, la
serie é ussolutamente convergente per ogni punto dell’ intorno qua-
drato complesso Q(Z,r) del punto inizinle Z,, definito dalle limi-

tazioni :

(8) |2 — 2o | <7 (k=1,2,..,p).
La serie non é, invece, assolutamente convergente se é
(9) ]Z}c —zko|>7' (k= 1,2,.,p)

La dimostrazione del teorema non & ¢he una facile estensione di
quella gid data (al n° 13) per il teorema analogo delle serie semplici
di potenze. Limitiamoci ad accennare alla dimostrazione nel caso,
pilt interessante, che il limite (7) abbia il valore finito L. Indicando
cin 37(Z) 1a massima e con ¥'(Z) la minima fra le p quantitd |z, — 2 ly

si aved
Ia‘m veefip |3'(Z) mitety = ! ""1'-- Np l I ¢, “zwlnl o lzp — ®po I"P =

3”(Z)"1+ v Fap ,

= I "’ni...np (
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e, secondochd si verificano le (8) o le (9), 3(Z)<r o ¥(Z> r. Nel pri-
mo ¢aso, per una certu quantitd positiva g, risulterd 3"(Z):1 (1 -+ 2e),
e possiamo sempre fissare un numero naturale v tale che per ogni

1:
wap TP <146, onde se-

valore di n (— X n; ) maggiore riesc:
gue, per u > v,

' “"1 fg «oe Mp l

¥ (Z) Mt et o <(Il.:—; )”1+"2+ +m°
€

Nel secondo caso, comunque grande si assegni un numero na-
turale n/, si potranno sempre trovare valori di = maggiori, per cia-
scuno dei quali riesce

l an, ny ... np IS'(Z)”4+"2+ o tnp >1.

Nel caso c¢he il limite (7) abbia un valore finito I, il numero
r=1:1, chiamasi il raggio di convergenza della serie (6), I’in-
toruo quadrato Q(Z,,r) U"intorno quadrato di convergenza.
Secondoche il limite (7) & infinito o nullo si dice anche che il rag-
gio di convergenza della (6} ¢ nullo o infinito. In quest’ultimo caso
Pintorno quadrato di convergenza & Pintiero spazio complesso Spp).

Lasciamo al lettore il fucile compito di estendere alle serie mul-
tiple di potenze il teorema V del no 68. Ne segue (c¢fr. n* 69 e 71%)

il teorema:

III. La serie di potenze (6), con tutte quelle che se ne deducono
mediante la successiva derivazione complessa termine a termine, con-
verge uniformemente in ogni dominio vettangolave contenuto nell’intorno
quadrato Q(Z,,r) di convergenza. La somma di essa (2, ,2,,..,2,) ¢
una funzione analitica in Q(Z,,+) ed & ivi, in ogni punto, successiva-

mente derivabile in modo complesso quante volte si vuole, mentre si ha:

3k1+ +kpz; kp, 0 Ky, 00 nlo.ong,l " _—
k kp 2 k k ! goeMp (z‘-—zm) . (zp —_ :PO) 4 .,
azl 1. 621,1’ np ny (ni— 4)( —ky)

Ne segue :
o 1 1 [ ghtthog

a = ——
ky...kp k“ ky ! azft . 3z71¢p ZO’

.~

e pertanto, in C (Z,, ),
am—}-...—]-np « (2,—2, )M . (zp — 2,

n n n,!..n,!
Jip 8211...6zpp Z, 1 p

.0, 0
(10) T (2400092 ):E
"i"
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Per una qualsiasi funzione { (2,, 2,, ..., %5 ), definita in un in-
sicme aperto 4, Ia quale in un certo punto Z;(2,,, 2, .0y 2p), Sint
successivamente derivabile parzialmente, quante volte si vuole, chia-
masi serie di Taylor ad cssa velativa, di punto iniziale Z,, la serie
multipla di potenze che trovasi nel secondo membro della (10). Se-
condo I’ ultimo teorema si ha dunque: La somma T di una serie
multipla di potenze, di punto iniziale Z, ¢ di intorno quadrato di con-
vergenza Q (Z, r), da luogo ad una serie di Taylor, di punto ini-
ziale Z;, ovunque convergente in Q (Z, r) verso la funzione T. Ma
sussiste il teorema pidt generale seguente che, pin tardi, ritroveremo
come caso particolare:

IV. Detta 3(Z) la ma
di una serie di potenze, di punto iniziale Z, e¢ di intorno gquadrato di

la somma

convergenza Q (Z,, r), essendo Z' un qualsiasi punto di tale intorno,
da luogo ad una serie di Taylor di punto iniziale Z', lo quale, al-
meno nell intorno quedrato Q[ Z'yr —¥(Z")], di Z', & sempre con-
vergente verso la funzione T,

Per semplificare la serittura, limitiamoci a dimostrare il teorema
nel caso delle serie semplici di potenze. Si ha:
0, ' k, oo

!
t@=23 ame—a), =3 @,

" n—k!

0, o
z):z ay (2 — 2 2 —z )0 =
n

—O,wa N ————11!————(2 LA G L
—En nzkk!(n—k)! —#) 0

Posto 3=|2"— 2, |, & subito visto che per |z —2'|<r—23 la
serie doppia:
0,00 0,n nl
k(s n—k
2 2 ey Ak A A
& assolutumente convergente, ne segue (teor. I)
‘Sz — ) b n! (z 2

C) = Ek P 2 n—TR)1 ap (& —z, "——2 b (e T

1l teorema ora dimostrato ha grande importanza, esso costitui-
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sce il classico punto di partenza per V edificazione “della teoria di
Weierstrass delle funzioni analitiche.

Sviluppo in serie multiple di potenze per le fun-
zioni reali di due o piu variabili reali. La funzione reale
v=f (2, y,..), delle ¢+ variabili reali @, y,..., definita nell’insieme 4
di punti di 8, sia dotata in ogni punto di RA (i tutte le deriva-
te parziali d’ordine comunque elevato, finite e continne. Fissiamo
in R4, arbitrariamente, un punto P (x, ¥,,..) ed indichiamo con
A(P,) quella porzioné di A luogo di tutti i punti P di A, per cia-
seuno dei quali il segmento P, P & totalimente contenuto in RA4. Al
no 63 abbiamo stabilito la formola di Taylor, sccondo la quale,
per ogni punto P di A(P) si ha:

0,n—-1
03 [arted (@ —z)0  (y—y,) :
f( P) — 2 L?:Lp ayq ../'] ,,o “en + Ilm?

P v q!

0, n

n — g \P —y ¥
R, = 2 s (@ —ax,P y—y,
pg... | 6%F 8y .. |H p! q!

avendo designato con H un certo puunto interno al segmento P, P.
Ne segue, ben evidentemente, il teorema:

*

V. Per ogni punto P di A(P,) per il quale lo seric multipla di
Taylor, relativa alla funzione f(P), di punto iniziale P, & assolula-
mente convergente, ed inollre

lim Ru=0,

n oo
Uindicata sevie ha per somma f(P), essa fornisce, come si dice, lo svi-
luppo in serie di Taylor della funzione.
Sussiste il seguente teorema, analogo al teor. III del n® 70:

VI. 8¢ esistono r wwmeri determinati, inticri ¢ non negativi, b, k,...,

tali che le funzioni:

1 3p+q+---f
P gE .. gaP gyt ..’

risultine uniformemente limitate in ogni porzione limitata di RA, co-
munque si fissi il punto P, in RA, la sevie di Taylor delle f(P), di
punto iniziale Py, é uniformemente convergente in ogni povzione limi-
tata di RA, ed in ogni punto P di A (P;) ha per somma f(P).
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Definizione delle funzioni reali analitiche di varia-
bili reali. Una funzione reale v —=/f(x, ¥ ,..), di quante si vogliano
variabili reali definita in un insieme aperto A, dicesi analitica in A,
quando per ogui punto Py di 4 & possibile determinare un suo in-
torno quadrato Q(P,), contenuto in A4, ed una serie multipla di
potenze,

0.9

(1) E Opg (Py) . (@ — )P (Y — Y )0 ..
24...

la quale converga in Q(P,) e vi abbia sempre per somma flz,¥,..). In
virtd della svolta teoria generale delle serie di potenze possiamo dire
che: Una funzione reale di variabili reali, analitica in un insieme
aperto 4, & ivi continua e dotata di derivate parziali @ ordine co-
munqgue elevato, pur esse analitiche; ogni serie multipla reale di po-
tenze € analitica nell’ intorno quadrato di sua convergenza; la serie.
(11) non & che la serie di Taylor della f di punto iniziale P,

I opportuno osservare che nella definizione di funzione anali-
tica complessa di variabili complesse, parzialmente derivabile in mo-
do complesso, si richiede soltanto la continuitd delle derivate parziali
complesse del primo ordine e non si menziona affatto la possibilitd
dello sviluppo della funzione in serie di potenze, ma vedremo, in
altra parte del corso, che tale possibilita, per le funzioni derivabili
in modo complesso, & una conseguenza delle proprieta indicate, cu-
ratteristiche dell’ analiticitd della funzione.

Curve regolari e porzioni di superficie regolari ana-
litiche. Una carva regolare (no 49) dicesi analitica quando se ne
puod trovare una rappresentazione parametrica, x—x(t),y=—=y (t),s =z (t),
tale che le funzioni x(f),y(t), 2 (f) riescano, in ogni intervallo aperto
dell’ asge delle #, base di una porzione regolare della curva, funzio-
ni analitiche di ¢. Una porzions di superficie regolare (n® 58) dicesi
analitica quando .s¢ ne pud trovare una rappresentazione parametri-
ea, e ==z {n,v), y==y(u, ), 2==2(u,v), tale che, detto Dy, il corri-
spondente dominio base nel piano (u,v), le funzioni x(u,v), y (v, v),
2 (u, v), riescano analitiche in Dy, — FID,,.
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§ 2. Funzioni implicite.

73. Posizione del problema. — Sian 4 un qualsiasi insieme
di punti di uno spazio 8¢ a + dimensioni, del quale diciamo z,, ,,...,2,
le coordinate correnti. Sia i,1,,..., 7y una qualsiasi combinazione de-
gli indici 1,2,..,r, di classe k<Tr; Pinsieme di punti dello spazio
(%iy y iy yoeey Ty, ) descritto dal punto (@, @iy ey 25, ) 2l varviare del
punto (&,,&,,.., 2, ) in A, chiamasi la proiezione dell’insieme A
sull’indicato spazio. Sia r==p 4 q ed indichiamo con &, ,..., @y, Y; s ¥q
le coordinate correnti di Spig. Designamo con 8y e con 8y gli
spazi, a p e a ¢ dimensioni, dei punti (&, ,..,&p) € (Y, ..., Yy ), CON
C: e C, le proiezioni di un dato insieme C di Spyq su Sy e su 8.
In C siano assegnate g funzioni F, .., F, delie p 4 g variabiliz,,...,
Xp s Y, yoesYq , € consideriamo le ¢ equazioni:

‘Fi(w47'-7wp, Yy ¥qg ) =0,
(1) Co e o o e e e
Fy (@, gy @p 3 Yy ey Yg ): 0,

In molte questioni d’ Analisi ed altresl nelle pratiche applica-
zioni, il problema della risoluzione di un tale sistema di ¢ equazioni,
si pone al modo seguente.: Costruire due insiemi A e B, rispettiva-
mente dalle proiezioni C, e C, di C su Sy ¢ su 8, , tali che per ogni
_punto X(&, ,..., @p ), arbitrariamente preso in A, esista sempre uno ed
un solo punto Y(y, ,.,yq) in B, per modo che: a) le coovdinate di X
e di Y appartengano ad un punto di C; ) quelle coordinate diano un
sistema di soluzioni per il sistema (1). Risoluto un tale problema, le
coordinate y, ,...,9, di ¥ potranno ben riguardarsi come una ¢ di
funzioni delle variabili z, ,..., 2, definita nell’insieme A. Posto

@ Yo =9 (B ey Bp hyorey Yg = g (Fy500y p ),
per le funzioni della indicata ¢P'®, queste danno luogo, in 4, alle
seguenti ¢ identita:

Fi (@, goery @p y §, (X yorsy Tp Nyoony Jg (&, yousy Tp )] == 0, (i=1,..., q).

Il sistema di funzioni (2) si dice un sistema di funziont im-
plicite definite dal sistema di equazioni (1). Si dice anche che le (1)
definiscono in 4 implicitamente le funzioni (2).

La teoria non ha perod, in generale, bisogno, anche nel caso che
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le funzioni F; siano suscettibili di note espressioni elementari, di
conoscere le esplicite espressioni delle tunzioni g, ,..., g,. Di esse
occorre soltanto stabilire 1 esistenza, costruendo i due insiemi 4 e
B sopra indicati, e assicurare un certo numero di proprietd, per
esempio, di continnitd e di derivabilitd. Le pratiche applicazioni
hanno poi bisogno solamente di metodi di calecolo (c¢fr. ne 66) che
consentano di approssimare, con un noto errore (’ approssimazione,
ciascuna funzione g; . Nel presente paragrafo, imitando il Goursat,
si tratterd appunto da questo punto di vista P importante argomento
delle funzioni implicite. Ci limiteremo sempre, inoltre, al caso che
I"insieme C sia un dominio rettangolare B dello spazio Spq4).

74. Preliminare studio di un caso particolare. — Comin-
ciamo dal dimostrare il teorema seguente: Le funzioni f, ..., fy , defi-
nite nel dominio retlangolare B di Syyq,, siano ivi continue, con le-
loro derivate parziali del primo ordine rispetto alle y,,..., ¥4 . Porremo

— i 0 o0 0 4
ofi | 0Yr = fur Se esiste un punto P (20,.., @0, Yy ¥3) tnterno al
~dominio rettangolare R, per il quale é
1) Ji (P =fu (P)=0, (i, k==1, 2,...,, q),
st possono determinare p--q Rumeri Positivi « ,.., ap, b,y..., by, tali
che: a) il dominio rettangolare avente il centro in P, e le semidimen-
sioni a, oy ay, Uy, by & contenuto in R ; b) nel dominio reltango-
lare A di Sy avente il centro nel punto X (a,., 2)) e le semidi-
MENSIONE @y..ey tp , esiste UNO ed un solo sistema di q funzioni con-
tinue y; = ¢i (@,,..., Tp ), definite implicitamente dalle q equazioni:
; —— g0
‘ Yo=Y + S (B @y y Yyyees Yg ),y
(2) G e e s e e e e e e e e
' Yq — .’/3 + S @y @y Yy Yo
e verificanti le limitagioni
(3) [Yyi — ’y? b (=1 Iy q)
La funzione g; prende nel punto X il valore y° .

Per la supposta continuitd in B delle funzioni fi e per le (1),

¢ possibile costruire in R un dominio rettangolare R’, di centro

in P, in ogni punto del quale riesce:
0 £

4) |Jfa (&yyreey Zp g Yyyerry Yg ) | < K<{1:gq (fy k=1, 2,..., @),
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K essendo un numero positivo, arbitrariamente fissato, minore di
1:q. Siano a,,.., ¢y, b,..., by le semidimensioni di R'. Osservia-
3 3 . o 4 AP ’” ” .
wo subito che se (@ ey Tpy Y,y Y,) © (@ygeeey @y, Y, yeery Yg' ) sOBO

due quali si vogliano punti di R, si ha, in virth delle (4),

‘ 4 ! 7 ’ k] I4 14
(6) ’ﬁ(‘ﬁv--v Ly, ?/1’7---7 Yq ) "‘fi(wu"-, Ty, ?/l/ yeeey Ygq ") = K%J Yi — Y

Per la continuitd delle funzioni f; e per le (1) & altrest possibi-
le determinare i p numeri positivi a, << a/,.., @ =< @/, tali che nel
dominio rettangolare A, avente il centro nel punto Xy (@) 5y )) 0
le semidimensioni a,,.., a,, si abbia sempre:

(6) | fi @yreeey @py Yoy 90 | = (1 — g K) Dy’
ove b désign;m la minore fra le quantitd b,.., b,.

Dico che per i p -+ ¢ numeri positivi a,,.., a,, b, ,.., b, ora
determinati si verificano le circostanze enunciate dal teorema. Si
vede subito intanto che nel dominio rettangolare 4" — e quindi «
Sfortiori nel dominio 4 — di centro in X, e di semidimensioni
/sy 0y, nON pud esistere pitt di un sistema di funzioni implicite
definite dalle (2) e verificanti le limitazioni (3). Ed invero, per due
tali sistemi g, e ¢;” si trae

. - L ,
g — ¢’ =Ji @y Ty, 91’7"'7 97 ) = Ji (&y50y Ty 9,y 947)

e quindi in virth della (5),

q
=g |=EEG—g], (=10,

e sommando membro a membro queste g relazioni

q q
oo |=eE S~ o]

(2
) . . N > ' — "o ’
@’onde, poiche 1> ¢K , segue g; =y, in A"
Alla costruzione, nel dominio 4, delle funzioni y; = ¢; (x,,..., 2p )
verificanti le (2) e le (3) si riesce con un metodo di calcolo, detio per
approssimazioni successive. Si poue, in A,

(7,) .(7;: ?/? "}“7L(x1 ey Ly y? 3oy yg) ’
(7”) .(/;;,: y:, + 1 (ml yeers Xy ,0; P g'q)v
e e e e .. e (i=1, 2,.., 9.

(T gD == g S (150 By 97 30 95),

@ % 2 s ® s 8 e e & 2 s 3 s 3 s+ s s s e & s s v s e
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Tali posizioni, successivamente ripetute quante volte si .vuole,
hanno sempre ovunque senso in 4. Si ha invero, in A,
‘ .(/;' - y:) } — lﬁ(ml ey Lpy y? yeeey yg) \ =1 —gK)b<<b=<bi,
e, supposto @’ avere stabilito che ,lg(i")—yﬂ<b (in 4) ne segue
’ . | .(/.,{“‘I-” - y? | é tf; (xl PAMM "’"p ’ .’I? PARAS] :ljg) ‘ +
+ ’/; (ml 3ty xp, !/(1") PR ggn)) - f; (m; 0oy "”.w ?/2 2e0y yg)\é
g
<Vl —gK)+ K 3 |9 — 93| <b(1 — gK) + bgK=b =< b; .
E—1

Le g, dalle (7) definite in 4 e ivi continue, verificano dunque
(in 4) le (3). Le (7”) hanno pertanto senso in 4 e definiscono ivi
le funzioni continue ¢ verificanti le (8);...; le (7®+D) hanno senso
in A e definiscono ivi le funzioni continue g{"+" verificanti le (330000
Dico che le g, per n divergente, convergono uniformemente in A.
Consideriamo infatti le serie .

®) 9+ (5, — 90) A+ (0] — 6}) o (9 = g ) F e
ed indichiumo con L™ il massimo wmodulo in 4 delle differenze
g — gD, Si ha: '
\.‘Iﬁ"’ g ] :[fi(wp""mp’ gin—));'-°7.(1;n~])) "f;(wp'")mpvg(ln_ 2),___’9511»—2)) | =
‘

q
=K x> l g — g9 < gK LoD,
k=1
onde
1,(n)§_q K Lo,

e quindi, successivamente,

(9) LM (g K L <b (1 — g K) (g Ky
¢io che (67,V ¢ VI) dimostra quanto abbiamo asserito. Posto
lim g™ =g;,
n—+oo"t )

le funzioni g; riescono definite in 4 ed ivi (69,1 e V) continue, Inol-
tre, passando al limite per n divergente, nelle (7®+9) e nelle -
90—y | =<biy g (205 @) =12,
si trova, in tutto A4,
| G =92 Fi (8, ey By Gy g ),
|0 — 95 | <biy g () 23) =100
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Il teorema enuneiato & pertanto in ogni sua affermazione di-
mostrato.

La dimostrazione ora esposta, dovuta al Gowuisat, dell’esistenza
delle funzioni g; , implicitameute definite dal sistema di equazioni (2),
offre anche un effettivo metodo di ecalcolo delle stesse funzioni che
pPud benissimo essere adottato nelle pratiche applicazio-
né numeriche. Esso & stato chiainato un metodo per approssima-
zioni successive, poichd le successive funzioni ¢}, g7, g ..., che ab-
biamo costruito in 4, possono ben considerarsi come successive ap-
prossimazioni della funzione g¢; : Arrestandoci al calcolo della fun-
zione g, Perrore che si commette ponendo g =g¢™ & dato del re-
sto, relativo al termine (n -+ 1)m°, della serie (8). Tale errore pud va-
riare di segno al variare di X(@ ,0ypy) in 4, ma esso, in virt di
(9), non supera mai, in modulo, la quantita b(¢K,*. Adunque:

La funzione g™ & un valore approssimato (per eccesso o per difetto)
della funzione g; , con un errvore, in tutto A, non superiorve in modu-
lo alla quantita b(qK)™. '

Per esempio, posto K=1:(g.10), e prese le b,,.., b, in modo
che fra di esse ve ne sia una almeno non superiore all’unitd, la 9

avrd a comune, in tutto A4, con la ¢; , le prime n —1 cifre decimali.

75. 11 teorema generale sulle funzioni implicite. — Al pro-
blema posto al ne 73 simmo ora in grado di rispondere, in tutta ge-

neralitd, secondo il seguente teorema di Dini:

L. Le funzioni F,,..., F,, definite nel dominio vrettungolare R di
8p1gy siano ivi continue con le lovo derivate parziali del primo ordi-
ne rispetto alle 'y, ,..., y,. Se esiste un punto P, (2] yoess @0y Y3 yeesy Yy)
tnterno o« R, per il quale é
a(F,.., Fy) ~ 0

a(yii"‘7 yQ) PO ’
8i possono determinare p--q numeri positivi @y, tpy b,y by y talé che:

(1) F, (P)=0 (i=1,.., q), [

@) il dominio rettangolare avente il centro in P, ¢ le semidimensioni

( yeeey Ay o by by € contenuto in R ; b) nel dominio rettangolave A di
Sy avente il centro nel punto X, (f yey @) € le semidimensioni a,..., ay
esiste uno ed un solo sistema di q funzioni y; = g; (%, %y ), de-
Sinite implicitamente dalle q equazioni :
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(2) By (&300ey Tpy Yypoy Yg) =0 (i=1, 2,..., ),
¢ verificanti le limitazioni
(3) [y, — yg‘ = b; (=1, 2,.., Q).

La funzione g; prende nel punto X il valore y).

Diciamo J, il valore, che si & supposto [nelle (1)] diverso da
zero in Py, dell jucobiano delle F; rispetto alle y;, e diciamo i, ©
ag i valori in P, rispettivamente dell’ elemento §F; / gy; delVindicato
jacobiano e del complemento algebrico di quell’ elemento nell’ jaco-
biano. Si vede subito che il sistema di equazioni (2) equivale al se-
guente

a it an By Ao top Fp =0 (i=1, 2,.., q),

il quale si scrive anche, identicamente,
1 .
Yi :y:)—|— Yi — :l/? ——J— ((11,‘ Fl + Ay .Fg —l—- ...+ Ogi Fq) (I«:l, 2,..-, q).
0

Quest’ultimo sistema & precisamente della forma ¢ nelle condizioni
del sistema (2) considerato nel numero precedente, qualora si ponga

. 1
Ji=y — yf’ A (ayg By + ooo 4 0gs o )5
0
si ha invero f; (P)—=0,

. q
[6ﬂ ]p — - —1— 2ty —0, per i=k, [
0

ofi 12
= — 3 Oy Ay =0,
a?lk J0r=1 L

=1—
33/;‘ ]Po Jor=1

Possiamo, pertanto, ritenere completamente dimostrato il teorema

enunciato. Per le pratiche applicazioni, rileviamo che i numeri po-
8itivi @, oy ap, b, yoery by menzionati nel teorema, sono quelli per i
quali le limitazioni

@) | @ —af|dy o |2, — BP0,y |y, — 2|y pen |y, — 95| <0,

hanno di conseguenza le seguenti:

1 & aF ) ‘
7:27“”—5@/}1 \, per ik,

1
| L » §K<“q—’
: or,
5 —_—— O
( ) i 1 JO zra” ay.,’
1 : 0 0
- zlar,-F, (m‘ yorry Tp 3y Y] geeny yq) < (1—gK)b,
0 ==

M. PicoNB — Lezioni di Analisi infinitesimals — 20,
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ove b & la minore delle quantita b,,..., by . Le funzioni ¢g{, successi-
ve approssimazioni della g; , sono definite dalle eguaglianze:

/ 1 4
9,-:?/}’ - 2 o By ('7"1 yeeey Xp ?/(l)r--’?/g),

o r—=1

g(n-{-]):gf‘ln) —

g
2: i By (@, gy @p 5 9 yeery 957,
0T=

Prolungamento. Per ogni punto (,,..,%p, ¥, ,..,¥,) di R,
pouiamo
0(Ypyenr¥g )’
la funzione J riesce continua in tutto I. Sussiste il segnente teorema:

J(wu'")x}’ y Yy Yg ) =

IL. Nellinsieme C (< R) di Spiq), uvente le proiezioni Cye Cy
su Sy ¢ su Sy, riesca sempre J =£ 0, ¢ nel dominio internamente con-
nesso D (di Sp)) totalmente interno a C, siano definite le due g di
Sunzioni y; = 9,(X), yi = ¢; (X), verificanti, identicamente in D, le equa-
zioni (2) e tali che, variando X in D, i punti [ g (X) ,...,g; X7,
A (X),...,g;'(X)] siano sempre interni « Cy. Si ha allova che se esi-
ste un punto X, di D, per il quale le due ¢P*® di funzioni coincidono,
esse coincideranno in tutto D.

Per dimostrare il teorema, cominciamo dallosservare che se, in un
punto X di D, si ha g/ X)—g;(X), poiché il punto [@,,...,2p ,g’l(X),...,g’q(X)]
& interno a C, in forza del teor. I si puo costruire un dominio ret-
tangolare A(X), avente il centro in X, tale che in ogni punto di D. A (X)
sia sempre g;=—g/. In virtlt delle ipotesi ammesse esiste pertanto un
dominio rettangolare 4(X ), avente il centro in X, tale chein D. 4(X))
& sempre g, (X)=g; (X). Poniamo, in D,3(X)=3, |¢.(X)—g; (X)|. La
funzione 3 (X) é continua in tutto I, devo dimostrare che & ivi iden-
ticamente 3(X)=0. Indichiamo con D’ Vinsieme dei punti di D per
i quali & 3(X)=—0. Tale insicme esiste, esso infatti contiene il do-
minio’ D, 4 (X)), ed & chiuso in virth della continuita di 3 (X); inol-
tre, in forza dell’osservazione premessa, nessun punto di FD’ pud
essere interno a . Pertanto, ciascun punto X, interno a D, ap- '
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particne a I, diversamente (21, II) su ogni poligonale, totalmente
interna a D, congiungente X con un punto X, interno a ID.A4(X),
sarebbe situato un punto di FIY. B dunque D'= D; come voleva-
mo dimostrare.

‘ Ritorniamo ora a considerare le ipotesi del teor. I e i risultati
con questo conseguiti. Consideriamo 1’ insieme C, dei punti del do-
minio rettangolare R, ove & J (o, 2p, Yo Yg )==0; il punto
P, (m yorey @ p, Y05 ,yﬂ) menzionato nel teor. I e interno a C. Indiche-
TEMO Ord CON dy yousy Ay, b, oy by quei p 4 q numeri positivi tali che:
a) il dominio rettangolare avente il centro in P, e le semidimensioni
Uy yoonslp 5 by, by sin dnterno a C; b) per ogni punto dello stesso
dominio siano verificate le limitazioni (5). Il teor. I assicura che nel
dominio rettangolare A (di §,) avente il centro nel punto Xo(w‘l’,...,wg)
e le semidimensioni a,,...,a, , si possono calcolare le g fanzioniy; =—=g¢; (X),
implicitamente definite dalle (2) e verificanti le limitazioni }g; (X)—
Y| =bi . Al variare di X in A il punto [2,,...@p, 9,(X),y94 (X)]8
mantiene sempre inferno a C. Sia X, (#{),..., ) un arbitrario punto

. 3 lar: 1 —_— H " 1

della frontiera di 4, posto g; (X,)=y{, il punto P (a2, y‘l‘),...,y(q )
viene a trovarsi nelle identiche condizioni del punto Pg; esisteranno
pertanto p - ¢ numeri positivi a{" ,...,u(” bV ey b(U tali che. a) il do-

minio rettangolare avente il centro in P, e le semldlmenbxom a“’,...,a“)
b,..., bfl’) sia interno a C; b) per ogni punto dello stesso dominio
siano verificate le limitazioni analpghe alle (5). Nel dominio rettan-
golare A, (di .S avente il centro nel punto X, e le semidimensio-
ni «l,..., a(" si possono ¢ tleolare g funzioni continue y; — ¢{" (X), de-
finite nnphutamulte dalle equazioni (2) e verificanti le limitazio-
ni !gi.”(X) — yﬁ”]gbyh Poiché ¢ (X,)==g; (X,), e pertanto (teor. II)
si ha identicamente gV (X)=—g; (X), in 4.4, ponendo

=g (X)se X éin 4,
=90 (X)se X & in A,

o,

G; (X)

si viene a costruire nel dominio 4 -+ 4, una ¢?* di funzioni con-
tinue y; — @; (X), definite implicitamente dalle equazioni (2). Si dice

3

allora, com’ ¢ naturale, che con le¢ funzioni y; = g\ (X) si é operato

il prolungamento delle funzioni y; = ¢; (X) nel dominio 4 -} 4,.
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La descritta operazione di prolungamento si pud successivamen-
te, con una gran'de arbitrarietd, indefinitamente riapplicare. I do-
minii 1ettdngo]an A, 4, A,,..., A, ,..., che successivamente si otten-
gono sono tatti interni a € e sono tali che ognuno di essi ha il
centro sulla frontiera del precedente. Pud benissimo avvenire che fra
i domini 4, 4,,..., A,_5 si trovi taluno A4, per il quale esiste 4, . A,
e non sia

q

S I (X) — ¢ (X)[=0 in 4, . 4y ;

=t
se, allora, c¢io che evidentemente si pud fare, si impone inoltre a
ciasecun dominio 4, di non avere aleun punto comune con nessuno
di tali dominii A,, al crescere indefinito di n, si verra cosl, al li-
mite, a costruire un insieme aperto H internamente connesso, con-
tenuto in C,, ove si sono caleolate le g funzioni continue y; — @; (X),
definite implicitamente dalle equazioni (2) e tali che, variando X in
H, il punto [@)00e) B, G (X)), G (X)] & sempre interno a C. Pos-
siamo perclb concludere col teorema:

III. Le funzioni F,..., F,, definite nel dominio rettangolare R
di Spyq siano ivi continue con le loro derivate parvziali del primo
ordine rispetto alle y,,..., Yo . Sia C quell’ insieme di punti di R nel
quale lo jacobiano J delle F; rispetto alle y, si mantiene diverso da
zero e siano Cye Cyle proiezioni di C su Sy ¢ su 8. Se esiste un
punto Py ()., wg, S yg), interno a C, per il quale ¢ F; (P;) =
(i=1, 2,...,, q), st puo costruire un ben determinato insieme aperto H
(di 8() contenuto in C, e contenente il punto X, (&), wg) ¢ calco-
lave, per ogni punto di esso, un’ unica ¢** di funzioni continue
¥ — @ (X), implicitamente definite delle equazioni (2), e per le quali
8i ha: @) G; (X))=1y); b) variando X in H, il punto [ & (X),...,

G, (X)] si mantiene interno « C, .

Inversione. U’ interessante ed importante applicazioue, che
andiamo ora a fare, della teoria generale precedentemente svolta, si
ha nella trattazione del cosidetto problema dell’ inversione di un si-
stema di funzioni. Nel dominio limitato I delio spazio S, a » di-
mensioni, siano definite le » funzioni

(6) Ty == @i (Yypoeny ¥r ) (8 = 1,u.., ¥),
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finite e continue con le loro derivate parziali del primo ordine e sia
inoltre sempre in ID

3(‘?1,'"7 ¢r )
7 J ey Yy )= ——— 0
@ Wi 9r) 8 (Y seeny Y ) *

Sia B un dominio internmmente connesso, completamente inter-
no a D. Ad ogni punto Y (y,,.., ¥ ) di B, le (6) fanno corrispondere
un determinato punto X (@,,..., &, ) di S,; diciamo AV insieme di
punti descritto da X al variare di Y in B. L’ insieme 4 & pur esso
limitato, ¢ in virtd del teor. IIL, ad ogni punto ¥ interno a B cor-
risponde un punto X interno ad A; ne segue, per la supposta con-
tinuitd delle ¢; , che come ogni punto di B & punto limite di punti
ad esso interni, cosl pure & tale ogni puuto di 4, dunque anche A
¢ un dominio. Supponiamo che le (6) facciano corrispondere sempre
a ciascun punto di FB un punto di FA. In tale ipotesi si vede fa-
cilmente che il dominio 4 & pur esso internamente - connesso. Non
¢ escluso che le (6) o due diversi punti di B facciano corrispondere
un wunico punto di 4, ma io dico che: @) Se le (6), ad un punto X,
di A — FA fanno corrispondere non meno di due punti distinti ¥,
e Y" di B, cio avverra per ogni punto di A.

Per dimostrare tale proposizione, cominciamo dall’ osservare che,
in grazia della (7), si potranno costruire (teor. I) tre dominii rettan-
golari H,, K/ e K, il primo interno ad 4 e i due ultimi a B,
aventi, rispettivamente, per centri i punti X;, ¥,” e ¥,”, tali che i
due dominii K ¢ K non abbiano punti comuni e che ad ogni
punto X di H, corrispondano, per le (6), un punto ¥’ in K, ed
un punto ¥ in K. Diciamo € V insieme dei punti di 4 a cia-
scuno dei quali corrisponde in B non meno di due punti distinti.
Poiche € > H,, tale insieme esiste. Esso & chiuso. Sia infatti X,
un punto (che pud anche essere in FA) limite di C e sia ¥, un
panto di B corrispondente a X,. Costruniamo (teor. I) due dominii
rettangolari H, e K, aveuti i centri in X, e in Y, e tali che ad
ogni phnto X in A, corrisponda, per le (1), uno ed un solo punto
Y in K. Se Xe&in C.H, ad esso dovrd corrispondere almeno
anche un punto in B — K. Il punto X® (n =1, 2,...,) di C.H,
percorra una successione di punti avente per punto limite il pnn-
to X,, un punto Y™ di B — K,, corrispondente a X™, descriverd
un insieme limitato di infiniti punti, ed in grazia della continuita
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delle g; , subito si vede che un punto limite Y,” di tale insieme,
punto di B certamente non interno a K,

It punto X, di A, dotato dei due punti corrispondenti ¥,'e Y,”
certamente distinti, appartiene a €, ¢ido che prova che € & chiuso.

, corrisponderd pure a X,.

Ripetendo poi il ragionamento fatto sopra per il punto X, si vede
altresl che € non ha punti frontiera in 4A—F A, onde, data la con-
nessione interna di A, segue (cfr. la dimostrazione del teor. II) che
C=A.

Conseguenza evidente della proposizione @) ora dimostrata &
che: Se esiste un punto di A al quale, per le (6), corrisponde in B
un unico punto, le (6) pongono una corrispondenza Dbiunivoca Jra i
punti interni dei due dominii A ¢ B.

Se facciamo, inoltre, 1’ ulteriore ipotesi che le (6) stabiliscano
una corrispondenza biunivoca fra i punti delle frontiere FA ¢ FB,
ne segue che: Le stesse (6) stabiliscono una corrispondenza biunivoca
fra i punti dei due intieri dominii A e¢ B. Le coordinate y,,..., ¥,
dell’ anico punto ¥ che allora corrisponde in B al punto X (z,,..., 2, ),
sono » ben determinate funzioni W, (@ .y @ )yeery Yy (2,400, 2, ) delle
Z,5e, &, , definite in tutto A ed ivi (teor. I) continue. Per queste si
ha, identicamente in A,

(8) @ = @i [P, (@) 5oy Bp ) gouey Wy (X, youry &, )] (=1 00y 7).
Il sistema di » funzioni:
9 Yi =i (@ 500y @ ) .(1 =1,.,7),
dicesi il sistema inverso del sistema di funzioni (6), e nella defini-
zione in A del sistema inverso consiste c¢id che si chiama 1 inver-
sione del sistema (6). Riepilogando taluni dei risultati ottenuti, pos-
siamo, per oré, enunciare il seguente teorema di Bagnera:

IV. Nel dominio limitato D dello spazio 8y siano assegnate. le r
Sunziont x; = @; (Y, 4oy Yr ), finite e continue con le lovo derivate par-
ziali del primo ordine, il cui jacobiano si mantiene sempre diverso da
zero. Sia A Vinsieme di punti di Sy, descritto dal punto X (@, ..., @, )
al variare del punto Y (Y, yoy ¥r ) in un dominio B internamente con-
nesso, completamente interno o I. Allova, se le (6) stabiliscono una
corrispondenza biunivoca fra i punti di F A e di FB, si ha che: 10) Lin-
sieme A é un dominio limitato internamente connesso; 20) 8i pud defini-
re in ess0 uno ed un solo sistema di v funzioni continue y; = ; (, ,0u., & )
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per le quali sussistono le (8), identicamente in A, e tali inolive che al
variare del punto X in A, il punto [, (X),.., P, (X)] rimane in B,
passando una volta ed una sola per ogni prefissato punto di B.

Nel caso particolare interessante che la frontiera del dominio B
sin un continuo, per dedurre che le (6) stabiliscono una corrispon-
denza biunivoca fra i punti degli intieri dominii 4 e B non & ne-
cessaria ulteriore ipotesi, sulla quale poggia il teorema di Bagne-
ra, che le stesse (6) pongano una corrispondenza biunivoca fra i
punti di F4 e di FB, basta allora supporre che le (6) fanno corri-
spondere (in D) ai punti di FA esclusivamente punti di FB e che
esiste in FA almeno un punto al quale corrisponde un unico punto. Se,
infatti, FB & un continue, data la continuita delle funzioni ¢; , sard
pure FA un continuo e si dimostra la propesizione: b) Se le (6) ad
un punto X, di FA fanno corrispondére non meno di due punti Y, e Y,
di BB, cido avverrd per ogni punto di FA. Ed invero, se ¢id non fos-
se, detto U 1 insieme dei punti di FA a ciascuno dei quali corri-
spondono non meno di due punti, posto V—=FA — U, i due insie-
mi U e V risulterebbero entrambi chiusi e privi di punti comuni,
FA non sarebbe pertanto un continuo. Onde abbiamo il teorema:

V. Nel dominio limitato I di Sy siano assegnate le r funzioni
@y == @i (Y, yoory Yr ), Sinite e continue con le lovo derivate parziali del
primo ovdine, il cui jacobiano si mantiene sempre diverso da zero. Sia
A Vinsieme di punti di Sy, descritto dal punto X(, .., ) al va-
riave del punto Y (¥, ,ou., 2y ) in un dominio B internamente connesso
completamente interno « I. Allora, se FIB é un continuo e se le (6)
Janno corrispondere ai punti di FB punti di FA, e a questi esclusi-
vamente punti di FB, csistendo in FA almeno un ‘pu'nto al quale cor- .
risponde un unico punto, 8i ha che: 10y L’insieme A €& un dominio li-
mitato internamente connesso; 30) la frontiera di A é un continuo; 3°) 8i
pud definive in A wno ed un solo sistema di funzioni continue y; = 1;
(@,y0ey @ ) per le quali sussistono le (8), identicamente in A, e tali inoltre
che al variare del punto X in A, il punto [y (X),..., P (X)] rimane
in B, passando un« volta ed una sola per ogni prefissato punto di B,

76. Derivazione delle funzioni implicite. — Dobbiamo ora
stubilire quel gruppo di condizioni sufficienti, sotto le quali & assi-
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curata la derivabilitd e la differenziabilitd delle funzioni iinplicita-
mente definite del sistema di equazioni (2) del n° precedente. Usando
sempre le notazioni cold introdotte, si ha, a tale riguardo, il se-
guente teorema fondamentale:

1. 8Se il punto P, (wl, . p, ¥, ,yo) appartc’e;w al dominio ret-
tangolare Re se, in P, le funzioni F ..., Fy sono differenziabili e I'jaco-
biano J & diverso da zero, ogni g¥'® di funzioni g, (X),..., 9, (X), dejfi-
nitein un dominio rettangolare A (< R, ) contenente il punto X, (w‘l’,...,w;),
continue in X, per le quali g; (X)—=y] ed il punto [g, (X),..,99 (X)]
i mantiene in KBy al variare di X in A, risultando identicamente in A

(1) By [@ 0y @p 5 9, (X) ey g (X) ] =0 (i=1,.,9,
¢ di funzioni differenziabili, su A, nel punto X,, laddove riesce :
“0%i _L 3(F0,-«',-F.‘-1, B, -Fi-|—l,';';-Fq) ('::]-r"a )
oz} J, a( Y) sy gy T 3/?+1;'"; yg) k=1,.,p

Denotando con Az, ,,.., Aw, arbitrari incrementi, su A4, di f ..., 20,
porremo ¢ — ¥ lAmk h1=2Z2 \ Ag, l; data la continuitd delle g; in X
le quantitd Ag, e y risultano infinitesime con o. Per la supposta dif-

ferenziabilitd delle F; in P, si ha (ne 56)

AF,-:lEp ( +m)Awk+2 (a" -{-M)Ayz,

’q
v; (o A
—E M Mot 3 ayz i 6+ 1Ay I
ove Awx; e Ay, sono incrementi, su R, di x; e di y; e Ay, pa, v 80
no infinitesimi con ¢ + X | Ay, |. Ne segue, per le (1),

@ ’2" (a oF:

F; + 3ﬂA9z :-—% ( 2 +a,k)Awk,
2 ay, :—E

ove le oy, Pa, o; sono infinitesime con o. Denotando con zau }
determinante che ha, nella riga ¢™® e nella colonna ™, per elemen-
to a;, poiche J, =0, si potranno determinare due numeri positivi

(i=1, 2,..., ),

(i=1,2,., ),

_(”l +T)’

m e p tali che sia

F;
modza Fnar>m se [nal <o

N
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Supposto che riesca |8;[<Ce se o< ¥e), si avra

oF;
mod o +Ba

>m se g < 3(p)

Pertanto, per o<8(p), si ricava dalle (2), per esempio,

aF aF oF;
S + (1, + Bz - E +Big
g
s 1, p BFZ 6F2 oF:
g, = 1 0 + Qo + 322 oo ayi +B?q A(Dk s
R T L
oF, oF.
aw’lé + agr 32 + Bge a—yé‘ + Byq
e quindi, per 0<Ta<d(p),
oF, 3F1 oF
_é_w—o,: +a1k 0 + Bl? ay(q) +qu
oOF, BFA oF,
1.p + @ + Bo2 o —4-
| Ag,| éi 2 mod | 9% Ya & g G
G m X
oF, oF, oF,
amg + qk 6yg +Bq2 ayg +qu

Ne segue che il rapporto y:¢ ¢ limitato se 0 <a<[3(p), ciod
che le funzioni ¢; sono, intanto, lipschitziane in X, Dalle (3) si ri-
cava poi

Ag: — 1 L5 a(Fl [ 1,—1 ’ FI’ E,H-l ” F )
9i — — 7 7 ns0 o0
0 x 0(?/1 yey Y19 Tps ?/,'_Hy ) (l/q)

- avendo posto 7, =0 per o= 20 e per, 0<c<3(p)

Az, + LR

® o oF,

by Y,

+ ® oF. o,

o] T 2 0 0

= 0Y, oY, y Tg ey eey Tg=

oF, aF,

g 0 0

Y, Y,
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E cio dimostra completamente il teorema, per essere y/o limitato e
le o; infinitesime,

Alle ipotesi snlle quali si basa il teor, III del n° precedente,
aggiungiamo quella dell’ esistenza in R e delle continuitd delle de-
rivate 9F; / gy . Ne seguira allora che le funzioni F; sono (56, VIII)
differenziabili in ogni punte di R. Si ponga '

Jit (1 gosy By y Y1 gooy Yg ) = (I ,, Pioiy Boy By Fy) )
’ (Y1 500y Yim1y By Yit1 yorry Yqu)

il teorema test® dimostrato dd luogo al seguente :

I1: 8¢ alle ipotesi del teor. IIL del mo precedente aggiungiamo
quella dell esistenza in R e della continuita delle derivate oF; [ oxy ,
le funzioni G (X),..., Gq (X), delle quali quel teorema asserisce Uesi-
stenza e la continuita nell’ insieme aperto H, sono ivi parzialmente
derivabili, una prima volta, vispetto a ciascuna wvariabile x,...," @, ,
con derivate continue, ¢ si ha:

6Gi  Jul @ e Tpy Gy ey Gy) (i::].,..., q)
, .

4) . - —
@ 0%k J(Byyeery Zpy Gpyeery Gg) k=1,., p

Ne segue [cfr. 43, VI, d)], in virth delle formole.di pag. 227 e
della (8) del no precedente:

III. Nelle ipotesi dei teorr. IV ¢V del n° precedente, il zistema
di funzioni y; = ; (@, @) inverso det sistema & ==@; (Y, 00y Yr ),
& di funzioni parzialmente derivabili, una prima wvolta, con derivate
continue, 8i ha:

O byyy $r) S @useey or)

(&, yovey @) 7 3( Y, geery Yr)

I secondi membri delle (4) sono funzioni composte delle ;. Se
allora, come ora supporremo, le funzioni F; posseggono in R le suc-
cessive derivate parziali fino a tutte quelle, incluse, d’ordine n, al-
trettanto si potra dire delle Gy in H, e si potrd effettuare il caleolo
delle successive derivate parziali delle @; applicando, successivamen-
te, la nota regola di derivazione delle funzioni composte. Il calcolo
si conduce piu rapidamente applicando la inuediata proposizione
seguente :

a) Quando pin funzioni verificano una relazione F = 0, le loro
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derivate parziali rispetto ad una determinata variabile verificano la
relazione lineare ottenuta equagliando a zero la derivata parziale ri-
spetlo alla stessa variabile del primo membro, calcolata con la regola —
supposta applieabile — di derivazione delle funzioni composte.
Adunque, avendosi, identicamente in H,
Fi (200 @, Gpyeesy Gg) =0 (i =1,.., q),

ne segue, per ogni fissato indice k,

1, 9

NELAREL oF;

®) 256 s = o (i=1,., q), .

e poscia, per ogni fissata coppia di indici b e Fk, -

1,9 Coa2
oF, G
(6) El G, oxn dwy

PR RSP 0G| OF oG\ X 0'F 96 a6
T oy o 1(81‘1; 061 om, 0w 86 Gwh) w0 0Gy o dxy
(it =—=1,..,9;

ece.... Lie (5) costituiscono un sistema di ¢ equazioni lineari nelle
derivate 96 / 9 (I==1,..,, q) il cui determinante & J(x,,.., 2,
G, 4oy Gq) == 05 esse pertanto determinano quelle derivate e danno
per esse le espressioni (4). Una volta ottenute queste derivate prime,
le (6) costituiscono un sistema di ¢ eql}azioni lineari nelle derivate
seconde 9*@ [ oxp dor (1=1,..., q), il cui determinante & sempre
J (@, youry Tp 5, Gi yoey Gg). Bee. )

Con maggiore eleganza si conduce il calcolo impiegando i diffe-
renziali, Basta percido valersi della seguente immediata proposizione:

b) Quando pid funzioni u, v,... delle variabili indipendenti w, y,...,
verificano una veluzione F—=—0, i loro differenziali verificano la rela-
zione AF = 0, ottenuta prendendo il differenziale di F, come se tutte
le variabili da cui essa dipende fossero variabili indipendenti.

La relazione dF=—0 fra i differenziali del primo ordine delle
%, V..., PUO a sua volta concepirsi come una relazione fra le fun-
zioni u, v,.., du, dv,..., funzioni delle stesse variabili indipendenti
Z, Y,... . Applicando a quest’ ultima velazione la proposizione osser-
vata, se ne deduce una nuova relazione che verrd a legare i diffe-
renziali secondi d%u, A2v,..., ecc. Ciascuna di' queste successive re-
lazioni "equivarra a tante altre, quante se ne ottengono eguaglian-
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do a zero i coefficienti dei varii monomii in dx, dy ,..., che compari-
ranno, compiuti gli sviluppi, neile relazioni indicate.

Applicando il metodo ora deseritto, al calcolo dei successivi dif-
ferenziali per le funzioni G; implicitamente definite delle equazioni
(2) del ne precedente, si ottengono, per tale calcolo, successivamen-
te le equazioni : '

1, p 1, ¢
oF; o.F;
Ek a2 ,,+2 -G, i@ =0 ,
1,p @ L .p
(2 ]lc+2 — dG;) +2 z(}: (12G1:O,
l

1L,p oF; . 1,9 oF; 3) . q
: 3
( Jom +Elan ) + 2 +2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

G, =0,

77. Applicazioni geometriche. — I. Superficie dello spa-~
zio e curve del piano. Sia Fz, y, 2) una fanzione delle tre va-
riabili @, y, 2 definita in un dominio rettangolare R‘del]o spazio or-
dinario, ove & finita e continua con le sue derivate parziali del pri-
mo ordine F,, F,, F,. Se P'insieme dei punti di I& ove

Ile+lel+lFZi201
& privo di punti interni, chiamasi superficie di equazione Flz, y, 2)—0,
il lnogo 8 dei punti di R, le cui coordinate verificano 1’ equazione
(1) F(z,y,2) =0.

Sussiste la proposizione: Se nel punto Py(r,, y,, 2,) di 8, infer-
no a R, non si annullano tutte le derivate parziali F,, F,, F, del-
la F, esiste un dominio rettangolare R'(< R) di centro in P, tale
chei punti di 8. R formano, secondo una definizione gia data (ne 52)
una porzione di superficie regolare. Ogni punto di 8 nelle condiziont
del punto P, dicesi punto regolare della superficie.

Se, per esempio, supponiamo F, (%, y,, 2,) == 0, esistono (75, I
e 76, II) tre quantitd positive a, b, ¢ tali che tutti i punti le cui
coordinate verificano la (1) e le limitazioni | —ax | << a, |y — y,| <D,
|z2—2,| << ¢; ciod tutti i punti di §.R', ove R’ & il dominio ret-

tangolare dello spazio avente il centro in P, e le semidimensioni a,

b, ¢, si ottengono prendendo un punto arbitrario (z,y) della proie-



§ 2. FUNZIONI IMPLICITE 317

zione R;y di R’ sul piano (x, y) e ponendo poi z — g(x, y), essendo ¢

continua con entrambe le sue derivate parziali del primo ordine in

R;y Cio dimostra la proposizione enunciata,

Diciamo 8’ la porzione di § contenuta in R’. Il piano tangen-
te (la retta norwmale) alla 8§ in un suo punto, dicesi il piano tangen-
te (la retta normale) in quel punto alla 8. Poicheé g9 /o —= — F, | F,,
69/ 0y —=—F,/F,, si ha che: Il piano tangente alla superficie S,
in un suo punto regolave (%, y, 2) ha U’ equazione :

X—a)F,+(Y—y)F, +(Z—2F, =0.
Se in un punto Pz, y,, z,) interno ad B, il gradiente di- F é diverso
da zero, la superficie 8(P,) di equazione F(z, y, 2) — F(x,, y,, 2,) =0,
ha in P, un punto regolave ¢ la normale ivi alla S(P) ha la dive-
zione del gradiente @i F. !

I punti di § per i quali si ha simultaneamente

Fe (@, 9, 2) = Fy (#,y, 2) = F. (&, 9y, 2) = 0,
diconsi punti singolari della superficie.
Analogamente, I’ equazione
F, ) = 0,
rappresenta nel piano una curva €. Se in un punto P, (x, y,) di C
non entrambe le derivate F,, F, (delle quali & supposta 1’ esisten-
za ¢ la continuitd) sono nulle, si potra costruire un dominio rettan-
golare R’ del piano, tale che la parte €” di C contenuta in R', sia
una porzione di curva regolare. Oguni punto di C nelle condizioni
del punto P, dicesi punto regolare della curva. Ogni tangente a
C’ dicesi tangente a €. La tangente « € in un suo punto regolare
(@, ) ha I’ equazione:
(X—)Fp -+ (Y—y) Fy= 0.

I punti singolari di € sono quelli per cui si ha simultanea-

mente ¥, — F, — 0.

II. Curve gobbe. Siano F, (v, y, 2), F, (x,y, 2) due funzioni delle
tre variabili x,y, 2, definite entrambe in un dominio rettangolare R
dello spazio ordinario, ove sono finite e continue con le loro derivate
parziali del primo ordine. Consideriamo i tre jacobiani

:a(F‘,FQ) BZG(FUFQ) O:a(F"F?)
9y, 2 8@ 2 (@, ¥)

’
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se I’ insieme dei punti di R, ove |A|+4|B|+|C|=0 & privo di
punti interni, chiamasi curva gobba di equazioni F, — 0, F, = 0, il
luogo C dei punti di R, le cui coordinate verificano il sistema se-
guente di equazioni simultanee
@) F, (@, y, 2) =0,
. F, (x, y, 2) = 0.
Nelle ipotesi poste, i punti di B per i quali F; (x, y,2) =0
(i==1, 2) costituiscono una superficie §; . Evidentemente: C=3S§,. §,.

Sussiste la proposizione:. Se nel punto P, (%, y,, 2,} di C, inter-
no a I, non 8 annullanoe tutti i determinanti jacobiuni A, B, C,
esiste wun dominio vettangolare R (< R) di centro in Py, tale che i
punti di C . R’ formano, sccondo una definizione gic dute (n° 49) una
porzione di curva regolave. Ogni punto di C nelle condizioni del punto
P, dicesi punto regolare della curva.

Se, per esempio, supponiamo A (x,, y,, 2,) == 0, esistono (75, I
e 76, II) tre quantitd positive «, b, ¢ tali che tutti i punti le cui
coordinate verificano le (2) e le limitazioui |# — x| <<, |y — y, | <D,
[ —2,|<C ¢; ciod tutti i punti di €. R, ove R’ & il dominio ret-
tangolare dello spazio avente il centro in' P; e le semidimensioni
a, b, ¢, si 0tﬁengouo prendendo un punto arbitrario @ dell’ interval-
lo (®, — a, ,-} «) e ponendo poi y=—=g, (x), 2=y, (x), essendo ¢, e g,
funzioni delle & entrambe finite e continue, con le loro derivate pri-
me, in (x, — d, @, - a). Cido dimostra la proposizione enunciata,

Diciamo €’ la porzione di € contenuta in R'. La retta tan-
gente (il piano normale) alla € in un suo punto, dicesi o rettu tun-
gente (il piano normale) in quel punto alla C. Poiche ¢, () = — B/ 4,
g,/ (@)= -—C/ A, si ha che: La tangente alla cwrva C, in un suo

punto regolarve (x, y, 2) ha le equazioni :
X—2x Y-y Z-—z

A — B C

Un punto regolare di € &, manifestamente, regolare per entram-

be le superficie 8, e 8, e poiché riesce, identicamente,

oF; oF; , 0F; ,
- —1
Aaw +Bé‘y +(/az 0 @ y 2),

possiamo asserire che: Un punto regolare P delle curva C=8,.8,
¢ regolarve per ambo le superficie S, e S, e la tangente in P alla C
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& U intersezione dei due piani rispettivamente tangenti ivi alla 8, e
alla 8,.

I punti di € per cui si ha simultaneamente

(3) A=0, B=0, 0=0,

diconsi punti singolari della curva.

Up punto singolare per C pud essere regolare e per §, e per
8,. Occorre e basta percid che, risultando |Fy |+ | Fy |+ | Fiz | >0
.ng |+1F2y|+|ng |>0, si abbia

Fig i For— F]y :FZy:-Flz:FZz .

Ma in tal caso 8, e §, hauno, nel punto di C che si conside-

[¢]

ra, lo stesso piano tangente, esse cioe, come si dice, si toccano in
quel punto. Adunque:

Se¢ due superficie si loccano in un punto (regolare per enlrambe),
questo € un pustto singolare per la curva intervsezione delle due super-
Jicie. In particolare: Il piano tangente ad wuna superficie in un suo
punto (regolare): interseca la supevficie secondo una curva avente in quel

punto un punto singolare.

III. Porzioni di superficie regolare. Sia § una porzione
di superficie regolare di base D, (¢fr. n° 58) avente le equazioni pa-
rametriche

x=N\ (u, v), y = (v, v), 2==v (u, v).

Diwostriamo che: Ogni punto P, (x,, y,, #,) interno della super-
Jicie S, arbitrariamente fissato, appuartiene ad una porzione di superficie
regolare §, < 8, susccttibile di una rappresentazione cartesiana. Hsi-
ste sempre inoltre un dominio vettangolare R, di centro nel punto P,
per il quale si ha §S. R=8,. R.

Detti u, e v, i valori dei parametri » e v per il punto P, che
si considera, si abbia, per esempio, N (1, v,)=9=0, avendo posto (n° 58)

N (u, v)= M

' olu, v)
Si potranno allora determinare (75, I) quatéro numeri positivi
a, b e a, B, tali che il dominio rettangolare W del piano (u, v), avente
il centro nel punto (uy, v,) e le semidimensioni « ¢ B, sia contenuto
in D,,, risultando sempre in esso N (u, v) == 0, ed inoltre tali che

nel dominio rettangolare Z del piano (%, y) aveute il centro nel pun-
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to (w,, y,) e le semidimensioni a e b, esista una ed una sola coppia
di funzioni w —=wu(x, y), v—="v(w;, y) per le quali si abbia
v =N\u(=y), v @@y, y=nlu@y), v@ y],
@y —uy|<a, [v@,y)—ov,|=<f.

Posto f(x, y)=v[u(x, ¥), v(x, )], il lnogo §, dei punti dello
spazio per i quali (x, y) & in Z e z2—=f(», y) & evidentemente con-
tenuto in § ed & (n° 76) una porzione di superficie regolave;, in rap-
presentazione cartesiana, avente per base il dominio rettangolare Z
del piano (z, y).

Detto W’ il dominio ( < W) del piano (u, v), deseritto dal pun-
to [u(a, ¥), v (x, y)] nel mentre che (x, y) descrive Z, il punto [u, —
w(Tyy Yo)y Vo —u (X, y,)] ¢ interno a W' e i punti di § per i quali
il punto (u, v) appartiene a W' sono tutti situati su §,. Cousideria-
mo il dominio quadrato R, dello spazio avente il centro nel punto
P, e la semidimensione 1/n(< a e <_D). Dico che si potra trovare
un valore di n tale che sia S.R,=8,. R,. Ed invero, se, per
ogni valore di n si potesse sempre trovare in R, un punto P, di §
non appartenente a §,, il punto (u,, »,) di D,,, corrispondente a
P, , sarebbe esterno a W', e, detto (u/, ') un punto limite dell’ in-
sieme descritto dal punto (u,, v,), si troverebbe che al punto P,
di 8 verrebbero a corrispondere, in I,,, i due punti distinti (u,, v,)
e (u, v'), ¢id che & escluso.

Si osservi ancora la proposizione seguente, immediato corollario
del teor. IV del n° 75: Il determinante jacobiano N (u, v) si mantenga
diverso da zevo in D, , si¢ D;w un  dominio internamente connesso

completamente interno « D, e D;y il dominio del piano (%, y) descrit-
to dal punto [\ (u, v), p(u, v)] al variare di (u, v) in D,. Allora, se
le equazioni: x —\(u, v), y == | (¥, v) pongono una corrispondenza biu-
nivoca fra i punti di FD) e di‘FD;y, la parte 8’ di 8 avente per
base D) & completamente suscettibile di una rappresentazione cartesia-
ne del tipo z = f(x, y), avente per base il dominio D;y, pur esso in-

ternamente connesso.

78*. Funzioni analitiche implicitamente definite. —Le ¢
funzioni complesse F,— G, -} iH,,..., F, — G, -+ iH, delle p{-q va-
riabili complesse 2, =&, -+ 1Y, youy 2p = Tp 4 Yp , W, == U, 4 iV, 500y
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1wy = uq -+ ivg , siano analitiche (monodrome) nell’ insiemo aperto C del-
1o spazio complesso 8, (p4.q), insieme descritto dal punto (@, y, 0.y, ¥y0ry)
al variare dei punti (@, ¥,) yey (4, 2,) yeery indipendentem‘énte Puno dal-
Paltro, rispettivamen‘te, in determinati insiemi aperti di p 4 ¢ piani
complessi. Sussiste il seguente importante teorema Cavchy-Weier-
strass:

1. Se esiste un punto Py (2 3yeytlyens) di C (2] =) - iy} .cymf=u{4-iv),...,)
per il quale €

9 (F, youry Fy )]
e 0
(W, youry Wy ) Po:i: ?

8i possono determinare 2(p -+ q) numeri positivi a,, b, y...,¢,, d, ..., tali

W BE@)=0 6=l |

che: @) il dominio rettangolare avente il centro in'Po e le semidi-
mensioni a,, b, ..., €, d,,... & contenuto in C; b) nel dominio rettango-
lare A di S(gp) avente il centro nel punto Z,(2},..., zg) ¢ le semidimen-

gioni a,, b, ..., ap , by , esiste uno ed un solo sistema di.q funzioni ana-

10
litiche wi, = Wh'( Ziyeeny®p )= Uh (@15 Yy 9oy @p 7%’ i Vi (@3 Yy5ees®n 3 Yp )y
definite cmplwztamente dalle q equazioni

(2) Fh (2 e p y W, yeey Wq ) =0 (h=1,..,q9)
¢ verificanti le limitazioni .
(8) ]uh—u°1<ch, |vh—v°|<dh (hml,...,q)

La funzione Wy prende nel punto Z, il valore w).

Il teorema & una conseguenza quasi immediata dei teoremi I del
n® 75 e I del n° 76. Si ha, invero, in C

..ol 1 §F oF 1aF )
4y Th o TR OTh D0 =1,y p; by l=1,..,q)

0% i oYk o v’
ciog ‘
5y 2O 8Hn  8Gh ___ oH,
ory  oyr | oy omk
(k=1 00y p; byl=1,.., Q)
(6) 8Gn __ - 0Hn 8Gn __ _ 0Ha ‘ ’ ,p,» ! e
oY - oYy ! oV — ouy ? ]

Le equazioni (2) si scrivono:

(N G (/wuyu-"a“’p’?/p7“u”u vy g g ) =0 g (h:17-.-,Q).
Hp (238, gooy @y Yp y gy Uy yorsy Ug 4 Vg ) =0 =

M. PicONE — Lezions di Analisi infinitesimale — 21.
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Ora, in virti delle (6), si ha, com’® noto dalla teoria dei deter-
minanti, ’
O(F, youry F
S ( Wy yeery Wy )

: 9(G6,H,.,G,, H)
(U, 0, yuyutg, vg)

?

¢ pertanto, in forza delle (1), si possono determinare (75, 1) i 2 (p-4q)
numeri positivi a,, b, ,..., ¢,,d ,..., in modo che il dominio rettangolare
avente il centro in P e le semidimensioni a,,b,,....,¢,,d,,..., sia con-
tenuto in C, risultando ariche sempre in €ss0 J(2, yoy 2p o W, yorsy Wy )=
O(F, iy FyY/ 0w, yuyrg ) =0, ¢ in modo altrest che nel dominio

lettangoldre A di Sy avente il centro nel punto Z, (wl, Y e ,w;, y;)
e le semidimensioni a, b, ,...,a,, by, esista uno ed un solo sistema di
2q funzioni up = Up (@, Y, sy Xp y Yp )y "h == Vi (®,5 Y, seery Tp , Yp ), impli-
citamente definite dalle 2q equazioni (7) e verificanti le limitazioni (3).
Queste funzioni U e Vj prendono nel punto Z, rispettivamente i va-
lori u) e v). Posto Wy = Uj + i Vi, tali funzioni soddisfano, in A4,
le (2). In virtt del teor. I del n° 76, le funzioni Ui e Vi sono par- ~
zialmente derivabili, una prima volta, in ogni punto di A4 rispetto a
ciascuna variabile, con derivate ivi continue. Il teorema sard percid
completamente dimostrato se faremo vedere che:

oW, - 1 oWh . .
(8) —5‘;’;‘—7 ok (k__l,...,p,h—l,...,q)

Si ha, invero, identicamente in A,
By (2 yeey2py W, py Wp)=0,
e quindi (n° 65%)

th oFw oWy _ aF, & oF. oW
=0
+2 oW om T o +2,8Wz ok ’

onde, per le prime delle (4),

1.9
oF, (oW, Il oW
—— =0 (h=1,..
lawl( : > ( 1y 9)

0Ty, Ok

e pertanto, poiche J (2, ...y 25, W ,.., Wy ) =0, si giunge alle (8).
Posto

0 (F’ gooey .F},_;, I, y Fh+1 yoooy Fq )

Jhk (z 2 w w ) ey
12y “py 19 q - y
9 ( Wy geeey Whety Bk y Whilyeery Wy )

/

si trova, in 4,
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oWh Tk (B 2py Wy W)

0%k (2, gy 25y W, sy Wo)

Con ragionamenti che ripetono quelli mediante i quali abbiamo

dimostrato il teor. III del n® 75, si dimostra il seguente:

I1. Nelle ipotesi del teor. precedente, detto C’ U insieme dei punti
di C nel quale ¢ J =0 ¢ C/ ¢ C le proiezioni di C' su Spp € su
Seq, 8¢ esiste un punto P (2),.., 2, w},..., wy), interno a C’, per il
quale ¢ Fy (P) =0 (h=1,..., q), si pud costruire un ben determinato
insieme aperto H (di Sqp) contenuto in C,' e contenente il punto Z, (29,
ey zg) e calcolare, per ogni punto di esso, un’ wunica ¢ di funzioni

analitiche wy, = Wy (2, ,..., 2p), tmplicitamente definite dalle equazioni
(2) e per le quali si ha: @) Wi (Z)=mnl; b) variando Z (2, ,..., 2p)

in H, il punto [W,(Z)..., Wy (Z)] si mantiene interno a C, .

Rappresentazione conforme di un dominio piaho su
un «altro. Nell’ insieme aperto B del piano (z, y) sia assegnata la
funzione analitica w=—f(2) —=a (2, y) -} ib (x, y), per la quale si abbia
sempre f’ (2) &= 0. Sia I un dominio limitato internamente connesso
contenuto in B. Al variare di z in D il punto w=u-}+iv[u =a
(w, ¥), v=="0 (x, y)] descriverd nel piano (#, v) un dominio D’; e se
snpponiamo che quando il punto z & su FD, il punto w sia su FD’
e inoltre che esista un punto determinato di D’ col quale viene a
coincidere 1w allora e allora soltanto che z coincida con un unico e
ben determinato punto di I, possiamo dire (n° 75, pag. 310) che I
¢ pur esso internamente connesso e che 1’ equazione w — f (2) pone
una corrispondenza biunivoca fra i punti interni dei dominii D e D,
Detta @ (w) = a (u, v) -} if (u, v) Vaffissa dell’ unico punto di 4= D
— FD che corrisponde al punto w di A’ = D' — FD’, abbiamo
visto, in ¢ido che precede, che: ¢ (w) riesce una funzione andlitica di
w e che si ha:

, ¢ (w) f(z) = 1.

La funzione ¢ (w), per la quale & identicamente w = f[p(w)], 2 —=
9 [f(2)], dicesi la funzione inversa della f(z).

Vogliamo stabilire talune notevolissime proprieta della corri-
spondenza biunivoca che I equazione w — f(2) [ovvero la coppia di
equazioni u—a (v, y), v =0 (x, ¥)] pone fra i punti di 4 e & 4
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Ad ogni porzione C di curva regolare & —2x (s), ¥y — y (), tracciata
in A4, corrisponde in A’ il luogo € di equazioni parametriche :
u=u)=az@), y©], v=v)=bz@), y )

Posto | f'(z)| = H (x, y), per essere H(z, ¥)>0 e

9) W (8) == ag &' (8) — by (8), ¥ (8)== by &' (s) F ¥ (s),
e per la corrispondenza biunivoca, posta dalla w — f(2), fra i punti
di A e di A’, si ha che € & pur essa una porzione di curva rego-
Jare. Si trae dalle (9) che:

(10) (W ()2 + (v (8)* = H* (2 () + (& (5))*]

Diciamo & 1'angolo ben determinato, compreso fra — e T, per
il quale & cosd = a,: H, send = b,: H. Sia P(»,y) un punto arbi-
traviamente fissato in 4 e P’ (u, v) il punto corrispoudente in A’
Ad ogni porzione di curva regolare C, in A, spiccata da P, corri-
sponde in 4’ una porzione di curva rvegolare €7 spiccata da P/, detti
6 ¢ 6 gli angoli (fra —m e m) che gli assi tangenti positivi ¢ e ¢/,
in Pein Py,a Cea € fanno con |’ asse delle x, dalle (9) e
dalla (10) si ottiene

cos §' = cos (§ -+ 3), sen’ = sen (6 + 3) ,
cioe )
(11) 6 =46+ 2.

Adunque: 1’ asse tangente positivo ¢ alla curva C' si otticne
ruotando, nel verso positivo delle rotazioni, di wun angolo costante 3,
U asse tangente positivo ¢t alla C. In altre parole: A due porzioni di
ourve regoluri C, e C,, in A, intersecantesi sotto wun certo angolo,
corrispondono in A’ due porzioni di curve regoluri C,’ ¢ C, interse-
cantesi sotto un angolo eguale ed egualmente orientato. A tale proprie-
ta si fa allusione dicendo semplicemente che:

II1. I’ equazione w = f(z) { equuzione 2 = ¢{w)] pone una corri-
spondenze  biunivoce conforme fra A ¢ A'. Oppure: L’ equazione
w == f () [V’ equazione z =— w (w) | opera la rappresentazione con-
forme di A su A’ di [A" su A].

Sia @ (2 -+ A2) un punto variabile in 4 e @ (w - Aw) il punto

corrispondente in A'. 8i ha:
‘ lim PQ _ lim |Aw]
Q—P F@ - Az—»Ol Az|

:If’(z)l =H,
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pertanto, comunque si fissi un numero positivo ¢, si potra, in corri-
spondenza, sempre determinare un intorno circolare I, (< .4) di P,
tale che, per ogni punto @ in I, — P, risulti

H——séf”@:ﬁ§ﬂ\+e.

Si prenda ora per ¢ una quantitd praticamente inapprezzabile, si
potra allora ritenere praticamente che, comunque si prenda @ in
I, — P, riesce TQ’ : PQ = H. Siano ora Q, e Q, due punti di
I, — P, rispettivamente, sulle porzioni di curve regolari C, e C,
_spiceate da P, Qi; e ¢, i punti corrispondenti in A’ sulle curve
C/ e C,/. Prendiamo @, e @, tanto prossimi a P che le seganti
PQ, e PQ, P'Q/, e PQ/ praticamente si confondano con le tan-
genti alle C, e C,, C/ e C,. Si avra allora che Y angolo Q PQ,
& eguale ed egual'mente orientato all’ angolo Q,’P'Q,’ ed inoltre la
proporzione PQ,: P'Q/ =PQ,: P'Q/,. Il triangolo Q PQ, & dun-
que direttamente simile al triangolo @ /P'Q,. A tale circostanza
si fa allusione dicendo che: I’ equazione w = f(2) pone una simili-
tudine divetta fra le parti infinitesime di A e di A’.

Lasciamo al lettore la curd di dimostrare che, reciprocamente :

IV. Se le equazioni w = a (z, ¥), v==">0 (2, y), pongono una corri-
spondenza  biunivoca e conforme fra i due insiemi A e A', aperti e
internamente connessi, dei piani (x, y) e (u, v), e se dla, b)/a(x,y) =0
in A, la funzione a (x,y) 4 b (x,y) é in A funzione analitica di
2 =z -+ iy, ed & dotata in A’ di funzione inversa analitica.

Esercizii. 10) Studiare la rappresentazione conforme w — 22,

20) Se a, B, ¥, d sono costanti (reali o complesse) per le quali & ad—By=+0,

dimostrare che la rappresentazione conforme stabilita dell’ equazione:
(1) =t iaﬁ,

fa corrispondere a cerchi (o rette) del piano z cerchi (o rette) del

piano w. La (12) dA la cosidetta affinita circolare divétia di Mobius.

§ 3. Cambiarhento delle variabili.

79. Funzioni di una sola variabile indipendente. — A pro-
posito del cambiamento delle variabili nel caso delle funzioni reali
d’una variabile reale, il problema piu generale che si presenta nelle
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applicazioni, & il seguente: La y é funzione della variabile indipendente
xz, le a, a,,..,a, sono funzioni di una medesima altra variabile indi-
pendente, ammesso che si possa porre
1) =@ (A yenyn )y Y= (&, youey Uy ),
esprimere le derivate successive y', y”,.., della y rispetto alla x, per
mezzo delle funzioni a, a,,.., a, ¢ dei loro differenziali successivi.
Il problema & subito risolto dalle formole :

oy __d¢
V=9 dy’
(@) ,
oy _dy _Yay_ a%pag—aeay
Tdar T de T de de* ’

ove
1L, n

d . 1,n 6(? 8(!)
P= Eim da; , dp = Eiaaz

d¥p — 1Zn _o% da; de;, E s d?a
L 9% o "

a2 KA S AN
b= 2@,6 Ere aak da; day + 2,. 0% Cai

Perche le date formole (2) abbiano senso occorre e basta che
le a; siano tali funzioni delVunica variabile indipendente da cui esse
dipendono, da risultare, nell’intervallo in cuni occorre tenere questa
variabile,

2 44 a4 0.

Le formole (2) lasciano affatto imprecisata la variabile indipen-
dente da cui dipendono le funzioni e; . Sia ¢ questa variabile, e si
rappresenti con «; () I’ espressione esplicita della «; . Le formole (2)
forniscono immediatamente le derivate y'(z), y”(),..., espresse per
mezzo delle a; e delle loro derivate successive a(?), a; (t),.... Si ha

ay a2y do  dp dd

,__ dt n__ dir dt de d¢

_ai y Y —_*&2?—3 ——— yreey
dt
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ove
(]C'D 1, n aq) , ) (]4) .0 aq)
= iﬁai(t)’ Q= 2a, o (¢),
1, n o0
dtz aal aak ,(t) ak(t)+ EIE a,’ (t)?

a2 X &, = 8b -,
s Eik da; dog S0 %O+ Eiﬁ % (@)
in ogni intervallo dell’asse t in cui risulti

6<P «
e 2 ()= 0.

Primo caso particolare. Essendo t la variabile indipendente,
le formole (1) diano # =1 (¢t), y=¢ (). Si avra:

g ¥ L YOYO—Y O
g’ L (0] ’
In particolare, per # = (y),y—1, si trova
A S )
S YT T Wer

Secondo caso particolare. Le formole di trasformazione
» e=¢ (), y=19 (B,
trasformino un’equazione che implicitamente definisca y come fun-
zione di @, in un’equazione che implicitamente definisca f come
funzione di «. Si tratta di esprimere le derivate y’,y”,...,della y ri-
spetto alla «, per mezzo di a, di § e delle derivate ', p",..., della 8
rispetto alla a. Si avra

v=(2 )Ly,

of
//( aCP + ﬁ’)s.:
2
= (Gt + 6«2)4) e ) ) -

9(3

. . . . . . .

— (2% 42 o B—}—aﬁg B2 22 6B ﬁ")(a“’ 4o B)
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In ‘pdrticolare, si hanno le formole per il cambiamento delle
coordinate cartesiane in coordinate polari (no 50). Posto a=—§0, f—p,
% = pecosl, y — psenf, si trova

, _ peosl - p'send , PP 20" —pp”
" p'cosf — psenf ’ T (p'cosh — psenf)®

80. Funzioni di pitt variabili indipendenti. — A proposito
del cambiamento delle variabili nel caso delle funzioni di pitt va-
riabili indipendenti, il problema pill generale che si presenta nelle
applicazioni & il seguente : La variabile reale z é Sunzione delle n
variabili veali indipendenti w, ,,., Tn, le a,.., @y sono. p funzioni
reali dello stesso numero n di altre variabili indipéndenti E pery Bnj
ammesso che si possa porre

T = @ (U, U yeey Up ) (i=—1, 2,..,, n),
2= f(ar, a2y, @),

esprimere le successive derivate parziali della z wvispelto alle z, per
mez2o. delle a e delle loro successive derivate parziali rispetto alle &,

Dimostreremo che: I{ pi‘oblema é sempre risolubile nell” ipolesi,
nella quale noi ci metteremé, secondo cut, nel dominio -di Sp) ove oc-
corre tenere le variabili €, ooy Eny le @ sono tali funzioni delle § che
il determinante jacobiano

R b =iz )

risulti sempre diverso da zevo.
Dovremo dunque, in particolare, suppor-i'e (pag. 227) p =n.
Unicamente per semplificare la scrittura, ¢i metteremo nel caso
di due sole variabili indipendenti # e y. La z sia dunque funzione
delle due variabili indipendenti # e y, ed essendo a,, a,,.., a,
{(p =2) funzioni delle due variabili Ee N, si possa porre

T=(Rypry %)y Y=$( yury & )

2= f(a, you, ),
laddove il punto (£, y) & mantenuto in un dominio del piano in cui
& sempre '

@

: alp, §)
(2). 3 (E’ ) =36 ) :F'O
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Si osservi anzitutto che le derivate parziali successive
o 99  ob of % o% o*f
55 _6?’ _BE_"""—BW’ e m,..., 8_712’
delle o, ¢ e f risultano espresse, in virti della regola di deriva-
zione delle funzioni composte, per mezzo delle a; e delle successive
derivate parziali di queste rispetto alle variabili & e 4. Si ha

oz d 0z

dz —=—doe + — d
Pl o W
operando in questa relazione la sostituzione (1) risulty
@) - df— + e dcl» ,

e questa equazione si spezza nelle due seguenti

82 99 0z add 4§

oo oE Ty oE T aE
0% a9 0% 64) of
o o T oy o e’

Queste, in virth della (2), sono sempre risolubili nelle incogni-
te 2, e 2, e risolvendole si ottengono appunto le derivate indicate
espresse per mezzo delle a; e delle loro derivate parziali prnne ri-
spetto alle § e 7. Note le espressioni delle derivate prime z, e z,,

(4)

ecco come si ottengono quelle delle derivate seconde 2iz, Zay, 2,y.
Differenziamo 1’ equazione (3), ne risulta la seguente

2
) Srdg+2 I gy + 25 apr =ty — Lag— 2y,

oa® away ox oy
equazione che, posto per brevita ¢ = 4, ¢ =B, ¢, = C, by =D,

con che J—=AD — BC, si spezza nelle tre seguenti

a_% P p00% __ 8 9% % _ 020°%
o

axay 537’ e g oE® oy of’

2, 2 2 2
AG———}— 4D+ B0y 22 L pp¥Y_ 8 8 e 6z 0%

a oy 8y® 9Em owdEdN 9y oten’
Oza 9% 1)282 of o2 62@_8_28%
2 [ 2 2
o . 6woy oy om® o® o' oy o

Queste equazioni lineari sono sempre risolubili nelle incognite
%azy ay, 2y, i determinante dei coefficienti vale infatti J°. Risol-
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vendole, si ottengono appunto le derivate parziali seconde della z
rispetto alle e y espresse per mezzo delle «; e delle loro derivate
parziali prime e seconde rispetto alle £ e 7. Per il calcolo delle de-
rivate parziali terze della z rispetto alle x ¢ ¥y non si avrd che a
differenziare la {5). Si ottiene

+

8%z
Ay A=

aw‘”'
o? 0% ..

___d3 ___d3 __13 —
I e

2
92 dgdte 422 (d?d%-i—dw +‘;—yz2dcpd2¢

0%y

equazione che si spezza in quattro equazioni lineari nelle menzionate
quattro derivale parziali del terzo ordine della z; il determinante
dei coefficienti delle equazioni vale J¢ 3= 0.

I1 procedimento descritto & indefinitamente applicabile per il
calcolo delle successive derivate parziali della 2 rispetto alle z e y.
11 calcolo delle n 1 derivate parziali @ ordine n dipende dalla ri-
soluzione di un sistema di » -}- 1 equazioni lineari in quelle n 1
derivate. Si dimostra che il determinante dei coefficienti di queste
equazioni vale ‘

n(n4 1)

[JEw]I 2z .

Caso particolare. Sia z una funzione reale delle n variabili
reali indipendenti z,, @ ,..., #,; si prendano n nuove variabili indi-
pendenti ¥, ¥z ..., Yn, legate alle antiche dalle relazioni

Xy — @; (% 2 yoeey Yn) (i=1, 2;---; n),

e mantenute entro un dominio di Sy, ove & sempre

9 (P1y Payeesy Pn)
0
a (y],’ y?""’ yn) :F !

J (yu Ygseery Yn )=

8i vogliono esprimere le derivate parziali di 2z rispetto alle w, per
mezzo delle y e delle derivate parziali di z rispetto alle nuove va-
riabili y.

Per risolvere questo problema, che & caso particolare di quello
gia trattato, si puo, naturalmente, procedere applicando il metodo
generale gia dato; . ma in questo caso & spesso pilt celere condurre



§ 3. CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI 331

il calcolo nel modo che andiamo a spiegare. Le equazioni (4) si seri-
vono ora:

1, n

0z 09 _ 0%
; 0% OYr oWk

(k=1, 2,..., n),
esse ¢i daranno:
- 1, n

0% o% .
= ETA., o (=1, 2,.., n)

(6)

ove le A; sono note funzieni delle y. Le (6) risolvono il nostro pro-
blema per le derivate parziali prime. Ma osserviamo che,

1, n

8% 8 oz b 8%
7 — —_ Ape — —
@ om; 0w 0% OYr 0% 23 o

I, n :
I'\ 3 az

A; A E— A A

2 4 0Yr 2 e oYs 2 R S 0Ys a?/r 8?/3 +

1,n

aAks) 0%

+ 2 (2 oyr | 8ys ’
e con cido & risoluto il problema per le derivate parziali del secondo

ordine. Scambiando ¢ con k 1’ ultimo membro delle (7) deve rimanere
inalterato e pertanto fra le A devono sussistere le identitd seguenti

1,n 1, n

0Ars 04is .
E A, -—"— =) A (i, k=1, 2,.., n)

oYr

utilissime a tenere presenti per qualche verifica o qualche semplifi-
cazione nei calcoli.
Osservando che

R A ﬁ a3z
ow; gwe 0w 9% 0wx om | 0% o Amd, " Oy

Y
dalle (7), ponendo in lxiogo di z la’somma X A;92/9y: , si dedu-
t==1

cono le richieste espressioni delle derivate parziali terze. Ece.

Esempii. 1°) Sia u funzione delle due variabili x e y e si vo-
glia operare il cambiamento di variabili « = pcosf, y = p send, can-
giare ciod le coordinate cartesiane in coordinate polari. Facendo, nelle
formole precedenti n=—2 e operando le sostituzioni

o a) G s)
-’l‘lwz’?h?/z’
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si trova J=p,

A, = cosb, Aw:_"&nav
. p
A, —send, A,— c(;sﬂ .

Ne segue, per il parametro differenziale primo,

(G4 (G =5+ ()

e, per il cosidetto parametro differenziale secondo,
N . a % 62 1 o*u 1 du
'2 x2 + 2 + 02 + P 89

20) Sia % funzione delle tre variabili o,y e 2 ¢ s8i voglia opera-

re il cambiamento di variabili .
@ — p seng cosl, y =p seng senf, z=—rp cosep,

cangiare cio® le coordinate cartesiane dello spazio in coordinate po-
lari. Facendo nelle formole generali n—3 e operm)d_(i le sostituzioni

(saa) (50)
2,22, )" \yY.9, /)’

si trova J— p® sengy,

, 1 senf
A, = seng cosl, A,,— r cosgcosf, A ,—— psenp ’
1 cosl
A, —seng senf, A,,— 3 cospsenf, A, — oseng ?
1
A, —cosg, Am:*:——‘—)—semp, A, = 0.

Ne ‘segue, per il parametro differenziale primo
__[ouY? ou\? ou 2_(6u 2 1 (au 2 1 ou\?
A‘“—(ﬁ)+(ay)+<62)_ ap + o \ag) T psenty (6_0)’
e, per il cosidetto parametro diﬂ"erenziale secondo,
6 u
2 6w2+

82 1 % 1 32u 2 Ju cotq ou
9 3(P2+PS*‘“CP30 Pap+ Poo
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§ 4. Massimi e minimi.

81. Estremi liberi. — Sia A un qualsiasi insieme di uno spa-
zio 8¢y ad un numero qualsiasi # di dimensioni (n=1,2,..), ed in
A sia definita una funzione reale u —=f(P)=f(x,, %y ..., 2, ). 11 cosi
detto problema della ricerca degli estremi liberi, che ci proponiamo
dapprima di considerare, si pone al modo seguente: Trovare i punti
M di A per i quali f(M') ha il valove dellestremo inferiore di f(P)
in A ed i punti M” per i quali f(M”) ha il valore dell’estremo superioye.

I punti M e M” diconsi punti di estremo assoluto (su A),
i primi di minimo assoluto ed i secondi di massimo assoluto.
Indicheremo con M’ e M”, rispettivamente,.gli insiemi dei punti M’
e M”. T valori f(M'), f(M") diconsi estremi assoluti della funzione f(P),
su A, il valore f(M’) & il minimo assoluto, il valore f(M”) il massi-
mo assoluto.

Il problema posto, come ben si 8a, e come mostra una folla di
esempi, non ammette sempre soluzioni; solo se la funzione f(P) & con-
tinua in A e tale insieme & chiuso e limitato & assicurata a priori
(32, IV: teorema di Weierstrass) T esistenza della soluzione. Il
decidere appunto se il problema ha soluzione, i1 decidere se esi-
ste linsieme M’ dei punti di minimo assoluto e se esiste I'insieme
M dei punti “di massimo assoluto, la determinazione completa (pro-
vatane esistenza) di cl(iscuno di tali insiemi, il-calcolo del valore di
S(P) nei punti di ciascuno di questl ingiemi, sono compiti il cui as-
solvimento & continuamente richiesto in moltissimi problemi di ana-
lisi e di geometria ed anche nelle pitn modeste applicazioni alla pratica.

Evidentemente: 8¢ B < A, un punto appartenente a B di mini-
mo (massimo) assoluto per f(P) su A, é anche di minimo (massimo)
assoluto su B, ma non viceversa.

Un punto M di A dicesi estremante la funzione f(P), su 4 o
di estremo relativo, oppure, semplicemente, di estremo per la
funzione, su A4, se esiste un intorno I..4 di M, su A, tale che il
punto M sia di estremo assoluto per la funzione su I. 4. Se il punto
M & di minimo (massimo) assoluto su I..d, esso si dice minimiz~
zante (massimizzante) la funzione f(P), su 4, o di minimo
(massimo) relativo, oppure, semphcemente, ai minimo (di
massimo) per la funzione, su A.
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I’ insieme dei punti minimizzanti (massimizzanti) sard indicato
con M (con M). 11 valore f(M) & allora, come si dice, un minimo
(un massimo) relativo per la f(P) su A; si dice anche, semplicemen-
te, che f(M) & un minime (un massimo) per la f(P) su A, oppure
‘che esso & un estremo.

Evidentemente: M' < M,, M" < M ; s¢ B < A, un punto ap-
partenente « B minimizzante (massimizzante) f(P) su A é minimizzan-
te (massimizzante) anche su B, ma non viceversa.

Cio posto, il metodo classico che si segue per la ricerca degli
estremi assoluti della funzione f(P), su A4, & il seguente: Si costrui-
scono in A4 i due insiemi M e M'T’; se esiste il minimo (massimo)
assoluto di f(P) su A, esso si verificherda in punti appartenenti a
M (a M) e sara anche il minimo (massimo) assoluto di f(P) su M
(su M). Pub darsi che Vinsieme M, (1 insieme M) risulti costi-
tuito da un numero finito di punti, ed allorn sono presto trovati
quelli fra questi punti nei quali la funzione assume il pilt piceolo
(il pid grande) valore su M (su M). Non & detto perd che, in
generale, il minimo assoluto su M, (il massimo assoluto su M),

supposto esistente, sia poi il minimo (massimo) assoluto su 4. Cio
avverrd sempre Se 8i sa, a priori, che esiste 1’ indicato minimo (mas-
simo) assoluto, in particolare, avverra sempre se Vinsieme A é chiuso e
limitato e la funzione f(P) vi é continua.

La ricerca dei punti di M -4 M, estremanti f(P), su A, in-
terni all’ insieme A riesce facilitata da un teorema che sussiste nel-
P ipotesi, che andiamo ora a fare, della continuitd di f(P) in 4 e
della sua derivabilitd parziale rispetto a tutte le variabili z,.x, ,...,
@, , almeno una prima ed una seconda volta, in ogni punto interno
ad A4, con derivate continue in ciascuno di tali punti. Porremo

of . S _
W—-ﬁ’ O 0%y =Ja

Il teorema a cui abbiamo alluso & il seguente:

I. Se M ¢ un punto estremante f(P) su A interno ad A, si
deve avere

1) M) = f, (M) = . = fu(M) =0
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laddove la forma quadratica negli argomenti h,, Ay ey Ayt

1.7
() > fahh N,
ik

deve visultare semidefinita positiva o semidefinita negativa secondoché
il punto M é minimizzante o massimizzante.

Supponiamo, per, esempio, che nel punto M (x,, &, ..., & ), inter-
no ad A, si abbia un minimo; esistera allora un intorno circolare I
di M contenuto in A, tale che f(M) sia il minimo assoluto per f(P)
su I. Comunque si assegnino le n quantitd rveali, non tutte nulle,
A,y Ky gy Ay 8i potrd sempre, in corrispoudenza, trovare un numero
positivo ¢ tale c¢he il punto (@, + X, ¢,..., 2, -+ Ay t), variando il pa-
rametro ¢ nell’ intervallo ( — g, o) si antenga in I. Ne segue che
ponendo
Q) =S (@, + A, bty T A1), )
la funzione @ (¢) ha il suo minimo assoluto, su (— o, ), per t = 0.
Si deve di necessitd percido avere (46, II e XI) 9'(0)=0, ¢"(0) = 0,
e pertanto

L n 1, n
DA =0, ¥ faM)klM=0,
‘ ik

onde, per P arbitrarietd delle A, riesce dimostrato il teorema.

Ogni punto I’ di RA per il quale & grad f(P) = 0, cioé f (P)=
= f,(P)= .= [fo(P)=0, dicesi wn punto estremale di f(P).
In particolare, il teorema testé dimostrato dice che: Ogni punto e-

stremante f(P) su A, interno ad A, é un punto. estremale. Tale pro-
posizione sussiste, evidentemente, nella sola ipotesi dell’ esistenza e
della continuitd delle derivate parziali del prim’ ordine ; essa sussi-
ste anche, si noti, nella sola ipotesi della differenziabilita di f(P), e
se si osserva che un estremo per f(P) e anche un estremo per la
funzione della variabile t: d; (8) == f(®, 40y Tim1, @ b, Xigtyeeny T ) 81
vede che la proposizione vale anche nell’ unica ipotesi della prima
derivabilita parziale della f in M. Dalla proposizione enunciata se-
gue che:

Detto E U insieme dei punti estremali di f(P), se esiste il minimo
(massimo) assoluto di f(P), su A, esso é il minimo (massimo) assoluto
su B+ FA. Si ha dunque, in particolare, che: Esso & il minimo
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{massimo) assoluto su F, se 4 & un insieme aperto. Se I'insieme A
¢ aperto e non esiste in 4 alcun punto estremale di f(P), la fun-
zione & sprovvista, su A4, di ogni estremo (relativo o assoluto).

Si dice (cfr. pag. 139) che un punto M minimizzante (massimiz-
zante) f(P), su A, & propriamente tale oppure che esso fornisce
un minimo (massimo) proprio per f(P), su A4, se si pud costruire
un intorno I.4 di M, su A, tale che per ogni punto P apparte-
nente a I.4 — M, si abbia sempre f(P) > f(M)[f(P)<f(M)]. Sus-
siste il teoremn:

II. Se M(x,, z,,..., 2, ) & un punto estremale di f(P), interno ad A,
e s¢ la forma quadratica (2) riesce definita positiva (negative), il punto
M & minimizzante (massimizzante) propriumente lu funzione f(P) su A.

Supponiamo, per esempio, che la forma quadratica (2) riesca de-
finita positiva. Per la continuita della funzione X fi, (P)A; &y, delle
variabili @, @5, X, 5oy ln', & possibile determinare un intorno eir-
colare I di M, contenuto in A, in ogni punto P del quale riesca

1, n

@ Y Fa@®NN>0 quando [A[4..bik|=1
_

Dico che, e con ¢id il teorema & dimostrato, per ogni punto
Q(x, + Az, you.y -+ A, ) di T-—M si ha f(Q)>f(M). Ed invero
(n° 63) esiste un punto P, interno al segmento M@, per il quale,
posto 6 — X | Ax; | , riesce

o &2 Ax; Aﬂ

7 L
2 it G g

Osserviamo c¢he nella dimostrazione data dal teor. II non oc-
corre che fra i punti, P per cui deve valere la (3}, si trovi anche il
punto M, e pertanto possiamo enunciare il teorema :

III. Se M é un punto estremale di f(P), interno ad A ¢ se esi-
ste un intorno circolare I di M, contenuto in A, tale che, per ogni
punto P di T — M, la forma quadratica '

1, n

(4) Y faPk
ik

sia sempre definita positiva (definita negativa), il punto M é propria-
mente minimizzante (massimizzante) f(P) su A.
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Osservaziont. 1*) Nelle ipotesi ammesse, se M & un punto
estremamente f(P) su 4, interno ad A, dal teorema I discende, in
particolare, che si deve avere

{ =0 se M & minimizzante ,

Ji (M)=0, fi(M) i—=1, 2,.., n).

? =<0 se M & massimizzante

2%) Sono note dulPalgebra (cfr. Algebra, nt 129 e 131) le con-
dizioni necessarvie e sufficienti alle quali devono soddisfare i coeffi-
cienti di una forma guadratica affinche essa sia definita positiva o
definita negutiva. Invocando tali condizioni si possono dare ai teo-
remi I1 e III enunciati equivalenti nei quali non figura la forma
quadratica (4) ma, invece, figurano n determinate diseguaglianze
aperte alle quali devono soddistare le derivate seconde f . Nel caso
particolare (n = 2) delle funzioni f(x, y) di due variabili si ottengo-
no cosl i segmenti teoremi, la cui deduzione diretta dai teorr. Il e
JII & del resto facilissima. .

a) Se Mz, .yo) ¢ un punto estremale di f(x, y), interno ad
A, e se ‘

fxw (wo) yo) f!/y(ivo’ yo) - [f:vy (-1'/'0, yo) ]2 > 0 ’

il punto M & propriamente estremante Sz, y) su A4, esso & minimiz--
zante o massimizzante secondoché [fry (2, y,) >0 0 frx (2, y,) < 0.

b) Se M(xw, y,) & un punto estremale di f(x, y), interno ad A, e
se esiste un intorno circolave I di M, contenuto in A, tale che per
ogni punto (x,.y) di I — M si abbia :

Sz (0, Y) fyy (2, ¥) - [ foy (, y)]2 >0, fu(® ) >0[f (@, y) << 0] s

il punto M ¢ propriamente minimizzante (massimizzante) f su A.

Il teorema I da luogo poi al seguente :

¢) Se M é un punto estremante f(x,y) su A, interno ad A, st
deve avere i

Jo (M) =fy (M) =0, [foulM)fyy (M) — [foy (M) ? =0,

e o (M)Z==0, fyy (M)=0 se M & minimizzante, fop (M)="0, fy, (M)=20
se M € massimizzanie.

Il metodo dei minimi quadrati delle scienze speri-
mentali. Un’ applicazione importante della teoria svolta si ha nel
cosidetto metodo dei minimi quadrati impiegato nelle scienze speri-
mentali per ottenere un’ approssimata rappresentazione analitica della
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legge di un determinato fenomeno, quando questo sia stato osservato

per un certo numero di gruppi di valori dei parametri da cui esso

dipende. Il metodo indicato poggia sulla proposizione seguente :
Per la funziore quadratica

L,n 1,n

(1) f(w“ .’,6'2 gerey Tn ): 2 Uy Xp X — 2 2 bh Zn ‘+‘ C,
. hk 13

la forma quadratica X apy @y, oy sia semidefinita (o definita) positiva, se
esiste un punto estremale di f, esso fornisce il minimo assoluto di f, su 8.
Ed invero, se esiste un punto estremale Py (af,...,20), si ha

1, n
(2) ani @) = by,
Ek kWY 9
1, n
3) f(P)= —E ane @) &3 4o, f(P)— f(P, —2 “hk( oy, — o) (7 —af),

B cosi dimostrata la proposizione. Si osservi di pii che se la
forma quadratica Xapr 2p @ © definita positiva, le equazioni (2) sono
sempre compatibili, ed esiste percio un ben determinato punto estre-
male; in tal caso dunque la f possiede il minimo assoluto su 8§,
esso & anzi, in virti della seconda delle (3), un minimo proprio. Si
osservi ancora che, in ogni caso, la /, se non & costante, non ha mas-
simo su Sy, essa ha sempre I’ estremo superiore -} co, ¢ nel caso
<che non esista alcun punto estremale, nel caso cioe che le (2) siano
incompatibili, essa ha — co per estremo inferiore.

Cio posto, supponiamo, per semplificare, che un certo fenomeno
dipenda da un unico parametro ¢, variabile in un certo intervallo
(t', "), finito o infinito, ¢ si presuma che Pespressione analitica della
legge del fenomeno sia data dall’equazione

(4) U= (X, Ty 50y ¥y ),

OV X,y &y guury ¥y SONO  coOStanti numeriche e @ (¢, 2,2,,.,%,) & una
certa funzione delle » -1 variabili t, x,, 2, ,..., %, , definita quando
queste soddisfano alle condizioni seguenti: t éin (¢, t”), il punto (x,,..., 2, )
& in un certo insieme A di Sm). Si siano ripetute p esperienze, cor-
rispondenti ai valori ¢, ¢,,...,{, del parametro ¢, le quali abbiano dato,
rispettivamente, i valori u,, u,,..., 4, per la funzione u (valori, natu-
ralmente, affetti dagli inevitabili errori d’osservazione) come espres-
gione analitica della legge del fenomeno st assume allora la (4) pren-
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dendo le costanti numeriche x,, &, ,o.., &, in modo da dare alla Junzione

1, p
(5) S (@ 2y 50y Xn ):E oty )y Bgpesy @) — wi T
©

il valore del suo minimo assoluto su A. In cio consiste il metodo dei
minimi quadrati.
Il pint spesso si prende la ¢ della seguente forma:

(6) P (b @y By yesey @ ) =@, @, () -+ By P, (0) + oo + 20 P (8)
ove @, (t), @,(t) ..., Pn (1) sono determinate funzioni della ¢ definite in
(t,t”). L7insieme A & allora I intiero spazio Sp). In tal caso la (8)
¢ una funzione quadratica del tipo della (1), ove

1,» ,» 1, p
athE @n ()@ (8), ba :2 ui @u (i), 0:2 u .
D D D

Poiché ora & =0, la fsara provvista certo di punti estremali
¢ quindi di minimo, diversninente, come abbiamo osservato, essa
zivrebbe, su S, Vestremo inferiore — oo, cioé che non &. Dalla in-
dicata condizione di minimo verranno pero univocamente determinate
le costanti x,, #,,..., @, solamente nel caso, che & quello clie si pre-
senta quasi sempre, che la forma quadratica X ap o, 4 riesca defi-
nita positiva. .

Per esempio, nei fenomeni vibratorii, di periodo T, si prende

2
V’Et

2vr
@, () =1, @g,()=—sen (Tt), <p2,+1:cos(7 ) v=1,2,..).

Quando nella presunta forma della funzione ¢ le costanti nume-
riche  non souo contenute linearmente, alla determinazione appros-
simata dei pitt probabili valori di tali costanti si pud pervenire col
seguente metodo d’opprossimazioni successive. Sia 2 ,..., " un primo
gruppo di valori delle costanti @ che si ha ragione di ritenere vicini
ai valori pilt probabili per esse. Per esempio, se, come sempre av-
viene, p =>n, e se fra i risultati sperimentali che meritano pit fiducia
vi sono quelli relativi ai valori ¢, ,..., ¢, del parametro, (,.., 2% siano
determinati dalla condizione di soddisfare con una certa approssi-
mazione, al sistema @ (f , 7., #) = u (k= 1,..., n). Si pone allora

w,—@(t, &y, @) = ul® ¢t =1,., p),
Pz, (b2l 2D ) = @) () (k =1,..., m),

M, PicONE — Lezoint di Analisi infinitesimale — 22,
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e, determinate le quantita Ef’),---, Eg’) che rendono minima la sommas:
N 1,p
0 0 0 0)12
D L5 0 () o 5 00 () — T,
i

si pone ) =0 4 &0 (k=1,..., n). Si ripete ora il procedimento,

sostituendo le 2V alle 2@, e cosl via, Si porrd infine

@, = a0 + EO - ... 4 Em,

82. Applicazione geometrica: Concavitd e convessitd per
le superficie. — Si abbia una porzione di superficie regolare §, di
equazioni parametriche '
(1) z=x, v), y=yu,v), z=zu v),
e di base 1)y, . Denoteremo con 4, B, 0, i coseni divettori dell” as-
se normale positivo, porremo cioé (n° 58)
. 1 a(y, &) B— 1 oz, x) 1 a(z, y)
VEG — F* 9u,v) VEG — F? o, v)’ VEG o)

Sia P, (x,, ¥, 2, un punto della superficie, ad essa interno, sia-

no u, e v, i valori dei parametri u é v che competono al puunto P
ogni parte della snperficie §, avente per base un dominio quadrato
del piano (u, »), contenuto nel dominio Iy, , col centro nel punto
(uqy v,) € di semidimensione p, si denoti con la notazione 8§ (P, p) e
si chiami un’ areola (su 8) a base quadrata, di centro in P, e di
semidimensione p. Sia =, il piano tangente alla § nel punto P,, esso
divide lo spazio in due semispazii X' e X", orbene, se es1st,e una
areola, su §, avente il centro in P,
stinto da P, sia contenuto in uno determinato degli indicati due

tale che ogni suo punto, di-

Py

semispazii, si dice che ln superficie ¢ in P, concava o convessa. La
equazione del piano P, & ’

AO(X —370) + BO(Y——yO)+ OO(Z“‘zo>:O ’
e secondocheé il punto (X, ¥, Z) & in uno o nell’ altro dei due semi-
spazii 3 e 37 riesce A, (X —a)+ B, (Y —y,)+ C, (Z —2,) posi-
tivo o negativo; pertanto, considerando 14 funzione dolle doe varia-
bili u e v, definita in I)m,, ’

(2) o(u, v) ::Ao[m(‘." — @] 4 B[y "" = Y]+ Cl2(, v) —2,],
poiche ¢(uy, v)) =0, si ba il teorema:
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L. Condizione necessaria e sufficiente affinché la superficie S sia
concava o convessa nel swo punto P (u,, v)), ad essa interno, & che la
Junzione o(u, v), definita dalle (2), abbia in (uy, v,) un massimo o un
minimo proprio,

Supponiamo ora, di pid, che le funzioni w(u, v), y(u, v), 2(u, v)
possiedano anche tutte le derivate parziali del second’ ordine finite
e continue. Cid avverrd anche per la funzione ¢(u, v), e si ha

Pu (um ’UO) = P (uo’ ’Uo> =0 ’
e ponendo, come si fa @ ordinario,
D = Azw + Byuwu + C2us , D' — Amy, -+ Byu, + Oz ,
D’ = Ay, + Byvv + Oy )
si trova
Pun (gy Vo) == D(ug, v)) = Dy, Gup (%, v,)) = D'(uy, v,)= D’ ,
Pow (Ugy Ty) = D" (g, v) =D,".
Ne segue [teorr. ¢) e @) del n° prec.]:
II. Condizione necessaria affinché la superficie S sia eoncava o
convessa nel punto P (uy, v,), ad essa interno, & che riesca
D, D/ — D/? = 0.
III. Condizione sufficiente affinché la superficie 8 sia concava o
convessa nel punto Py (u,, v)), ad essa interno, é che riesca
D,D)— D2 > 0.
17 espressione DD — D & il discriminante della forma qua-
dratica
DV + 2D\ + D"p?
questa chiamasi la seconda forma fondamentale della superfi-
cie 8, riservando il nome di prima forma fondamentale della
superficie alla forma quadratica
. B)2 4 2F\p e Gp?,
gia incontrata a pag. 230. Il quoziente
_D_D', —_ DI?

dei discriminanti delle due forme, chiamasi la curvatura totale

K —
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o di Gauss della superficie. Un punto della superficie dicesi el-
littico, parabolico, iperbolico, secondoché in esso la curvatura
totale & positiva, nulla, negativa. Queste definizioni poste, i teore-
mi IT e III possono anche essere enunciati al modo seguente{

Nei soli punti (interni) ellittici o parabolici la superficie 8 puod
essere concava o convessa. In un punto ellittico (interno) la superficie
& certamente concava o conressa.

Evidentemente: Se un punto P, della superficie S, ad essa inter-
no, ¢ iperbolico, comunque si consideri un’ areola, su 8, di centro in P,
essa contiene punti dei due semispazii aperti X' ¢ X", secondo i quali
il pilano tangente in P, alla superficie divide lo spuzio.

Nel pm.nto P, (xy, Y, 2,) — interno — la superficie § sia concava
0 convessa e sia X il semispazio aperto che contiene tutti i punti
distinti da Py, di una certa areola §(P,, p), di centro in P, Si dird
allora che la superficie 8 volge, in P, la concavita verso ogni punto
del semispazio X' ¢ la convessita verso ogni punto del semispazio 3 ;
e se a, B, ¥ sono i coseni direttori di un asse r, non parallelo al
piano tangente in P, si dird che la superficie volge in P, la con-
cavitd nel verso dell’ usse » (la convessita nel verso dell’asse — »)
o nel verso dell’ asse opposto, secondoche essa volge in Py la con-
cavitd o la convessitd verso il punto (@, -+ a, y, + B, 2z, + 7). Si di-
rd — semplicemente — che la § ¢ in P, concava se essa volge ivi
la concavitd nel verso dell’ asse normuale positivo, convessa se essa
volge invece la convessitd nel verso dello stesso asse. Si ha evi-
dentemente che:

IV. 8e (X, Y, Z) é un punto non appartenente al piano tangente
alla 8 in P, e se a, B, Y sono i coseni direttori di un asse r non pa-
rallelo a questo piano, condizione necessaria e sufficiente affinche la S
valga in P, la concavita (la convessitd) verso il punto (X, ¥, Z) o

N

verso 1’ asse v & che la funzione
[A, (X —x) 4+ B (Y —y,)+ C(Z—2)]) @ (u, v),
oppure U altra
(Aoa + Bo B + 00 ) cp(u, v),
abbia in (u, v,) un minimo (un massimo) proprio. La superficie é in
P, concava se ¢ (u, v) ha in (u,, v)) un minimo proprio, convessa se la
stessa @ (u, v) ha in (ug, v,) un massimo proprio. Se P, é un punto
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ellittico della 8, essa volge la concavita (la convessitd) verso tutti i
punti dello spazio e verso tutti gli assi per i quali é

[4,(X — @)+ B, (Y — y)) + G, (Z—12)] D, >0 (< 0),
(dga + BB+ C,7) Dy >0 (<< 0)
¢ concava (convessu) in P, se D, >0 (< 0).

Se, in particolare, la superficie 8§ e data in rappresentazione
cartesiana, dall’ equazione 2z =— f(®, y), ponendo, con Monge,
0% oz 8%z 0% 8%
—a—w—_—: s W:g, W:r, ax—ay-:s, W:t’
si trova
b— :T’T_ D':——"—,,—;_—,, D":—————.—t———
I+pt g Vi4p'+¢* T+ +¢°
' vt — §°
E=arrer
pertanto, secondochd rt — >, =—, < 0, il punto della superficie &
ellittico, parabolico, iperbolico. Se P, & un punto el‘litti(m, secondo-
che », & >0 o <0, Ia superficie & in P, concava o convessa, e
volge ivi la concavitd nel verso dell’asse z o nel verso opposto. Si
osservi ancora che, nel easo attuale,
2 2 ’ 2 2
jzcapz - zw? =D, ai;pv :'fw—':;y:l)” gv(f — jy;p =D
pertanto, in virth del teor. &) dell’articolo precedente, si ha che: In
un punto parabolico P, della superficie z — f (x,y), centro di un’areo-
la tutta costituita di punti ellittici, in ciascuna dei quali la superficie

é concava (é convessa), essa & «altresi concava (convessa).

Esercizii. Si dimostri che: 1°) L’ellisseide, Viperboleide a due
falde e il paraboloide ellittico sono superficie a punti ellittici. L’ iper-
boloide ad una fulda e il paraboloide iperbolico sono superficie a
punti iperbolici.

20} Un ellissoide, un iperboloide a due falde e un paraboloide
ellittico, volgono in ogni punto la concavitda verso i punti interni, .
la convessitd verso i punti esterni.

30) La sfera di raggio B ba curvatura totale costante =—1: R2,

4°) Una superficie lnogo delle tangenti ad una porzione di cur-
va regolare e tutta di punti parabo]i'ci.
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83. Estremi legati o condizionati. — Nelle applicazioni si
presenta assai spesso il cosidetto problema delle ricerca degli estremi
legati o condizionati, il quale, nel modo pitt generale, si pone al mo-
do seguente: Su un insieme A dello spazio Sty @« -t p dimensio-
ni, trovare il minimo (massimo) assoluto per wuna funzione reale
S (@ gy @y Yy gy Yp ) delle n—-p variabili veali @; , yy , le quali perd
sono legate fra di lovo dalle p equazioni:

(1) Ph (@ ooy Ty Yy ¥p)=0 (k=1 ,.0p).

Denotando con A¢ Vinsieme dei puuti di 4 per i quali riesco-
no soddisfatte le (1), il posto problema si riduce, evidentemente, a
quello della ricerca degli estremi liberi assoluti della f su Ay, uoi
lo tratteremo dapprima nelle ipotesi seguenti: Le fuuzmmf, Py 9000y Pp
sono defiiite in tutto 4 e vi sono continue; le stesse funzioni sono,
almeno una prima volta, parzialmente derivabili in ogni punto in-
terno a A4, con derivate continue in ciascuno di tali punti; per
tatti i punti di 4o, interni a 4, si ha semprs

o ()
O (Y, sy Yp )

Supponiamo che il punto P, (},...; 2%, y?,..., y’?)di A,. (4 —FA)
si abbia, per esempio, il minimo assoluto richiesto. Poiché le coor-
dinate del punto P, (interno a A) soddisfano alle (1) e alle (2), nel-
Vinsieme A, , proiezione di 4, su 8, si pud costruire (75,1 e 70, I)
un dominio rettangolare R, avente il centro nel punto Xo(w‘l’,...,x‘;l),

nel quale dominio si possono calcolare p funzioni continue

Yo == Yr (@, 000y @p ) (k=1,...,p),
dotate di derivate parziali del primo ordine, finite e continue; per le
quali funzioni si ha y, (Xo)=y9] ¢ mentre il punto X (2, ,..,2,) va-
ria in R il punto [z,...., z,, ¥, (X),..., 4, (X)] si mantiene in Ao. Si
ha dunque, identicamente in R,
(¢ Pr [, gorsy Ty Yy (B gersy @ ) yevsy Yp (B, geeey X ) ] = 0.

Concepite tali funzioni sostituite alle yx nella f, si ottiene una
funzione F(x, ,..,x,) delle nu variabili 2, ,..,,, finita e coutinua
con le derivate parziali del primo ordine nel dominio R, la quale,
evidentemente, nel centro X di R assume il suo massimo assoluto
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su R. Devono, pertanto, nel punto X, essere soddisfatte le n equa-

zioni
(4) in (@, youryy, )==0 (i=1,..,n).
Ma si ba, in R, per ogni valore del’indice i,
of | & o 0%y 9% ok
K +2k31‘/k o T o 2 Bye o (h=1,- ),

e quindi, in virtd della (2), ponendo
6 (fw (P, gresy (Pp ) .
, 8@y Yiyr¥p) |
deve risultare J; (P)—=0(i—=1,..., n).

Ogni punto P di R4 per il quale siano simultaneamente veri-

Ji (Xy goeey Buy Y, yorny Yp ) == (i=1,..,mn),

ficate le n equazioni J; (P)=—0(i==1,...,n) sard da noi chiamato un ,
punto estremale di [ rvelativo alle equazioni (1). Cio posto, Panalisi che .
precede, conduce alla proposizione:

Ogni punto P estremante f(I) su Ag, interno a A, é un punto
estremale di f, relativo alle equazioni (1).

Se ne deduce: Detto Eo U’ insieme dei punti (di A) estremali di
JF, nspet(o alle equazioni (1), se esiste il minimo (massimo) assolu-
to, condizionato dalle equazioni (1), della. funzione f(P), su A, esso é
il minimo (massimo) assoluto della f su

E,.A,.(A—Fd4)+4,.FA.

Si ha percio il seguente metodo per la ricerca del minimo (inas-
simo) assoluto, condizionato dalle equazioni (1), della funzione f(P),
su A: 8i risolve il sistema di n - p equazioni in n 4 p incognite :
| Pk () yoers By Yy geney Yp ) = 0, (k=1,..., p),

Ly Ty Yygeeny Yp ) = 0, (¢ =1,..., n),
detto F U insieme dei punti, interni a A, le cui coordinate soddisfano

(®)

S
®

a queste equazioni, 8i trove il minimo (massimo) assoluto libero di f(P
su F+Ad,.FA.

Se, in particolare, 4, & un insieme chiuso e limitato — cid che
avverrd sempre se A stesso € chiuso e limitato — esistono, su esso,
il minimo e il massimo ussoluti della f, esistono, cio®, il minimo e
il massimo assoluti, condizionati dalle equazioni (1), della f, su A,
e pertanto in tal caso, il problema & subito risoluto se, in partico:
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lare, I’ insieme A & sprovvisto di frontiera (oppnre se essa. — quan-
do esiste — non ha punti comuni con A?) e se ]’ insieme I risulta
costituito da un numero finito di punti.

Nella pratica & spesso vantaggioso sostituire alla risoluzione del
sistema (5) di n - p equazioni, quella di un altro sistema di n - 2p
equazioni in altrettante incognite, nel quale le variabili @; e y; ven-
gono trattate alla  stessa stregna, A questo sistema si giunge come
segue. In virtd della diseguaglianza (2), & sempre possibile, per ogni
fissato punto P(@, .., @n, Y, 5oy Yp ) di Ao, determinare p quantitd
X, 5oy Ap tali che si abbia:

ayk + E =0 (k=1,.,p).

D’ altra parte, se il puuto P(®, yoesy By Yy 4eeey Yp) & anche in Hy,
se ciogé le sue coordinate verificano le equazioni J; = 0, per ogni
valore dell’ indice ¢ (1 == 1,...,, n) 8i potranno determinare p quantita
Nii 5 N2iyeeny Npi DT le quali riesce

) <
) (h =1,.., p).

G(Ph+2 acph%_o

Combinando le p ~+~1 equaznoni (7), linearmente fra di loro, con i
coefficienti 1, A, = Ay, Si trae- '

8/‘ +E 6‘% 2 ( 2 acph) 0,

e quindi, in virth delle (6),

aw, + 2 A (i=1,.., n).

Viceversa, com’é® evidente, se per un punto P di A(p riesce

(6)

8)

possibile la determinazione delle X in modo che risultino verificate

le (6) e le (8), per esso risultano altresi verificate le (5). Possiamo
dunque dire che :

8i ottengono tutti e soli i sistemi di soluzioni del sistema di equa-
ziont (B), prendendo le x; e le y, in tutti i sistemi di soluzioni del
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sequente sistema di n-42p equazioni, nelle n —~2p incognite x;,
Y& » A ’

Pk (F) yorey Zny Yy geery Yp) — 0,

af | X . om (k=1,..., p)
=z A =0
9) v T Eh Yow
9 1, p E) .
aa'f “}_E ')Lh—:")-%’f =0 (t=1, ... n).
7 h i

Si osservi che i primi membri delle ultime = -}p equazioni di
questo sistema sono le derivate parziali rispetto a tutte le y; e a;
della combinazione f- X\; ¢n, venendo, le A,, riguardate come co-
stanti., Si osservi altresi che la forma simmetrica del sistema (9) ri-
spetto alla totalitd delle variabili x; e y; consente di asserire che:
Per ogni punto estremante f(P), su Ao, interno ad A, devono di ne-
cessita essere wverificabili le (9) nella ipotesi pin generale, che esista
sempre un determinante maggiore, diverso da zero, della matrice ja-
cobiana:

a((p(""’ CPP) .
(@) yousy @ny Yy yeey Yp)
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