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CAPITOLO IV.

GENERALFI'A SULL’ INTEGRAZIONE.

§ 1. Estensione degli insiemi di punti.

84. Estensione degli insiemi somme di dominii rettan-
golari. — Nello spazio S, a r dimeusioni, sia B un dominio ret-
tangolare di punti estremi (015 @5y @), (@), @y ,.y @), chiama-
8i estensione o misura di R, e verrd indicata con la notazioue
est R o misR, oppure, semplitemente, con la lettera B la seguente
-quantitd positiva

(a'l' — a;)(a, —-a'z)... (a;' —a,).

L’ estensione di R chiamasi, per » == 1, la lunghezza o I’ am-
piezza dell’ intervallo (a’, a”’), per # =2, I"area del rettangolo R a
lati paralleli agli assi coordinati, per »r=—238, il volume del parallele-
pipedo rettangolo R a lati paralleli agli assi coordinati.

Siano ora R,, R,,.., R, due o pill dominii rettangolari, a due
& due senza punti interni comuni. Si pone allora

1,n 1, n
estz R; — 2 est B; .
i b

In generale, osservando che se i dominii rettangolari R; , R ,...,
R; hanno in comune un punto che sia interno a ciascuno di essi,
il prodotto RB; « By ..... B; & un dominio rettangolare e convenen-
-do di attribuire il valore zero al simbolo est( R; . R ..... B ) tut-
te le volte che quel prodotto non esiste o non & un dominio rettan-
golare, si pone

I,n

I.n 1, n
esbz R; :z est R; -—E est( R « By)—
i 3 ik

1,n

— > est(Ri.Ri. Bi) —..—est(R, . R,.... Ry).
ikl
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85. Lemma fondamentale della teoria dell’integrazione.—

Nell’insieme limitato A4 dello spazio 8 sia definita una funzione-

I = I(T) dell insieme variabile T, la qualé goda delle seguenti

proprietd: @) & sempre I(T)=0; b) se T'<<.T", riesce sempre-

IT)=<<IT"), e si ha quindi sempre I(T)=<<I(A4). Sia R un qua-

3 » . . -/
lunque dominio rettangolare, di punti estremi (aj, ay,..y a.), (af

a, o, a;’) contenente A, e facciamo le seguenti operazioni, il cui

”
27
insieme indicheremo con [0]: 1*) si divida ciascun intervallo (a; ,
a}) (i=1, 2,..., n), mediante i punti

#0=a, W, oM, 2, +D =g’

1 1 (1 11 1 1
nel modo pilt arbitrario, in n, -1 intervalli parziali, ed indichia-
mo con

(1) By g, ... 5 F=0, Ly n5 Ty =0, 1wty Rgpunsy br =0 Loy 24) .

il dominio rettangolare avente, per punti estremi, i due punti
& (& k-1 (ko1 k1
(@0, 2,y 2l ), (af D, oD, bt )5
con Axkd 1a differenza :cski’*'l) ——xﬁka’) , con & la pid grande fra le
1 v

diagonali dei dominii rettangolari (1), secondo i quali risulta decom-

posto il dominio R ; 2*) fra tutti questi (n, -+ 1)(n, 4 1) ... (n, 4 1)-

dominii rettangolari, si prendano solamente quelli che hanno almeno

un punto in comune con A, e per ognuno di questi indichiamo con

Tyx,...n il suo prodotto con 4 ; 3%) si calcoli la quantitd’

o = Znggee tor L( Tty ... 1 JESU Bz, 3 =
_ ) A (s (k
=gy e b L(Thypy ... L DAl . Aaltr),

Ordiniamo ora le operazioni di [0] al modo seguente: Per ogni
operazione O, alla quale competa il valore ¥ della massima diagonale
dei dominii vettangolari (1), di decomposizione del dominio R, dicia-
mo ad essa segue'nti tutte quelle alle quali competono valori minori
della indicata massima diagonale. La variabile ordinata oy, che cost
si ottiene, si dice ottenuta facendo tendere a zero lu massima diago-

nale 8 dei dominii wvettangolari di decomposizione (1), ed i limiti di

o; si denotano con i simboli

Tim’ lim”
30Tt 3.0 I

i

e i s
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Al variare, in tutti i modi possibili, dclla decomposizione de-
gli intervalli (a;y @), la variabile o; descrive un insieme numerico
31 4i numeri non negativi, otbene sussiste il seguente

Lemma fondamentale della teoria dell’integrazione.
Detto N Vestremo inferiore dellinsieme numerico 21, si ha

lim’ __ lim”
(2) 8017 3-0

o7 =N\.

Per semplificare 1’ esposizione dimostréremo il lemma nel caso
particolare »—2. Avvertiamo, anzi, fin da orh-, che — non ostan-
te che Vintiera teoria svolta nel presente capitolo valga, quasi sem-
pre, qualunque sia il valore della dimensione r» dello spazio — noi,
per maggiore chiarezza e per abbreviare, circostanzieremo le defini-
zioni ed esporremo le dimostrazioni dei teoremi considerando, per lo
pil, il caso particolare »=—= 2, laddove enunceremo sempre i teoremi
affatto in generale. Consigliamo perd allo studioso I’ utilissimo eser-
cizio di rifare le definizioni e le dimostrazioni per i valori 1 e 3 di ».

Sia dunque 4 un insieme limitato del piano (x,y) contenuto nel
dominio rettangolare R [ (a’, b); (a”,")]; mediante i punti z,—=a’, 2,, »,,
vy Bony a1 =5 Yo =, Y1, Yy yoey Yn y Yngr =b", si dividano gli inter-
valli (¢/,a”) e (0',b”), nel modo pid arbitrario, rispettivamente, in
m--1e n+41 parti. Poniamo Awp=—tpy, —as(h=0,1,2,..., m),
Ayx = Yrp1 — Yr (k==0,1,2,...,n) ed indichiamo con Ry il dominio
rettanrgolare di punti estremi (@, ¥x ) © (Tnp1, Yry1). Mediante il re-
ticolato 7, formato dalle m rette verticali ® =z, (h =1, 2,...,m) e dalle
n orizzontali y =y, (k = 1,2 ,...,n); il rettangolo I risulta decompo-
sto negli (m-—]—l)' (n 1) rettangoli Ry Fra tutti duesti rettangoli
consideriamo soltanto quelli che hanno almeno un punto in comune
con A, ed iuf{ichiamoue con T4y il prodotto per 4. Posto

or = X 1 (L) est By —= X, I (Thi) Axy Ay
devo dimostrare che vale la (2), A denotando V’estremo inferiore del-
Pinsieme X7 di numeri non negativi, descritto da oy, al variare, in
tutti i modi possibili, delle decomposizioni degli intervalli (a’, d") e
(b',0"). Devo ciod dimostrare che, comunque si assegni un nurmero
positivo €, ne esiste un altro d: tale che per tutte le indicate decom-
posizioni del rettangolo I in rettangoli parziali per i quali la mas-
sima diagonale ¥ non supera 3, si ha sempre
3) A=or=A-}s.

M. PicoNE — Lezotni dv Analisi infinilesimale — 23.

ot
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Cominciamo dall’osservare, a tale scopo, che, comunque si con-
sideri un dominio rettangolare R® contenuto in R, indicando con’

oV =30 I(T,) Az, Ay, ,
quella parte di o7 proveniente dalla somma dei suoi termini relativi
a tutti e soli i rettangoli contenuti in RY, si trova
N=TI(4.RB") I Az, Ay, < I(A.RV) est RM.
Cid posto, ragioniamo al modo seguente: Poiché A & I’ estremo

inferiore dell’insieme numerico X7, comunque sia preventivamente
asseguato il numero positivo e, esistera almeno un numero oy di X,

minore Qdi A--e. ‘Siano m, e n, i punti di suddivisione, rispettiva-
mente degli intervalli (¢/,a”) e (V',D”), & questi interni, competenti
alla somma op. Dico che se 3, & un tal numero positivo da risultare
[mg (V" — D)+ n, (@ —a)]I(4).3, <A+e—op,
per 3 =<C 3, riesce sempre verificata la (3). Indichiamo con », il reti-
colato relativo alla somma oy per ogni altra somma oyindicheremo
con c’l quella parte di essa che proviene dai rettangoli di decompo-
sizione non attraversati da nessuna delle rette del reticolato », , e
con o la parte rimanente. In virta dell’ osservazione premessa si ha
¢ < gy, laddove, se d<C3,, si ha
of= X, LT est R, <T(A) 3, est R,, <

Rk ==
=I(d)[m V" —b)+n (a"—a)]d <h4e—oap,
Ne segue, per 33, o, =0, 4 oy < A--e. I cost dimostrato
il lemma.

- Esso deve essere completato dalla seguente
Osservazione. Il limite \ della somma o, é indipendente dal do-
minio rettangolarve R, che si considera, contenente il duto insieme li-
mitato A. Detti, invero, P'(p;, p, .y p.) © P7 (97, D,y p)) i punti
estremi di 4, si vede immediatamente che se (p| — p)) (p; — ;) .
(p, —p.)=0, riesce k=0, e che, nell’altro caso, qualunque sia il
dominio rettangolare I? contenente A, che si considera, si ottiene

sempre per A il valore a cui si perviene considerando il dominio ret-
tangolare aventi per punti estremi i punti P’ e P”.
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86. Estensione degli insiemi limitati. — Se, per definizione
della funzione I(T') del ne precedente, poniamo identicamente,

I(T)=1,

posto allora ¢, ==g¢, si ha:

I
(1) G = Ehk est Ry— th Axy Ayy y

ove la somma & estesa a tutti i dominii rettangolari Ry aventi, al-
meno, un punto in comune con insieme limitato 4. I’ estremo in-
feriore dell’ insieme numerico X, descritto dalla variabile o, definita
dalla (1), al variare, in tutti i modi possibili, della decomposizione
dei lati del dominio rettangolare I contenente il dato insieme A,
chiamasi per definizione, Pestensione delPinsieme limitato 4 e viene
denotato col simbolo est 4 oppuro, bene spesso, con la stessa let-
tera 4. Il lemma fondamentale della teoria dell’integrazione dato al
ne pree., consente di asserire che: Indicando con 3 la massima dia-
gonale dei dominii vettangolari secondo i quali é stato decomposto il
dominio R, si ha:

8“_[,"0 zhk est —th =est A — A.

Se, in particolare, dividiamo ciascun lato di B in n parti eguali,
si ha est Ry— R:n? avendo posto R=—est R. 1] numero v(n) dei
rettangoli Iy, aventi, ciascuno, almeno un punto in comune con A4,
riesce allora una ben determinata funzione di n; al divergere di n
la variabile v(n) B : n* & subordinata alla variabile o definita dalla (1)
e si ha pertanto anche:

n]_]fnoo %(”2—) R—est A— A.

Si dimostra _poi subito che: L’estensione di un insieme somma di
dominii rettangolari, com’é stata ora definita, coincide con Vestensione
dellinsieme stesso com’é stata definita al n° 84.

Dimostriamo 1’ importante teorema:

I. 8¢ A ¢ A’ sono due insiemi limitati e se A’ << A si ha sem-
pre est A’ <Sest A.

Per il caleolo dellestensione di 4 e di 4" consideriamo un do-
minio rettangolare I¥ contenente 4. Decomposto al solito modo, il
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rettangolo I in rettangoli parziali Ry, quelli, fra questi, contenen-
ti almeno un punto di A’, sono tutti fra quelli contenenti almeno
un punto di A4, pertanto, la somma ¢’ delle aree dei primi non su-
pera mai la somma o delle aree dei secondi. Dalla relazione ¢’ <o,
passando al limite per d infinitesimo, si deduce est A'<"est A.

Da questo teorema si trae un metodo di calcolo dell esten-
stone di un insieme, che sard spesso seguito. Dato Iinsieme li-
mitato A4, supponiamo che .si riesca a costruire due famiglie [4'] o
[4”] di insiemi limitati 4" e 4", tali che: 1°) ogni insieme A’ sia
contenuto in A4 e ogni insieme A" contenga A; 2°) le due classi di
numeri [est 4] e [est.A"], rispettivamente descritte dai numeri est4’
e est.Ad” supposti noti, riescono contigue; si ha allora, evidentemen-
te, che: I’ estensione di A & il numero di separazione di queste due
classt numeriche.

Si osservi che I estensione di un insieme pud, in particolare,
risultare nulla. Sard nulla Vestensione di un insieme che sia conte-
nato’in una. famiglia di insiemi, le cui estensioni formano una classe
di numeri avente lo zero per estremo inferiore. Si vede subito cosi che:

IX. L’estensione di un insieme limitato di un 8, considerato co-
me insieme di un S, é sempre nulla, se q >r.
Si dimostri, per esercizio, che: L’estensione, sul piano, di una

circonferenza é sempre nulla. L’estensione, su Sy, di un dominio di
" Sy ¢ sempre maggiore di zevo.

Decomposizione elementare di un insieme limitato.
Dato un insieme limitato A, diremo che gli insiemi d,,4,,.., 4,
provengono da una decomposizione elementare dellinsieme A, oppure che
A ¢ la somma elementare degli insiemi A, A,,..., A, , & scriveremo

l,n.
A=a, A+ o, oppure 4=3 4,

1,n -
se: 10) si ha 4= 3; 4;, 20) considerato un dominio rettangolare R
contenente 4 e decompostolo, al solito modo, in rettangoli parziali
Ry, detta s Ta somma delle aree dei rettangoli Ry ciascuno dei quali
contienc punti appartenenti a due, almeno, degli ‘iusicmi A,4,,.,4,,
si ha:

lim __ .
(2) 8_»08__0. .
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Sussiste il teorema:

1,n . 1,n
IIL. Se A:E A; , si ha est.A:E est A, .

Basta dimostrarlo per n=—2. Considerato un dominio rettango-
lare I¥ contenente 4 e decompostolo, al solito modo, in rettangoli
parziali Iy, diciamo o la somma delle arce di questi rettangoli con-
tenenti, ciascuno, almeno un punto di A4 e diciamo o, e g, le somme
analoghe per gli insiemi 4, e A4,. Si ha evidentemente o, -} 6, ==0 -3,
e quindi in forza della (2), passando al limite per 3 infinitesimo,
estd, - est 4,—est 4.

Insiemi limitati misurabili. Ogni iusieme limitato di S,
Ia cui frontiera ha, su 8, estensione nulla, dicesi misurabile su S,.
L’estensione su 8, di un insieme A misurabile, su 8, dicesi an-
che la sua misura, su S, Essa si denota anche con la notazione
mis 4. La misura, sulla retta, di un insieme di punti della retta,
misurabile sulla retta, dicesi anche la lunghezza delV’insieme. Un in-
sieme del piano, misurabile sul piano, dicesi anche quadrabile, la sua
misura, sul piano, dicesi anche area dell insieme. Un insieme dello
spazio ordinario, misurabile su questo spazio, dicesi anche cubabile,
la sua misura, sul detto spazio, dicesi anche volume dell’insieme. Di-
cendo, in seguito, che !’ insieme A di S, ¢ misurabile sottintende-
remo sempre di parlare della sua misarabilitd su 8y e per misura
di A intenderemo sempre la sua misura su 8.

Evidentemente, se due o piut insiemi limitati di S hanno, cia-
scuno, un’estensione nulla, anche la loro somma ha un’estensione
nulla. D’ altra parte, se 4,, 4, ..., 4, sono insiemi di S, si ha (

F(d,+ A, + ..+ 4,)
F(d, « Ay « o . A,)

F(A,—A)<FA,+FA,,

onde segue il teorema:

<FA,+FA,-..+FA,,

IV. Se due o piu insiemi di Sy sono misurabili anche la loro
somma e il loro prodotto sono misurabili e la differenza fra due qual-
sivogliano di essi é pure misurabile.

I importante il teorema:
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V. Siano A, A,,..., A, insiemi misurabili di un medesimo spazio
1 29 ]
8¢y, @ due a due senza punti interni comuni, si ha allova che:

A F Ayt A=A, + A4, A,

e pertanto

1L, n

estﬁ A4; — 2 est A; .
i £

Basta dimostrarlo per # =2, Detto R un dominio rettangolare
contenente 4, - A4,, decomponiamolo, al solito modo, in rettangoli
parziali P ; ogﬁullo di questi rettangoli che contiene un punto di
A, e un punto di 4, contiene un punto di F.4,4-FA4,.

Ne segue, assai facilmente, che se 4, B, C,.., sono insiemi
misurabili di un medesimo spazio Sy, si ha

mis (4 4 B) =— mis A} mis B — mis(4 . B),
mis (44 B -+ €)= mis A 4+ mis B + mis C — mis (B. C)—
— mis(C. 4)—mis(4.B)—mis(4.B.C) (), |

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

Dal teorema V si deduce che per decomporre un insieme misu-
rabile 4 in due o pilt altri misurabili, basterd costruire due o pit
ingiemi misurabili che, a dune a due, abbiano, in comune, al piiy,
punti della loro frontiera, contenuti, ciascuno, in 4 e tali che la
totalitd dei loro punti esaurisca tutti i punti di 4.

Osservazione. Sia A un insieme misurabile, per ottenere la
misura dell’insieme si pud anche procedere al modo seguente: Preso
un dominio rettangolare R contenente A, decomponiamolo, al solito
modo, in rettangoli parziali I e facciamo la somma o delle aree
di quelli fra questi rettangoli costituiti, ciascuno, di punti interni ad
A, si avra anche:

Hm @ __ .
3-0° —mis 4.

(*) Beninteso, se 'insieme 4 . BB, C. ... non esiste con i simboliest (4.B.C....),
mis (4.B.C....) si conviene di indicare lo zero.
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87. Nozioni complementari e calcolo di alcune aree e di
alcuni volumi. — Nella definizione della estensione per un insieme
limitato c¢i siamo riferiti ad un particolare sistema di assi coordinati,
onde sorge spontanea la domanda. L’estensione di un insieme limi-
tato & forse dipendente dai particolari assi coordinati ai quali ci si
riferisce? Si risponde negativamente, poiché sussiste il seguente teo-
rema che andiamo a dimostrare :

I. Due insiemi eguali A e A* hanno sempre la medesima esten-
sione,

Come si sa, due insiemi 4 e A" diconsi eguali se fra i loro
punti s8i pud porre nna corrispondenza biunivoca tale che detti Pe
@ due qualsivogliano punti di 4 e P* e @* i corvispondenti punti
di A4*, si ha sempre lung PQ —1lung P*@*. Limitandoci, come sem-
pre, a considerare gli insiemi del piano', si comincia dal constatare,
¢ido che proponiamo di fare al lettore, che, considerando nel piano
{(®,y) un qualunque rettangolo, anche a lati non paralleli agli assi coor-
dinati, Varea del rettangolo, com’® stata definita al no pree. (pag. 355),
¢ sempre data dal prodotto delle lunghezze dei suei due lati. Cid
posto, siano A e A* due qualsivogliano insiemi eguali del piano (z, y),
devo dimostrare che A —est 4 —est A*— 4* Sia R’ un dominio
rettangolare del piano (z, y) contenente A4 ed R* quel tale rettan-
golo dello stesso piano che linsieme R* - 4* riesca eguale all’in-
sieme R’ 4. Col solito reticolato variabile #*, formato da due fa-
miglie di rette parallele ai lati del rettangolo R* decomponiamo tale
rettangolo in rettangoli parziali R:k e diciamo ¢* la somma delle aree
di quelli fra questi rettangoli che hanno, almeno, un punto in co-
mune con A* 3% la massima diagonale di quei rettangoli. In forza
dell’osservazione premessasi ha o* = A4, lime* (8 -~ 0) = A. D’altra par-
te & sempre (86, I)c* = A* onde segue, intanto, A = A*. Sia ora
R[(a,a”); (0, 0")] un dominio rettangolare, del piano (x,y), conte-
nente R* mediante il reticolato variabile #», formato da due fami-
glie di rette orizzontali e verticali, decomponiamo I in dominii ret-
tangolari parziali R e diciamo o la somma delle aree di quelli fra
questi dominii che hanno, almeno, un punto in comune con 4*. Co-
muaque si assegni un numero positivo ¢ & possibile costruire un
particolare reticolato 7 tale che per esso risulti 6 <A* e Sia m
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il numero delle rette verticali e n quello delle rette orizzontali del
detto reticolato 7 e diciamo 9, un uumero positivo per cui riesca

2{m @ —b)fn@ —a)]d < A* 4 —0.

Con un ragionamento analogo a quello fatto al ne 85 (a pag. 354)
si vede che per ogni reticolato #* al quale corrispondono rettungoli
di decomposizione del rettangolo R* aventi, ciascuno, una diagonale
non superiore 3., risulta
' Ac*<A*+}e.

Si ha dunque, data Parbitrarietd di g, A << A* Ne segue 4 == 4%,
poiche abbiamo gid visto che A = A4* .

Due insiemi A4 e A* Qiconsi simili se fra i punti di essi si pud
porre una corrispondenza biunivoca tale che detti P e @ due qual-
sivogliano punti di 4 e P* ¢ Q* i corrispondenti punti di A* si
abbia sempre lungP* @Q* =k .lungP@, ove k & una costante positiva.
Tale costante chiamasi il rapporto di similitudine. Poggiandosi sul
teorema precedente si dimostra subito che:

IL. Se i due insiemi A e A*, di 8, sono simili, detto k il rap-
porto di similitudine si ha estA* =k estd.

Allo stesso modo si dimostra che :

III. Detto a Vangolo diedro (non ottuso) fra due piani © ¢ =
dello spazio, fra U estensione di un qualsiasi insieme A di = e Vesten-
sione della sua protezione mtogonale A’ su 7', sussiste la relazione
est.d’ =—cosa . estA.

1

IV. Avea del parallelogrammo. I1 parallelogrammo, come qual-
siasi poligono piano, avendo la frontiera costituita da segmenti di
retta, & misurabile (86, II). Il parallelogrammo P = ABCD del pia-
no (@, y) abbia i lati opposti AB e CD, rispettivamente, sullasse x
e sulla retta y —=h. Sia b la Tunghezza del lato AB, ¢ quella del la-
to AC, I’ angolo BAC sia acuto e di a radianti (A == csena). Essen-
do n un qualsiasi numero mnaturale, mediante le rette orizzontali
Yy=th:n(t=0, 1,..., n) dividiamo il parallelogrammo P in x paral-
lelogrammi parziali P, = ABA,B,, P,=A,B/A,B,,.., P,= 4,3
By, 0D, denotando con A4; e B; i punti secondo i quali la y—ih:n
incontra, rispettivamente, i lati AC ¢ BD di P. Proiettiamo, orto-
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g01la.]mente, i punti 4; e B; sulla retta y—(¢ — 1)h:n e sulla retta
y=( 4+ 1h:n e diciamo A{~—D e Bi-1) le proiezioni sulla prima,
A{D e B le proiezioni sulla seconda. Si ha:
AV B, A BY, <P, <A, B AP, Bi
e quindi
h I/ h h
(b— o cota) il < area P; < (b—}— — cot a) e
n n n n

e pertanto «
h? h?
bh - cota < area P << bh -+ e cota ,

ne segue, facendo divergere n
? )

area P —Dbh — b¢ sen a.

V. Area del tr'i(mgol'o. Per il triangolo T'=ABC 1 lati CA e
OB abbiano, rispettivamente, le lunghezze a e b ¢ 1 angolo BGA sia
di 71 radianti. Le parallele per B e per 4 ai lati AC e OB si in-
contrino nel punto €. Il parallelogrammo CBAC’ & decomposto (ele-
mentarmente) dalla sua diagonale AB in due triangoli eguali, si ha .
pertanto (teorr. I e IIT, 86) 2areaT — abseny. Senza invocare Uegua- °
glianza dei due triangoli ABC e ABC(C', si giunge allo stesso ri-
sultato al modo seguente. Disponiamo il lato CB di T sull’ asse
delle z e diciamo h—aseny I’ ordinata (positiva) di 4. Denotiamo
con B; e O;i punti secondo i quali le rette y=th:n (i=0, 1,..., n)
incontrano, rispettivamente, i lati 4B e AC di T, con T il trapezio
B;.1 C;_1 B; C; ,‘Tn ¢ un triangolo. Si ha T'=3! T, lungB; C; —
= b(n—i):n. Parallelamente al lato AC proiettiamo il punto B;
sulla retta y—(i — L)h:n e sulla retta y=(i - 1)h:n, e diciamone
B{—D e BEtY le proiezioni. Si ha
0,,B{™ B, <T,<0_, B, 0B

i—1 ?

e quindi (teor. IV)

—i — i1 K
b et R <<area T; << b w 2 (i—=1, 2,..., n),
noon _ n n
e pertanto
—1 )
b~ < area T << bh ntl

2n 20 !
ne segue, per n divergente, area T'=—=0bh:2,
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V1. Avea del settore ellittico. Al variare del parametro f nel-

P intervallo (0, 2x), il punto ‘
x — acosf , y—bsend, (@>0, b>0)
descrive un’ ellisse col centro nell’ origine O delle coordinate, di se-
miassi @ e b, Siano a e § (B >«) due valori di §, A e B i corri-
spondenti punti dell’ ellisse, chiameremo settore ellittico S (A, B) lo
insieme dei punti non esterni all’ ellisse contenuti nell’angolo AOB.
La frontiera di §(4, B) & costituita dai due segmenti di rette OA
¢ OB ¢ dall’arco C(4, B) determinato sull’ ellisse dai punti A e B.
Dividiamo P intervallo (a, f) in » parti eguali, wediante i punti 6; —
—a+4if—a):n (=0, 1,.., n) e diciamo A; il punto dell’ ellisse
corrispondente al valore 6; di 6, B; il polo, rispetto all’ ellisse, della
corda A; ; A; di essa. Poniamo
1,n 1,n

(1) o To= 3, triang (A, 1 04;), T.= D triang(A;_; B; A; ).
¢ i

n

Si ha
T,<84,B<LT,+1T,, CA B T,

e si trova (con facile calcolo)

ab —a , —a — a\?
area T, =—n —— sen B——-, area T’ — nabtang P - sen i )
2 n " 2n 2n

lim
n 00

lim

ab
" oo areaT,,—_——;—T (B — a),

area T;z —=0.

Ne segue: Il settore ellittico 8§(4, B) & misurabile e la sua area
& data da ab(3 —a)/2. In particolare, per a—0 e B—2=x, si trova
che I’ area dell’intiera ellisse & data da mab.

VII. Avea del settore iperbolico. Al variare di § da —oco a —}-co,
il punto '
x=—acoshf, y—bsenhd (@>0, b>0),

descrive un ramo di iperbola, col centro nell’ origine O delle coor-
dinate, di semiassi @ e b. Siano a e B (8> a) due valori di 6, 4 e
B i corrispondenti punti dell’ iperbola, chiameremo settore iperbolico
S(4, B) Iinsieme dei punti non interni all’ iperbola contenuti nel-
I’ angolo AOB. La frontiera di 8(4, B) & costitnita dai doe segmen-
ti di retta 04 e OB e dall’arco C(4, B) determinato sul conside-
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rato ramo di iperbola dai punti A'e B. Dividiamo 1’ intervallo (a, ).
in n parti eguali, mediante i punti 6; —= a 4 i(B—a): n, (i=0, 1,..., n)
e diciamo 4, il punto dell’iperbola corrispondente al valore 6; di 6,
B; il polo, rispetto all’ iperbola, della corda di essa A;_; 4; . Facen-
do le posizioni (1) si trova

T,~T,<8(4,B)<1T,, CA4, B<1T,,

l ab li
n—l>moo area Ty ~T2 B—a), n—l>moo

n
area _’l’;l = 0.

Ne segue: Il settore iperbolico §(4, B) & misurabile e la sua
area & data da ab(B — «)/2. In particolare, per « =b =1, B =0,
o= — 0, si trova (cfr. pag. 200) che I’ area del settore iperbolico
- S(— 46, 0), di iperbola equilatera di semiassi wno, & data da 6,

VIII. Avea del segmento parabolico. Sieno A e B due qualsivo-
gliano punti di una parabola, si vuole calcolare Iestensioune del seg-
mento parabolico limitato dalla parabola e dalla corda AB di essa.
Riferiamo percido la parabola ai due assi # e y di origine in 4 for-
manti fra di loro un angolo ® (in geperale diverso da m/2), Vasse
essendo sulla tangente in A alla parabola, e Passe y sul diametro di
questa passante per A. Diamo poi agli assi ¢ e y tali versi che en-
trambe le coordinate di B risultino positive. Siano b Vascissa di B,
C il punto dell’asse « di ascissa b, y —= ax*: k (£ > 0) V’equazione del-
la parabola. Cominciamo dal determinare I’estensione del dominio D

definito dalle limitazioni
2

0<o<bh, 0=y

La frontiera di D & costituita dai due segmenti di retta AC e
OB e dellarco C (4, B) determinato sulla parabola dei punti 4 e B.
Mediante i punti ; — ib:n(i =0, 1,...,,n) dividiamo V'intervallo (0, b)
dellasse x in » parti eguali e diciamo 4; il punto della parabola di
ascissa x, , A; il punto di ascissa z; ¢ di ordinata eguale a quella di
A;_;, P; il parallelogrammo avente per base 'intervallo (x;_i, #; ) ed

un vertice in A, , P; il parallelogrammo avente per base A, | A ed
un vertice del pari in A, . Riesce P =P,. Si ha:

1,n - 1,n

1,n 1, n
Ei'pi —Ei'P; <D< Ei'PL- , C4,B< E;Pé )
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b if P 2i—1
= o sene, area P, —
< N

area P, — —_— ———— 8en ®
i % k ns ?

e pertanto, poiche

1, n I,n
lim [ rea 2 P, |==_—seno, lim ) req E P, }|—0,
n -+ o0 i . n— o0 P [}

segue la quadrabilitdh di D e che area D = (b%:3 k) senow. Il segmento

be
3k

parabolico di corda AB & dunque anclh’esso quadrabile ed ha per
arex
area triang ABC — area D = (b*: 6k)seno.

Si osservi che Parea del triangolo della corda AB e delle tan-
genti alla parabola in de in Beé la metd delParea del triangolo ABC
e si ha pertanto, com’e noto, che: L’area del segmento parabolico di
corda ADB vale i due terzi dellarea del triangolo della corda AB e delle
tangenti alla parabola in A e in B.

IX. Volume del parallelepipedo a base rettangolare. Nello spazio

(%, y,2) 8i abbia un parallelepipedo P, la e¢uni base rettangolare I?
sia situata sul piano (r,y) e la cui altezza sia h. Disponiamo I con
un vertice nell’origine O delle coordinate e con i due lati, per que-
sto vertice, sugli assi e y; sia a la lunghezza del lato sull’asse a
e b quella del lato sullasse y. Diciamo y ’angolo (acuto) di inclina-
_zione della terza costola di P, passante per O, sul piano (#,y), a e B
gli angoli (acuti) che la proiezione di quella costola sul piano (z,y)
fa, rispettivamente, con gli assi x e y. Mediante i piani®; (§=0,1,...,n)
di equazioni 2=1h: n, seghiamo il parallelepipedo P e diciamo I¥; i
rettangoli sezione, P,.P,,..., P, i parallelepipedi secondo i quali
viene cosi decomposto P. Denotiamo con J; la proiezione (ortogo-

nale) di R; sul piano m;_;, con H; il dominio rettangolare Ri..l.R;. e

con Jf; il dominio rettangolare avente per punti estremi quelli stessi
della somma R;_; -+ R. Il parallelepipedo P; & contenuto nel domi-

nio rettangolare (dello spazio) avente per base K, e per altezza h:n
e contiene il dominio rettangolare avente per base H; e la stessa al-
tezza. Le dimensioni del primo dominio sono

€os « h cosB h

a—{—j—

n tangy’ n tangy’ n

H



(
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e le dimensioni del secondo

b cosa ) h cosf k
a—— S,
n tangy’ n tungy’ n

11 parallelepipedo P, come ogni altro poliedro. dello spazio, &
misurabile, e da quanto precede segue:
b cosa)( kB cosf

h
b — — k= vol P —
n tang*(> h= vl P= (a—}— n tangy

n tangy

cosa) () b cosB
n tangy
e pertanto, facendo divergere n, si trova
vol P—=abh = harea R.

X. Volume del cilindro a base misurabile. Sia T un insieme di
punti del piano (x,y) e # una retta non orizzontale. Chiameremo €
il cilindro di base 7, di direzione » e di lato a, luogo descritto dai

punti di un segmento orientato M_iV, che mantiene costantemente la
direzione della retta , verso costante e lunghezza costante —a, nel
mentre che 1’ origine M del segmento percorre I’ intiero insieme 7.
L’insieme piano (eguale a ') descritto dall’estremo N del segmento
& la base superiore del cilindro, 'insieme 7' ne & la base inferiore.
La distanza h fra i piani delle due basi & Paltezza di €. Il cilindro
dicesi ortogonale od obligquo secondoché la retta + & normale o no
al piano (x,y). I punti di frontiera per C SONo i punti delle due basi
e i punti del cilindro avente per base FZ, la direzione + e il lato a.
Tale cilindro ¢ Ia frontiera laterale di C. Noi vogliamo ora dimo-
strare il teorema: Se¢ la base T’ del cilindro C é misurabile, é pure
misurabile il cilindro e questo ha per volume il prodotto h.avea'T del-
Vultezza per Varea della base.

Considerato un dominio. rettangolo R contenente 7, decompo-
niamolo, al solito modo, in dominii rettangolari parziali Ry e dicia-
mo " la somma di quelli fra questi dominii costituiti di punti in-
terni a T, T" la somma di quelli che hanno, almeno, un punto in
comune con FZ, C"e C”i cilindri aventi per base, rispettivamente,
T e X7, la direzione r e Valtezza h. Si ha:

T<I<THT', <0<,
vol €' =havea T", vol C"" = h area T", 81 Lm

lim w lim e, lim o
jgareaT” =0, ;" vol C"—harea T, 5.0 Vo1 C"=0,

o weal —area T,

) h,
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e quindi
est O —harea T
Il ¢ilindro C & poi misurabile poiche anche la sua frontiera la-
terale ha estensione nulla, essendo essa sempre contenuta in C”.

XI. Volume del tetraedro. Ii tetraedro P= VABC, di vertice
V e di base T'= AB(, abbia la base sul piano (x,y) e Paltezza h.
Mediante i piani «; (i=—=0, 1,...,,n), di equazioni 2=—=ih:n, seghiamo
il tetraedro P e diciamo T; i triangoli sezione, P, P, ..., P, i tronchi
di tetraedro secondo i quali viene cosl decomposto P. Si ha {teor. II)
area T; — [(n — 9)*: n*] area T. Diciamo T, 1a proiezione di T sul pia-
no w;_; fatta parallelamente, per esempio, al lato VA di P e dicia-
mo C;(i=1,2,...,n) il cilindro (prisma triangolare) avente per base T,
la direzione VA e altezza h:n, C/(i=1,2,..,n) il cilindro (prisma
triangolare) avente per base 7; _;, la direzione VA e DPaltezza h:n.
Si ha (teor. X)

— 2
, VolC/=h.areaT. —(E—Jiﬂ—,

(n — i)
n? n®

vol C:: h.areaT.

l.n 1,n
c<r<c, Xe<pP<X'c
e quindi, facendo divergere =, si trova
(2) vol P—= % area 7.

Poiche ogni piramide si pud decomporre (in modo elementare)
in tetraedri aventi la stessa altezza e lo stesso vertice della pirami-
de, subito si vede che 14 formola (2) sussiste anche se P designa la
pilt generale piramide, di altezza kh e di base poligonale 7.

X1I. Volume del cono a base misurabile. Sia T un insieme limi-
. tato del piano (», ¥), ¥V un punto fuori di questo piano, il cono di
base T e di vertice V & il luogo descritto dai punti del segmento VM,
al variare del punto M nelVinsieme 7. L’altezza h del cono & la di-
stanza di V del piano (z,y). La frontiera laterale del cono & il cono
avente per vertice V e per base FZ. Con un ragionamento del tutto
simile a quello fatto (in IX) per la determinazione del volume del
cilindro a base misurabile, sostituendo, soltanto, alla considerazione
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dei .cilindri €" e C” quella delle piramidi P’ e P”, aventi per ver-
tice ¥V e per basi somme di rettangoli T” e T, si dimostra che:

Se la base T del cono é misurabile é pure misurabile il cono e questo
ha per volume h area T:3.

XIII. Volume dell’ellissoide. Si abbia Vellissoide
x! ?/2 z2
FrETe=h

il piano (#,y) lo divide in due domini eguali. Vogliamo trovare Vesten-
sione del semiellissoide 8§ del semispazio z=0. Mediante i piani
7 (=0, 1,..,n), di equazioni z=—1ic:n, seghiamo § e diciamo F; le
ellissi sezione, §,, 8,,..., 8, i segmenti ellissoidici secondo i quali
viene cosl decomposto 8. L’ellisse F; ha i semiassi

,‘:2 /iZ
“Vl*a?’ ”Vl—;?’

e quindi (cfr. VI) Parea mab (n® —i?):n® Sia K la proiezione (orto-

gonale) delPellisse E; sul piano ;. Diciamo C; il cilindro ortogo-
gonale avente per base K, e Valtezza ¢:n, €] il cilindro della stes-
sa altezza avente per base la corona ellittica limitata delle due el-
lissi B, e E_,. Si ha:

12— 42 2t —1

vol ' == abe
nd i nd

vol €, =T abe

1,n 1,n 1.n
C<8< Ot ¢, Xa<s< et Xe,
e quindi, per n divergente, si‘ trova est § = (2/3) rabe, e pertanto
est ellissoide —= % = abe.
Poiché”]i:r:)o area 3 C/ =0 se ne deduce la cubabilitd dell’el-
lissoide.

XIV. Le equazioni

(*=axtaytazita a, a, a,
(3) Y*=bax +by+bz+b D=|b b, by |FO0,
L e* —=ca+cytcz-fc ¢, ¢, ¢
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fanno corrispondere ad un parallelepipedo P dello gpazio un altro
parallelepipedo P*. In virtd del risultato ottenuto in X, applicando
note formole della geometria analitica, si trova che sussiste la relazione:

vol P*—=|D|vol P.

Da qui, con un ragionamento del tutto analogo a quello fatto
in T, si deduce il teorema: Detto A* Vinsieme di punti che le (3) fan-
no corrispondere ad un qualsiasi insieme limitato A dello spazio, si ha :

est A*=|D|est 4.

Come particolarissimmo caso si ritrovano i teor. I, II e IIL

88. Insiemi illimitati di estensione finita.—Sia 4 un qual-
siasi insieme illimitato di Sy e T un insieme limitato variabile, con-
tenuto sempre in 4. Si dira che Vinsieme 4 ha un’estensione finita
se l’insieme numerico [est 7'} descritto da est T' al variare di Tin 4
& limitato superiormente. I’ estremo superiore dell’insieme [est T'] &
allora, per definizione, 1" estensione di A e si denota sempre con est 4
o con la lettera A. Sussiste il teorema: Sia

(1) €,y Cpony Coyoos

la pid arbitraria successione di insiemi limitati godenti delle sequenti
proprieta: 1) C, < C, < .. < C, < ..., 28) comunque st consideri un
dominio vettangolare I di 8,y esiste sempre un insieme della succes-
_stone contenente R. Si ha allora che condizione necessaria e sufficiente
affinché IV insieme illimitato A abbia un’ estensione finita é che la suc-

cesssione non decrescente
(2) est(d.C), est(4d.C,),.., est(4.C,),...,

abbia un limite finito. Sarda allora
__ lim
A= o 0o est(Ad.C,).

La necessita della condizione & evidente, dimostriamone la suf-
ficienza. Diciamo A’ il limite della successione (2); comunque si
consideri un insieme limitato 7, contenuto in A4, riesce estT=CA’,
ed invero, preso un dominio rettangolare K contenente 7', sia Cj un
insieme della successione (1) per il quale ¢ B < €y, sard T<Cj e
quindi T=A4 ,T< A4.C;, e pertanto estT << est(Ad.Cp )<< A",
Ne segue che I’ insieme numerico [est 7’| & limitato superiormente;

‘¢
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A’ ne & poi I’estremo superiore poichd, con I’estensione dei parti-
colari insiemi 4.C, , contenuti in A, ¢i si pud, per ipotesi, avvi-
cinare ad A’ tanto quanto si vuole.
Una successione di insiemi, come la successione C,, C,,..., Cy ...,
teste considerata, sard da noi detta invadente lo spazio.
Evidentemente, se 4 & un insieme di estensione finita, ogni in-
sieme A’ contenuto in 4 & pure tale ed & est 4'<est 4. Un insie-
me chiuso di estensione finita, ha dunque sempre la frontiera di
estensione finita, Un insieme illimitato dicesi, come uno limitato, mi-
surabile se la sua frontiera ha estensione nulla. Un insieme illimita-
to misurabile di estensione finita dicesi anche di misura finita.
Lasciamo al lettore la cura di dimostrare che: Se due o pid in-
scimi misurabili 4, B ,..., di misura finita, non hanno, presi a due a due,
punti interni comuni, 8i ha mis (4 4 B+ ...) = mis 4 + mis B -}-....
Esercizio. Si dimostri che, se « & un qualsiasi numero mag-
giore di uno, il dominio illimitato del piano (z,y) definito dalle limi-

tazioni 1<Cw, 0 <y << 1:2%, & misurabile ed ha per misura 1:(a —1).

§. 2. Integrali delle funzioni.

89. Massimo e minimo\integralé di una funzione limitata
estesi ad un insieme limitato. — Sull’insieme, limitato 4 del pia-
no (x, y) sia definita la funzione reale f(P) che supporremo limitata.
Per ogni variabile insieme 7T, contenuto in 4, denoteremo con ¢ (T),
¢’ (T), rispettivamente, gli estremi inferiore e superiore delle funzio-
ni f(P) in 7. Diciamo R[(«/,b); (a”,b”)] un qualsiasi dominio ret-
tangolare contenente A e decomponiamolo, come al ne 85, in domi-
nii rettangolari parziali Ry, indicandone con By, = Azy, Ay, Varea, con
% la massima diagonale, ed indicando con Ty i prodotti dell’insie-
me A con quelli fra quei rettangoli ¢he hanno con esso almeno un
punto in comune. Poniamo poi

~ ’ o ”"
G'.—__ zhke (Thk) th7 g = zhke (, ‘hk) th’
sussiste il teorema:
I. Ciascuna delle due variabili o’ e & al tendere @ zero della mas-
sitma diagonale ¥ dei dominii’ rettangolari di decomposizione del do-

minio R, tende ad un limite determinato e finito.

M. PicONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 24.
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N

Basterd dimostrare il teorema per le somme ¢”, poiche le som-
me o’ si cangiano nelle ¢, cangiando f in — f. Se, allora, in primo
luogo, silppm‘remo ¢ (A4) =0, se ciod supporremo in A, mai negativa
la funzione f(P), il teorema rientra nel lemma fondamentale délla teo-
ria dellintegrazione dimostrato al no 85: la somma o” avrd per limite

Pestremo inferiore dell’insieme numerico da essa descritto al variave,

in tutti i modi possibili, della decomposizione dei lati del rettangolo
R. In generale, porremo ‘

SUP)=[f(P)—¢ (A),

sard f,(P) =0 in A, mentre 1’ estremo superiove ¢ (T) di f, (P) in ‘

Te " (T)—¢ (A). Si ha pertanto
¢'= X, ¢ (Tn)Rux + ¢ (4) X, Bu;

la variabile ¢” & cosl decomposta nella somma i due addendi aventi,
ciaseuno, un limite determinato e finito, per ¥ infinitesimo, altrettan-
to avverrd dunque per ¢”.

Dopo questo teorema si pud porre la seguente

Definizione. I limiti X e \’, per ¥ infinitesimo, delle somme o’
e o”, chiamansi rispettivamente il minimo e -il massimo integrale della
Junzione limitata f(P) estesi all’insieme limitato A. Essi si designano

con le notazioni

o /’f(P)dT, f,"f(P)dT.
A A

Con la notazione ‘
[rwraz,
1 .

sprovvista di apici, indicheremo, indifferentemente, il massimo o il
minimo integrale nell’ enunciare quelle proprietd che i due integrali
hanno in comune. Subito si dimostra (efr. pag. 354) clhie i limiti X' e
\” sono indipendenti dal particolare rettangolo R, contencnte 4, che
si considera,

~ Secondoché Vinsieme 4 & contenuto in uno spazio 8, o in un
S 5., Oppure in un 8, Uintegrale si dice ad una, a due,..,a r di-
mensioni, ¢ per esso si adotta anche la notazione:

ff(m) de, /f(w, y) dx dy yoor ff(xi,mz yeny @ ) A, A, .. Ao,
A A 4 ‘

:
!
;
3




§ 2. INTEGRALl DELLE FUNZIONI 371

Si ha, in particolare,
de :/dalr;i dz, ... dw, — est 4 = A.
A A '
N
>assiamo ora a dare alecune proprietd fondamentali per gli in-
tegrali di una funzione limitata.

II. Il massimo integrale non é inferiore al minimo.

Ed invero, per due somme o’ ¢ ¢”, relative ad una medesima

decomposizione di B, si ha sempre ¢ < 6",
ITI. Teorema della media. Sussiste la limitazione

A¢ (A) g[/(p) AT<< A" (A)
4
Si ha infatti ‘
(A Xy, B << X, ¢ (Tni) By << X ¢ (Thi) B =<' (A) X, By

e quindi, passando al limite per 3 infinitesimo,

A¢ (A) gf'f(P)dTgf"f(P) AT< A ¢"(A).
A A

Ne segne che se est. 4 =0, i due integrali della f(P) sono sem-

pre entrambi nulli.

. IV. Teorema delladditivita. Se A= 3; A;, si ha

/_f (P)aT ::Eiff(l’) ar.
\ A 4,

Ci limiteremo a dimostrare il teorema nel caso che A4 sia la
somma elementare di due insiemi 4, e 4,. Diciamo M 1 estremo su-
periore, in 4, di |f(P)], ciod il maggiore dei due numeri | ¢’ (4)] e ] ¢’ (A4)],
o, e o, le somme rispettivamente per gli insiemi 4, e 4,, analoghe
alla somma o', s* lu somma Z;k ¢ (Thi) Bup estesa ai rettangoli Ry
aventi, ciascuno, punti appartenenti a 4, e punti appartenenti a A,,
si ha:

D . li .
o, Fo, =0 8 [ My Rum, 8L"’() S Bu=0,
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e quindi, dalla prima, passando al limite per 3 infinitesimo, si trova

f’f(P)dT:/’f(P) dT-]-f'f(P)dT.
A A4, A4,

V. Integrali della somma. Siano f,, f,..,fn, 0 funzioni
reali e limitate, definite nell’insieme limitato A. Indicando con \; ¢ X}

il minimo e il massimo integrale della funzionef; , estesi ad A (i=1,2,...,n)
con N e X' il minimo e il massimo integrale della funzione f(P)—3 fi (P)
estesi del pari ad A, sussistono le 2n -2 reluzioni:

2 )\ <)\’ )\,,és:)\;,,

=1

1 ? ! "
(= VIS Y O WP o VO By G
N =N AN K ANy e 1

cioé, per n ==2, le sei relaziont:

k=1, 2,..., )

)L" + )L'

Limitiamoci a dimostrare le relazioni (2), poicheé allora, col me-

(2) NNV = Uy Yy W)

todo di induzioue, subito si deducono le (1). Diciamo ¢, ¢/, ¢,’; ¢, ¢,”, ¢,”,

gli estremi inferiore o superiore in I, delle f, f,, f,. 8i ha, in Ty,
e,/ (Tw) + ¢,/ (Twe) <J, (P)+ £, (P) < e," (Th) + € (Thi),

e quindi

e (T + e, (The) < ¢’ (Th) < " (L) < €,” (Toir) + ¢, (L),
ne segue

lll_l_lglé )\,éll’g)ﬁ""l_)‘g”-

Comunque si assegni il numero positivo g, esiste in ciascuno
insieme T, almeno un punto P nel quale & £, (P)<<e,/(Tw)+¢, e
quindi f(P)<e," (Th) + ¢,” (Thi) + €. Si ha dunque € (The) < e, (Th)
+-¢,” (Th) + €, e per Parbitrarieta di e, ¢ (Tw) < e,"(Th) -+ €, (Th)-
Ne segue N =<1/ 4 1,”. Ecc.

Y

VI. Se la costante ¢ & mon negativa, si ha

j'cf(P)dT: f’f(P)dT, f"cf(P)dT: f"f(P)dT
A A A

A4
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e 8¢ ¢ ¢ non positiva

f'cf(P) aT:af"f(P) ar, /"cf(P)dT‘:cf'f(P)dT,
A A

A A4

VIIL. Integrali della differenza. Se f, e J; sono due funzioni
reali e limitate, definite in un insieme limitato A, posto f—f, — f,,
Jra gli integrali di f, f,, f,, sussistono le sei relazioni:

M—ugwgh_hgwgu—g.
)"1' - k;, ’

Esse si deducono immediatamente dalle (2), cangiando f, in — f;
ed applicando il teor. VI.

N

VIIL. 8e le due jfunzioni reali f,(P) e f,(P) sono entrambe limi-
tate in A, ed ivi é sempre f, (P)<f, (P), si ha

[rear<[rear, [r@ar<[7par.
A A A A

BEd invero, riesce sempre e, (Th) << e, (Tw), €,” (The) < ¢,” (Th)-

IX. Per ogni funzione f(P) limitata in A si ha:

f’f(P)dT,A
A

g[']f(p) lar.

A

Aff(P)dTl

Poiche — | f(P)| = f(P)<|f(P)], il teorema & conseguenza im-
mediata del precedente e del teor. VI. '

X. Per due qualsivogliano funzioni reali f, e f, limitate in A,
8 ha

[rupar—[r,par i
A A4

=[P~ £, (7| ar.
4

;

f/f‘ (P)dT— f’f,(P)aT
A 1

Il teorema segue immediatamente dai teorr. VII e IX,

XI. 8¢ I’ insieme limitato A é misurabile, dette s’ e s le somme
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dei prodotti ¢ (Thx) Rk e ¢ (Thi) th; estese, ciascuna, ai rettangoli Ry
costituiti totalmente di punti internt ad A, si avra anche

. ’ 0 ’”
al‘j'os':/ fipar, Jim s”-:f S(par.
4 A

XII. 8¢ due funzioni veali f,(P) e f,(P), limitate in A, hanno
valori eguali in tutti i punti di' A, eccezion fatta soltanto per i punti
di un insieme C(< A) di estensione nulla, il minimo ed il massimo
integrale delle prima, estesi ad A, coincidono, rispettivamente, col mi-
nimo e col massimo integrale della seconda.

Si ba, invero, 4 — (4 — C’)—l.— C, mentre gli integrali di f, e di
S, estesi a C sono nulli. .

XIII. Se f(P) é limitata e non megativa in A, presi ivi due in-
siemi qualsivogliano B e C, se B< C ¢

“rpyar gf”f(z), ar.
' c

XIV. 8e Vinsieme A ¢é dotato di punti interui e se in esso & sem-
pre f(P)>0, si ha allora

Fipar>o.
A

¥

Ed invero, se il considerato integrale fosse nullo, per un qual-
siasi insieme B contenuto in 4, sarebbe pure sempre nullo il mas-
simo integrale della f esteso a B. Sia B un dominio rettangolare
contenuto in A, esso potra essere decomposto in dominii rettangolari
parziali By per modo che riesca:

¢ (Bu) By <<B, ciod X, [¢(Bu) — 1] B <0,

e quindi fra i detti dominii ne dovra esistere -almeno uno B® per
cui & ¢’ (BMy<C1. Poiche il massimo integrale di f esteso a BM @&
nullo, si potra de.comporre questo dominio in dominif rettangolari
parziali B{) per modo che riesca

. B(l) L \ < 1 .
X, ¢ (Bil) Bl <= ciod Z,,)¢" (BL) — | Bil <0,

e quindi fra questi’ ultimi dominii ne dovrd esistere almeno uno B®

!
(
(
|
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per cui & ¢’ (B®)<1:2. Allo stesso modo si potra trovare un dominio
rettangolure B® contenuto in B® per cui & ¢’ (B®)«(1:3,... e co-
1 via indefinitamente. Si viene c¢osl a costruire una successione il-
limitata di dominii rettangolari BW, B® .. B® ... ciascuno dei
quali contiene il seguente e per i quali ¢ ¢’ (B™)<C1:n. Ne segue
¢he in un punto P comune (19, VII) a tutti i dominii della succes-
sione si ha, contro Vipotesi, f(P)=—0.

90. Il massimo e il minimo integrale come massimo e
minimo limite di una variabile. — B assai interessante una nuova
interpretazione che possono avere il massimo e il minimo integrale di
una funzione reale e limitata f(P) estesi ad un insieme limitato 4, come
massimo e minimo limite di una certa variabile ordinata ¢. Conside-
riumo Vinsieme delle operazioni, consistenti, ciascuna, nel decompor-
re, al solito modo, il rettangolo R, contenente A4, in rettangoli par-
ziali I, nel prendere in ciascuno insieme Typ— A . I un arbi-
travio punto P e nel fare la somma:

6 = X, (Prx) Ru .

Orbene, se ordiniamo tali operazioni con lo stesso criterio adot-
tato al no 85 per stabilire il lemma fordamentale, si ha il teorema:
Per il minimo e il massimo limite della variabile somma s si ha:

W e=[rwar=w, o= [rpyar=m.
4 4

Ed invero, comunque si assegni un numero positivo s, & possi-
bile trovarne un altro 3, tale che- per tutte le decomposizioni di R
3

per le quali & 3 =3, si abbia

‘ ’, e v 7 ’
(2) )\,——2‘°<2hk3’(Thk)th <)\’—+—E,
ne segue, per 0 <3, e comunque 8i prenda Pi; in Ty ,
2o S (Pre) By <X - e

Detta R 1 area di R, per ogni fissata decomposizione di R per
la quale & 8 <9, prendiamo, in ciascuno insieme T , un punto

Py tale che sia

¢ (Th) — f (Pra) << 2iR :
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riesce allora

20 ¢ T By — X5, S(Pri) B < %,

e quindi, in virtd della prima delle (2),
S S (Pr) By >N — e
B cosi dimostrata la seconda delle (1), ed analogamente si procede
per la prima.
Osservazioni. 18)* Se f,(P), f,(P),..., fu (P) sono n funzioni rea-
li e limitate nell’ insieme A, le variabili ordinate ‘

o, — th L(Phk)th y 0= th fz(Phk) th yeesy On : th .,fn (Phk)th;

sono in corrispondenza. Pertanto, i teorr. V, VI e VII del no prec.
sono contenuti nei teoremi dati al no 9* (pag. 25), il teor. VIII &
contenuto nel teor. II del ne 6 (pag. 18).

2%) Se Pinsieme A4 & misurabile, detta s In somma dei prodotti
J(Ph) By estesa solamente ai rettangoli Iy costituiti, ciaseuno, di
punti interni ad A, si avrd anche:

lim' f F@ar, f"f(P)aT. |
A A

91. Funzioni integrabili. — Una funzione reale ¢ limitata
J(P), definita in wun insieme limitato A, dicesi integrabile su A, se
coincidono il suo minimo ed il suo massimo integrale estesi ad A.
Ciascuno di essi si chiama allora 1 integrale della funzione f(P) este-
so ad A. Indicando con o (Th)=¢é" (Th) — ¢ (Th) I oscillazione del-
la funzione f(P) nell’ insieme Th — A . Byi, si ha evidentemente che:

I. Condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione fiP) sia
integrabile su A & che risulti:

- x o(Th) R = 0.
Poichd o(T)=0 e o(T) < o(T) se T'< T, ne segue:

II. 8e la funzione f(P) é integrabile su A essa é altrest integra-
bile sopra un qualunque insieme contenuto in A.

III. Per qualunque funzione veale f(P), limitata nell insieme li-
mitato A, si ha (in forza del Lemma fondamentale)
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Jm 0T B =N =V, 3, 0(Tw B =1 —V,

e pertanto: Condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione f(P)
sia integrabile su A é che, comunque 8i assegni un nwmmero pPositive &
sia possibile, in corrispondenza, trovare una speciale decomposi-
zione del rettangolo R, contenente A, in rettangoli parziali Ry, per
la quale si abbia

Sy O(The) B < e

Una funzione che possieda valore costante ¢ per tutti i punti
dell’ insieme limitato 4 & sempre su di esso integrabile ed il suo
integrale vale evidentemente ¢ est4. Esempii importanti di funzioni
integrabili sono forniti dai tre teoremi seguenti :

IV. S8e A é chiuso e limitato una funzione f(P) continua in A é
su di esso integrabile.

Detta R 1’ area di B, comunque si assegni un numero positivo
g, & possibile (32, VI) determinarne un altro 3, tale che, per ogni
insieme T'< A4, di diametro inferiore a 3_, I’oscillazione o{T) del-
la f sia minore di z: R. Quindi, per ogni decomposizione di I in ret-
tangoli parziali di massima diagonale 3 inferiore a 3., si avra

30 (Twe) Bix < 5 Sy Bu=c.

V. 8e A ¢ chiuso e limitato, ogni funzione f(P), definita in A,
ed dvi limitata, continua in ogni punto di A, eccezion fatta per i punti
di un insieme C(<A) di estensions nulla, é integrabile su A.

Fissato un numero naturale » maggiore di 2, suddividiamo en-
trambi i lati di un dominio rettangolare R([(a’,d"); (a”, b”")] al quale
Pinsieme A4 sia énterno, in n? parti uguali (p =1, 2, 3,...), indican-
do con R{® i rettangoli secondoiquali viene, corrispondentemente, de-

composto il rettangolo R, con off)oscillazione di f{P)in TH=A . Rf)
con M Vestremo superiore in 4 del modulo di f(P), con R®—(a"—da’)
(b” — ¥'):w% il comune valore delle aree déi rettangoli eguali R{),

Sard sempre o < 2M. Poniamo.

— ()
QP =3, o® R,
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Per dimostrare il teorema enunciato basta far vedere che, co-
munque si assegni un numero positivo g, & possibile determinare un

tale valore di p da riuscire Q) < ¢, Diciamo P. quel tale numero na-

turale che la somma delle aree R(pE ) dei rettangoli R;’ZE) aventi cia-
scuno, almeno, un punto in comune con € siu minore di g:4M e
diciamo B il dominio formato dalla somma di questi rettangoli. Poiche
tatti i punti di 4 e quindi € sono interni a R, nella frontiera di B
non sard contenuto aleun punto di €, pertanto nell’ insieme chiuso
A,— A — (B~ FB) la funzione f (P) & continua. Per ogni valore
di p > p., diciamo QP 1a parte di QP proveniente dai rettangoli di
decomposizione che hanno almeno un punto in comune con 4, e
diciamo Q@ la parte rimanente. I rettangoli di decomposizione dai
quali pr().viene quest! ultima sono tutti contenuti in B ¢ pertanto
riescira

QP << 2Muarea B <&:2.

Daltra parte, poiche la f(P) ¢ continna nell’ insicme chiuso e
limitato 4,, & possibile determinare un numero naturale p’ > p, tale
che risulti Q® <e:2, per p.> p’. Per p >’ si ha dunque Q® = Q)
4+ QP <e. \

. VI. Sia A un insicme chiuso e limitato dell’asse @, se lu funzione
Jiw), dell unica wvariabile z, definita in A, é ivi monotona, cssa'é su
A integrabile,

Siano a’ e a” i punti estremi, inferiore e superiore, di A4 e di-
vidiamo Vintervallo (a/,a”), nel modo pilt arbitrario, in intervalli par-
ziali, per i quali sia 3 la massima ampiezza. Diciamo I, I,,..., I,
quelli fra questi intervalli che lhanno, almeno, un punto in comune
con A, disposti nell’ordine secondo il quale si incontrano percorren-
do Vintervallo (a’,a”) nel verso positivo e diciamo ¥ I’ ampiezza di
I k=1, 2,..,n). Poniamo T,=A.I, e siano «, ¢ o i punti estre-
mi di 7. Se, per fissare le idee, supponiamo ‘la {unzione f(x) non
decrescente in A, riesce u)(Tk):f(w}c')——-f(w;c), e quindi

Eo(T)%=E L/ (5) = (D= BL/() /()]
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Ma e
317 = (ENNE E ()~ 2 [ () ()] =

=7 () =S () SS () =1 ()= 0 (4)
¢ pertanto, non appena e 3=Ce:w(A4), risulta Fo( Ty )0 <ec.
E importante osservare anche la proposizione:

VII. La variabile ordinata o, definite al no prec., ha un limite

determinato e finito se la funzione f(P) é integrabile su A; si ha cioé,
per ogni tale funzione, :

) S0 %, (P) Ruv= [ f(P)ar.
. A

Tale relazione — con gli opportuni perfezionamenti e accorgimenti
che saranno ottenuti, caso per caso, in seguito — fornisce un vero e
proprio metodo di caleolo (addirittura numerico nelle prati-
che applicaziont) dellintegrale, frequentemente adottato. In pro-
posito, & beune osservare che: @) se U insieme A & misurabile ci si
pud limitare ad estendere la somma che compare nel primo membro
della (1) ai rettangoli Ry totalimente costituiti Qi punti interni ad
A4; b) 11 punto Py nel quale occorrve, per Vinsieme T, calcolare il
valore della funzione integranda e affutto in nostro arbitrio e puod .
percid, secondo i casi, essere scelto in modo da semplificare quanto
pitt & possibile i calcoli.

Un utile teorema generale sulle funzioni integrabili & il seguente:

VILL La funzione veale F(y,, 9, ,..., Yq ) delle @ vaviabili y,, 9,40 94
sia uniformemente lipschitziana nellinsieme B dello spazio 8 e le fun-
zioni veali f, (P), [, (P) o, fq (P) limitate, nell’insieme limitato A, siano
su questo integrabili, ed inoltre tali che, al variare del punto P in A,
il punto [f, (P, [y (P) gy Syq (P)) di Sigy non escw mai dullinsieme B, sard
allova su A altrest integrabile la funzione fIPY=F|f,(P), f,(P) 0., [ (P}].

Ed invero, se per un certo numero positivo L e per due qualsivo-
. . ’ ’ ' " ”' " . .
gliano punti (y,, y2,...,yq) e (U5 Yy sees yq) di B si ha sempre:

. Lg
B (Y Yyrery) = F (3]s 8 s ¥ )= L |0 =97
+

)
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detta w; (T) T oscillazione della funzione f; (P) (i =1, 2,..., ¢) in un
insieme 7' di 4, per due qualsivogliano punti P’ ¢ P” di 7 riescira:

Lg
[f(P) —F(P) =LY o (T)

cio prova intanto che la funzione f(P) & limitata in 4 e che per la
sna oscillazione o(7') nell’insieme 7' si ha:

i, q
@) o(Ti< L 2 w; ().

Ne segue poi immediatamente la integrabilitd su A4 della fun-
zione f(P) poiche dalla (2) risulta che per ogni decomposizione del
rettangolo R in rettangoli parziali Ry si ha

i g
O{Th) B << L o; (Thx) Ry
2hk zi Ehk ‘

Dal teorema ora dimostrato segue, in particolare, che se f{P) &
integrabile su A & altresi integrabile |f(P)]; se, di pil, [AAP)] pos-
siede, in A, un estremo inferiore positivo, & anche integrabile 1:f(P).
Segue pure che se f,(P), fo(Ph..., fy (P) sono integrabili su 4, lo &
anche una gualsiasi loro combinazione a coefficienti costanti e lo &
del pari il loro prodotto. La integrabilita della somma di due o pii
funzioni integrabili o della differenza di due funzieni integrabili se-
gue gid dai teorr. V e VII del n° 89. Dai teorr. V e VII dello stesso
numero si deduce poi il seguente : .

IX. Teorema della distribuitivita dell’ integrale. Se le
Junzioni reali e limitate f, (P), fo(P),..., fq (P), definite nell’ insieme li-
mitato A, sono su questo integrabili, e se c,, ¢,,.., ¢, sono costanti, é
altrest su A integrabile la combinazione Je; f; (P) e si ha:

1, q L g
fE'cifi (P)AT = E.Ce'/ﬁ (P)dT.
.y ' "4

Per le funzioni integrabili, il teorema della media (89, III) pud
essere enunciato sotto un’ utile forma pit generale, al modo se-
guente :

X. Teorema della media. Se le due funzioni reali e limitate
(fP) e ¢(P), definite nell’ insieme limitato A, sono su questo integra-
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Y

bili e se la secondn mon é mai negativa, detti 3’ ed 6” Ui estremi in-
g ’
f‘b‘"iore 4 31lp81'i07'6 della ’, si ha :

() [¢(P)AT < [F(Plp(PAT =" (4) [o(P)aT ,
A A 4

cioé :

ff dT—-—pocp (P)arT,

ove p. & un numero dell’intervallo [¢'(A4), ¢'(A)]. In particolare, se A
é un continuo ¢ se la funzione f{P) vi é continua, esistono in A due
punti Q e Qw per it quali riesce:

[f VAT = 7 (Q)estd , /f P)aT = fQ(P)j@P)dT

Ed invero, se P & un qualsiasi punto di Thy=—= A . R si ha:

¢ (Ao (Pri) < [ (Pri) ¢ (Pre) << ¢’ (A) ¢ (Prr)
e quindi

¢(A) X, 0 (Pre) B < X, f(Pri) 9(Pri) Brx < €’ (A) X, ¢ (Puz) B

Osservazioni 1** Torniamo a considerare la variabile or-
dinata

(3) o= th f'(Phk) th 9

definita al ne pree., per la pid generale funzione f(P) limitata nel-
Pingieme limitato A4, la quale variabile ha per minimo e massimo
limite il minimo e il mwassimo integrale (A" e A”) della f(P) estesi
all’ insieme 4. Della variabile ordinata ¢ ne possiamo costruire in-
finite altre ad essa subordinate semplicemente convenendo di asso-
ciare, con una certa legge da fissare caso per caso, ad ogni insie-
me T un ben determinato punto P, e di prendere tali speciali
punti Py nel calcolare la somma {3). Indicando con L questa legge
e con oz la corrispondente variabile subordinata alla o, riuscird
6,1 -

s s
N n= ) o

Se la f & integrabile su 4 si avrd allora M’=2L\" e pertanto,
qualunque sia la legge fissata,
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]' ’ 'l' "
oL =" o= [r(P)ar.
A

La f non sia integrabile su A4, sard allora X' <ZX”. Ora doman-
diamo, & mai possibile, in tal caso, trovare una tale legge L che
Ia (r()ft'isl)()nderlte variabile oz, subordinata wlla g, abbia un limite
" determinato ¥ Alla posta questione, se, per esempio, si suppone A
misarabile, & stato risposto affermativamente da Lebesgue, in ipo-
tesi insperatamente larghe per la funzione f(P). Si sono cosl otte-
nute le cosi dette funzioni integrabili secondo Lebesgue fra le
' quali, supposto, per esempio, A misurabile, trovansi le funzioni integra-
bili da noi qui definite, le quali soglionsi oggi chianmare éntegrabili
secondo Riemann. 11 limite determinato A della variabile ar Cco-
struita secondo la legge data da Lebesgue, chiamasi 1" infegrale
di Lebesgue. L’ introduzione di tale integrale nell’ Analisi, avvennta
da un ventennio appena, ha consentito le pitt belle scoperte costi-
tuenti un sostanziale progresso nei pit importanti rami dell Analisi,
congigliamo percio lo studioso di matematica pura di non tardare ad
impadronirsi dei procedimenti di integrazione secondo Lebesgue.

2a) Osserviammo anche il segnente teorema, che & contenuto nei
teorr. V e VII del n° 89. 8¢ le funzioni reali f,(P) e f,(P) sono limi-

A

tate nell’ insieme limitato A e la seconda é su questo integrabile 8 ha:

[Py & rapnar=[fpar+ [fpar,

A A A

/”[fl(l’)jjfg(l’)JdT:f/,j;(P) (1Tifj’2([')d1’.
A A

A

32) B opportunissinm,: per future applicazioni, uw’ osservazioue
che vogliamo ora fare sul calcolo dell’ integrale di wna funzione con-
tinua composta per mezzo di altre funzioni pur esse continue, esteso ad
un insieme limitato A supposto chiuso. In A siano definite le ¢ fun-
zioni continne F,(P)y.., f; (P) tali che il punto [f,(P)..., fy(P)] sia
sempre contenuto in un insieme chiuso e limitato B dello spazio
S, ove & definita una funzione continua F(y,,..., y,) delle ¢ coor-
" dinate Yypery Yg del punto di Sy . La funzione AP)=F{f(P),..., [y (P)]
riesce definita in A ed ivi (34, I) continua e quindi integrabile. Or-

bene, vogliamo dimostrare che: .
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Per il calcolo dell’ integrale esteso ad A dello funzione continua
S(P) si puo procedere al modo sequente: In ogni insieme Ty — A « Ry,
nel modo pit arbitrario, si prendono q punti P, , P, ..., si calco-
la la quantite F[ f,(P,), f2(P,"'k) e | € quindi la somma :

* = X FLA(P)s 1o (Pia) o) By

si passa infine al limite per ¥ infinitesimo. Si ha che tale limite é ben
determinato ed & Uintegrale della funzione [(P) esteso all’ insieme A.
_ Posto, come scinpre, 6 =3 f(Py;) Rz, basta dimostrare che o*—o
& infinitesimo per 3 infinitesimo. Comunque sin assegnato un numero
positivo & se ne pud determinare un altro p tale che se‘!y; —y:."gp
F(y39y5e) — F(y/ ,yg,...)Igs:R.

Comunque risulti il numero positivo p & altresi possibile determinare
p

(i=1, 2,...,q) di conseguenza’si ha

un numero positivo 9: tale che se la massima diagonale d dei ret-
tangoli Ry, di decomposizione del rettangolo R, contenente A4, non
pa o1 ¢ o . ) > j — . 1 s
& superiore a d¢ riesca ]f¢ (P,(;}g) ~f; (lhk)jgp(t =1,2,.,q) Si ha
dunque, per <3,

I o*—o i = th‘ F[fn (l)l;k)’ -"2(1)):1: )] - F[fn (le>’f2 (Phk)"”] | By,

g
gfzhk B=<e.

Se poi Uinsieme A & misurabile, nel calcolare le somme o* ci
- si pud, al solito, anche limitare a considerare soltanto i rettangoli
Ry totalmente costituiti di punti interni-ad A.

Esercizii. 1°) Siano a un numero reale qualsiasi, a e b (D> a)
due numeri positivi, la funzione a* & continua nell’ intervallo (a, b),
s¢ ne calcoli Tintegrale su questo intervallo.

Si ponga ¢=b:a. Mediante i punti & —ag*:"(i=0,1,...,n) si
divida Vintervallo («, b) in n intervalli parziali (@;_y, a; ) (i==1, 2,..., n).
Si ha 4 — @ ==ag—:n(¢"**—1) e quindi, per n divergente,

lim (x; — #;,,) == 0. Ne segue

) fw“ dr—
(a, b)
. ,

lim > (xi .__wi_ljm?'_l: lim aa+1(Va__ 1):_21{(1/@1)‘_].

n—=+00 Tl n 00
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Se ¢« —1, si ha

n
n__ non_____ 5 b — 1
(g—1 2 (otiy = (¢ —1); @_—’
= an-{-l_.l
e quindi (42, IT) dalla (4) si ricava

41 at1l __ o1

/z“ dr=2__ (gt —1)= ¥ —e

a1 a-}-1

(2, B

Se a—=—1, si ha

n n n . n
(fg—1) 2 ()™ =n(/g—1),
e quindi (42, 1I) della (4) si ricava
f—d-'f—:logg_—_]og£ .
@n® a

2% Sia ora a una qualsiasi quantitd reale di modulo diverso da
uno, la funzione della x:
' S(@) = log (1 — 2a cosz -} a?)
- & contipua nellintervallo (0,x), se ne calcoli 1’integrale su questo
intervallo.
Mediante i punti #; — ix:n(i==0,1,..,n) si divida Pintervallo
(0, =) in n intervalli eguali, Si avra:

ff(:v)dw: lim _’f_"z—:‘f(ﬁ)‘

R0 N pp nJ?

0, m)
mentre &
n—l1 ) kTC
(5) ké;/(T)—]og(l — )t ==

= logKl — 2acos —Z— +a2)(1—2a (30327—:t + a”)...(l——2acos g—t—_nﬂt—{—az)].

Osserviamo ora che !’ equazione binomia a** — 1 =20 ha le ra-
dici 1 ¢ —1 e le altre complesse i

kx kx kx kz
co8 — -}+-isen —, ¢o8— —igen— (k=1,2,.,.,0 —1
n + n’ n n ( 7 )
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e che ‘
kx kx kr kx ' kx
—{cos— -+ isen— —icos— —igen— j|—1—2 — 2.
[a (LOS " -} isen " )] [a (cos g tsen— )} acos— + «

Ne segue che Pargomento del logaritmo che si trova al secondo
membro della (5) non & che il quoziente (a?* —1):(«® — 1) e per-
tanto si ha

i —1
flog 1 — 2acosz 4 oF) dw = lim [log (1 — «)*+ l()g —5l’

n—+o0
0, m

e quindi
=0 , se a*<1,

log (1 — 2a cosx 4 a®)dx
fg( ¢ + ) =mxloga® , se a*>1.

0, ™)

92. Riduzione degli integrali. Formole di quadratura e
di Cubatura — Di grandissima importanza teorica e pratica & la
risoluzione della questione seguente: Quando mai il calcolo di un
integrale a pit dimensioni, puo ricondursi al successivo calcolo di
integrali di dimensione minore? I teoremi che assegnano le condi-
zioni sotto le quali la posta questione possiede soluzioni diconsi teo-
remi di riduzione. Vogliamo ora passare a stabilire, fra questi
teoremi, qnelli che ¢i sembrano di maggiore interesse. Per sempli-
ficare l’esposizione comviene premettere alcuni notevoli lemmi.

Lemma primo. Sic A un insieme limitato e misurabile di S,
contenuto in un dominio rettangolare R ¢ sia f(P) una funzioue defi-
nita in A ed ivi limitata. Definita in B la funzione F(P) al modo
segquente ‘ !

) TP =f(P)se P& in A,
@) ();_—:.O se Péin R— A4,

st ha
/’F(P,dT:ff(P)dT, f’F(P)dT:f}(P)dT.
r A B A
Ed invero, riesce R—=A + (R — A) e quindi
f’F(P) dT:/’f(_P) a7+ [F(P) d'_r:/'f(m ar, ...
R A RiA F 4 ¢

M. PICONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 25,
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- Lemma secondo. Se, conservando le notazioni precedenti, si
suppone Pinsieme limitato A affatto arbitrario e ivi sempre f(P)=0,
si ha '

Rfﬁ*(?)aTgAff(de, RfF(P)dT:jf(.P)dT.

Decomposto, al modo solito, il dominio rettangolare B in domi-
nii rettangolari parziali B, diciamo K, , B gli estremi inferiore e
superiore di F(P) in quei dominii. Poiche E;lk: Jo, == 0 per quelli

fra questi dominii che non bhanno alcun punto comuue con A, risulta

f AP)AT= 1™ ¥ ¢ (L) Ru, f f(P)dT:a‘iiﬂOEhke" (Lhi) Ry
A .

hk

A
’ _ lim ' e — lim Z
RfF(P)dT_BW Z:th,.thk, [ F(par=lm Z:th e B

R

ove le somme sono sempre soltanto estese ai dominii rettangolari Ry
che hanno, almeno, un punto in comune con 4. Ma, evidentemente,
si ha: ’
d ’ "o M
B, <), B, = (T,

k==

Andiamo ora a stabilire un terzo lemma fondamentale. Suppor-

remo per fissare le idee e per considerare il caso particolare pidt’

istrattivo »=—=3. Diciamo (d/, V', ¢') e («”, b”, ¢”) il punto estremo in-
feriore e il punto estremo superiore di un dominio rettangolare P
(parallelepipedo e lati parvalleli. agli asst coordinati) contenente A,
A, Vinsieme dei punti dell’asse z, contenuti nellP’intervalio (¢', ¢”), for-
mato dalle proiezioni ortogonali dei punti di A sul detto asse, A4,
Pinsieme dei punti del piano (x,y), formato dalle proiezioni ortogo-
nali dei punti di 4 sul detto piano, R il dominio rettangolare, con-
tenente Ay, proiezione ortogonale di P sullo stesso piano (z,y). Di-
ciamo poi S (2) la sezione dell’insiemée 4 con un piano normale al-
Passe z e S{x,y) la sezione dello stesso insieme con una retta nor-
male al piano (z,y). §(z) ¢ un insieme sempre contenuto nel domi-
nio rettangolare B e S(x,) nell’ intervallo (¢/y ¢”). Per ogni punto
z dell’insieme A4, riescono ben definite le due funzioni della 2:

(2) /f(.%‘, y,2) dz dy, /f('% Y2 dz dy,
8(z) S2)
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e per ogni punto (x, y) di A, le due funzioni della z e della y.
(3) ff(xy y,2) dz, /f(’l‘, Yy, 2) dz.
Sz, y) Sz, 3)

Le funzioni (2) sono certumex‘lte limitate in A4, e.cosi pure le
funzioni (3) sono limitate in 4, Si ha (89, IT e VIII)

/’dz flf(a:yz) do dy gfdz/lif(wyz) da dg gf"dz f”f(wyz) de dy,

(4) Az  S(z) Az Siz) Az  S(z)
//dz //f(myz) dx dy gf,dz f’f(wyz) de dy gfl(lz f"f(xyz) da dy ,
. Az S(2) Az S(2) Az 8(2)
’ [/dx dyfif(a’yz) dz g[,dw dy///f(myz) dz g/ﬂdw dy]’if(wyz) dz,
5) Azy Sixy) Axy Sizxy) Azy S xy)
‘ f,dm (]yflf(wyz) dz g[ndw (lyfif (xyz) dz g/ﬂdw dyf/tf(wyz) dz.
Axy Sxy) Azy S(zy) Azy S(xy)

Possiamo ora enunciare la seguente proposizione fondamentale:

Lemma terzo. Se¢ Vinsieme limitato A é misurabile e la fun-
zione limitata f(P) é integrabile su A ed ivi mai negativa, le due fun-
zioni (2) della z sono integrabili su A, e le due funzioni (3) della x e
delle y su Ay e 8i ha:

:fdz f’f(:cyz) dedy = dzf”f(wyz) dz dy,

Az Siz) Az S(z)
(6) ﬁ'(wyz) do dy dz N "
4 —_—fdm dyJ f(xyz)dz :/dx dy[ Slayz) dz .
Azy S(zy) Ay Sxy)

Per dimostrare la proposizione enunciata introduciamo la fun-
zione F (z,9,?2), coincidente con f(%,y,2) in 4, ed identicamente nulla
in B— A. Si ha (lemma primo) '

) ff.(myz) da dy de = fF.(wyz) dedydz..
4 P

Consideriamo i due integrali

(8) f/dz flli’(wyz) dxdygfndzfﬂlf’(wyz) da dy,

¢y e') B c,¢) R
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ed anche i due altri

9) fda' dyfF(xyz dz Sf da dy/ (wy=2) de

(cl I) (cl cll)

. 0 . _ —_— JE Y 7,
Mediante i punti &,—a/, &, 0., @, Tmp1=—0 3Yo=b"Y, sy Un Yn1 =b";

2y==¢,2, you,y2p , Zpy1 =0, dividiamo i lati di P, nel modo pill arbi-

trario, rispettivamente in m-1, in n-}-I, in p41 parti. Diciamo Py,
. il dominie rettangolare, dello spazio, di punti estremi (&, , ¥r,2 ) e
(Xh1, Yht1y 2ep1); Bz il dominio rettangolare del piano (x,y) di punti
estremi (&, ¥r ) © (Tat1, Yrga). Si ha (89 IV

0,n 0,2
fF(myz) de dy = E fF(m/z) de dy ,
B k&
Lk
e quindi (89, V e III)
0,n 0,m
am f / (@yz)dr dy = fF(myz) de dy —
@, ) R E 2h (cl'/cl!) R,

.n 0,m

—_ ﬁl N . E /dz j Fryz) dedy = 2 Tm.z P ;

(%1 %341) Fnx

si ha pure

, 0, 9

F(xyz) dz = E f ’F (ey2) dz )
(¢, ¢") " )
e quindi
(11) fdwdyfli’(w% dz>;2 fda:dy f (xyz) dz =
C ) (@ e")
0, 0 n 0,m
= /dwdy /F zy?) dz>2 hkl b,
h Bk (% 2144)

Allo stesso modo si trova ehe:

> [a /”F(wyz)dwdy,

" (c,; c") R
12 2Pyl O |
> /dwdy fF(xyz)dz.
B (@)



§ 2. INTEGRALI DELLE FUNZIONI 388

Dalle (10', {11) e (12), passando al limite facendo tendere a zero
la massima diagonale ¥ dei domini rettangolari Py, si trova

’ ’ 7 4
dz/F (xyz) de dy = [dzf Flzy2)dx dy,
(13 fF (@yz) dz dy dz ) ¢ (@) &
F fdm dy | F(xyz) dz_[ dxdy[ F(xyz)dz
R (c/ c//) k(/’ cl/)

Ora, se 2z & fuori di A, e se (x,¥) & fuori di A, risnlta
7 (44 .
fF(xyz) dx dy:] F(xyz)doe dy —0,
¥

r”

’
Fryz)dz—=| F(xyz)dz=—0,
(c” c“) (0,’ c’,)

e pertanto, in forza del lemma secondo,
[1 fF(wyz (1x(lj<fdz/F 2Y2) dmdy</dz ff xyz)de dy .
(o, B A:  S@)

F (xy?) dwdy——f dz/ Slayz)dz dy .
(¢,¢”) R 4z  S(2)

fda‘dy]ﬁ' (xyz) dzg/ dxdy/ F(xyz)dz </dwdyff(wyz) dz,

R (¢, ¢") 4,, (¢, ¢") S(xy)

”
f do dy] (xyz) dz — f da dy/ [ (xyz) dz .

R (e, ¢") S(zy)

Ne segu.e, in forza delle (13), ’eguaglianza degli integrali estre-
mi, tanto nelle (4) quanto nelle (5) e quindi 1’ integrabilitda delle fun-
zioni (2) su A, e delle funzioni (3) su A, ed infine, per la (7), le
eguaglianze (6) che volevansi dimostrare. Se ne deduce, per fiP)=1
in A, I’ importante teorema :

L. 8e I'insieme limitato A di Sy, é misurabile, I’ estensione della
sua sezione S(2) é integrabile su A, e quella della sua sezione S(z, y)
¢ integrabile su Ay e 8i ha:
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vol A= /estS(z)dz :fest-S(w, y)de dy.
Az ) Agy
Da quanto precede subito si deduce il teorema di ridu-
zione:

II. Se U insieme limitato A di 8 & misurabile e la funzione rea-
e f(P) é limitata e integrabile su A, le due funzioni (2) della 2 sono
integrabili su A, e le due funzioni (3) delle x e delle y sono integra-
bili su Agy e sussistono le (6).

Detto I =¢'(4) Vestremo inferiore di f in A, poniamo ¢(z,y, 2)—=
Sfx, 9, 2) —1; sard sempre, in 4, o, y,2)=0 ¢ ¢z, y,2) inte-
grabile su 4. Si ha

jf(myz)da: dydz:—.fcp (ryz)dedydz -} 1. vol A.
4 A

In virta del lemma terzo la funzione di z:
(4
fcp(myz)dwdy,
S(z)
& integrabile su A4,, ma & (91, Oss. 2?)

/,f(wyz)dw dy :/’@(xyz)(lx(]y+ l.estS(2),

8(2) Siz)
e peftztuto'(teor. I) il minimo integrale di flx, y, 2) esteso a S(z) &
pur esso funzione di z integrabile su 4, e riesce:

fdsz(myz)dwdy = [dz[ o (xyz)dedy +1.vol 4 =

Az 8(2) Az 8(z)
:J Q(ayz) dw dydz 4 1. vol 4 ::/f(wyz)daf:dydz‘.
A : A4

Ece.
Dalle (6) si deduce

f( ”f(wyz) dady —//f(wyz) dx dy)dz =0,

Az 8(%( S(2)
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f ( / /}“(wyz) de— / ,f(myz) dz)dm dy=0,

Axy Sixy) S.xy)
e pertanto (89, XIV) sussiste la proposizione:

IIL. 8e la funzione limitata f(x, y, ) ¢ integrabile sull’insieme li-
mitato ¢ misurabile A, Uinsieme dei punti z di A, per ciascuno dei
quali lo f é funzione di @ ¢ di y non integrabile su 8(z) é privo di
punti interni e cost puve I’ insieme dei punti (x, y) di Ag, per ciascu-
na dei quali la f é funzione di z non integrabile su Sz, y) é privo
di punti interni.

11 teoremma II qui ottenuto consente di ricondurre il caleolo del-
I’integrale a tre dimensioni, di una funzione integrabile, esteso ad
un insieme limitato e misarabile, al successivo calcolo di due inte-
tegrali ad una o a due dimensioni, in un qualsiasi ordine.

Se, considerando ad esempio le prime delle {6), per ogni fissato
valore 2z, di #z in A, , supponiamo misarabile la sezione S(z)) di 4
e integrabile su S8(z,) la funzione f(z, y, z,) delle due variabili z e
y, indicando con 8, (2) la proiezione ortogonale di S(2) sul piano
(@, 2), si ha:

ff(xyz Ydxdy ‘[dx /.f wyz)dJ*/dx/ flxy?) dy,

S(z) Sxz(2) S(xz) Sz2(2) S(xz)

e qunindi
(4

(14) ff (weyz) da dy dz-—[dz dwjfwyz ) dy —fdzfdx Slaeyz)dy;
Az Sedde) Stwe) Az Surz) Siwz)
si riconduce cosl, nelle ipotesi fatte, il calcolo dell’” integrale a tre
dimensioni della funzione f(x, y, 2) esteso ad A4 al successivo calco-
lo di tre integrali ad une dimensione.
In particolare: Se la funzione f(x, y, 2), integrabile sull’ insieme
misurabile A, é altresi integrabile su ogni sezione di A si avra

:[dsz(wyz)dx dy:[dm[f(wyz)dydz ..,

Az S2) Az =)

[(1wdjff(wyz dz_/dydz [f zyz)de —...

Asy  Say) Ay S(y2)

(15) /f(wyz) daxdydz
S
\
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Queste formole sussistono sempre (in particolare) se Dinsieme mi-
surabile e limitato A & chiuso e se la funzione f(x,y,2) é continua in A.

Se poi inoltre, riescono misurabili le sezioni piane di A, insieme
alle formole (15) sussistono le (14), private di ogni apice, con quelle
che da queste si deducono permutando le &, y, 2

Cosl dunque (per r=—=2): Se A é un insieme misurabile e limi-

N

tato del piauo (x,y) e se la funzione f(x,y) é integrabile su A e su
ogni sezione di A — in particolare, se A é chiuso e se la funzione f(x,y)

é continua in A4 — si avra:

(16) ff(my)dwdy /dy/fxy dw_/dw]f y) d

y S(y) w 8\x)

Siano ¢ e b due numeri qualsivogliano e sia a <7, sia A4 il trian-
golo dé¢l piano (x,y) formato dal]e rette x=—y, x—a, x=">; dal-

I’ ultima proposizione si ricava: Se f(x,y) é integrabile su A e su
ogni sezione di A, in particolare se essa é continua in A, sussiste
Veguaglianza :

17) fd:l; S (xy) dm:fdyff(xy) dx.

(ad) (ax) (ab) (yb)
Questa formola & nota sotto il nome di formola di inversione
di Dirichlet.
In ipotesi molto larghe dunque & possibile ricondurre il calcolo
di un integrale a tre dimensioni al successivo caleolo di tre integrali
ad wuna; alludendo a tale possibilita diconsi anche tripli gli integrali
a tre dimensioni e denotansi anche col simbolo

ffff(myz) dzdy dz.
A

Analogamente gli integrali a due dimensioni diconsi anche dop-

pi e denotansi anche con la notazione

f 7 oy) dwdy;
A

gli integrali a » dimensioni diconsi »Pl,

Quadratura dei rettangoloidi e cubatura dei cilin-
droidi. Nel piano (x,y) si abbia il rettangoloide H (n° 25) avente
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per base I’insieme limitato A e relativo alla funzione limitata f(x),
definita in 4. La sezione di H, con una retta verticale di ascissa x,
& un intervallo limitato dai punti 0 e f(x), essa & dunque misura-
bile ed ha per misura | f(x)|. I’analogo del teor. I nel piano, ci dice

che: Se il rettangoloide H ¢ misurabile lo funzioue |f(x)| é integra-
bile e st ha:

(18) area H = f |f @) | de.
A

Nello spazio (#,y,2) si abbia il cilindroide K (n° 25) avente per
base 1’ insieme limitato A del piano (x,y), relativo alla funzione li-
mitata f(w,y), definita in 4. La sezione di K, con una retta verti-
cale, il cui piede sul piano (z,y) ha le coordinate x e y, & un inter-
vallo limitato dai punti 0 e f(xz,y), essa & dunque misurabile ed ha
per misura |f(x,y)|. 1l teor. I ¢i dice che: Se il cilindroide I é mi-
surabile la funzione |f(x,y)| € integrabile e si ha:

(19) volK::f[f(wy) | de dy .
A4

Domandiamo ora, quando mai un rettangoloide o un cilindroi-
de & misurabile? A tale domanda rispondono — in particolare — i due
teoremi seguenti:

IV. Un rettangoloide avente per base un intervallo (a,b) dell’asse
x e relativo ad una funzione f(x) continue in (a,b) é misurabile.

Basta dimostrave che la curva C di equazione y —f(x) — la qua-
le, in forza della continuitd di f(x), coi punti di H di ascissa a e
di ascissa b e con quelli di ordinata nulla, costituisce, come subito
8i dimostra, la frontiera di H — é un insieme del piano (x,y) di esten-
sione nulla. Poiche f{x) & continua nell’intervallo (a, b), comunque si
assegni un numero positivo e & possibile determinarne un altro d tale
che Poscillazione della f(x) in ogni intervallo di (a,d), di ampiezza
non superiore a 8, sin minore di e:(b — «). Mediante i punti z, —=a,
Ty goury X y Tpp1==0D, dividiamo (a,d) in intervalli parziali ciascuno di
ampiezza minore di ¥ e diciamo m; e M; il minimo e il massimo di
S@) in (@, &) (=0,1,..,n), B; il dominio rettangolare definito
delle limitazioni @; << <@y, m; < y<<M; . Si ha:

C<Z. R,
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— S @i —x; ) =e.

area X R; = Zi(xi—l-l — ) (M, — m) <b

V. Un cilindroide avente per base un insieme limitato, chiuso e
misurabile A del piano (x,y) e relativo ad una funzione continua f(x,y)
definita in A, é misurabile.

Basta dimostrare (poiché — cfe. 87, X — il cilindro. ortogonale
avente per base T4 e per altezza il doppio del massimo di [f] in
A, ha estensione nulla) che la superficie 8 di equazione z=—f(x,9) &
un insieme dello spazio di estensione nulle. A c¢i0 si giunge con un
ragionamento assai analogo a quelio fatto per il teor. precedente.

Cade qui a proposito il notare 1’ immediato corollario seguente
del teor, I:

VI. Se due solidi misurabili dello spazio sono compresi fra due
piani paralleli, e se in tulti i piani paralleli intermedi le sezioni dei
due solidi hanno estensioni in rapporto costante, anche ¢ volumi dei due
solidi saranno in quel rapporto.

Le formole (18) e (19) diconsi le formole fondamentali
di quadratura e di cubatura in coordinate cartesiane.
Insieme ad esse & bene ricordare le formole fondamentali di
quadratura e di cubatura in coordinate polari, alle quali
8i giunge considerando, come appunto andiamo a fare, il problemu
di misurare i settoroidi del piano e dello spazio.

Quadratuwra dei settoroidi nel piano e cubatura dei
settoroidi mnello spazio. Per i numeri reali @ e § si abbia
0<Ca<{B=2m e nell’intervallo (a,B) sia definita una funzione con-
tinna f(0), sempre positiva, della variabile 0. Introdotte le coordinate
polari p e 6 per i punti del piano (x,y) — col polo nell’origine O de-
gli assi # e ¥y e con 1’asse polare £ — consideriamo il settoroide (pag. 174)
S8 del piano, relativo alla funzione continua e positiva f(0), avente
per base lintervallo (a,f). Vogliamo dimostrare la quadrabilitd di S
e trovarne Parea. Mediante i punti 0,—a, 0,,..., 04, Opy1 =B, divi-
diamo, nel modo pin arbitrario, Vintervallo (a, B) in intervalli parziali,
dei guali con ¥ indichiamo ) ampiezza massima. Diciamo m; e M; il
minimo e il massimo di f(0) nell’ intervallo (0; , 0;4.) (i =0, 1,...,, n).
: GhiamiamoSé il settore circolare definito dalle limitazioni 0; =<0 < 0,44
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p==m; e 8 il settore circolare definito dalle limitazioni 0; < 0 < 8:1,,
p<<=M;. Si ha:

3 8,< 8< X 8/,
e quindi (87, VI)

1 1
—Q‘Zimf (01— 0; )Sest § -2-2,-3’1?(9&1——9{ )
onde segue, facendo tendere & a zero,

(20) est § — % [[f(ﬂ)]2 ae.
(aB)
Detta € la curva di eqnazione p=—s(0), la misurabilitdh di §
segue dall’ osservare che & sempre

est 0 5 X, (M2 — m2) (Biga — 1)

Passiamo ora a definire quei particolari insiemi misurabili del-
lo spazio, (z, ¥, 2) che chiameremo settoroidi dello spazio, e a deter-
minare il volume di tali insiemi. Siano «, «” e §’, 8” due coppie di
numeri reali per i quali si abbia 0 <o <<d'Z7, 0P <f"<2rn.
Nel piano (9, 0) consideriamo il dominio rettangolare R di punti
estremi (o, B) e («”, B”). Entro tale dominio sia assegnato un insie-
me chiuso A e in questo insieme sia definita una funzione conti-
nua e sempre positiva f(g, 0) delle due variabili ¢ e 0. Riferiamo i
punti P dello spazio («, y, 2) ad un sistema di coordinate polari p,
v e 0, col polo nell’ origine O degli assi «, y, 2, designando p la di-
stanza di P da O, 9 la colatitudine di P, ciod 1 angolo, compreso
fra 0 e =, che il raggio vettore OP fa con Dasse z, 0 la longitudine
di P, cioe T angolo ehe il semipiano contenente P ¢ terminato al-
Passe z fa col semipiano (2, ) contenente le x positive; chiamiamo
settoroide dello spazio, relativo alla funzione f(yp, 0), avente per base
U insieme A, Vinsieme § dello spazio definito dalle condizioni

il punto '(cp, ) e in 4, 0="p=f(g 0).

In forza della continuitd in 4 della f(y, ), i puuti di 8, in-
terni a 8, sono quelli e solo quelli che verificano le condizioni :

il punto (g, 0) é interno a 4, 0<p<f(y 0),
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gli altri punti appartengono alla frontiera FS§ di 8. I’ insieme dei
punti di FS§ verificanti le condizioni:.

il punto (9, 0) é in A4, p= f(p, 0),
chiamasi anche, come 1’ insieme piano A4, base del settoroide. Voglia-
mo, in ¢io che segue, dimostrare la misurabilitd di 8§ e trovarne il
volume,

Premettiamo, a tale scopo, la determinazione del volume del
settore sferico. Si abbia la sfera di raggio r, e sopra un suo fissato
diametro, con 1’origine sulla sfera, disponiamo un asse E di tale
" verso che il centro della sfera abbia su esso 1’ ascissa positiva,
L? area della sezione della sfera fatta, con un piano normale all’as-
se £ in un punto di ascissa &, & data da wE(2r —E). II segmento
sferico limitato dai due piani pye ps, normali all’ asse £ nei due
punti di ascisse 0 e h, & (87, XIII) un dominio misurabile e per-
tanto il suo volume & dato da (teor. I)

71:[(21"2 I — (,-_ %),

©, k)
cfr, I"Esercizio 1° al n° 91, Il settore sferico avente per base Ia zo-
na sferica limitata dai due piani py e p ha per volume quello del
considerato segmento sferico anmentato o diminuito (aumentato se
h <<, diminuito se A ~>7r) del volume del cono circolare retto aven-
te per vertice il centro della sfera e per base la sezione della sfera
determinata dal piano p, . L’ indicato settore sferico ha dungne per

volume
r—h _ 2n

3
2f.. . 2
=h (: )—{-nh(21 h) = ho?,

Ne segue che: Il volume del settore sferico, avente per base una
qualsiast zona sferica limitata da due piani normali a £ aventi fra lovo
la distanza h, & dato da 2xhr?: 3. In virta del teor. IV si ha poi che: -
Il settore sferico, parte del precedente, staccato da esso da due semi-
piani uscenti dall’ asse § e formanti fra di loro un angolo diedro di
a radianti ha il volume dato de ahv®:3. Pertanto, se sopra una sfe-
ra col centro nel polo O delle considerate coordinate polari e di
raggio 7, prendiamo il quadrilatero limitato dai paralleli di colati-
tudine ¢ e ¢4 Ap(Ap>0) e dai meridiani di longitudine 0 e
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0 4 AB(AB > 0), il volume del settore sferico avente per base quel
quadrilatero ¢ dato da
3

3 3
— [cosp—cos(p+Ag)|Ab= r senpAq@AD r cos(p-+tA@)Ag?Ab,
3 ? 6

ove T & una certa frazione positiva,
. . . !
Mediante i punti @, ==&, @, yeery Pmy Py —=a"; 8, =F, 0,,..

0., Opy1 =P", decomponiamo, nel modo pitt arbitrario, i lati del ret-
tangolo R del piano (q, 8) contenente I’ insieme 4 base del setto-
roide 8, rispettivamente in m—+-1 e in n1 intervalli parziali e,
corrispondentemente, il rettangolo R nei rettangoli parziali Ry di
puunti estremi (¢, , 0z) e ((ph_*_‘, Blc—l-l)' Porremo Ag, —= Py — P
ABy == Og41 — 0. Diciamo my; il minimo e My il massimo della
funzione f(p, 8) nel rettangolo Ry Se consideriamo tutti i rettan-
goli Iy interni a 4 e facciamo la somma (elementare) dei settori
sferici aventi, ciascuno, per raggio il minimo my; e per base Ry ,
si ottiene un solido § contenuto nel settoroide §; se consideriamo
invece tutti i rettangoli Ry aventi con 4 almeno un punto in co-
mune, e facciamo la somma (elementare) dei settori sferici aventi,
ciascuno, per raggio il massimo M, e per base Ry, si ottiene un
solido 8” che contiene il settoroide 8. Si ha:

vol 8 — 3 th mi, seng, Ag, Ab, -{- th ma, cos (@, + 7, Ag,) Ag} AD,
i 1 1
vol 8" —= —3— e M, seng, Ag, A, 4 — th e €08( @, 1+ 7, A, ) A AD, .

Se, al solito, diciamo & la massima diagonale dei rettangoli

) ’ 4

Ry , e se, tenendo conto della misurabilita di 4, ricordiamo le pro-
? ? 9

posizioni ottenute nell’osservazione 3a del n° prec., si pud affer-

mare che :

1
;1_1310 = S mi, seng, Ag, AD, — )
i 1 —?,—/[[f((p, 0)]’ sengpdo ao.
afn — 2 M2, seng, Ap, AB, = A
D’altra parte, se M designa il massimo di f(g, ) in A4, si ha:
| X m 008 (@, + 7, Ag,) Ag; AB, | =

MR
|2hk e 008(@, + 7, Ag,) Ag; AB, |< %
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onde possiamo concludere che: L’estensione del considerato settoroide
8 é data dalla formola:

(21) est S:—;—’— f[f(cp,ﬂ)]s seng do d0 .
4

Dalla nostra analisi segue pure la misurabilita di 8, poichd &
sempre F§ < 8" — (8 —F8)ed 8 vol [§”' — (8 —F§)] —=vol 8" —vol 8.

Osservarzione 1I°)*. La misurabilitd dei rettangoloidi e dei ei-
lindroidi e quindi le formole (18) e (19) sussistono anche nelle sole
ipotesi seguenti: La base A e un insieme misurabile e la funzione li-
mitata [ é integrabile su A. Cosl pure la misurabilitd dei settoroidi
del piano e dello spazio e le formole (20) e (21) sussistono anche nelle
sole ipotesi seguenti: La base A, eontenuta sempre entro i dominii
rettangolari indicati, é misurabile e la funzione limitata ¢ positiva f
& integrabile su A.

Osservazione 2°). Nell'intervallo (a, f), ove varia 0, siano de-
finite due funzioni continue e positive f, (8) e £, (0) per le quali inol-
tre sia sempre f, (0) =7, (0). Nel piano (p,0) consideriamo I’ insieme
B (misurabile) definito dalle limitazioni a <<0<CB; f,(0)<<p=<f,(0)
"e facciamo Vintegrale di p esteso a B, si ha:

(22) fpdp ao *fdﬁfpdp f(f2 f2)d()——3 f2d6—_~ f2ao.
(oB) (fufo) (aB) (aB)

Nel piano (z,y) consideriamo i due settoroidi §, e §, aventi per
comune base I’ intervallo («,f) e relativi, rispettivamente, alle funzio-
ni f, e f,. Poniamo §=28, — (8, —F8,). Si ha area§—area S, —
— area §,, e quindi, in virti della (20) e delle (22), che: Ier Parea

dell’ insieme S del piano (x,y), definito, in ~coordinate polari, dalle '

limitaziont a << 0 <8, £,(0)<p="f, (0), sussiste la formola
(23) area § — [[pdpdf.
Jj

Allo stesso modo, partendo dalla (21), si dimostra che : Per il
volume dell’insieme 8 dello spazio (x,y,2) definito, in coordinate polari,
dalle condizioni

(24) il punto (@, 0) é in 4, Jile e)§9§f2 (9, 0),
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essendo f,(9,0) e f,(qp,0) due funzioni positive e continue in A, sussi-
ste la formola

(25) vol § ://fpz senpdpdedf,
B

ove B ¢ Vinsieme dello spazio (p,@,0) definito dalle (24).
Dualle proposizioni ora osservate segue subito il teorema:

VIL. Sia B un qualsiasi insieme del piano (p, 0) contenuto nel do-
minio rettangolare R di punti estremi (p',0) e (p”, 0"), 0<Cp’ <p”,
0<<0'<<0”"=<2r. Sia 8 Vinsieme di punti del piano (z,y), descritto
dal punto ®—p cosB, y —-p senb, al variare di (p,0) in B. 8i ha allo-
ra che s¢e B é quadrabile ¢ pure quadrabile 8 ¢ U area di 8§ é data.
dalla (23). Sia B un qualsiasi insieme dello spazio (p,¢,0) contenuto
nel dominio rettangolave R di punti estremi (p',¢",0') e (p”,¢",0"),
0<<p'<Tp", 0= <<9'<<7 0=0"<0"=2r. Sia § VVinsieme di pun-
ti dello spazio (x,y,2) descritto dal punto x =p seng cosl, y == p seng
senfl, z = p cosy, al variare di (p, ¢, 0) in B. Si ha allora che se B &
cubabile é pure cubabile 8 e il volume di S é dato dalla (25).

Limitiamoci a dimostrare la prima parte del teorema. Mediante
il solito reticolato — formato di rette parallele agli assi p e 0 — di-
vidiamo il reftangolo R in rettangoli parziali Ry, dei quali diremo
® la massima diagonale, e affettiamo di un apice le somme estese a
tutti i rettangoli Ip; completamente interni a B e di due apici quelle
estese a tutti i rettangoli Ry aventi, almeno, un punto in comune
con B. Poniamo poi B' = 3’ R, B" 3" By Siano Su, 8" e 87
i dominii del plano (#,y) corrispondenti, rispettivamente, ai dominii Ry,

BeB' Sihal =3 8u 8 =3"8u S<8<L S, F§8< 8 —§,

area Shk:jﬂkpdp a0, area S':Z;gkp dpdf — Lp dpao,

area 8" :/fp dp df,

B

g”pdpde<

(26) pr dp d6 B ffp dpdo,

< estS B
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@7) estFSg.IQ-pdp a0 —!Jp dpad _—;gidp 0 < p” area (B"— B).

Ma area (B”-— B’), in virtu della supposta quadrabilita di B,
¢ un infinitesimo con 3, onde segue la quadrabilitd di S e la for-
mola (23).

93. Passaggio al limite sotto il segno integrale. — La fun-
zione u=—f (&, % ,..;%,9,..) sia definita in un insieme di pu'nt:i‘Hdello
spazio (& 9 ,...; %,9,..) e siano 4 e B due insiemi di punti, rispettiva-
mente degli spazii (r,y,...) e (§,7,...), tali che comunque si consideri
un punto Q(,v,..) di B, le coordinate di questo punto, associate
a quelle di un qualunque altro punto-di 4, diano sempre coordinate
di punti di H. Porremo, brevemente, v —f(@, P).

@) Sia @, un punto di DB e supponiamo che, per ogni arbi-
trariamente fissato punto P di A esista, determinato e finito il
limite

oo /(Q, P) (su B).

Tale limite sard indicato con ¢ (@, P); esso & una funzione di
P, per ipotesi definita in 4. Si dice che la tendenze (su B) di f(Q, P)
al limite in Q, é uniforme in A, oppure che la f(Q, P) tende (su B)
al suo limite in Q,, uniformemente in A, se, comunque si assegni un
numero positivo g, & possibile determinare un intorno circolare C: del
punto Q,, su B, tale che, per due punti qualsivogliano Q" e Q" di
C: — Q,, si abbia, qualunque sia il punto P di A4,

LF(Q, P)—f(Q", P)| <e.
Evidentemente (cfr. il teor. IIT del ne 67) condizione necessaria
e sufficiente affinché la fanzione f(Q, P) tenda in @, al suo limite
@I(Qo, P), uniformemente in 4, & che, comunque si assegni un nu-
mero positivo s, sia possibile determinare un intorno circolare C: del
pﬁnt‘orQo, su B, tale che per qualsivoglia punto @ di C: — @, si
abbiu, qualunque sia il punto P di A,
1) If(Q, P)—¢(Q, P)|<ce.
Se, in particolare, ’insieme B coincide con 'insieme 1, 1/2,...,1/n,...,
dei reciproci dei numeri natarali, posto f(1/n, P)==f, (P), e preso per
@, il punto zero, si ricade nella definizione di convergenza unifor-

i s
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me in un insieme A per una successione di funzioni, gia data al
no 67. - 4 |
b) Se, supponendo V’insieme B illimitato, per ogni punto P di
A esiste, determinato e finito, il limite

lim 20 P)suB),

@ —+~oo

tale limite sard indicato con ¢ (oo, P). Esso, per ipotesi, riesce una
funzione di P definita in A. Si dice che la tendenza al limite di £(Q, P)
all’infinito, su B, é uniforme in 4, se, comunque 8i assegni un nu-
mero positivo &, & possibile determinarne un altro E. tale che per
due punti quali si vogliano @’ e Q" di B, aventi dall’origine O dello
spazio (§ 7,...) distanze maggiori di Re, si abbia, qualunque sia il
punto P di 4,

(@, P)—Sf(Q",P)|<¢e oppure |f(Q,P)—¢(co,P)|<ce.

Se, in particolare, 'insieme B coincide con Pinsieme 1,2 ,...,n,...
dei numeri naturali, posto f(n, P)=f, (P), si ricade nella definizione
di convergenza uniforme in un insieme A4 per una successione di
funzioni. '

In cid che segue, per amore di brevitd, considereremo esclusi-
vamente il caso @), lasciando al lettore il facile compito.di enuncia-
re, nel caso b), i teoremi analoghi a quelli che otterremo, per la
dimostrazione dei quali non si ha che da ripetere i ragionamenti che
andiamo ad esporre. Cominciamo dal dimostrare il teorema:

1. Se la funzione f(Q, P) é limitata in H, e se essa tende in @
al limite ¢ (Q,, P), uniformemente in A, la funzione ¢ (@, P) & limita-
ta in A dai due numeri — L e L, avendo designato con L Vestremo
superiore di |f(P, Q)| in H.

Comunque si assegni un numero positivo ¢ esiste, invero, un
intorno circolare Ce di Q,, su B, tale che per qualsivoglia punto @
di Cc — @, e ovunque si prenda P in A, sussiste la (1), e quindi

—L+te<¢(QnP)<<L+s;
per Darbitrarietd di & ne segue, ovunque in 4, |@(Q,, P)|< L.

Manterremo sempre, in questo articolo, Pipotesi che la funzione

(@, P) sia limitata in H e faremo sempre anche 1’ipotesi che Din-

M. PicoNR — Lezioni di Analisi infinitesimale — 26,
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sieme A4 sia limitato. In tali ipotesi, per ogni fissato punto @ di B
potremo considerare il minimo ed il massimo integrale della funzione
f(@Q,P), rviguardata soltanto come funzione di P, estesi all’insieme A.
Si verranno cosl a definire in B le due funzioni di @:

7 i
o=[riemar, r@=[renar
a4 ’ V1
Sussiste il ségueﬁte’ciassico teorema del passaggio al limite sot-
to il segno integrale:

II. Se la funzione f(Q, P) tende in Q, ad un limite determinato e
Jfinito, uniformemente ngll’insieme limitato A, si ha:

o ff(Q, yaz [[“m 7@ par

’ lim /f Q,P dT—/ lim f(Q, ]dT.

Ed invero (89, X)

;f}FQ’ P)dT_f’CP(QO,P)dTlg
A . a

2

, /” ’ - [} ’
If”f(Q,P)dT—//cp(QO,P)deg/:A \f(Q P)— @ P)ldT
A A

pertanto, se, quando @ & in C: — @, riesce, ovunque sia P in 4,

(@, P) —@(Q, P)|<<e:est A,
risulterd pure, in Cc — Qo,

F'(Q)—-/CP(QO,P)dT <, IF"(Q)—/ @(Qo,l’)dTlse
a 4

Come particolarissimi casi del precedente si hanno i teoremi:

7 )
II'. Se la successione di funzioni limitate f,(P),f, (P)y.y fo (P)
converge uniformemente nell’insieme limitato A, $i ha:

lim [’ __ {7 1im lim lim
n—»ooffn(P)dT"—'[{n»oof” ’nﬂoo/ Ja(P) dT_—/ Il“'OO‘f" P)]dl'
4 ;!
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IT”. Se la serie di funzioni limitate g,(P)+ g,(P)-} ... converge
uniformemente nell’ insieme limitato A, si ha:

]'Ewi [5@az= (wa ) ar, Ew rmar=[ (wa ®)az
A A

4 A

Quest’ ultimo teorema si suole chiamare ¢I teorema dell’in-
tegrazione termine a termine delle serie. Del teor. II sono
poi immediati corollarii i seguenti.

IOI1. 8e la funzione f(Q, P) tende, in Q,, ad un limite determi-
nato e finito @(Q,, P), uniformemente nell’ insieme limitato A, e se es-
sa, per ogni fissato punio Q in B, & funzione di P integrabile su A,
tale sara pure la funzione @(Q,, P), mentre si ha

o, [10, mar=[| Jiny i, ] az.
A A

Pertanto : La funzione limite di una successione di funzioni, uni-
Jormemente convergente nell’ insieme limitato A, integrabili su A, é
pur essa tale, e Vintegrale della funzione limite & il limite degli inte-
grali delle funzioni della successione ; la somma di una serie di fun-
zioni, uniformemente convergente nell’ insieme limitato A, é integrabile
su A se tali sono le funzioni della sevie, e D integrale della somma
della serie é la somma della serie degli integrali dei termind,

IV. 8¢ Vinsieme H é chiuso limitato e la funzione f(Q, P) vi é
continua, tale é pure la funzione

7= (7@ par,
4

nell’insieme B, supposto pur esso chiuso.

Per ogni punto @ di B diciamo 8(@) quel ben determinato in-
sieme di punti dello spazio (2,v,..) tali che le coordinate di ciascu-
no di questi, associate a quelle di @, danno coordinate di punti di
H. Linsieme §(€) sara sempre chiuso e limitato e conterrd sempre
Pinsieme 4. Comungne si fissi @ in B, la funzione f(@Q, P) riesce
funzione di P continua nell’insieme chiuso e limitato §(Q) e pertan-
to essa sard integrabile su §(Q) e quindi su 4[< S(Q)]. Cid posto,



404 Carrroro 1V.

arbitrariamente assegnato un numero positivo e, se ne puo trovare
un altro d tale che se

(AE2 4 An? 4 oo -+ A - Ay? .. )12 <03,
8i abbia sempre, per due qualsmnSI punti (4 AE,...; 2 + Az,..) e (e
x,...) di H,

FE+ AL i@+ Avy) — f(E s ,0) [ e
Ne segue, per ogni fissato punto @, di DB e ovunque si prenda
Pin A,
' |F (@, P)—1(Q, P)| <e,
non appena il punto ¢ appartiene all’intorno circolare di @, su B,
avente il raggio 3. Si ha dunque, uniformemente in A,

o F(Q, P)su B)=7(Qy, P

e pertanto, teor. II,

S F@ =] 1@, P) dT—ff (@0 PUT=F(Q,)
A

E cid dimostra la continuitd di F(Q) nell’ insieme chiuso B.

V. Derivazione sotto il segno integrale. Se Vinsieme H
¢ chiuso ¢ limitato e se la derivata parziale ft (€ N yores By Y o) della f e

Sunzione continua in tutto H (cfr. locuzione abbreviata indicata a
pag. 204), mentre la f, per ogni fissato punto Q in I, & integrabile

Q= ff(cz, P)ar,
=pen

e parzialmente derivabile rispetto alla & in ogni punto di RB, e si ha:

su A, la funzione
)

o=/ 1@ Par.
i

Ed invero

Se BNy B, Y po) =

hh—]ino SEA Ry Myeis 8,9 500) = FE Nyerss €Y 500)]
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uniformemente in 4, per la supposta continuitd di fE in H, poiche il
rapporto incrementale parziale, che si trova nel secondo membro, vale
Je €+ 0k, 5,9 5..) essendo 0<0 < 1.
E pertanto (teor. II)

lim F(E"I""aﬂr--) — FE, Tyeen __lim f(E’{"h,Yh ;3 P) fE;n;
h—+0 h h—'O h

dT

)/ R o
[ hmfg‘l‘ by N geee h f(E,“'], ’ )] dT:ffE(Q,P)dT.
A

Osservazione. Il teorema IV susgiste anche nell’ ipotesi che
nell’insieme chiuso e limitato H riesca f(Q, P)—p (P)g (@, P), ove . (P)
& una funzione limitata e integrabile su 4 e g(@Q, P) & continua in
tutto H. Il teor., V sussiste anche nell’ipotesi che nell’insieme chiuso
e limitato H riesca f(@Q, P)— n(P)g (@, P), ove p(P) & una funzione
limitata e integrabile su A, ¢ (@, P), per ogni fissato punto @ di B,
& integrabile su 4, e la derivata parziale 9 (@, P) & funzione con-
tinua in tutto A. :

Del teor. IV si pud dare una notevole ed utilissima generaliz-
zazione della quale si fa spesso uso in Analisi. Supponiamo che Vin-
sieme B dello spazio (E,%,...) sia chiuso e che ad ogni punto @ di
B si possa univocamente far corrispondere un ben determinato in-
sieme limitato e misurabile 4 (Q) dello spazio (,y,...) tale che le coor-
dinate di un qualunque suo punto associate a quelle di ¢ diano sem-
pre le coordinate di un punto appartenente all’ insieme chiuso e. li:
mitato H dello spazio (&, 7,...;®,¥,..), ove & definita la funzione con-
tinua f(¢, P). Diremo che U insieme A (Q) é funzione continua di Q
in un punto @, di DB se riesce:

lun [mlS(A Q)_I_A(Qo))—mlS(A(Q (Qo))]:O.

Si osservi che, per essere (n° 86, pag. 358)

mis (4(Q) 4 A Qo))__ mis 4 Q)+mst (Q,) — mis (A(Q). 4(Q))),

risulta

mis (4 (Q) + 4(Q,)) — wis (4(Q) . 4(Q,) =
= [mis 4(Q) —mis(4 (Q). AQN]+ [mis 4 (Q,) — mis (4(Q). A(Q,)).
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e quindi: Condizione necessaria e sufficiente affinché Vinsieme A(Q) sia
Junzione di @, continua nel punio Q, di DB é che, simultaneamente,
8i abbia

QleQo[mis A4(Q) — mis (4(Q). 4(Q,)]=0,

Q]LmQO[misA(Qo)'— mis (A4 (Q) . 4(Q,))]=0.

Ne segue immediatamente che: Se Vinsieme A{Q) é funzione con-
tinua di Q, nel punto Q, di DB, la misura di A(Q) é funzione (nu-
merica) di @, continua nello stesso punto. Ovviamente, non sussiste
la proposizione reciproca.

Diremo che Vinsieme A4 (@) &, in B, funzione continua di @, se
esso & tale in ogni punto di DB. Cid posto andiamo a dimostrare
il seguente importante teorema;

VI. Se Vinsieme H é chiuso e limitato e la funzione f(Q, P) vi é
continua, tale é pure la funzione

8 FQ=[r@mar,
4(Q) -
nell’insieme B, supposto chiuso, quando Vinsieme misurabile 4 (Q) é in
B funzione continua di Q.

Poiche mis 4 (Q) riesce funzione continua di @ nell’insieme chiu-
80 e limitato B, essa vi ammetterd un massimo valore M. Diremo
L il massimo in H di |f(P, @)|. Devo dimostrare che, se @, & un
qualsiasi punto di DB, si ha:

Jm, [r@mar=[re, paz.
A(Q) A(Qo) »
Comunque sia stato assegnato il numero positivo g ¢ possibile
trovarne un altro 3 tale che: I°) in due qualsivogliano punti di H,
ad una reciproca distanza non superiore a 9, la f prenda valori la-
cui differenza sia in modulo non superiore a ¢/3M; II°) se @ & un
punto di B ad una distanza da @, non superiore a 3, si abbia

mis [4(Q) — 4(Q,Q,) |=mis 4 (@) — mis 4(Q, Q) <

:311
mis[4(Q,)— A(Q,Q,)]=mis 4 (@) — mis 4(Q, @)= "
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avendo posto A4(Q, Q)=A4(Q). A(Q,) e convenuto — come sempre
in seguito — di dare il valore zero al simbolo mis (¥ — F'), tutte le
volte che per i due insiemi K ed F non esiste F— F. Si osservi
d’altra parte che:

(4) ff(Q,P)dT""ff(QmP)dT:
A(Q) A(Qy)

:f[f(Q7 P) "‘f(Qo) P)](]T+/f(Q; P)dT_ff(Qm P)dT7
A(Q, Q) A(Q) — A(Q, Q) A(Qy) — A4(Q, Qo)

[avendo convenuto, qualunque sia la funzione ¢(P), di dare il valore

fCP(P)dT,

E—-F

zero al simbolo

se per i due insiemi FE ed F non esiste - £ — F| e pertanto per
ogni punto @ dell’ intorno circolare di ¢, , su B, avente il raggio
3, si avra:

|ff<cz, PaT— fﬂ@o, P)ar 'g
A(Q) A(Qo)

5 MIsA, Q) Lmis[A(Q) — A(Q, Q) 4-Lmis[ A(Q)—A(Q, Qy)I=e.

Spontanea & ora la domanda: Sotto quali condizioni la funzio-
ne F(Q), definita dalla (3), & in RB parzialmente derivabile rispetto
ad una delle variabili £, ..., dalle quali essa dipende? Un gruppo
di condizioni sufficienti percio subito si ottiene partendo dalla for-
mola (4), di decomposizione di F(Q) — F(Q,), qnando, supposta, sol-
tanto, la f(Q, P) — per ogni fissato punto @ di B — funzione di
P integrabile su A(Q), si introduca la seguente funzione delia cop-

pia [Q &, 1 ,.), @ (", v',.)] di punti di B:
B (Q, @)= f 7@, P)aT — [ﬂ@", P)ar.
AQ) — AQ, @) Q") — AQ, @)

Si ha, evidentemente, O(¢, @)= — ®(Q", @), D(Q, Q) = 0.
Sussiste il seguente notevole teorema:
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VII. L’ insieme H sia chiuso e limitato e la funzione f(Q, P)—
supposta, per ogni punto Q@ di B, integrabile su A(Q) rispetto a P—
sia parzialmente derivabile rispetto alla §, con derivata Je(Q, P) fini-
ta e continua in tutto H. Sia inoltre A(Q) misurabile e, in B, fun-
zione continua di Q. Allora: Condizione wnecessaria e sufficiente affin-
ché la funzione F(Q), definita dalla (3), sia in RB parzialmente deri-
vabile rispetto alla § é che la funzione ®(Q, Q") sia parzialmente de-
rivabile rispetto alla &', quando @ = Q" ; soddisfatta questa condizio-
ne risulta

Fo (@)= [ £:(@, PUT+0(0,
A9

_ Indicando qui con Q(&, 7,...) un fissato punto di RB, indiche-
remo con @, il punto, di RB, di coordinate & 4 h, %,.... Si ha :

(5) [ () — F(@Q)]= foh, dT—]fQ, dT):
A(Qh) AQ)

= [0, P—7(0, DT+ 1 (@h, O
A4(Qy, 5 Q)
Ma

© e, n—re P)]dT=ffg (© Bz — 1 (@ Prar+

A4(Q , @) A(Q) A(Q)—AQ, , @
4@, , @
P)—f(Q, P
N0 B=F @D _p gy, ) 0<0<),

e quindi, in forza della continuitd di f¢ (@, P)in H e di 4(Q) in B,

sy (170, BI=r(@ P1az=[5, @ Prar
A(Qh y @) A(Q)

Onde, dalla (5), segue il teorema, poiche

| %_Q(Qh,q>:%[q><qh,q>—<b<e, Q.
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Importanti casi particolari dei teoremi VI e VII.
Nell’intervallo (¢’,a”) delVasse delle &, siano definite le due funzioni
continue a, (z) e a,(x), verificanti sempre la relazione «, (x) << a, ().
Sia H Vinsieme (perfetto) del piano (x,y) definito dalle limitazioni
d<aw<d" o, (@)<y<a, (). L’insieme H & misurabile poiche le
due curve y —a, (#),y = a, () hanno ciascuna (cfr. dim. del teor. IV
del neo prec.) estensione nulla. La sezione §(x) dell’insieme H, fatta
con la verticale di ascissa « & un insieme (un intervallo) che dico
essere funzione continua di «. Si ha, invero:

mis[S(2)48(@,)] — mis[S(@) . Sl =], @)—a, @)+, @)~ a,(@,)].

Segue, dunque, in particolare, dal teor. VI, che: Se la funzione
Sl@,y), definita mnell’ insieme perfetto H, é ivi continua, la funzione
della x

©) mm%ﬁmww;ﬁmm@,
S(x) (@, o)

Y

che sappiamo gia (n° prec.) essere integrabile sull’ intervallo (a,a”), &
inoltre ivi continua. 4 :

Nell’insieme chiuso e limitato B del piano (x,y) siano definite
le due fanzioni continue a, (x,¥) e a,(x,y), verificanti sempre la re-
lazione a, (@, y) <<a, (%, y). Sia ora H Iinsieme chiuso e misurabile
dello spazio (x,y,2) definito dalle condizioni seguenti: il punto (x,y)
¢ in B,a, (x,y) <<2=Ca,(x,¥). La sezione S(x,y) dell’insieme H, fat-
ta con la normale al piano (z,y), nel punto (x,%), & un insieme (un
intervallo) che, come sopra, si vede essere in BB una funzione con-
tinua del punto (z,9). Se ne deduce dal teorema VI che: Se la fun-
zione f(x,y, %), definita nell’ insieme chiuso H, é ivi continua, la fun-
zione della x e della y.

() Fz,y) :ff(xy y,2)dz :ff(wa y,2) dz,
Sz, y) (ay, o)
che sappiamo gia (n° prec.) essere integrabile su B, éinolire ivi continua.
1’ insieme B del piano (x,y) — proiezione ortogonale di H sul
detto piano— sia a sua volta definito dalle limitazioni b'="a < 0",
B, (#) <y <B,(x), essendo le funzioni B, (x) e B, () funzioni continue
nell’intervallo (b',d”). Indicando con S (x) la sezione — definita dalle
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fatta con un piano normale all’asse @, nel punto & di (',d"), poiche *

limitazioni B, (w) <<y << B, (x), «, (%, y) < 2<"a, (2, y) — dell’ insieme H,

fj(xa y,2)dy dz :fdy /f(my Yy, 2)dz,
S(z) (B1:B2) (ay,m9)
dalle osservazioni che precedono si deduce che: Se la funzione f{x,y,2)
é continua nell’insieme H, definito dalle limitazioni
V<<t B@)=y<B,®) ¢, @y =r=<q(2y),

la funzione della x

(8) F () :ff(my y,2)dy dz,
S(a)

che sappiamo gid (ne prec.) essere integrabile sull’ intervallo (b',0"), &
inoltre ivi continna. Lo stesso risultato si deduce direttamente dal
teor. VI facendo vedere, il che & facilissimo, che la sezione §(x) del-
Pinsieme H & funzione continua della . .

Torniamo ora a considerare la funzione F(z), definita dalla (6),
per dimostrare il seguente importante caso particolare del teor. VII:

VIII. Se la funzione f(x,y) € continua nell’insieme H ed é inol-
tre ivi parzialmente derivabile rispetto alla x, con derivate f, (x,y) con-
tinua in tutto H e se le funzioni a, (x) ¢ a, (x) sono derivabili in(a, a”),
tale sard pure la funzione F(x), definita dalla (6), e st ha:

dF d du
O G =[S i, @) = T sl e o).

(ay,09)

In forza del teor. VII basta verificare che, introdotfa la fun-
zione @ (x -+ &, x) ponendo: S{x,z-|-h)=—8®). 8 x| h),

@ @+ a1 = 7tw -+ b,y dy — [riag)a,
S(w-f-h) — Sz, a-4-h)  S@w) — S, x4-h)
si ha

i 1 d d
10) 0 ——0@he)=" (w0 @)]— Tt (o e, @)

La verifica va condotta in modo diverso secondoche a,(x)a, ()=
== 0, =00 < 0. Noi la faremo, per esempio, nei casi a,'(x) >0, a,” () < 0;
a)/ (@) >0,a, (@) >0 ¢ a)/(x) >0,a, (x)=0; considerando inoltre va-



§ 2. INTEGRALL DELLE FUNZIONI 411

lori positivi di k. Nel primo caso, si potra determinare un numero po-
sitivo ¢ tale che se 0 <k <oriesca a,(x -+ k) >a, (x), o (® + h) <a, (@),
e quindi, poiché allora viene a mancare 1’insieme S(-T S(x,x~+ h)
mentre 1’ insieme 8(x -} h) — 8@, x -}-1) si riduce alla somma dei due
intervalli [a, (-} &), o, (@)], [a, (®), @, (® 4 k)] sulla retta verticale di
ascissa ¢+ h, si ha:

@+ hy ) :ff(w—kh,y)dy+/f(w+h,y)dy,

[e, (x+4-h), ()] [22(x), ag(2+4-R)]
e pertanto (X, 89)

(11) D(@—h,z)=—a (@~Fh)—a (@) fa-Fhy ) [ay@+h)—a,(@)] flo—-hyy"),
ove y' & un punto di 8w h) fra «, (x4 k) e a, () e y” & un altro
punto di 8z h) fra a, (x) e a, (4 k). Ne segue la (10). Nel secondo
caso, si potra determinure un numero positivo ¢ tale che se 0<’h<To
riesca a, (¥ -} h) > «a, (), @, (® -}- h) > «, (x). Esistono allora entrambi i
due insiemi S (z) — :c,w—}—h e S(@-+ h)— S(x,x-4h) il primo @&
Pintervallo [a, (%), a, (- %) sulla retta verticale di ascisse x ed il se-
condo Vintervallo [a, (), a, ( -}- h)] sulla verticale di ascisse x—h. Si
ha quindi

Qo @)==[a, (3--h)—o, (@)] f (@b, ") —La, (@ 4-]) —a, @) f(@y),
ove ¥” & un punto di S(xz-7) fra a, (@) e ¢, (@~} k) e y un punto
di S(@) fra a, () e a, (x4 k). Ne segue di nuovo la (10). Nel terzo
caso, pud darsi che, mentre per un certo valore di o, non appena &
0 < h<o, a, (x -+ h), diventa e rimane maggiore di a, (%), si trovino sem-
pre valori di &, di modulo piccolo quanto si vuole, per cui a,(v-}-h)=a,(r)
e valori di & per cuni a, (-4 k) <T@, (x), per i primi sussiste la (12)
e per i secondi la (11). Si puo in tal caso asserire soltanto che:

@ (@ 4 by @) = [, (@4 k) — oy (@)] fl@—4-1y ") — [0, (@ -+ k) — , (@) F (M),
ove ¥’ ¢ un punto di S(x--»h) fra o, (®) e a, (x4 h) e M & un certo
punto variabile del dominio rettangolare avente il centro nel punto
[#,a, ()] e le semidimensioni k e |a, (¥4 h)—a, x)|. Ne segue an-
cora la (10).

Dal teorema ora dimostrato segue, evidentemente, la derivabilita
parziale in RB, per esempio, rispetto alla x, della funzione F(x,y) de-
finita dalla (7), quando si supponga la continuita, in H, della f(x,y,%)
e della f; (x,9,2) e la derivabilita parziale in RB rispetto alla « delle

L]
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funzioni «, (x,y) e a,(x,y). Si ottiene una formola analoga alla (9).
Cosl pure segue la derivabilitd in (0',b”) della funzione F (x) definita
dalla (8), nelle seguenti ipotesi: 1°) le funzioni B, (x) e B, (x) sono de-
rivabili in (b’,0"), 2% le funzioni «, (x,y) e «,(x,y) sono in B finite
e continue con le loro derivate parziali prime rispetto alla z, 3a) la
funzione f(z,y,z) e la derivata f; (:é, ¥,2) sono finite e continue in H.
Lo studioso scriva la formola che da, in tal caso, la derivata di F ().

Esistenza della funzione primitiva per ogni funzione
continua di una variabile. Sia f(x) una funzione dell’unica va-
riabile z, definita nell’intervallo (¢, ”) ed ivi continua. Per ogni punto
2 di questo intervallo poniamo

F (z) :ff(y)dy,
(o, x)
si viene cosl a definire in (a/,a”) una funzione che (teor. VIII) & de-
vabile ¢ per la quale [formola (9)] si ha
L =@

Non & pero il easo di ricordare le circostanze ora rilevate come
(particolarissima) conseguenza del teor. VIII; essa & anche immediata
conseguenza del teor. X del n® 89, e come tale deve essere ricordata.
E immediata conseguenza del teorema citato, poiche, essendo, se b > 0,

Fo+h)— F@ :ff@/) dy, F@—h)— Fa)=— ff(y) ay,

. (@, M—I—h) (x—h, x)
da quel teorema si deduce che
Flx -+ h) — F(x) Flx—h)— F(x)
TN IO _ fpo,0, LC=N =IO pg g,

ove 0=<0,=<1,0=<0,<1.

Il problema della ricerca delle funzioni primitive per una funzione
S (x), assegnata in un intervallo (a’,a”), posto al n° 46, & dunque gia ri-
solto, nel caso particolare che la f(x) sia continua: Ogni tale funzione
¢ una funzione derivata e tutte le sue funzioni primitive sono date dalla
Jormola

0+ff(y) dy,

(a’:m)
ove ¢ ¢ una costante arbitraria.
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Dimostriamo subito anche che:
Viceversa, nota in (a’,a") una funzione F(x) primitiva della fun-
zione continua f(x), per un qualsivoglia intervallo (a,b) di (¢, a”) 8i ha:
(12) [f(w)dﬂc:F(b)—F(a) *).
(a, b)

Ed invero, per a =<<x<_), si ha

d «
& [Fo—[rom|=o,
(a,x)
e quindi, designando ¢ una costante,
(13) Fo—[ro=e,
(a,x)
ma
ff((‘/)dy:o s
(a;0) '

onde ¢ == F(a) e pertanto dalla (13), per x—»>, segue in particolare
la (12). In seguito si porrd sempre
F(b) — Fa)=[Fa)]s -

In virth di quest’ ultimo teorema, si pud dunque dire che ove

di una funzione continua f(x) se ne conosca in (a’ya”) una funzione

primitiva F (x), Vintegrale di quella, esteso ad un qualsiasi intervallo

(a,b) di (a',a”) & immediatamente calcolato: esso & dato dalla formola

(12). Cos, per esempio, poichd 2%t/ (a - 1) (« 4= — 1), logz, €%, sena,

cosw, tangw, sono, rispettivamente, funzioni primitive di a«, 1/, €%

cosx, — senx, 1/cos*x, possiamo subito asserire che, se 0 < a<b,

a+1 a1

/ z“ dw:%—i‘—i(cﬁ. pag. 384) fdwi::log%(cfr. pag. 384),

(a,b) (a,b)

qualunque siano a e b,

(*) Il teorema sussiste anche se f(z) & supposta, soltanto, integrabile su (a’,a”).
Cid vedremo nel capitolo a questo successivo.
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& dr—¢" — ¢*,

(a)b)

cosx do = senb — sena, f senx dx — cosa — cosb ,
(2,) (a,B)
se — 1/2<a<b<m/2,

dx
fm — tangb — tanga.

(a,b)
Ma su cid ritorneremo, in modo pitt particolareggiato, nel ca-
pitolo a questo successivo.

94. Integrali per le funzioni non limitate ed integrali este-
si ad insiemi non limitati. — L’ estensione del concetto di inte-
grale alle funzioni non limitate e agli insiemi non limitati ¢ di gran-
dissima, fondamentale importanza, specialmente per le continue ap-
plicazioni che quell’estensione riceve, sia nel campo della pura Ana-
lisi sia in quello della Flisica. Di tale estensione vogliamo ora dif-
fusamente occuparci. Cominceremo dal considerare il concetto di in-
tegrale esteso ad un insieme limitato A dello spazio S, e ci met-
teremo sempre nell’ ipotesi, ben sufficiente per tutte le applicazioni
indicate, della misurabilitd dell’insieme A.

Sia, per un momento, f(P) una funzione limitata, definita nel-
Iinsieme limitato e misurabile 4. Sia 7' un insieme misurabile va-
riebile contenuto in 4 e poniamo

@ I'(T) :f 7par, =/ rmar,
T T

veniamo cosl a definire in 4, due ben determinate fanzioni dell’in-
sieme misurabile 7. Si ha sempre I’ (T) << I” (T). Diciamo (0], e [0],”
gli insiemi di operazioni consistenti, ciascuna, nel fissare un insieme
misurabile 7', contenuto in A, e nel calcolare, rispettivamente, la
funzione I’ (T) e la funzione I”(7T), ordinate al modo seguente: Di
un’operazione O, corrispondente all’ insieme T, diremo seguenti tutte
quelle che corvispondono a insiemi T aventi une misura non superiore
a quella di T',. Le due funzioni (1) danno cosl lnogo a due variabili
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ordinate che diremo ottenute fucendo tendere a zero la misura di T.
Porremo sempre misT—17, mis4=—=A4,..., e i limiti delle ora indi-
cate variabili ordinate si designeranno con le notazioni
lim’ lim”
T—0 I T—-0 I.
Subito si dimostrano,le due seguenti proposizioni:

I. 8¢ la funzione f(P)é limitata nell’insieme limitato A, entrambi
gli insiemi numerici descritti dalle (1), al variare di T in A4, sono li-
mitati.

Ed invero, se M & Vestremo superiore di |f(P)| in A4, riesce:
|1’ T)|<

@) g

f [f(P)|AT<M.T,

laddove & sempre M. T<<M.A.
1I. 8e la funzione f(P) é limitata nellinsieme limitato A, st ha:

11‘1_131 I'(T)= Il‘nnoIﬂ(T) 0.
Cio & espresso dalle (2).

Designamo ora con [0],
considerate, ma ordinate in questo altro modo: Di un’operazione

e [0], gli insiemi di operazioni gia

0, , corrispondente «ll’ insieme T, , diremo sequenti tutte quelle che
corrispondono a insiemi T aventi una misura non inferiore a quella
di T',. Le due funzioni (1) danno ora luogo a due variabili ordinate
che diconsi oftenute facendo tendere la misura di T alla misura di A.
I limiti di queste variabili ordinate si desigueranno con le notazioni

lim’ lim”
T— 4 I’ T— AI

Sussiste la proposizione :
III. Se la funzione f(P) é limitata nell’ insieme limitato A, si ha:

(3) 2B I =T'), 0 11)=1"4)

Cominciamo dall’ osservare che & sempre possibile costruire un
insieme 7' contenuto in 4, la cui misura differisca da quella di 4
per meno di qualunque numero prefissato. Basta infatti ricordare
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che la misura di 4 @& il limite della misura della somma (elementare)
di taluni dominii rettangolari formati, cinscuno, di punti interni ad
A. Si vede anzi, & bene osservarlo, che un tale insieme 7' puo essere
anche supposto chiuso (ed altresi costituito di punti interni ad A).
Cid posto, comunque sia stato assegnato il numero positivo e, di-
ciamo 3 quel corrispondente numero positivo tale che se T'=<d ri-
sulti |I'(T)|<e, |1"(T)|<e. Costruiamo un insieme 7, la cui
misura T, differisca da quella di 4 per non pit di 8; dico che per
ogni insieme 7' (< A) la cui misura T non sia inferiore a T, si ha:
(' (d)—I'(T) | <&, [I"(A)—-I"(T)| <= '
Ed invero, poiché T, <<T<CA, ne segue mis(4—T)—A—T<3?
e pertanto |I'(4d —T)|<e, |["(A—T)|<e Ma I'(A—T) =
rA4—ra, I'd—T)=1"4)—I"(T).
Se si fa ricorso all’ osservazione iniziale del ragionamento teste
fatto subito si vede che:

IIT. Detta, come sempre in questo articolo, [A] la totalita degli
insiemi T chiusi (misurabili) e contenuti in A, risulte pure :

Jim ) (suld)) =14 N, I(T)(su [4) = I"(A).

In virtd dell’ osservazione indicata, si vede che queste relazioni
di limite continuano a sussistere anche se alla totalitd [A] si sosti-
tuisce quella degli insiemi chiusi (mlsurabili) costituiti, ciascuno, di
punti interni ad A, .

Considerando le proposizioni I, IT e III', noi introdnrremo il
concetto di integrale per una funzione mnon limitata, esteso ad un
insieme limitato e misurabile 4 di 8§, cercando,  unicamente, di
conservare le proprieta per 1’ integrale, espresse da quelle proposi-
zioni. Per non interrompere il corso della trattazione conviene pre-
mettere il seguente:

Lemma. Sia A un qualsiasi insieme limitato e misurabile, é
sempre possibile costruive wuna successione C,, C, ..y Cyyeery di in-
siemi chiusi, misurabili, contenuti in A e tali che: a) sia sempre
Cp < Cpy1y b) comunque si assegni un insieme chiuso T, costituito
di punti interni ad A, esista un insieme C, contenente T. Ne seque
lim mis C, = mis 4.
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Sia invero R un dominio rettangolare contenente 4 e p un fis-
sato numero naturale non inferiore a due. Dividendo ciascun lato
di R in p" parti eguali (n =1, 2,...) decomponiamo, corrispondente-
mente, al solito modo, il dominio B in p™ dominii rettangolari par-
ziali eguali e indichiamo con C, la somma di quelli fra questi do-
minii che sono contenuti in 4. Evidentemente sara €, < Cyy,
lim mis C, = mis A. Sia ora T un qualsiasi insieme chiuso costitui-
to di punti interni ad A, risulterda FT < A — FA, e pertanto la
distanza d fra le due frontiere T4 e FT diversa da zero. Ora evi-
dentemente, non appena n & talmente grande che la diagonale dei
dominii rettangolari di decomposizibne del dominio I, riesca mino-
re di d, I insieme 7' sard contenuto in C,.

Una successione di insiemi (chiusi e misurabili), eome la suc-
cessione C,, C,,..., Cy,... testé considerata, sard da noi detta in-
vadente U insieme A.

Cid posto, andiamo a dare la definizione di funzione som-
mabile su un insieme limitato e misurabile 4. Diremo che una fun-
zione f(P) é sommabile sopra un insieme limitato ¢ misurabile A quando,
N designando un certo insieme chiuso di estensione nulla, contenuto in
A, 1°) la funzione f(P) sia definita, almeno, in ogni punto dell’insieme
A — N; 2°) essa riesca limitata in ogni insieme della totalitd {4 — N
costituita dagli insiemi chiusi e misurabili, contenuti in A4 — N ;
3% Vinsieme numerico descritto dall’ integrale

@ H(T)= f f(P)|ar,
) T

al variare di T in [A — N, sia limitato.

Esempti. Affrettiamoci a dare alcuni esempii notevoli di fun-
zioni sommabili.

10) Sia g(x,y) una funzione limitata delle due variabili z e v,
definita nel dominio rettanholare R del piano (#,y), di punti estremi
(0,0) e (a,b) (@a>0,b>0) e sia M Pestremo superiore di |g(x,y)| in
R. Se a e § sono due numeri positivi, minori dell’unitd, ponendo

g (®,9)

g (@<L,B<)
a*y

Jxy) =

detto IV Vinsieme dei punti di R per i quali & # =0 oppure y=0,

M. PICONE — Lezioni di Analist infinitesimale — 27.
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8i viene a definire una funzione in ogni punto di B— N, la quale
riesce sommabile in L. Invero, preso un qualsiasi insieme chiuso 7,
contenuto in B — NN, esso avrd da N una distanza h>0. Diciamo
Ry il rettangolo del piano (x,y) di punti estremi (,%) e (a,d), si ha
T < Ry < R e successivamente

fﬂ
T

e v = | =l ) )=

: (h,a) (kD)

al—% — pl—a bl—ﬁ — hl——B Mwl_a bl-—-B

i — R Py T

20) Allo stesso modo si vede che se 9 (%,9,2) & una funzione delle
tre variabili a,y, 2, il cui modulo, nel dominio rettangolare K dello
spazio, di punti estremi (0,0,0) e (a,b,¢), & limitato superiormente
dal numero M, ponendo

g (2,9, ?)

S, y,2) = 2 yB a0

(<1, ﬁ<177<1)

si ha una funzione sommabile sopra R. Detto N Yinsieme dei punti
per i quali & myz — 0, per ogni insieme chiuso 7 contenuto in KB — N

st trova
[II
T

Sono di immediata dimostraziove le proposizioni seguenti:

Mal—apt -B el—7
(1—a)1—=p)(1—

g (2,9, 2)

r yp zT do dy dz <

IV. Le due funzioni f(P) e |f(P)| sono sempre sommabili insie-
me. Se f(P) é sommabile su A & alivesi semmabile sopra qualunque in-
sieme misurabile contenuto in A. Se I insieme A & elementarmente de-
componibile in due o piw insiemi misurabili sopra ciascuno dei quali
la funzione f(P) é sommabile, essa ¢ altresi sommabile su A.

Dimostriamo che:

V. Siano N ¢ N, due insiemi chiusi di estensione nulla, conte-
nuti in A, le due funzioni f(P) e f, (P) siano, rispettivamente, definite
in A—N ¢ in A— N,; dalla sommabilitd di f,(P) su A si deduce
quella di f(P) se, in ogni punto di A — (N -~ N,), riesce | f(P)| < | f,(P)].
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Ed invero, dalla relazione |f(P)|=<|f, (P)], si deduce che l'in-
sieme numerico descritto da H (T') al variare di Z'in [4— (N 4 N,))
& limitato superiormente da un certo numero L. Sia ora U un qual-
siasi insieme di [4 — N], poich®

B(U)= /"™ H(T) (su[U—N,)),

si ricava ancora H(U)< L.

Esempii. Ulteriori importanti esempi di funzioni sommabili so-
no i seguenti:

30) Siano A un qualsiasi insieme limitato e misurabile del pia-
no (z,9), ¢(P) una funzione definita in A4, ed ivi limitata, « un nu-
mero positivo minore di due, Q(E, ) un punto di A4, ponendo

f(QP)=g(P): PQ*, (a<{2)
si otticne una funzione sommabile su 4. Detto B un dominio ret-
tangolare contenente A4, poniamo g, (P)=—g(P)se Péin 4,9, (P)==0
s¢ P& in B — A, poniamo poi f, (@, P)=y, (P): PQ%. Dalla somma-
bilita di f, (@, P) su R segue quella di f(Q,P) su 4. Ma

PQ=2"% |0 — E|12 |y —q |2,
e quindi
lg,(P)]
24 | — g |2 |y —n |

|71 (@P)[ =

e pertanto, poiché (es. 10) la funzione al secondo membro di questa
disuguaglianza & sommabile su R, segue (teor. V) la sommabilitd di
“f(Q,P). Se T & un qualsiasi insieme chiuso contenuto in 4 — @ si
trova
a

v Mab) ~F
f (@ P) AT —5—

9a/2 (2_—(1)2 ?
T
ove M & Destremo superiore di |g(P)| in 4 ea e b sono le dimen-
sioni di R.
4°) Siano A un qualsiasi insieme limitato e misurabile dello
spazio (x,9,2), ¢(P) una funzione definita iu A4, ed ivi limitata, a« un
numero positivo minore di tre, Q(8,7,%) un punto di 4, ponendo

F(Q,P)=yg(P): PQ*, (a<3)
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si ottiene una funzione sommabile su 4. Si ha invero
$0 ~ g1/6 1/3 13, 1/3
POz 600 — &P ly—nBle—r|'B,
e quindi (es. 20 e teor. V) se a, b e ¢ sono le dimensioni di un do-
minio rettangolare contenente A, se M & estremo superiore di [g(P)| in
A, e se T & un qualsiasi insieme chiuso contenuto in 4 — @, si trova:
a

/H par< oM Mabo) TE
) |f (@, P)] ¢ <2’Z(W6_()3’

Nella teoria delle funzioni sommabili sono utili i due seguenti
teoremi che forniscono due criteri di sommabilita.

VI. 8¢ N ¢ un insieme chiuso, di estensione nulla, contenuto nel-
Vinsieme limitato e misurabile A e se f(P) é una funzione definita in
A — N, limitata in ogni insieme delle totalits [A — N), condizione
necessaria e sufficiente affinché la funzione f(P) sia sommabile su A é
che esista una particolare successione di insiemi C,, C,,..., Cy ,..., in-
vadente A — N, tale che la sequente successione monotona di numeri
positivi.

®) H(C)), H(Cy,..., H(Cy),... ,
sia limitata superiormente.
Occorre soltanto dimostrare la sufficienza della condizione. Sia

L il limite (finito) della successione (5), e sia U un gualsiasi insie-
me di [4 — N|, costituito di punti interni ad 4 — N. Poichd esi-

ste un insieme C; contenente U, si avva H(U)<< H(C, )< L; dico

che per un qualsiasi insieme della totalith [4 — N] sard sewmpre
H(T)< L. Ed invero se U varia mantenendosi sempre in 7'— FT,
si ha:

HU)L, AT)= dim H(U)(su [T —F1T)).
VIIL. Nelle stesse ipotesi del teorema precedente, condizione neces-

saria e sufficiente affinché la funzione f(P) sia sommabile su A é che
risulti, variando T in {4 — N],

11‘1_1}1 HT) = ]1m f | £(P)|dT = 0.

e o

Y e
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La condizione & necessaria. Ed invero se la funzione f(P) &
sommabile su A4, detto L 1 estremo superiore dell’ insieme numeri-
co descritto da H al variare di T in [A — N|, si potrd costruire un
insieme U di questa totalitd per il quale risalti L—e/2 <<H(U)<_L.
Se I insieme T, della stessa totalitd, & contenuto in A4 — U, poiche
L=HU-4T)=HU)+4 HT)=H U)= L —¢/2, risulterd sempre
H(T) < /2. Ma (teor. II) & possibile determinare un numero posi-
tivo 9 tale che per ogni insieme 7, contenuto in U, per il quale
sin misZ' < & riesca H(T)="¢/2, e quindi, per ogni arbitrario in-
sieme della totalitd [4 — N], la cui misura non superi 3, si avrd

HT)=HT.U)+ H(T.(4— U»g% +§ =

La condizione & sufficiente. Ed invero, se, per ogni insieme
della totalita |4 — V] la cui misura non ‘superi il numero positivo
9, riesce H(T)= ¢, costruito un insieme U di questa totalitd la cui
misura differisca da quella di 4 per non pitt di 3, per ogni insieme
T di [4 — NJ, si avra

HT)=HT.U)4+ H(T.(4—U)) < HU)+-.

La definizione di minimo e di massimo integrale per una fun-
zione sommabile, estesi ad un insieme limitato e misurabile 4, si
fonda sul seguente teorema:

VIIL. 8ela funzione fiP) é sommabile sull’ insieme limitato e mi-
surabile A, posto

= f spar, = rear,
T T

esistono, determinati e finiti, i due limiti
© 2 I (su[A=N)), S 1(T)su[d — N]).

Preso, arbitrariamente, il numero positivo e, risulti H(7T)<¢/2,
tutte le volte che, essendo 7 in [4 — N], si abbia T<C3. Siano
ora T, e T, due arbitrarii insiemi di [4 — N] le cui misure diffe-
riscano, ciascuna, da quella di 4 per non piu di 3, poichg,

7 —-7T.1,<4-1T,, T,~T,.T,<A—-T,,
riesce wis(I, — T, . 7,)<?, mis(T,— T,.T,) <3, e quindi



(
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D’ altra parte
mrT)-1"T)=1raoT,—T,.1)—-I1"T,—1T,.T,),
rr)y—rfr1)=ror—-1,.7T)—1rr,—-T,.T,),
e quindi '
| I'(T,) — I"(Ty) | <
| I"(T,) — I'(T,) | =

E cio dimostra il teorema.

H(T,—1,.T)+ H(T,—T,. Ty <c.

Dopo c¢id possiamo dare la seguente definizione di minimo e di
massimo integrale per una funzione sommabile: I due limiti (6) di-
consi, rispettivamente, il minimo ed il massimo integrale della fun-
zione sommabile f(P) estesi all’insieme limitato e wmisurabile 4 e
denotansi come simboli

@ f r@ar, [ rear
A

A

Evidentemente : Se la funzione f(P) & sommabile su A, arbi-
trariamente scelta in [4— N] una successione di insiemi C,, C,,...,
C, ,.. tale che lim mis €, — mis 4, si avrd sempre

4

S [rmar=[rwar, S [rear= [ e
n 4 A

o0 n -+ o0
C,

n

In particolare, cid avverra se la successione scelta invade A — N ;
in tal caso, se la funzione sommabile f(P) & non negativa in 4, la
variabile I”( C,) non decresce al crescere di n e si ha pertanto che:
Se la funzione non negativa f(P) é sommabile su A il massimo inte-
grale di essa esteso ad A & U estremo superiore dell’ insieme numerico
descritto da I" (T) al variare di T in [A — N|.

Diremo integrabile su A una funzione sommabile su 4, se essa
¢ integrabile su ogni insieme T' di [4 — N]. Per una funzione som-
mabile integrabile i suoi due integrali minimo e massimo, coincido-
no in c¢id che si chiama 1’ integrale della funzione “esteso ad 4 e
che denotasi con i simboli (7) privati degli apici. In particolare :
Ogni funzione sommabile su A che sia continua in ogni punto di
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A—N 2@ mtegmbtle su 4. Le funzioni degli esempi 1o, 20, 30 e 40
sono integrabili su 4 se tale & la funzione g{I).

Passiamo ora in rassegna i teoremi del no 89, per indagare
quali delle proprietd espresse da questi rimangono valide per gli
integrali delle funzioni non limitate, supposte sommabili.

“II teor. IT & immediato, il teor. III non ha senso, il teor. IV
dell” additivita & del pari immediato. I teorr. V, VI e VII si esten-
dono immediatamente agli integrali delle funzioni sommabili, non
appena si sia dimostrato il seguente : '

IX. La funzione f(P), definita in ogni punto di A — N, sia som-
mabile su A. Sia N, un altro insieme chiuso, di estensione nulla, conte-
nuto in A, se si impone a T di variare nella totalitd | A — (N 4 N,)],
sara sempre

Jim /f P)dT._ff(P)dT Jim "rpyar= [ F(p)ar.
T

A

Ed invero, si pud sempre costruire un insieme chiuso (per

esempio, somma elementare di dominii rettangolari) contenuto in

— (N4 N,), avente una misura che differisca da quella di 4
per meno di un termine arbitrariamente assegnato. Ne segue:

X. 8¢ due o pin funzioni Jiy Joyeey Jn sono sommabili sul-
Uinsieme A, riesce pure tale una qualsiasi loro combinazione lineare
a coefficienti costanti, e fra gli integrali della somma, della differenza
e del prodotto cf; (P) (¢ costante) sussistono i teorr. V, VI e VII del
n° 89, In particolare, se ciascuna funzione f; (P) & integrabile su A,
tale é pure una qualsiasi loro combinazione lineare a coefficienti costanti
¢ sussiste il teor. 1X del no 91 della distribuitivita dell integrale.

Limitiamoci a dimostrare che se f, e f, sono sommabili su A,
tale ® pure la somma f=—f, 4 f, e che per gli integrali A’ e X, X
e )", N, e )\,” di f, f,, f, sussistono le relazioni (2) del no 89. La f,
sia definita in 4 — N, e la f, in 4—N,, allora la f=—=f, |-/, sard
definita in 4 —(N,+N,). Inoltre, variando 7' in [A—'-;(N{-{-—Ng)J, poiche.

fA(PHAPAT< f PP AT < [ “lrplart f fu(P)ar,
T T T
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il massimo integrale di |f(P)| esteso a 7 descrive un insieme nu-
merico limitato. La somma f & duuque sommabile su 4. D’ altra
parte , per gli integrali I'(T) e I"(T), I(T) e I,”(T), I,(T) o
L,”(T), delle funzioni f, f,, f,, estesi ad un insieme 7' variabile in
[4 — (N, -} N,)] si ha sempre
’ 4 ’ Ii,+12” 17 " "
V+LsUs ) 1 s+ 1,
e pertanto, passando al limite facendo tendere 7T ad A4, si ottengo-
no (in forza del teor. IX) le (2) del n° 89.

In virth del teor. IX, si estende subito alle funzioni sommabili
il teor. VIII del no 89. Altrettanto immediata & 1’ estensione a tali
funzioni dei teorr. IX, X, XII, XIIT e XIV di quel numero. Si os-
servi ancora il teorema:

XI1. Se la funzione @(P) é sommabile su A e se la funzione f(P)
¢ definita in tutto A ed & ivi limitata, il prodotto f(P)@(P) é pure
sommabile su A. Se f(P) e ¢(P) sono integrabili tale & pure il pro-
dotto f(P)@(P) e — s¢ & sempre @(P) =0 — sussiste il teorema
della media:

/f(P)?(P)dT:pfgp(P)dT,
4 4

by

ove P € un numero compreso Jfra gli estremi inferiove e superiore di

_ f(P) in A. :

Passiamo ora a studiare il concetto di integrale esteso ad un
insieme V non limitato e misurabile dello spazio 8.

Diremo che una funzione f(P) & sommabile sopra un insieme il-
limitato e misurabile V dello spazio 8, quando: 10) essa & somma-
bile sopra ogui insieme misurabile e limitato 4 contenuto in ¥, 20) Vin-
sieme numerico descritto dall’integrale

H(A)z] £ (P)ar,
A

*al variare di 4 in ¥, & limitato.

Sia N Dinsieme dei punti di V (se esiste) ove manca la defi-
nizione della funzione f(P) e sia C,, C,,..., Cs,.. una successione
di insiemi misurabili invadente lo spazio. Poich®, per ipotesi, la fun-
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L

zione f(L) & sommabile in V., , 'insieme N .C; ha un’estensione
nulla, comunque grande sia I’ indice s, e si ha pertanto: Se la fun-
zione f(P) é sommabile sull’iusieme (illimitato e misurabile) V, Vinsie-
me N, se esiste, dei punti ove manca la definiziane di f(P) ¢ di esten-
sione nulla.

Poicheé H (A) & Pestremo superiore dell’insieme numerico de-
seritto da H (T') al variare di 7' in [4 — N, possiamo dire che:

XII. Condizione ndeessaria e sufficiente affinché la funzione f(P

Py

sia sommabile sopra Uinsieme (misurabile e illimitato) V & che Vinsie-
me N, se esiste, dei punti di V ove manca la definizione della f (P
sia di estensione nulle e che Vintegrale H(T'), al variare dell’ insieme
limitato, chiuso e misurabile T' in V — N, descrive un insieme nume-

rico limitato.

Esempii. 5°) Sc la funzione f(I”) ¢ ovunque definita in V e
vi & limitata, mentre ¥ ha estensione finita, la f(P) & sommabile
su V.

6°) Sia & un numero positivo, ¥ un insieme illimitato e misu-
rabile del piano (x, y) per i punti del quale si abbia x=h, y=h;
g(w;y) una funzione ovunque definita in ¥ ed ivi limitata, a e B
due numeri maggiori dell’ wnita. Ponendo

f(w,y):ii—“’;/g—), (@>1, p>1)

si viene a definire una funzione che dico essere sommabile su V. Sia
invero 4 un qualsiasi insieme limitato e misurabile contenuto in V,
sia R un dominio rettangolare, di punti estremi (k,%) e (k, k) con-
tenente 4 e sia M 1 estremo - superiore di | g (z,¥)|, si ha successi-

vmhénte,
dedy /dx)( dy) M
lzdy <M = — .
v f A A Syt

7°) Sia & un numero positivo, ¥ un insieme illimitato misura-
bile dello spazio (z,,2), per i punti del quale si abbia x=h, y=h,
#=h, g(x,y,2) una funzione ovunque definita in ¥ ed ivi limitata,
a, B e 7 tre numeri maggiori dell’unitd. Come nell’esempio precedente

8i vede che posto

3
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9(x,y,2)

2 ?/B o y (a>1, ﬁ>1’ ¥ >1)

S(@y,2) =

si definisce una funzione sommabile su V.

Continuano, evidentemente, a sussistere inalterati i .teorr, IV e
V anche per le funzioni sommabili sugli insiemi illimitati. Se ne
deducono i segueiti ulteriori

Esempii. 8°) Se Vorigine O delle coordinate del piano (z,y) &
esterno all’insieme illimitato e misurabile ¥, se ¢g(x,y) & definita ovun-
que in questo insieme, e vi & limitata, e 8e @ & un numero maggio-
re di du‘e, posto

f(Py=g(P): OP* (a>2)
si ha una funzione sommabile.

9°) Se lorigine O delle coordinate dello spazio (,y,2) & esterno
all’insieme illimitato ¢ misurabile V, se g(x,y,2) & definita ovunque
in questo insieme e vi & limitata, e se a & un numero maggiore di
tre, posto :

f(P)=g(P): OP* («>>3)

si ha una funzione sommabile.
B di immediata dimostrazione il teoremas

XIII. Sela funzione f(P)é sommabile sopra ogni insieme limitato A
eontenuto in ¥, condizione necessaria e sufficiente affinché essa sia som-
mabile su V & che esista una particolare successione C,, C,,..., C; ...,
di insiemi misurabili, invadente lo spazio, tale che la seguente successione
monotona di numeri positive

H(C,.V),HC,. V), HC, . V),u..,

sia limitata superiormente.

Nellipotesi del teorema ora enunciato, per ogni insieme (limita-
to e misurabile) .4 contenuto in ¥, consideriamo i due integrali

’
®) rw=[rwaz, ru=["rear.
‘ A4 4
Diciamo [O]'w e [0’ gli insiemi di operazioni consistenti, cia-
scuna, nel fissare 1’insieme A e nel calcolare, rispettivamente, le
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funzioni I'(A) e I”(A4), ordinate al modo seguente: Di ogni opera-
zione 0O,, corrispondente all’insieme 4,, avente dall’ovigine delle coor-
dinate la distanza R, diciamo seguenti tutte quelle che corrispondono
a insiemi A4 aventi dalla detta origine una distanza non inferiore a
E,. Le funzioni (8) danno cosl luogo a due variabili ordinate che di-

consi ottenute facendo temdere all’ infinito la distanza R=— OA dellin-
sieme variabile A dallorigine O delle coordinate. I limiti di queste
variabili si designano con le notazioni

lim’ lim”
0400~ 0d-o0

Andiamo a dimostrare il teorema:

XIV. Nelle ipotesi del teor. prec., condizione necessaria e sufficien-
te affinché la funzione f(P) sia sommabile su V & che riesca

lim lim

i A ()= f[f P)]d_’l’__o

La condizione & necessaria. Ed invero, se la funzione f(P
sommabile su V, detto L Pestremo superiore dell’insieme numerico
descritto da H(A) al variare di 4 in ¥, si potra costruire un insieme
B (limitato ¢ misurabile) di ¥, peril quale risulti L — e << H(B) << L.
Sia R D'estremo superiore delle distanze dei punti di B dall’origine
O delle coordinate, per ogni insieme A per cui 07[23 riesce allo-
ra H(A)=e. . ;

La condizione & sufficiente. Ed invero se risulta H(A)=Cs, per
ogni insieme A per cui ﬂgR, detto B 1’insieme comune & ¥V ¢
al dominio cireolare di centro in O o di raggio R, per ogni insie-
me A di V riesce:

HA)—HA.B)+ HA— B)<< HB) |«

Sussiste poi il seguente teorema, su cui fonderemo la definizio-
ne di minimo e di massimo integrale per una funzione sommabile
sopra un insieme illimitato e misurabile, estesi a questo insieme.

XV. 8¢ la funzione f(P) é sommabile sull’ insieme illimitato e mi-
surabile V, posto A'—=V — A, per le funzioni (8) esistono, determi-
nati e finiti, i limiti '

lim '
9)

v/ lim ”
A (¥ I T/}

04’ -
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Preso, invero, arbitrariamente, il numero positivo ¢, risulti H(A)
< ¢/2, per ogni insieme A per cui 04 = R. Siano ora A, e A,
due arbitrarii insiemi (limitati e misurabili sempre) di ¥V per i qua-
li si abbia OA/ =R, 04, = R. Poicht A4,—A4,.4,< A,
A, — A,.4,< A/, si avra
HA, —A4,.4,)<¢/2, Hd,—A,.A)<¢/2,
e quindi (come nella dimostrazione del teor. VIII)
[ I'A4)—I'(4)|<e, |[I"(4) —1"(4)]|<e.
I due limiti (9) diconsi, rispettivamente, il minimo ed il mas-
simo integrale della funzione sommabile f(P) estesi all’ insieme (il-

limitato e misurabile) ¥ e denotansi coi simboli

flf(P)dT, ”f(P) dT..
4

14

1% utile osservare che: Comunque $i assegni un numero positivo
£ ¢ sempre possibile costruire quanti si vogliono insiemi T chiusi, li-
mitati e misurabili e costitwiti di punti interni a V— N per clascuno
dei quali riesca :

144 (44

f'f(P)dT—f'f(P)dT]ge, l FP)ar—- f(P)dT!ge.
T ¥ T 1 4

Si osservi pure che, evidentemente, se la funzione f{P) & som-
- mabile su ¥V, comunque si scelga una successione di insiemi misa-
rabili C,, C, ..., C;,... invadente lo spazio, si avra :

. 4 ’ . 1 1"
ell‘goff(P)dT:/f(P)dT, alfgo/ f(P)dT::ff(P)dT.
¥.c, Vv V., L4

Se, in particolare, la funzione f(P) non & mai negativa, la va-
riabile I”(V.C;) non decresce mai al crescere di s, ¢ si ha per-
tanto che: Se la funzione mnon negativa f(P) é sommabile su V, il
massimo integrale di essa esteso a questo insieme é I’ estremo superiore
dell’ insieme numerico descritto da I" (T) al variare di T nella tota-
lita [V — N1

Anche -per un insieme ‘illimitato V & utile la nozione di succes-
sione di insiemi invadente V. Diremo tale ogni successione C,, C,,...,
C; ,... di insiemi chiusi, limitati e misurabili, contenuti in ¥, tale che:

Y e T
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a) sia sempre C; < C,p;; b) comunque si assegni un insieme chiuso
e limitato 7T, costituito di punti interni a ¥, esiste un insieme C°
contenente 7. Dimostriamo (cfr. il lemma a pag. 416) che: Ogni in-
sieme illimitato V possiede una successione di insiemi che lo invade.
Diciamo percid A, 1’insieme comune a ¥V e al dominio quadrato
col centro nell’ origine dello spazio e di semidimensione s. Sia p an
fissato numero naturale, maggiore di die, e, decomposto lo spazio
in dominii quadrati di dimensioni 1/p*, diciamo C; la somma di
questi dominii quadrati che sono contenunti in A4, . Si dimostra su-
bito che la successione C,, C, .., € ..., cosl costruita, invade V.
B poi immediato che:

XVI. 8¢ la funzione f(P) é sommabile sopra U insieme illimitato
e misurabile V, per una qualunque successione di insiemi C,, C,,...,
C;,..., invadente V- — N, si ha:

Jim if(P)dT:fif(P)dT, el_i_’go/f )T = f
1 4

8

Diremo integrabile su ¥V una funzioue sommabile su questo in-
sieme se essa & integrabile su ogni insieme limitato e misurabile A
contenuto in ¥V, ciod se essa & integrabile su ogni insieme chiuso,
limitato e misurabile 7' contenuto in ¥ — N. Ogni funzione somma-
bile su ¥ che sia continua in ogni punto di ¥ — N @& integrabile
su V. Ece.

Lasciamo ormai al lettore il facile compito di constatare che
tutti i teorr. del ne 89 che valgono per gli integrali delle funzioni
sommabili estesi ad insiemi limitati, valgono pure per gli integrali
di tali funzioni estesi ad insiemi non limitati.

B utile rilevare infine che: Se la funzione f(P) é sommabile sul-
Uinsieme illimitato V, comunque $i assegini un numero positivo e, €
sempre possibile determinarne due altri 8 ¢ R tali che, per ogni insie-
me misurabile A (limitato o no) contenuto in ¥V, si abbia

f If(P)|dT<¢,
A

non appena si verifichi una delle segquenti circostanze: la misura di A
non supere 9; la distanza di A dull ovigine non é inferiore a R. E
reciprocamente.
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95.* Passaggio al limite sotto il segno integrale per gli
integrali delle funzioni sommabili. — Come al n° 93 conside-
riamo la funzione f(&, n,..., @, ¥,...) = f(Q, P) ¢ supponiamo che, per
ogni fissato punto @ di un determinato insieme B dello spazio (£,
7,...}, la funzione f(@, P) sia funzione del punto P(x, y,...), somma-
bile sopra un certo insieme A4 dello spazio (z, y,..), insieme che
supporremo sempre misurabile e dapprima indipendente da @ e li-
mitato. Riescono allora definite in B le due funzioui di @:

1) F'(Q)zf 7(@. P)ar, F"(Q):f 71Q. P)aL.
4 ‘ ‘ A

L’insieme N, chiuso e di estensione nulla, dei punti di 4 ove
puod, eventualmente, mancare la definizione di f(@Q, P) dipendera, in
generale, da @ e percid lo indicheremo con la notazione IV (@). Sia
@, un punto limite di B, noi diremo che la sommabilita su A
della funzione f(Q, P) & uniforme nelle vicinanze di Q,, se
8i verificano le seguenti circostanze :

@) Comunque si assegni in 4 un insieme 7, chiuso e misura-
bile, che escluda tutti i punti di un certo insieme N'(Q,) — che pud
eventualmente anche non esistere — chiuso e di estensione nulla (quan-
do esiste), si pud sempre, corrispondentemente, determinare un do-
minio circolare C(Q,, T'), su B (*), di centro in @, tale che, per
ogni punto di esso, distinto da @, I'insieme N () non abbia aleun
punto comune con 7'; laddove la funzione f(@, P), al variare di @
in C(Qy I)— @, e di Pin T, descrive un insieme numerico limitato.

b) Comunque si assegni un numero positivo ¢, & sempre possi-
bile determinare, in corrispondenza, un altro numero positivo d(g) e
un dominio circolare € (Q,,¢), su B, di centro in ¢, tali che per
ogni punto @ di C(Q,¢)— Q,, e per ogni insieme misurabile U,
contenuto in A4, la cui misura non superi 3 (g), si abbia sempre

f F(@,P)|dT<e.

v

(*) Per dominio cireolare su B, di centro in @, intendiamo il prodotto di B
per un dominio circolare di centro in @, ciod la totalitd dei punti di B le cui
distanze da @, non superano un certo termine assegnato.
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Come conseguenza della proprietd D) si deduce subito che: La
funzione

f 7@, PlaT,
A

¢ limitata nelle vicinanze di Q,. Di conseguenza tali visulteranno pu-
re le funzioni F'(Q) e F”(Q) definite dalle (1). ’

Ed invero, se C(Q,,1) & quel dominio circolare su B, di centro
in @, e 3(1) quel numero positivo, tali che per ogni punto @ in
C(Q,, 1)— @, e per ogni insieme misurabile U, contenuto in 4, aven-
te una misura non superiore a 8(1), si abbia

f /(@ P)AT=<1,
U

decomposto, al solito modo, un dominio rettangolare contenente A,
in dominii rettangolari parziali, ciascuno di misura non superiore a
3 (1), Pinsieme A viene, in corrispondenza, elementarmeute decom-
posto in un certo numero n di insiemi misurabili Upp..., aventi cia-
scuno una misura non superiore a 8(1). Si avra pertanto, in C(Q,,1)— @,

f e piar=3%, f 7@ Par=n.
A

Uhk...

Per la uniforme sommabilitd su A della funzione f(Q, P), nelle
vicinanze del punto. @, di DB, insieme alla condizione @), basta
richiedere la seguente, che & equivalente alla b), ma che, talvolta,
& di questa pin facilmente riscontrabile:

b’) Comunque si assegni un numero positivo g & possibile co-
struire un particolare insieme 7, della totalitd [4 — N'(Q,)], e un
dominio circolare €' (@, ¢), su B, di centro in @, contenuto in C(Q,,T),
tale che per ogni suo punto @, distinto da €, riesca

1
[17@piar=e.
A—T
B importante la immediata proposizione seguente:

1. 8e esiste un dominio circolarve C, su B, di centro in @, tale
che variando - Q in C— Q,, Vinsieme N (Q)) si mantiene sempre entro
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un certo insieme fisso N’ chiuso e di estensione nulla, ed inoltre rie-
sce sempre in A — N’

|f(@P)|=D(P),
ove @ (P) & una funzione, definita in A — N', non negativa, indipen-
dente da @, sommabile su A, la- sommabilita di f(Q,P) su A é uni-
Jorme nelle vicinanze di @, (*).

Cio posto, andiamo a dimostrare il segnente generale teorema:

II. 8¢ la funzione f(Q, P) é sommabile su A, uniformemente nelle
vicinanze del punto @, di DB, e se comunque si fissi il punto P in
ogui insieme T della totalita [A — N’ (Q,)], la funzione f(Q,P) tende,
in Q, ad un limite determinato e finito, uniformemente in T, si ha:

lim lim
Q- 0 ff(QP dT_/[Q % Q,P)]d’l’

Jim ff(Q,PMT—-f[ i 7, P ]

Porremo

@) o (@ P =0¢(Q, P

La funzione ¢ (Q,, P) riesce definita ovunque si prenda il pun-
to Pin A — N'(Q,). Sia 7' il pitt arbitrario insieme della totalita
[A—DN"(Q,)], e manteniamo il punto @ in C(Q,T)~ @, e in
C(Q,1)— @, Si ha allora, con L designando un certo numero fisso,

@ | f (@,P)| drgf'lf@, PAT<1L,
T A

(*) Un tipo di sommabilitd uniforme ancora pidt particolare di guello indi-
cato nella proposizione enunciata, viene sempre — esclusivamonte — considerato
nei capitoli fondamentali dei trattati d’dnalisi. Restringendosi perd a quel tipo,
nelle teorie fondamentali non rientra, ad esempin, lo studio delle ben modeste
funzioni potenziali della Fisica-matematica! Vedasi pit avanti (esercizi 3° e 4°
del presente articolo ed esercizii 4° e 50 del nv 101) la semplicissima trattazio-
ne che — come particolarissima applicazione della teoria fondamentale qui svol-
ta — ricevono le indicate funzioni.
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e poichd la tendenza al limite espressa dalla (2) & uniforme in T,
lim (" ro pyjar={ Py|dT
oo, | 7@ P AT= |¢(Q, P)|dT,
T T

e pertanto, per le (2),

fl@(Qo,P)lde_L.
T

Cid prova intanto che la funzione ¢(¢,, P) ® sommabile su 4.
Ho asserito anche che:

. 7 4
llm // Q,P d_T__f (@, P)ar, Qlﬁlbojf(QyP)(lT:f 0(Q, P)dT.
A A

Per dimostrarlo basta far vedere che, comunque si assegni il
numero positivo e, & possibile costruire un dominio circolare C, su
B, di centro in @, tale che per ogni punto @ di C— @, si abbia

3) f /(0 P)— ¢ (Qu P) |[AT< ¢,
A

Risulta
17 €
[1remiar=g,
1
se Q & in C(Q, ¢/3) ¢ se misU = 3(¢/3). Esiste un numero positivo
3 << 3(¢/3) tale che se misU =¥, riesce pure

/I(P Qo’ IdT<—3_

Sia ora T' un .ubltuuo insieme dell(m totalita |4 — N(Q,)], 1
cui misura differisca da quella di A per non pitt di ¥, Mdntcucndo

Q in C(Q, T, ¢ = C(Q, T).C(Q,¢3) — @, si ha,

f 1£(@, P)— 9@y P)| AT <

</|f<Q, ) — 9(@y, P d'r+[z|f@, )|+ 1 ¢(@u PIAT <
A—T

M, PICONE — Lezioni di Analigi infinitesimale — 28,
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g] 7@, P)-cp(Qo,P)ldT+f 7@, P)IdT-I-f (9 P)|AT<
T A—T A—T

=170, B 0@y Pl + 5.
iy

Ma in T sussiste la (2), uniformemente, e pertanto & possibile
costruire un dominio circolare C, sn B, di centro in €, contenuto
in €(Q, T, ¢), tale che in ogni punto di esso, distinto da @, risulti:

[17@ n= e, Blazs %
T

ne segue che in ¢ — @, vale la (3).

Il concetto di cid che chiameremo la sommabilité uniforme per
le funzioni di una successione f, (P), f,(P).y fs (P)yrey sommabili so-
pra un determinato insieme limitato e misurabile 4, si deduce da
quello gia dato di sommabilitd uniforme, su A4, nelle vicinanze del
punto @, per la funzione f(§, P), quando si consideri il caso par-
ticolare che I’ insieme @ coincida con I’ insieme 1, 1/2,..., 1/s ,... dei
reciproci dei numeri naturali e si ponga f(1/s, P) = f; (P), pren-
dendo per @, il punto zero. Come particolarissimo caso del teor. IT
si hanno dopo cid i seguenti : '

II'. Se le funzioni della successione S (B)y [y (Phyusey fo (P)ye.n, sONO
uniformemente sommabili sopra Vinsieme limitato e misurabile A e se,
in ogni insieme T della totalith [A— N'], la successione converge uni-
Jormemente, si ha :

. ’ ’ . . 7" " .
Blfgofﬁ(z))df:/ [81_’_“;0];(13)](11', 8‘Lmoofﬁ(P)dT:f [31—’+moof'9 (P)]dT.
4 A4 4 4
II”. 8e le funeioni della serie g,(P) -+ g,(P) -+ ... + g5 (P) + ....
sono tali che quelle della successione delle somme risultano wniforme-
mente sommabili sull’insieme limitato e misurabile A e se, in ogni in-
sieme T della totalits [A — N'], la serie & uniformemente convergente,
si ha :

]’Eooiltﬁ (P)dT:Af/(LEOO Ji (P))dT, IEODAf,if,- (P)dT::A/”(LEOOiﬁ (P))dT.

i i
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Lasciamo al lettore la cura di stabilive il concetto di sommabi-
litd uniforme su A4, della funzione f{@Q, P), nelle vicinanze del pun-
to oo, nel caso che sia illimitato 1’insieme B ove pud variare Q.
Del pari al lettore affidiamo il compito di enunciare per le funzioni
illimitate sommabili il teorema analogo al teor. IIL del ne 91,

Dal teorema Il si deduce immediatamente il seguente impor-
tante corollario:

111. Se U insieme B ¢é chiuso e se la funzione f(Q, P) ¢, su A,
uniformemente sommabile nelle vicinanze di ogni punto di DB, mentre
in ogni punto Q, di tale devivato risulta

lim —
om0,/ (& PY=1(Qn P),

uniformemente in ogni insieme T delle totalita [ A—DN'(Q,) ], le due
Sunziont F'(Q) e F”'(Q), definite dalle (1) sono continue in B. In par-
ticolare, se, essendo p(P) una funzione definita in tutto A ed ivi limi-
tata, si ha f(Q, P) = w(P)g(Q, P), ove g(Q, P) ¢ su A, uniformemente
sommabile nelle vicinanze di ogni punto @, di DB ed inoltre, comun-
que si prenda Uinsieme T della totalita [ A — N'(Q,) ], continua nel-
U insieme chiuso [ C(Q,, T), T descritto dal punto (8, Ny, @, ¥y...) al
variave di Q(&, 7,..) in C(Q, T) ¢ di Pz, y,..) in T, le due fun-
zioni F'(Q) e F''(Q) definite dalle (1) sono continue in B. Se la fun-
zione limitata p(P) & inoltre integrabile su A, riesce pure tale la f(Q,
P), per ogni punto @ di DB e si ha, allora, la continuita in B della
JSunzione :

(4) ' F(Q):f}’-(P)g(Q, pPydr.

A

Vogliamo ora studiare I’ importante questione della derivabilita
parziale rispetto, per esempio, alla variabile &, della funzione F(Q)
definita dalla (4), nelle ipotesi seguenti: 1%) L’ insieme B & chiuso
¢ dotato di punti interni; 2%) la funzione p(P) & definita in tutto 4
e vi & limitata e integrabile; 3% per ogni fissato punto @ di B la
funzione ¢ (@, P) ¢ sommabile e integrabile su A4 ; 4% detto N (Q)
I insieme dei punti di 4 ove pud mancare la definizione di ¢g(Q, P),
si deve avere che, per ogni punto @ di RB, comunque si assegni
in A4 un insieme 7, chiuso e misurabile, che escluda tutti i punti
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di un insieme N'(Q)— che pud anche non esistere -- chiuso e di
estensione nulla (quando esiste), si possa sempre, in corrispondenza,
determinare un dominio circolare C(Q, T), su B, di centro in @,
tale che, per qualunque punto 8§ di C(Q, T), 1’ insieme N (§8) non
abbia alcun punto comune con 7'; 5% la funzione ¢(Q; P) possiede
in [ C(Q, T), T la derivata parziale 9t (@, P), rispetto alla g, finita
e continua (cfr. la locuzione abbreviata indicata a pag. 204).

Osserviamo che, nelle ipotesi fatte, la derivata g; (@, P) riesce
ben definita per @ in RB ¢ P in 4 — N’'(@). Dimostriamo, in pri-
mo luogo, il seguente importante teorema:

1V. Se, avendo fissato il punto Q (&, v,...) in BB, diamo ad h va-
lori cosi limitati che il punto Qy (5§ - hy ,...) sia sempre in B, e se
allora la funzione (di h, x, y,...)

) — 0@, P —g(@, P,

riesce uniformemente sommabile, su A, nelle vicinauze del punto h—0,
la funzione F (Q) definita dalla (4) é parzialmente derivabile, rispetto
alla &, nel detto punto @ di RB, ¢ si ha :

© Fo(@)=[w(Prog (@, P)aT
A

Anche questo teorema segue assai facilmente dal generale teor.
II. Si ha invero

F(@) =P _f 9(@:,P) —9(@,P
h

e in virth della supposta continuita di gt (@, P) in [C(Q,T),T], si

ha che (efr. la dimostrazione del teor. V del n° 95)

lim 9(@,P)— y(Q,P) £ (Q,P
h— 0 h !

uniformemente in ogni insieme chiuso 7' contenuto in 4 — N’ (Q).
Un caso particolare, degno di nota, del teorema ora dimostrato
& il seguente:

V. 8Se esiste un dominio circolare C, su B, col centro nel consi-
derato punto @ di RB, tale che al variare del punto 8 in C, Vinsie-
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me N'(8) si mantiene sempre entro un certo insieme fisso N*, chiuso
e di estensione nulla, ed inoltre riesce sempre in A — N*

|9 (8, P) | < ® (P),

ove ® (P) é una funzione non negativa, indipendente da S, sommabile
su A, sussiste la formola (6) di derivazione parziale.

Ed invero, mantenendo @, in C, comunque si prenda Pin 4—N*,
si ha: ’

- 19@, P—g (@, Pl | =105 (@i, P | < @ (D),

e ne segue la uniforme sommabilita su 4, nelle vicinanze del punto
h=—=0, del rapporto inerementale parziale (5).

Andiamo ora a considerare il caso, esso pure assai interes-
sante anche per le applicazioni, in cui Pinsieme ove pud variare il
punto P(x,y..) sia illimitato e misurabile. Indicheremo con 7 tale
insieme. Sia @, un punto limite di B, noi diremo che la sommabilita
su V della funzione f(Q,P) é uniforme nelle vicinanze di Q,, se si
verificano le seguenti circostanze :

@) Comunque si assegni in ¥ un insieme 7, limitato, chiuso e
misurabile, che escluda tutti i punti di un certo insieme N’ (Q,)— che
pud eventualmente anche non esistere — quando esiste, chiuso e di
estensione nulla (limitato o no), si pud sempre, in corrispondenza,
costruire un dominio circolare C(Q,,T), su B, di centro in @, tale
che, per ogni punto di esso, distinto da Q,, Yinsieme N(Q) non ab-
bia alcun punto comune con 7, laddove la funzione f(@,P), al va-
riare di @ in C(Q,T)— @, e di P in 7, descrive un insieme nu-
merico limitato. '

b) Comunque si assegni un numero positivo &, & sempre possi-
bile determinare, in corrispondenza, due altri numeri positivi 3(c) e
R(e), e un dominio circolare C(Q,¢), su B, di centro in @, , tali
che per ogni punto @ di C(Q,¢)— @, e per ogni insieme misura-
bile A4 (limitato o no) contenuto in ¥, si abbia sempre

f I£(@,P)aT=<c,
A

non appena avvenga che: o la misura di 4 non supera 3(c), oppure
la sua distanza dall’origine non & inferiore a R (g).
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Evidentemente: Se la funzione f(Q, P) & su ¥, uniformemente
sommabile nelle vicinanze del punto @, essa & pure tale su ogni
insieme misurabile contenuto in ¥V, in particolare essa & tale su ogni
insieme limitato e misurabile A4 contenuto in V. Ne segue: La funzione

M [ /@, P)|ar,
4

é limitata nelle vicinanze di Q,. K di conseguenza tali riescono pure le
funzioni F'(Q) e F"(Q) definite dalle eguaglianze

®) F'(Q)szw,P)aT, Q= 79 Puar,
: VvV v

Se, invero, manteniamo @ in C(@Q,1)— @, si ha sempre

f "1/ P)lar=1,
V—A4

essendo 4 Pinsieme limitato comune a ¥ e ul dominio circolare di
centro nell’ origine e di raggio R (1). D’altra parte, come gid sappia-
mo, anche la funzione ‘

f (@, P)|aT,
A

¢ limitata in € (@Q,, 1), onde segue altrettanto per la (7), poiche

f”ff(Q,P)!dT:/ lf(Q,P)ldT+/ /(g, P)[ar.
' 4 A4 V—A4

Per la uniforme sommabilitd su ¥ della funzione f(Q, P), nelle
vicinanze del punto @, di DB, insieme alla condizione @) basta ri-
chiedere la seguente, che equivale alla b) mna che talvolta & di que-
sta pit facilmente riscontrabile:

b’) Comunque si assegni un numero positivo ¢, & possibile co-
struire un particolare insieme 7' chiuso, limitato e misurabile con-
tenuto in 4 — N'(Q,), e un dominio circolare C’(Q,,¢), su B, di
centro -in @,, contenuto in C'(Q,, T), tale che per ogni suo punto @,
distinto da @, riesca:

f 170, P aT=<e.
vy-—-T




§ 2. INTEGRALL DELLE FUNZIONI 439

Evidentemente sussiste inalterata la proposizione I quando in
essa si sostituisca Pinsieme limitato 4 con I’ insieme illimitato V.

Se ora conveniamo di indicare con [4 — N’ (Q,)] la totalita de-
gli insiemi 7' limitati, chiusi e misurabili contenuti in 4—N'(Q,),
possiamo dimostrare il seguente teorema:

VI. Sussiste inalterato il teor. II quando in esso si sostituisca
Vinsieme limitato A con Uinsieme illimitato V.

Posto

oo S (@ P)=5(Q, P),

allo stesso modo, come per il teor. II, si dimostra la sommabilitd
di (@, P)su V. Se A & il prodotto di ¥ con un conveniente do-
minio circolare avente il centro nell’origine, si ha

(9) flf(Q,P)—-?(Qo,P)ldTgf |/ (@ P) — ¢ (Q,, P)| AT 2,
1 4 A

ove & & una quantitd positiva arbitrariamente assegnata e il punto
@ (sempre distinto da @) & mantenuto entro un certo dominio eir-
colare, su B, di centro in @, D’altra parte (teor. II) si ha:

(4

o | 17(@, PY—¢(Q, P)laT =0,

e pertanto, mediante la (9), risulta dimostrato il nostro asserto. Ne
segue: i

VII. Sussistono inalterati ¢ teorr. II', 11", III, IV e V, quando
in ciascuno di essi, si sostituisca U insieme limitato A con U insieme
illimitato V.

L’insieme A4 al quale viene esteso Pintegrale della funzione f(Q, P)
sia ora supposto funzione di ), e sia limitato o no. Vogliamo, infine,
dare un gruppo di condizioni, che vengono a verificarsi in impor-
tantissimi casi delle applicazioni, sotto le quali si pud asserire che
Pintegrale

10) F(Q) = ff(Q, Pz,
A(Q)
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& funzione continua di Q. Le dette condizioni trovansi enunciate
nelle ipotesi del seguente teorema:

VIII. Gli insiemi A(Q) e N(Q), limitati o no, dello spazio (x,
Y,...) siano funzioni del punto Q, ben definite nell’ insieme I dello
spazio (E, 1,...), ove pud variare Q e sia sempre A(Q) misurabile, N(Q)
chiugo, di estensione nulle e contenuto in A(Q). Per ogni fissato pun-
to @ dell insieme B la funzione f(Q, P) sia jfunzione di P definita
in A(Q) — N(Q), sommabile e integrabile su A(Q). Sia B’ un insie-
me chiuso ¢ limitato contenuto in B e supponiamo che, comunque si
asségni un numero positivo &, sia sempre possibile, in corrispondenza,
determinare entro ogni insieme A(Q) — N(Q), un particolare insieme
T (Q, €) funzione di Q (¢ di €), chiuso, limitato e misurabile, per il
quale si verifichino le seguenti circostanze : @) per qualsiasi punto @
di B’ si ha: :

|f(Q, P)|AT < ¢
AQ — TQ, o

b) U insieme T (Q, c) — per ogni ¢ — & in B’ funzione continua di Q;
¢) al variare di Q in B’ I insieme T (@), ) descrive un insieme chiu-
so ¢ limitato H(e) dello spazio (B, ..., @, ¥,...) ove la funzione f(Q, P)

é continua. Si ha allora che: La funzione F(Q) definita dalle (10) &

continua in B

Deve dimestrare che se @, & in DB’, comunque si assegni un
numero positivo g, & possibile, in corrispoudenza, determinare un
intorno circolare C di @, su B, tale che se @ & in C si abbia

(11) | F(Q) — F(Q,) | <.

Ora, per ipotesi, per ogni punto @ in B’, risulta

/(@ PlaT< +,
A(Q) — T(Q, ¢/3)
ma
F(Q) — F(Q)=
:fﬂ%PMT—J}WdeT+fﬂ%IWT—/ﬁ%pﬂmﬂ
1(Q, ¢/3) T(Qo, ¢/3) A(Q) — T(Q, ¢/3) A(Qo) — T(Qy, ¢/3)

i
E
3
:
",
3
:
$
»1
i

o T WU T
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e pertanto

2
12 | 7@ —F@)I=|[r@ par— [re, par|+3;
(@, ¢/3) T(Qo, ¢/3)
ma (VI, 93) la funzione di @

Jr@ paz,
7(Q, ¢/3)
per le circostanze b) e ¢/, riesce continua in B/, e quindi & possi-
bile determinare un intorno circolare C di @, su B, tale ehe se
@ & in €, si abbia
I/f(Q, .l’)dT-—ff(Qo,P)dTlg—g—.
T(Q,¢/3) T, ¢/3)
Dalla (12) segue allora-che, se @ & in C, sussiste la (10).

y

Osservazioni. 1*) Sia A* I'insieme dei punti dello spazio (z,y...)
descritto da A4 (@), al variare di @ in B, e sia p(P) una funzione
limitata e integrabile definita in A4* Si ha allora che, nelle ipotesi
del teorema precedente, anche la seguente funzione di Q:

(13 [rmriemar,
A(Q)

¢ continua in B

2*) Analogamente a quanto si & fatte al n® 93 si dovrebbe ora
passare a dare un gruppo di condizioni sufficienti atte ad assicurare
Ia derivabilita parziale delle funzioni (10) e (13). Noi ci dispensere-
mo dal far ¢id, anche perche le studio della questione non ci ha dato,
almeno fino ad ora, criteri sufficienti che siano ‘senz’altro applicabili
ai pitt importanti casi che si presentano nelle applicazioni, Ci riser-
veremo dunque di esaminare partitamente nei casi indicati la que-
stione della derivabilita.

Esercizii. 1°) Nel triangolo H del piano (2, y), determinato dalle
limitazioni 0 Ko <<h, 0 ==y =_x, & definita una - funzione continua
" g (x,y), dimostrare che la funzione della x:

d
(14) F(x) :/—g—(w’i)ay—g )
(x—y*y

(0, z)
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ove a e B sono costanti minori dell’unitd, & continua in ogni inter-
vallo (a, b) contenuto in (0, %), che escluda il punto zero.

Qui il punto variabile @, della teoria generale, & rappresentato
dalla variabile x, Pinsieme B’ dall’intervallo (a,b) dell’ asse z, I in-
gsieme A (x) dalPintervallo (O,'w) dell’asse y, 'insieme N (@) dai punti
0ex di quest’u]ﬁnio intervallo, la funzione f(@, P) dalla

VACK)
S, y) = —————.
(@ —y)*y?
Dobbiamo anzitutto dimostrare che la funzione f(x,y) & somma-
bile sopra ogni intervallo (0,), ovunque si prenda z in (a, b). Detto
M il massimo modulo di g (2,y) in H, si ha

2°M @
gwa 8 per 0 Ty <—-,

(15) S (@)
28 M

x
—_————— ‘__...<
= By P T =V

e poichs 1./3/B & sommabile in (0,2/2) e 1/(x—y)* in (x/2,2), 1a f(z,y)
sard sommabile in (0,). Sia ora 2¢ una quantitd positiva minore di
a e per ogni z dell’intervallo (a,b) consideriamo I’ intervallo 7' (z, c)
dell’asse y di punti estremi ¢ e x—o. Tale intervallo & funzione con-
tinna di z. Si ha poi

dy dy
Sl y)ldyéMf—-——‘-l- Mf— =
' (@—y*yP (# —yyb
A(x) — T (z, o) 0,0) @ —o,0)

2(1 cl-—ﬁ 2B cl-—a .
=\— "+
=<aa 1—-[5+ af 1—-—a>

pertanto, comunque 8i assegni un numero positivo ¢, detto ¢(¢) un
numero positivo, certamente esistente, per cui &

pLd GI—B 23 gl—a
M= 2
(a“ 1—8 T 1—a>§8’

riuseird, per # in (a, d),

[iravia=e.
A(x) — T[x,o(e)]
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D’altra parte, al variare di z in (a, d), Vintervallo 7T [x, o (g)] de-
scrive il trapezio a <Ce=Cb, sy — o, ove la f(z,y) & funzione
continua. Sono dunque soddisfatte tutte le condizioni del teor. VIII
e possiamno percido asserire che la funzione F(x) definita dalla (14) &
continua nell’intervallo (a, b) che esclude il punto zero.

2°) Se a & una qualsiasi costante positiva minore di uno, e g (y)
¢ una funzione di y, definita nell’ intervallo (0,4), ivi finita e con-
tinua con la sua derivata prima ¢’ (y), dimostrare che la funzione F (x)
definita dalle eguaglianze

(16) F(x) :f’ W poy=o,

(@—y)*’
©, )

¢ continua nell’intervallo (0, %) ed & derivabile in ogni punto di questo
intervallo, distinto dal punto zero. Nel punto zero & derivabile allora
e allora soltanto che sia ¢g(0)=—0. In ogni caso si ha

(17) aF_ 9(0) f.a’(y) dy.

da a®

La continuitd di F(«x) in ogni punto dell’intervallo (0, A), distinto
dal punto zero, & dimostrata, come caso particolare, nell’ esercizio
precedente. Per dimostrare la continuita di F(x) nel punto zero, ba-
sta far vedere che essa & infinitesima in quel punto. Effettivamente,
se M & il massimo modulo di ¢(y) in (0,4), si ha

IF(w)IgM/

©, )

dy __Mwl—“
(@—yp  1—a’

Passiamo ora ad esaminare la derivabilita di F(x). Conviene per-
¢io trasformare 1 espressione della F(x) data dalia (16). Sia x un
qualunque numero positivo dell’intervallo (0,%) e & sia un infinitesi-
mo positivo sempre minore di x. Nell’intervallo (0,2 —¢) si ha

d l—a] — l—a__ (1 _q I _
I WE—y T =g ) e—y) T = a)(w_y)a,
¢ quindi
g @—y~*—1—aq (;—g;%; dy=g(@—e)e!~*—g(0)a!~®

(0, x—¢)
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ne segue, passando al limite per e infinitesimo,

I N S

at a‘l‘:/Q (¥) 1__Tdy‘

(©, z)

Da questa espressione di F(z) segue di nuovo la continuitd di
F (x) in tutto P intervallo (0,%). Segue anche che essa & derivabile
nel punto zero, allora e allora soltanto che sia ¢(0)==0; ed invero
“si ha

F) _ g0) 1 el =% (1 — gl—e

®  l—a g% A 1—a !

ove 0 & una quantitd compresa fra 0 e 1. Se ¢ (0) =0, si ha F' (0)—=0.
Per dimostrare la derivabilitd di F(x) per == 0, occorre e ba-
sta, in virth della (18), dimostrare la derivabilitd di

@ (w):[g’(y) (@—y%dy.

(0,)

Ora &, per esempio per h >0,

—]1T[<1>(m+h)-q>(x)]:

1 ’ { h — 1-a _(p__ 1—a
:ngl ) @+h—y)' " dy +fy @ Tr=Y - @—=y) "qy,
(x, =+ k) 0, 2)

e quindi, poiché

"%ﬁﬂwW+h—m““w:4w+me—ﬂb—W’%ogogl,
@z+h _
(w-—}—k—y)‘—“——«(m-—y)’l—“: 1—a = 1—a ,
h @+0'h—9*  (z—y* /
00 <1,
passando »l limite per h infinitesimo, in virtd della svolta teoria del
passaggio al limite sotto il segno integrale, si trova

¥ (@)= (1 — a>f——"" Wdy
@—9)

(0,2)

Ne segue la (17).
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30) Per ogni coppia di valori di m e diy,periqualié 0 <y<ux,
poniamo
dt

B e

(y,2)
si viene cosl a definire una funzione delle due wvariabili # e y. Di-
mostrare che essa ha valore costante. Si ba, invero,

o N1
F(x,y):wlyf(w—t) ar 4L f(t P g

(t—y* Y] @ty
(y,2) ¥,2)
Ma
d - @—t*  @—ytT®
—[e—t2(t—y)l =) =1 —a —a
G =0 =)'~ =(—a) =0 — s =,
e quindi
(t——y)l"“dt_l—a (x—1)% at,
(w—t)l‘“ a (t___y)a

@, ) )

e pertanto

1 1 fn__._(x“t)adt.

@ T—=Y] (t—y)*
¥, %)
Ne segue
— 1\
oF 1 1 fa—tf,, 1 “_
o a (@—9P | (t—y) & —y [ (@—t)l %1t —gy)*
) ¥, %)
—_—— L F -} 1 F=0.

r—y z—Yy

Allo stesso modo si dimostra che gF/gy=—0. Si ha dunque,
ponendo per esempio y—0, =1,

: dt . dt
f(“’—t)l—a(t—y)a . (1L —pl-eqe "

] 0,1)

Alla stessa eguaglianza, e quindi ad un’altra dimostrazione della
costanza di F, si perviene — assai pilt rapidamente — mediante un
cambiamento della variabile di integrazione, operazione che impareremo
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a fare pitt avanti. Si vedrd pure, in avvenire, che il costante valore
positivo di F & precisamente = /senar.

4°) Potenziale newtoniano. Sia 7 un dominio limitato e wmi-
surabile dello spazio (»,y,2) e #(P) una funzione del punto P(wx,y,z)
definita in 7, ivi limitata e integrabile. Per ogni punto Q(§,n,&)
dello spazio poniamo ‘

F(Q):F(E,n,ﬁ)zf%(;) aT, 0<a<3,

3
T
ove « & una qualsiasi costante positiva minore di 3. Si viene cosi a
definire nello spazio intiero una funzione del punto @ cid & evidente
se @ & esterno a 7T, e se Q & in T cid risulta dall’ esercizio 40 del
n° 94. Dimostriamo le seguenti importanti proposizioni.
a) La funzione F(Q) & infinitesima all infinito, ¢ si ha

(19) i FQ0Q )= [n(B)ar
Qoo — [P )

T yé

designando con O Porigine delle coordinate.

Ed invero, uniformemente in 7, sussiste la relazione di limite:
o [u (r)<-~P_232 )} = (D).
b) La funzione F(Q) é continua in ogni punto dello spazio. |
) Prolunghiamo la definizione della p(P) all’esterno di 7, dan-
dole il valore zero per ogni punto esterno a tale dominio. Se, essen-

do @, un punto dello spazio arbitrariamente fissato, io dimostro che
la sommabilitda in 7' della funzione

F(Q, Py=p(P): PQ*
¢ uniforme nelle vicinanze di @, & dimostrata la proposizione. Ba-
sta verificare se sono soddisfatte le condizioni @) e b’) della som-
mabilitd uniforme sopra un dominio limitato. La condizione @) & evi-
dentemente soddisfatta; quanto alla b’) essa risulta da cid che per
ogni dominio quadrato ID, avente il centro nel punto ¢, e la dimen-
sione g, riesce (esercizio 4° del ne 94), per qualunque suo punto @,

8Ms3—¢
PlarT< ——"
ﬁf(g’ )| ~ 276%/6(3 — )’
D

M designando Vestremo superiore di | p(P)] in 7.

O L I L
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c) Se a soddisfu la limitazione 1 a <3/2, la funzione F(Q)é
parzialmente derivabile, una prima volta, in ogni punto dello spazio,
con derivate continue.

Se @ P, si ha

8 1 —a E—2
(20) G e
ot PQ* P! PQ
e pertanto, poiche [E—x]g m, a4+ 1<5/2<C3, si vede che la
funzione di @ .

Tf w5 S A

e continua in tutto lo spazio. Per provare la derivabilita parziale di
F(Q) rispetto alla £ e per dimostrare che:

(21) —E f (aE an) ar,

basta constatare (teor. IV), indicando con @ il punto (§ 45, v, &),
la uniforme sommabilitd su 7, nelle vicinanze del punto h=0, del-
la funzione (di h, x, y, 2).

1 1 ):_ PQ, — PQ” 1

P_QZ—fQ“ L P—@z-P—Qa.

e o

Sia D un dominio quadrato di centro nel punto ¢ e mantenen-
do il punto @, in D, diciamo d I’ estremo superiore dell’ insieme nu-

merico descritto da PQ;, al variare di P in T e di Qh in D. Si ha,
poiche a =1,

| gy — 70" | < wd® ' [ PQ,— PQ| < wa* 1),

e si ha pure

1 1/ 1 1
Lt L)
P . PQ" 2 <PQ;°;“ PQ“)

onde segue, dalla (22),

1/ 1 1 —-11 1 1

‘}[(ﬁyz"ﬁ) <ad” 1§<P—2a+ﬁ>’
3 A Q
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e eid prova, essendo 2a <3, Passerita uniforme sommabilita su T,
nelle vicinanze del punto & -=0, del rapporto incrementale (22). Sus-
giste dunque la (21) e il teorema & completamente dimostrato.

d) Dalle (20) e (21) si deduce che:

hm (\FE lOQa+1)<aflp P)ldT

Per a—1, la F(Q) si riduce al potenziale newtoniano del corpo
T, nel quale sia distribuita una materia la cui densita (positiva o
negativa) in ogni punto di T, & data dalla funzione p(P), integra-
bile, ma non necessariamente continua. Alla fine del successivo pa-
ragrafo deriveremo parzialmente, una seconda volta, In funzione F(¢)).

5°) Potenziale logaritmico. Per la distribuzione di materia
in corpi a due dimensioni (del piano) occorre considerare il poten-
ziale logaritmico che vogliamo ora studiare. Nel piano (z,¥) sia dato
il dominio 7, limitato e misurabile, e ivi sia definita la funzione
. (P), limitata e integrabile. Il potenziale logaritmico F(Q) di 7, re-
lativo ad una distribuzione di materia su esso, la cui densita (posi-
tiva o negativa) in ogni suo punto P & data dalla funzione 1 (P), si
definisce ponendo

F(Q) :fp.-(P) 10g—i,_1—_§dw dy.
T

Si osservi che:

0= l_’@log—_lfgi se¢ P@gi,
PQ e e

pertanto, se prolunghiamo la definizione di p(P) in tutto il piano,
dandole il valore zero in ogni punto esterno a 7, si trova che la
funzione

7@ P)=p <P)‘°gp%’

¢ uniformemente sommabile su 7 nelle vicinanze di ogni punto @,

del piano. Si ha, invero, se M & P estremo superiore di |p(P)|, in

ogni dominio quadrato D, di centro in @, e di semidiagonale 1/e,
M 1

I) ““‘:'—
F@BI= T =



§ 2. INTEGRALI DELLE FUNZIONI 449

e quindi (esercizio 30 del no 94) in ogni dominio quadrato I» di centro

in ¢, e di dimensione cgl/.—‘l_/e,
Mo
2

,P)|dT<
ﬁQ' o5
D

Si ha danque: @) Il potenziale logaritmico F(Q) é funzioné con-
tinua di @ in tutto il piano.
Esaminiamo ora la derivabilita parziale della F(Q) rispetto alla
E. Si ha intanto, per Q == P,
9 1 1 E—=z
- log — — — — ——,
% PQ PQ PQ

e pertanto, poiché |E —a| << PQ, si vede che la funzione di Q:

/ ( o€ log )da;dy,

T

& continua in tutto il piano. Io dico che

of _ I
(23) Eg_/;L(P)(BE log P_Q)dmdy.

T

Fissato il punto @&, ) del piano e designato con @, il punto
variabile (§ - &, 7) basta dimostrare che il rapporto incrementale

1 1 1
- lOg — log:— 3
h PQx PQ

¢ uniformemente sommabile su. 7' nelle vicinanze del punto h==0.

Effettivamente, poicheé

log PQ) — log PQ — —— —PQ), 0<6<1,

b

si ha

llo«PQh——logPQ:<(—~—+ Q)|z»qh—mg(é+ =) I#l,

e quindi

1 1 1
(log_i —10gi>l§* + —=.
h\"" PQy PQ

M. PicONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 29.
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Adunque: B) Il potenziale logaritmico F(Q) é dotato di derivate
parziall del prim’ ordine, finite e continue in tutlo il piano. Sussiste
inoltre la (23)

¢) 8i ha pure, dalle (23);

(;iin;o( | Fr (Q)] @)ﬁﬂ w (D) | dzdy.

T
Alla fine del successivo paragrafo esamineremo, anche per il po-
tenziale logaritmico, la derivabilita parvziale del second’ ordine,

96.* Riduzione degli integrali delle funzioni sommabili.—
Assai interessante, specialmente per le applicazioni che pud ricevere,
¢ la riduzione degl integrali, a pitt dimensioni, delle funzioni som-
mabili. Noi tratteremo questo argomento con la maggiore semplicita
possibile, accontentandoci di considerare le condizioni di cose che
soglionsi presentare nelle pitt importanti applicazioni. Dobbiamo per-
¢id premetlere una proposizione, di passaggio al limite sotto il segno
integrale, che non rientra in quelle gia date al n° 93. Essa consi-
ste nel seguente '

Lemma. Se¢ la successione di funzioni f,(P), f,(P)y, fu(P)
definite nell insieme chiuso e limitato A, ed ivi continue, converge in
ogni punto di. A werso la funzione f(P), pur essa continua in A, in
maniera che, posto

greey

CPn (-P): |f(l)) - f’ﬂ (P)}?

la @, (P), in ogni punto di A, non cresca al cvescere di m, si ha:

,,I_i.n;offn (P)ydTl = /f’(l’) arT. .

A A

(*) 11 teorema sussiste anche nelle sole ipotesi seguenti: Le funzioni della suc-
cessione sono limilute e integrabili su A, ed ivi uniformemente limitate, la funzione li-
mite f(P) & pur essa limitata ¢ integrabile su A, supposto sempre tale insieme chiuso
¢ limitato. In questa ipotesi si ha uun teorema che, nel caso particolare delle fun-
zioni di una variabile e degli integrali estesi ad un intervallo, & dovuto ad A»r-
zelad. Non dimostriamo gui tale teorema perchd non ne possediamo ancora una

dimostrazione della semplicita che desideriamo per l'indole di queste lezioni.
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Basta dimostrare che:

Se cosl non fosse csisterebbe un numero positivo e tale da ri-
sultare, per ogni indice n,

f WAPYAT >cest A .
A .

Ne seguirebbe Vesistenza in 4 di un punto P, (almeno) per cui
€ gy (P,)>¢ per s<<u. In un punto limite P (contenuto sempre
in 4 per la supposta chiusura di questo) della successione di pun-
to P, P, ,.., I’n,.-.., si avrebbe allora ¢ (P)=¢, qualunque sia lin-
dice k. Ed invero, in un qualsiasi intorno circolare di P, su A4, so-
no contenuti quanti si vogliono punti P, , il cui indice n supera k
e per ciascuno di questi punti & ¢, (P, ) > ¢. Ma poiche lim ¢, (P)=0,
¢ assurdo che riesca ¢, (P) = ¢, qualunque sia Vindice k.

Consideriamo ora, per semplificare Vesposizione, un insieme A
dellordinario spazio (xz, y, z), misurabile, limitato o no. Sia IV, a sua
volta, un insieme chiuso e di estensione nulla, limitato o no, conte-
nuto in A4 e sia flz, y, 2) una funzione definita in 4 — N, ed ivi in
ogni punto continua. Facciamo le seguenti if)otesi, che chiameremo le
ipotesi (z,y): @) Indicando con Ay la proiezione di A sul piano (x,y),
questa proiezione sia un insieme misurabile e, cecettuati al pitt i punti
di un certo insieme N7, chiuso e di estensione nulla, contenuto in Ay,
la sezione S(x,y) di A, con la retta parallela alPasse 2, la cni traccia
sul piano (z,y) ha le coordinate & e y, sia sempre misurabile e quella
Zix,y) di N di estensione nulla; b) esiste una particolare successio-
ne di insiemi CO, C@ ., CW..., invadente A— N, tale che la suc-
cessione C1), CO,..., CW,... delle proiezioni di questi insiemi sul piano
(2,y) invade A — N’ e la successione 8™ (x,y), SO+ (x,y),... delle se-
zioni di C™, C®+D .. con la retta parallela all’asse z la cui traceia
sul piano (z,y) & in Cg;), invade, a sua volta, S(z,y)— Z(x,y).

Cio posto andiamo a dimostrare il teorema :

L. La funzione f{m,y,2), continua in ogni punio di A— N, non sia
mai negativa e, nelle ipotesi (x,y), si abbia che: per ogni punto (x,y)
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di Ay — N’y la flo,y,2) sia funzione di z sommabile su S(z,v); allo-
ra, se le sequenti funzioni di x e di y

Sz, ¥) 8 (, y)
sono continue, rispettivamente, in ogni punto di Ay — N' e di ), dal-

la sommabilita su A di fx,y,2) seque quella su Ay, di F,e viccversa;
mentre si ha sempre

ff(w,y,z) dedydz= F(w,y)dmdy:[dw dy /f(w,q ,2)dz .
F . .

Azy Aazy S(x,y)

Cominciamo dall’osservare che

im o, y) = F(x,y), F@y) — F,(@,y) = F@y) — Fopi (2,9) =0

n—-o0

e pertanto, in virtdr del lemma premesso, considerando sempre valo-
ri di m=mn,

(2) Jim f Fo(x,y) Az dy = f F(x,y)da dy.

Cid posto, supponiamo, dapprima, f(2,y,2) sommabile su 4. Si ha

ff(x, Y, 2) do dy dz :fdw dyff(w, Y, 2) de <

C(") C(‘") S(”) (x’ ¥)
</dde[f x,Y,7) dz<[dzdy[j x,’l,’>)_[f{1‘,’l7 2)dedyde <<
Cm) sm (x,3) (m) g™ (@,y) o™

= [f(m, Y, 2) do dydz,
4
e quindi, facendo divergere m, in virta della (2),
ff (@, 9,2) dxdydz<]dwdy/f (@, 9y, 2 dz</f x,y, 2) de dy dz,
c™ , C‘”) @, y)
Se facciamo ora divergere n ne segue la sommabilitd di F(x,y)

su A, e la relazione (1). Supponiamo ora, in secondo luogo, la fun-
zione F(x,y) sommabile su A,, dalla limitazione
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/f'(x, Y, 2) dx'dydzgfdw dyfF(a:, ¥,2)de,
o' C;Z) Sz, y)
segue evidentemente la sommabilitd di flz, y, 2) su 4, e quindi, di
nuovo, la (1).
Dal teorema ora dimostrato si deduce subito il seguente pin
generale:
II. La funzione f(x,x,2) sia continuwa in ogni punto di A—N e
si ubbia che, nelle ipotesi (x,y), per ogui punio (x,y) di Ayy—N' la

Sl@,y,2) sia funzione di z sommabile su S(x,y), allova se le seguenti
Junzioni di x-e di y:

Fix,y) :/f(wv Y, 2)de, Iy (2, y) :/f(xy ¥,2)dz,
S, ) S (29)

D (w,y) :/ If @,9,2)|dz, Dn(2,y) :/|f(x1?/7z) |de,
S(z,y) 8™ (2,9)

sono continue — le F e ® in ogni punto di A — N', ¢ le F,e @, in
ogni punto di C%) — dulla sommabilits su A di f{x,y,z) seque la som-
mabilita su Ay di F(x,y), e viceversa; mentre sussiste sempre la (1),

Posto, invero, f'=|f|, f"=|f|—f, le due tunzioni " e f” so-
no non negative e continue in ogni punto di 4 — N, mentre si ha
Jf=r —f" Le funzioni f" e f”, per ogui punto (w,y) di dgy — N’
sono sommabili su S(x, y), le funzioni

F’ (@,y) = © (x,9) :ffl (@, ¥,2) F” @,y) :ff/, (@, 9,2)dz,

S (x,9) 8(x,y)

sono continue in ogni punto di Ay — N* e le funzioni

‘ F,'L(w,y):(Dn(w,y):ff’(m,y,z)dz, F;L'(x,y):/f”(w,y,z)dz,
s (@) s™ @)
in ogni punto di C%. Dalla sommabilita su A della f segue quella

di /7 e di f7 e (teor. I) si ha

ff(w, y,2)de dy dz :ff’ (@, y,2) de dy dz ——ff” (@, y,2) dedyde=—=
4 A
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:fdw dyff’ (%, 9, 2)dz --fdwdy /f”(m, Y, z)de=

Azy Sy Az S(x,)
__fdwdy/[f (@, y, 2) — f' x,y,,,)]dz_[dwd_/ [f (@, y,2)dz.

Azy S(x,y) S(z,y)

Ecc. Dal teorema ora dimostrato si deduce evidentemente il se:
guente che & di frequente applicazione:

IIL. La funzione f(x,y,2) sia continua in ogni punto di A — N e
 si abbia che, verificandosi simultancamente le ipotesi (x,y) e (y, 2), per
ogni punto (x,y) di Ay — N’ la f(x,y,2) sia funzione di z sommabile
su S(x,y) ¢ per ogni punto (y,2) di A,,— N sia funzione di x som-
mabile su 8S(y, 2), allora, se insieme alla continuita delle funzioni (3) si
ha pure quella delle analoghe in y ¢ 1n 2z, dulla sommabilite di F(z,y)
su A,y segue quella di

Fy, 2)= /f (z,y,#) dz,
S.(?/: z)

su Ay ed inoltre la formola

[dwdy[fw Y,2) z—fdyd~/fx,y, da .

Azy Sz, y) S(y, 2)

Esercizji. 1°) Lo studioso enunci i teoremi, analoghi ai teorr. IT
e III, per le funzioni di due variabili ¢ y; ne deduca un gruppo
di condizioni sufficienti sotto le quali, per le funzioni di due varia-
bili non limitate, sommabili e integrabili, sussiste la formola di Di-
richlet d’inversione dell’ordine di integmzibnﬂ, data al no 92.

20) Nel triangolo H del piano (%), determinato dalle limita-
zioni 0o <<h O0y<w, si consideri la funzione

g(@,y)
(@—y)* yP

(4) S,y = 7a<17B<17

gid considerata nell’ esercizio 1° del ne pree. Si dimostri che essa &
sommabile su H e che:

f[ w,y fdyf g (,y) .
8 J @ —y)

©O,k) * (0,2) 08 @k
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Si verifica immediatamente che sussistono tutfe le ipotesi sotto
le quali & valido il teorema, per le funzioni di due variabili, analo-
go al teor. III. La funzione f(@,y) definita dalla (4) & invero conti-
nua in ogni punto di H — N, con N avendo designato 1’ insieme
chiuso e di estensione nulla costituito dai segmenti rettilinei (y =0,
O0=e<<lh)e(®x—y=—0, 0="awx="h). La sezione di H con qualsiasi
retta ¢ sempre misurabile. Come gia nell” esercizio 1o del no prec.
abbiamo dimostrato la sommabilita, per ogni valore di z, della f(a,vy)
sull’ intervallo (0, 2) e la continuita - della funzione della x

9(z,y)
(5) f— dy
@—y)*y®

0,2)

in ogni punto dellintervallo (0, k), aperto a sinistra, cosi si dimostra
Ta sommabilita, per ogui valore di y, della fla,y) sull’intervallo (y, k)
e la continuitd della funzione della y
. 1 g (@, y)
(6) — [

(@ —y)

,h)

in ogni punto dellintervallo (0,2), aperto a sinistra. Si constata poi
immediatamente la sommabilitd sa (0, %) delle funzioni (5) e (6). Se
indichiamo con C™ il triangolo determinato, per ogni valore dell’in-
dice a, dalle limitazioni

h

h h
—r=h, —= —_—
20 v="n 4:n=y_56 4n '’

Ta successione di triangoli €W, C?,... invade H e le due suceessioni
delle proiezioni di questi triangoli sull’asse z e sull’asse y invadouo
rispettivamente, Pintervallo (0, 2), aperto a sinistra, dell’asse x e Pin-
tervallo (0, 1), aperto a sinistra, dellasse y. Infine, le funzioni della z:

g (@, Y) |g (@,y)]
@Y g f D ay:
. f v —y)* y¥ o Je—yr yP
(E‘x 4n) (411':‘—;11)

sono continue nell’intervallo (A /2n, k) e le funzioni della y

P / v o [0,
Y (x —y)* Y (@ — y)*
(v—i—m h (y+ I’% h)

sono continue nellintervallo (h/4n, b — b/ 4n).
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30) Problema d’ 4bel. Nell’ intervallo (0,a) dell’asse x & as-
segnata una fanzione continua f(x), dotata di derivata prima f' (),
finita e continua; dato il numero positivo « minore di uno, in ogni
puuto dell intervallo (0,a), aperto a sinistra, definire una funzione
continua w (x) che verifichi I’equazione

u (5)ag
(7) =) (0<]ae<]1),
(® —c)*
0,2)
e tale che, M designando una costante positiva, riesca sempre
lu@|a' <M.

Nell’esercizio 3¢ del ne precedente abbiamo dimostrato che, per

0 << & <, Vintegrale '

/ d¢ _f Cdt
@— 0% ¢ —E*  J@— ot —ot—e

(&) (&)

ha valore positivo costante. Indichiamo con k(==/senar) tale valore.
Supponiamo che esista la richiesta soluzione u (x) dell’ equazione (7),
poicheé

ju(8)] = M ’

(@—8* g% @—g
si vede che la funzione u (§)/ (@ — E)# risulta sommabile in (0, @). Dalla
" (7) si deduce poi

G a u (€) ag
ﬁx_t)l—awﬁm_t)l—a (t——E)a ’

0,2) (X)) (0,7)

e quindi, applicando al secondo membro la formola di Dirichlet
di inversione degli integrali doppii, certamente applicabile come su-
bito si vede (eserc. prec.), si trova '

k fu € dg = f——~—f wee
@ — i
0,2)

(0,%)

e quindi (esercizio 2° del n° prec.)

1 A0 1 [ e

t)l—a )

©0,2)
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Adunque: se esiste una soluzione del nostro problema essa non
puo essere data che dalla (8). Non esiste, pertanto, pitt di una so-
luzione. Ma, effettivamente, In (8) fornisce la soluzione del problema.
Si bha, invero, in (0, a)

uie) ot == |0 |+ o 2,

ove H & il massimo di |f"(@)[in (0,a). Ed in secondo luogo

£)ag ) at 1 —
[a:—é - kf El” ff mﬁw —gl—e

0,2) 0,2)
=S(0) 4+ f@) — f(0) =S ().

L’equazione (7) ora risoluta, che chiamasi equazione d’Abel,

& classica nell Analisi; essa costituisce il primo esempio di un tipo
di equazioni, delle cosidette equazioni integrali, la cui recente
introduzione ha fornito all’ Analisi uno dei pitt potenti strumenti di
ricerca in campi assai importanti.

Nel caso particolare o = 1,2, I'equazione (7) traduce il seguente
problema di meccanica, posto e risoluto da Abel:

By

Nel piano verticale (w,y), Passe y verticale & volto verso Ualto, co-
struire una porzione di curve regolare di equazione x=—=ux (y)[y = 0],
che tocchi Vasse & per y=— 0 in maniera che riesca x'(y) ngg M(M es-
sendo una costante positiva) tale che, abbandonato, senza wvelocita ini-
ziale, in un punto della curva di ordinate h, un punto materiale pe-
sante G, obbligato — come unico wvincolo — a perycorrere, senza attrito,
la curva, il tempo impiegato da G a trasferirsi nel punto piv basso di
quella sia un’assegnata funzione f(h) dell’ordinata h.

Il lettore, non appena in possesso del teorema delle forze vive della
Meccanica razionale e del CapitoloV di queste lezioni, potra con grande
facilitd ottenere 1’indicata traduzione, di questo problema, nell’equa-
zione (7) per a =1/2,

40) Indicando con V¥ il primo quadrante del piano (z,y), dimo-

fe" @+9) qp dy = ([e" @t dw)2,
7

(9,00}

strare che:
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indieando con ¥ il primo oftante dello spazio (z, y, 2), dimostra-

re che:

z

— (2 2 2
/e (@ +y +z)dmdydz:(
4 (0,%)
Sono, invero, immediatamente verificate tutte Ie ipotesi del teo-
rema III,

97. Metodo di integrazione di Darboux. — Nell’insieme li-
mitato A di Sy sia definita una funzione limitata f(P), della quale
indichiamo con ¢ (') ed ¢’ (T) gli estremi inferiore e superiore in
un qualsiasi insieme 7' contenuto in 4. Il metodo di ealcolo del mi-
nimo ¢ del massimo integrale della funzione f(P) estesi ad A ha,
fin ad ora, cousistito in cio: Fissalo un gualsiasi dominio rettango-
lare I contenente A, lo si & diviso in dominii rettangolari parziali
RBu..., ¢, posto T — A . By, detti Py un pmito arbitrario
contenuto in Ay, 3 la massima diagonale dei dominii 1'«ltu,ug0|n-'
ri di decomposizione, si sono calcolati i limiti

811—]3]0 2 ¢ (Do) Bur.. = 3“110 2 S(Puw.) B, :[f([’)dT,
a

. T 17
;T‘O i ¢ (T Ru.. = ‘3”30 . S Puc.) R, = f f(P)darT.
A4

Tuale procedimento pud, intanto, fur sorgere il dubbio che P in-
tegrale della fuuzione dipenda dagli speciali assi coordinati a cui si
¢ riferito lo spazio, ma pud anche, per il nessun conto in -cui sono
tenute le particolaritdh geometriche dell’ insieme A, essere, per 1’ ef-
fettivo calcolo numerico dell’ integrale, di attuazione pratica assai
pitt difficile del metodo di integrazione di Darboux, di cui andia
mo ora a parlare; il qual metodo, anziché decomporre 4 negli spe-
ciali insiemi A, Ry, consente la pilt completa libertd nella de-
composizione elementare dell’ insieme A, la quale pertauto (cfr. eser-
cizi) potra, caso per easo, essere adattata alle particolaritd geome-
triche di detto insieme, con .l’intento di semplificare ¢ di abbrevia-
re i caleoli, '

.
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T

1 ’ ’ 4 . kN avhifreans 3 FR
Siano T, T,y T3 Ty Ty,..., T, , i pit arbitrarii insiemi,
e si abbia

Ln 1L, n
A == T,‘ f— 1’;.
Risulta ,
¢(T;) T,;_g/f(P)dT ' (=1, 2,.., )
7"
[f(P) AT <" (T; ) T; (t=1, 2,.., n),

i
e quindi

1, n'

2 ¢(T) T'—E /f dT_.ff(P)dT—l’

I, n i, n

N = "f(P)dT_z /fP)dT£E (i) Ti
A

e pertanto la proposizione: Al variave, in tutti i modi possibili, del-
la decomposizione elementare dell” insieme A negli insiemi 7T, T,,...,
T, facciamo le somwme

(1) ""——E T:)T:, —'ﬁ (I T;

e diciamo I’ ¢ I” gli insiemi numerici rispettivamente descritti da
s" ¢ da ¢”. Si ha che i due insiemi I’ e 1" sono separati e I’ inter-
vallo di separazione contiene 17 intervallo (A, 1) avente per punti
estremi il minimo ed il massimo integrale della funzione.

Sussiste il seguente importante teorema di Darboux:

I. Al tendere a zevo del massimo diametro 3 degli insiemi T ,
provenienti dalla  pit arbitraria decomposizione elementare di A, le
variabili §' e s’ definite dalla (1) tendono, rispettivamente, al minimo
ed al massimo integrale, N’ e N, della funzione f estesi ad A.

Limitiamoci a considerare le somme §”. Supponiamo, in primo
lnogo, f(P)=0 in A. Si potra trovare (r —2) una decomposizione



460 Caprroro 1V.

di un dominio rettangolare B[ (', b); (a”, b”)], contenente I’ insie-
me A, in dominii rettangolari parziali Ry, in maniera che, detta
6” la somma dei prodotti

"(A « Ba) Bux s
estesn o tutti i rettangoli che hanno, almeno, un punto in comune
con A, si abbia

l"gc"<7u"—]—e,
comunque sia stato preventivamente assegnato il numero positivo s.
Sia p il numero dei punti di suddivisione del lato (o', «”) e ¢ quello
dei punti di suddivisione del lato (J’, b”). Determiniamo un numero
positivo d, per il qun,]e risulti

2[p@" — V)4 qla” — a)]e" (A)d, <<\ +e—d".

Dico chie, e con ¢ido avro dimostrato il teorema nell’ ipotesi f=0,
per ogni somma s per cui sia diametro T; =<8, (i=1, 2,.), si
avrd sempre

(2) WN=s"<<N'}e

Infatti, indichiamo con s,” quella parte della somma s” che pro-
viene dagli iusiemi 7T che sono, ciascuno, completamente contenuti
in un rettangolo Ry e indichiamo con 82" la parte rimancnte della
somma s”. Si ha:

”:81” + 82”,

81,/ é O”,

8,/ <2|p0" —b)Fqla” —al)]e" (4)d, <N e —d";
ne segue la (2). La funzione limitata f(P) sia ora, in secondo luogo,
affatto arbitraria, Poniamo f, =/ — ¢'(4). L7estremo superiore e, (T)
della f, in T & e"(T)——e’(A). Si ha

[_/ P)dT._ fl AT + ¢ (A)est A,

1, n I,n
2 (T ) T :E e, (Ti ) T; + ¢ (A)est A ,

onde, di nuovo,

'

. 1,n
lim 6”(1’1 )Tz — ff(P)(lT-
A

60
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Ne segue:

II. Gli integrali di una funzione sono indipendenti dalla scclta
degli assi coordinati ai quali viene viferito lo spuazio.

IIL. I due insiemi I' ¢ I”, vispettivamente descritti dalle somme
s ¢ " definite dalle (1), sono precisumente separati dall’ intervallo (N,
LX), avente per punti estremi il minimo ed il massimo integrale della
Sunzione f estesi ad A.

1V. Posto, per la pit arbitraria decomposizione elementave di A
negli insiemi T, T, ,.., Ty, '

§ = E f(PZ )T,, 3
, i
ove P; ¢ un punto arbitrariamente scelto in Ty, si ha :

. 7 4 .y "
Jow s:ff(_l’)d.’l’, ‘B‘ﬁ'o's:[f (P)aT.
4 A

V. Detta -o (T') Voscillazione di f in T, condizione necessaria e
sufficiente affinché lo funzione f sia integrabile su A & che, comunque
sia assegnato un numero positivo e si possa, in corvispondenza, costrui-
re una speciale decomposizione clementare dell’ insieme A in
insiemi T\, T,,..., Ty, per modo che riesca

llzn“”(Ti)Tiés-

VI. Se la funzione f(P) ¢ integrabile su A, in particolare se essa
¢ continua ¢ A ¢ chiuso, comunque si decomponga elementarmente Uin-
sieme A, le somme (1) danno duc valori approssimati dell’ integrale
delle funzione esteso ad A, il primo -per difetto ed il secondo per ec-

cesso, con un errore A’ approssimazione, per entrambi, minore di

1'2%1.0.)(17; )Ti .

Si -ha poi

. 1, n
3 Jim, 3 AP0 8= [£ipyar,
‘ 1

comunque si scelga P; in T .
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VIL Se f( ) & funzione conlinua e ¢ (P) (P)y e

Yoy Yaseers Yg ®y y P y
@q (') sono funzioni continue nell’ insieme chiuso A, riesce (0ss. 3* del
n° 91)

. 1,n
A S FLOUP) s @y By 3, (PO Ty = [ F18,(P), 6, (P), 0, (P)] AT,
' 4

comunque si siano scelti i punti P, P/,., P® in T, .

Osservazioni. 1*) Il teovema VI fornisce ulteriori essenziali
elementi per il calcolo numerico approssimato dell’ integrale
di una funzione integrabile. Se la funzione & tale che di essa & fa-
cile calcolare, per speciali insiemi T(<< A4), il cui diametro pud es-
sere reso piccolo quanto si vuole, due numeri U'(T) ¢ U(T), il pri-
mo non superiore all estremo inferiore della funzione in 7' ed il

secondo non inferiore all” estremo superiore, le somme
4 ; 4
20, 2 UV(T)T
rappresentano due valori approssimati dell” integrale,. il primo per
difetto ed il secondo per eccesso, con un errore d’approssimazione,
per entrambi, minore di '

S NI = U(T)) T

In particolare dunque, se la f(x), funzione dell’ unica variabile
x, & monotona (e quindi integrabile) nell’ intervallo (e, b), comunque
si scelga un numero naturale », posto x; == a -} (b —a)/n (=20,
1,..., n), le due somme

b_ , 7 b_ n
L3 fla, S3f(aw),

n =1 N =1

rappresentano due valori approssimati dell” integrale di f(z) esteso

all” intervallo («, b), il primo per difetto ed il secondo per eccesso,

con un errore d’ approssimazione, per entrambi, minore di '
b—a n ' b—a

2 [ Slw)— floiy)] =

n =1 n

S ) —f(0)].

Se invece riesce malagevole o assai difficile 1a determinazione
dei numeri U'(T) e (T, per il calecolo dell’ integrale si ricorrera
alla (3). Decomposto elementarmente, con una legge conveniente,
I’ insieme A in insiemi parziali T; e scelti, in ciagcuno di quéstil
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nel modo c¢he pitt conviene per il caleolo, i punti P;, si calcolano,
successivamente le somme

per valori del massimo diametro 8§ (degli insiemi 7y ) via via pitt
piceoli; pin piccolo & 3, e pin grande tende a diventare I appros.
simazione fornita dalla (4) per il valore dell’integrale. Se, ad esem-
pio, si vuole calcoleolare il valore dell’ integrale con P approssima-
zione di un millesimo, si ripeterd il calcolo della (4) per valori di 3
via via decrescenti, fino a conseguire la stabilith della cifra dei
millesimi. Come assicura la (3) a ¢io si perverrd certamente da un
momento in poi.

Vedremo pitt avanti come taluni accorgimenti analitici consen-
tono, specialmente per le funzioni di una variabile, di abbreviare i
caleoli in modo notevole; ma, comunque, & solo questione di tempo,
in ogni caso, alla stabilita di una cifra decimale di un gqualsiasi pre-
stabilito ordine si perverra certamente. Raccomandabilissimo per si-
mili caleoli & Puso delle macchine calcolatrici (a manovella) che
consentono appunto il pin rapido e pitt sicuro calcolo delle somme
di prodotti «, b, + a,b, - ..., nelle quali consistono le somme (4).

2%} Pud darsi che Pinsieme A non si presti ad essere agevol-
mente decomposto in insiemi parziali 7; (di diametro piccolo a pia-
cere) dei quali si possa con precisione calcolare 1 estensione; in tal
caso si fard ricorso alla formola (1) del ne 91:

S S (Pu.) Bu. = [f(P) ar,
i

In quale fa o meno del caleolo delle estensioni indicate. Si ricordi-
no le avvertenze gia date in proposito al n°® 91.

Esercizii, 10) Sia D il dominio limitato da due sfere concen-

triche, di centro nellorigine e aventi, rigpettivamente, i raggi I?, e
R, (R, <{R,), caleolare Pintegrale

[f(ym?}?) do dy dz,

D
J (p) essendo una qualsivoglia funzione integrabile sull’intervallo (R, B,)
dell” asse .
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Riferito lo spazio al solito sistema (py 9, 0) Ai coordinate pola-
, ber ogni numero naturale n poniamo p. — R, + h (R, — R))/n,
¢, —=kn/n, 6, ==2Ix/n(h,k 1=0,1,...,n) e decomponiamo il dominio

D nei dominii T}y definiti dalle limitazioni

6,

I\

b SP=Ppr 1 =9=9,, 0,_, <10
(hy Iy 1==1,2,...,n).
Si ha:

,n I,n

nl—i:l;ozn 2 Ef(Ph 1) l—‘[f d.’l‘d_jdz‘

ma
1.n , -
DD ICIEIES SHIOS ) XA
4 & 3
7:2 S (g2 — 03 ),
P o = B B e
1,n
li R. — R <% o
) ET;O%,;*—’Ehf(Ph— 1) Pi—lsz(P) p*dp,
(By, Ry)

o 1,n

1,n
lim (B, —R)) z Flono ) pp— 1= lim (B, — R
. .

- _1)=0
n =00 n® n->00 g3 Ehf({)h ) ’

e pertanto

/fw T ) ey e =451 (0" .

(Riy z)
Se, dunque, f(p)==pe, riesce
' 3 3
R+3 . got
a-t+3
(:4nlog%‘ se a=——3.

1

S::41t se o= — 3,

o
/(ac2 4 y? - 2*)F da dy dz
D
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A

20) Allo stesso modo si dimostra che se D & il dominio piano
determinato, in coordinate polari, delle limitazioni:
bp<0=<6,4t R, =<p=R,

e f(p) & una funzione integrabile su (R, , R)),

[r@EF P aar==[rost.
b (By 5 Ry)
~ Ne segue, in particolare, se 6,=0, t—==/2, R,—0, R, =R,
Slpy=e"r,
—2—y? 1., __ T — 2 A — R?
fe -‘/dady_~2—]e f’pdp__T(l--e )
0, B)

Siano V¥ il primo quadrante del piano (v,y), » un numero na-
turale e D, il dominio (0<C0=<"7/2, 0<"p=Cn); la successione di
dominii D,, D,,..., Dy ,... invade V e pertanto si ha

— % —q? 2 lim — 2 —y? ___75_
fe dxdy_n_WO e dedy = e
D,

Ne segue (esercizio 4° del no prec.)

I
e x 5
(0, c0)

98. Integrali delle funzioni complesse di variabili reali.—
Sia f(P)=u(P)-} iv(P) una funzione complessa del punto P (z,y....),
definita nell’iusieme 4 o 4 — N, ove N designa un insieme chiuso
e di estensione nulla e A4 un qualsiasi insieme limitato o no, e de-
signamo con J una qualsiasi operazione di integrazione su A4 -aven-
te un risultato finito ¢ ben determinato per ciascuna funzione u (P)
e v (P), supposte limitate o no. Si pone allora, per definizione,

Jf(P)=3u(P)+iJv(P).

§ 3. Sulle funzioni di dominio.

99. Derivate e differenziali per le funzioni di dominio. —
Sia 4 un dominio dello spazio Sy e designamo con [4] una qual-
siasi famiglia di dominii 7' contenuti in 4, per la quale richiediamo

M. PiCONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 30.
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Ia sola condizione seguente: Se R & un qualsiasi domiio vettangolare
avente con A punti interni in comune, alle famiglia [ 4] appartiene
sempre il prodotto R..A. La totalitd di tali prodotti sard da noi
sempre indicata con [AJr. Non & escluso, naturalmente, che la
famiglia [A4] possa ridursi alla [A]g, ¢, pertanto, se A4, esso stesso
fosse un dominio rettangolare, la famiglia potrebbe ridursi, sempli-
cemente, a contencre tutti i soli dominii rettangolari contenuti
in 4. ‘

Osserviamo che, in ogni caso, se il dominio 4 & limitato, esso
appartiene sempre alla famiglia [A]z .

Sia ora F(T) una funzione reale del dominio 77 definita nella
famiglia [4]. Per una tale funzione vogliamo dare il concetto di de-
rivata e di differenziale, A tale scopo cominciamo dall’ osservare, in
primo luogo, che se fissiamo, arbitrariamente, un punto P di A4 ed
un numero positivo p, esistono quanti si vogliono dominii di [A]g
e quindi di [A4] contenenti P ¢ contenuti nel dominio quadrato di
centro in I’ e di semidimensione p. In secondo luogo, per ogni do-
minio limitato 7' di [4], contenente il punto P, esiste e riesce ben
~ determinato il dominio quadrato Q(P, T, di centro in P, contenente
T e avente la plu piccola semidimensione possibile. Esso & il mini-
mo dominio quadrato di centro in P, contenente il dominio rettan-
golare che ha gli stessi punti estremi di 7.

Cio posto, consideriamo I’ insieme ordinato [O]p delle operazio-
ni cousistenti, ciascuna, nel fissare un  dominio limitato 7' di [A]
contenente P e nel ecaleolare il valore di F(T), ordinate al modo
seguente : Di ogni operazione 0, corrispoundente ad un dominio 77,
diremo seguenti tutte quelle corrispondenti ai dominii 7' contenuti
in Q(P, I'). La funzione di dominio F(T) da cosl luogo ad una va-
riabile ordinata che si dice ottenuta fucendo tenderve, su [A], il do-
minio T al punto P. I limiti di tale variabile saranno denotati coi
simboli

Sl Py fsela)], I o) sa)).

La fonzione F(T) dicesi continua o infinitesima {su (4]}

in un punto P di A4 se si ha:

P s [A]} = [ B fsul4)) =o.
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Insieme alla funzione F riesce definita in [A] la funzione
¥y F(T
est2 T

orbene, i limiti

lim" F(T) im” F(T)
rep —— s [dlz], ;']TP T

g Su [Ajlzg 9

chiamansi, rispettivamente, la massima e la minima deriva-
ta, su A, della funzione F nel punto P e si denotano, rispettiva-
mente, con le notazioni

Gerlv. B(Tysu 4), 1V R (su ).

La funzione F dicesi lépschitziana nel punto P se essa vi
possiede derivate entrambe finite. Evidentemente : Condizione neces-
saria ¢ sufficiente affinché la funzione F(T) sia lipschitziane nel pun-
to P ¢ che si possano determinare un numero positivo ke un dominio
quadrato Q di centro in P tali che per ogni dominio T di [Alg con-
lenente P ¢ contenuto in Q, risulti

| F(T) | <FkestT.
Una funzione F lipschitziana in un punto é ivi continua.

Nella famiglia [4] sia definita fa funzione F(T), lipschitziana
in ogni punto di 4, si dira allora, pilt semplicemente, che la fun-
zione & lipschitziana nel dominio A. In tal caso, entrambe le deri-
vate hanno valori finiti in ogni punto; mediante la derivazione, la
funzione di dominio F () da dunque origine a due funzioni di pun-
to /' (P) e f”(P), definite in tutto A, alla funzione derivata minima,
che in ogni punto ha per valore ivi quello della derivata minima,
e alla funzione derivata massima, che in ogni punto ha per valore
ivi quello della derivata massima.

La funzione lipschitziana F, dicesi uniformemente lipschit-
ziana in A, se & possibile determinare un numero positivo K tale
she per qualsiasi dominio 7' di [A]g si abbia

| F{T)| << KestT.

Evidentemente: Una funzione di dominio F, uniformemente lip-

schitziana in A, possiede ivi funzioni derivate (finite in ogni punto ¢)

limitate in A.
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Se in un punto P coincidono le due derivate, su A4, della F,
si dice che questa funzione é in P « derivata witica, su A4, oppure
che possiede in P la derivata su A. Se la funzione F & in P lip-
schitziana ¢ a derivata unica, su A4, dicesi derivabile in P, su A.
Una funzione F avente derivata unica oppure derivabile in ciascun
punto di 4, dicesi a derivata unica, oppure derivabile nel dominio A.

La funzione F(T'), derivabile in ogni punto, di luogo ad una
fuuzione di punto f(P), nella quale vengono a coincidere le sue due
derivate massima e minima, tale funzione chiamasi lo derivate di F.

Se la funzione F(T') & derivabile in un punto P, chinmasi dif-
ferenziale delle F o elemento della F nel punto P, il prodotto

S(P).estT=j(P).T,
del valore in P della derivata f per P’ estensione T di un qualsiasi
dominio rettangolare. Si pone poi
dF —=f(P). T.

Pertanto d7—=1T e quindi
ar

WP=/P)AT, J(B)= 7.

Sussiste, evidentemente, la proposizione: Se I ¢ derivabile in un
punto P interno a A vale la seguente formola di decomposizione :
FI)=dF +o(T).T,
“ove o(T) é la funzione di deminio rvettangolare definita dallequaglianza
BT

m(T):T — f(P),

infinitesima in P, su [A]g.

E immediata la dimostrazione del teorema:

I. 8e F, F,,.., F, sono funzioni del dominio T definite in una
medesima famiglia | A], ciascuna derivabile, e se ¢, ¢,y ¢y, SON0 l¢
pit arbitrarie costanti, la combinazione

I,n
F(T)= o F: (1),
i

¢ pur essa definita in [A)] e derivabile. Si ha:

dF X dF
AT~ 4, AT

P T
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Sia ora €' un altro dominio, sempre di uno spazio 8, e dicia-
mo G (¥, ¥,,.., ¥ ) un punto variabile in C. Sia definita in € una »dla-

/

w;: O (Y Ysyeny ¥r )y
Ty =@y (Yyy Yg sy Yr )

(1)

di funzioni reali, ovunque continue, tali che (efr. 76, IV e V): Nel
mentre il punto @ descrive un dominio qualsivoglia U di una certa
famiglia [C], di dominii contenuti in C (contenente la totalitd [C]g
dei prodotti di € per i dominii rettangolari di Sy aventi con €' punti
interni in comune) il punto P[9,(Q), 9,(Q),..., o) (@)1 descriva per
intiero un corrispondente dominio 7' della famiglin [A4], gid consi-
derata, ove ¢ definita la funzione di dominio F(T). Le (1), pertanto,
definiscono in [C] il dominio 7, e quindi anche estensione di que-
sto, come funzioni di U. Porremo ' '

(2) I:@(U);
(3) T=est T=1t(T).

Sia Q) (y‘;,yg,...,yg) un punto arbitrariamente fissato di C e P,
(a‘l’,zg,,m?) il punto che le (1) gli fanno corrispondere in 4. Comun-
que si assegni un numero positivo p & possibile determinarne un al-
tro e tale che se per un punto Q(y,,¥,..,% ) di € si ha

=R =s |-y =< |y — R <k,
di conseguenza risulti '

12, (@) — 0, (Q0) | =<0y 92 (@) — 92 (Q0) | 0y | 0 (@) — 0 (Q)) | < p,
tale ciod che ad ogni dominio di [C] contenuto nel dominio quadra-
to di centro in @, e di semidimensione p, corrisponda, per le (1), un
dominio di [4] contenuto nel dominio quadrato di centro in P, e
di semidimensione ¢, arbitrariamente prefissata. La circostanza ora

rilevata, pud essere brevemente espressa dicendo: Nel mentre che il
dominio U tende, su [C], al punto Q  di C, il dominio corrisponden-
te T—1q(U) tende, su [A], al punto P, corrispondente a @Q,.

Nella famiglia [C] riesce evidentemente definita la funzione di
dominio

G (U)=F(9(U)),



10 Carrroro 1V,

che si dice — com’ & naturale — funzione di U composta mediante la
9 e la F. Andiamo a dimostrare Pimportante teorema seguente:

II. Derivazione di una funzione di dominio composta
mediante due altre. Nelle ipotesi ora delte, la funzione t(U) sia
derivabile nel punto @ di C e la funzione F(T') lo sia nel punto P
di A corrispondente @ Q. Diciamo [ (P) la devivata di F{T) e J (Q) la
derivata di t(U). Se

. F ,
4) zl,linp (TT) isulA] e non soltanto su [A)r|=f(D),

allora la funzione G(U)=F (¢ (U)) & pur essa derivabile nel punto
Q e si ha

aq
(8) g(Q)—= ﬁ‘“f 2)J(Q)=fip, (s @r (@) J(Q).
Ed invero:

G(U)__ Flg(U)) ¢ (U)__ F(T) t(U)
U 0 v o v’

e mentre U tende a @ (su[Clp ed anche su [C]) il dominio 7' tende
a P su [A]. Ne segue la (5) poiche sussiste la (4).

Il teorema ora ottenuto si suole ricordare dicendo, brevemente,
che: L’elemento o il diffevenziale della funzione F, nelle coordinate
Yy Ygyooey Yr 5 € dato da /

AF=F[¢, (@), 9, (), 9 (@1 (@) AT

Diciamo da,, dz,,...,dz, le dimeusioni di un dominio rettangola-
re T' dello spazio (®,, #, y..., @y ), Pestensione di 7' & data dal prodotto
de,dx,...dw, . Secondo una convenzione gia fatta tale prodotto si
denota con d7' e potrd chiamarsi I’elemento o il differenziale
di estensione o di misura (di lunghezza per e =1, di area
per r==2, di volume per r =3) nelle coordinaie »,x, .., 2, .
Si;f ora U un dominio rettangolare di dimensioni dy,, dy,,..., dy, dello
spazio (¥,,¥,y ¥r ). Mediante le (1) ad esso corrisponde, nello spa-
zio (&,, T, yueey & ), un dominio @ (U) la cui estensione & data da ¢(U).
Sia @ un punto di ‘U, il prodotto

(6) dt =J (@) dy dy,... dy, ,

& un’ approssimazione di ¢(U), tanto migliore quanto pilt piccola &




§ 3. SuLLk FUNZIONI DI DOMINIO 471

la somma .| dy; | Ebbene, il prodotto (6) chiamasi I’elemento o
¢l differenziale di estensione o di misura nelle coordinate
Yiy Yooy Yoy legate alle @, @,,..., @, dalle equazioni (1).

In ordine a tali locuzioni — di uso diffusissimo e continuo —il
dominio ¢(U) puo chiamarsi il dominio elementare dello spazio
(®,y Zyporey Xy ) velativo alle coovdinate y,, Y,,..., ¥r . (Vedansi gli esem-
pi illustrativi del n° 101).

Osservazione. Sia, in particolare, » = 3 e si abbia

O =dy A, Y Yy Y, Ay Qqp Oy
Py =, g, Y, Y, Yy D=|a; ay a,;|=F0;
$y ==y + g Yy g Yy s, 3y 39 Oy
abbiamo visto (87, XIV) che, in tal caso, sussiste la relazione
T—=|D|U

e pertanto

a7 l !:l_l_.")(('?n Pas (?3) .
av Wy Yo Ys)

Notizia. Orbene, sard dimostrato in avvenive che, in ulteriori

J(Q)=

ipotesi per le funzioni ¢, , largamente verificate nelle pitt importanti
applicazioni, si ha sempre
dT

4 TQ =37 =

3(‘?11 9 Poreeny Pr ) ) (
a(y” yz? b Jr

Nell” articolo 101 tale fatto trovasi gid dimostrato per gli in-
tegrali ad uuna dimensione ¢, nel caso particolare, del passaggio
dalle coordinate cartesiane alle polari, per gli integrali a due ¢ a
tre dimensioni.

Osservazione sulla notazione di integrale. Sia A un
insieme limitato e vi sia definita la funzione di punto f(P), limitata
e integrabile. Decomposto un dominio rettangolare R contenente A
in dominii rettangolari parziali, possiamo ora — per una convenzio-
ne fatta — denotare con d7' la misura del generico di tali dominii.
Se 9 & la massima diagonale di tali dominii e se fra questi prendia-
mo tutti e soli quelli che hanno, almeno, un punto P in comune con
A e facciamo la somma

2f(par,
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passando al limite, per & infinitesimo, si ha Vintegrale della funzio-
. ne esteso ad 4. Cio da finalmente ragione della notazione introdot-
ta per designare 'integrale di una funzione: il simbolof non & che

una deformazione della lettera s, iniziale della parola sommaea.

100. Sulle funzioni additive di dominio. — Una classe im-
portantissima di fanzioni di dominio sono le jfunzioni additive. Di-
consi tali quelle funzioni F(T), definite per i dominii 7' della solita
famiglia [A], per le quali, dalla relazione

T:T4+Tz':|‘ “]‘Tn’
si deduce T’ altra
(1) FIY=FT)+FT)+..4 F(T,).

Pud darsi che, presi comunque due o pitt dominii della famiglia
[A], suscettibili di una somma elementare, la loro somma non sia
contenuta in [A]; ebbene, noi sottintenderemo sempre che questa
famiglia sia stata cosl ampliata da contencre la somma di un nume-
ro qualsivoglia di suoi dominii suscettibili di una somma elementare.
Mediante la (1) prolungheremo poi la definizione di F(T') su tutta
la famiglia [A4] cost ampliata. Nella famiglia [A]g porremo poi anche
il prodotto di 4 per ogni dominio somma elementare di due o pin
dominii rettangolari ciascuno dei quali ha punti interni in comune
“con A.

’ Se f(P) ¢ una funzione di punto definita in A4 e limitata in
ogni dominio limitato, nella famiglia costituita da tufti i dominii
limitati contenuti in 4, ponendo

(3) F'(T):ff(l’)dT, P = £(Par,
T T

si vengono a definire due funzioni additive di dominio.
Se A & un corpo pesante, ponendo

(4) F(T) = peso di T,

nella famiglia costituita da tutte le porzioni limitate del corpo si de-
finisce una funzione additiva di dominio,

~ Prendiamo ora a considerare le funzioni additive di dominio de-
rivabili. In Fisica, per esempio, si suppone sempre che ogni funzione
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di dominio definita dalla (4) sia derivabile, e alla derivata di una
_tale funzione, in un punto P, si da il nome di peso specifico del cor-
po nel punto P. Sin f(P) tale peso specifico; per ogni porzione limi-
tata T del corpo, diciamo wm'(T) e m”(T), rispettivamente, il minimo
e il massimo valore del peso specifico. Il peso F (T) della porzione
T & evilentemente compreso fra i prodotti Tw'(T) e Tm"(T), si
ha ciog

(8) Tw'\T)<< FT) < Tw"(T).

Orbene, in gencrale, la funzione di dominio F(T) sia definita
nella famiglin [A] ¢ 1a funzione di punto g(I’) sia definita in A; se,
designando

e (T), e (T),
gli estremi, inferiore e superiore, di g(P) in Z, si ha sempre, per ogni
dominio di [A)g, e quindi, in particolare, per 4, quando & limitato,

Te; Ty T gTa;’ (I

si dice che la funzione F(T) verifica la proprietad della me-
dia rispetto alla funzione di punto g(P). k

Cosl, com’ & ben noto, le funzioni additive di dominio definite
dalle (3) verificano entrambe la proprietd della media rispetto alln
funzione integranda f(P), supposta limitata. In virth dela (5), si ha
~che la funzione additiva peso, definita dalla (4), verifica la proprietd
della media rispetto al peso specifico, rispetto cioeé alla derivata del-
Ia funzione; tale proposizione & affatto generale, secondo il seguente
teorema Cauchy-I'ubini :

1. Se lu funzione additiva di dominio F(T), definita nella- fami-
glia [A), é ovunque derivabile su A, essa vevifica la proprieta della
media rispetto alla sua funzione devivata f(P). (%),

Limitiamoci a dimostrare che se 7 & un qualunque dominio di
[Alr, si-ba
(6) F(T)< T¢,(T).

(*) Questo teorema fu scoperto da Cauchy, ma con una definizione assai piit
restrittiva della derivabilitd di una funzione di dominio, la quale definizione
porta alla continuitd della funzione derivata. Ma anche la definizione di deriva-
bilitd contemplata dal Fubini & piu restrittiva di quella data qui.
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Cio occorre solo fare se e}’ (@) & finito, ¢ noi tale lo supporremo
e ne indicheremo il valore, semplicemente, con e. Se, essendo € una
qualsiasi quantita positiva, dimostrinmo che F ()< (e 4 ¢) T, avremo
dimostrato la (6). Fissato arbitrariamente e, poniamo

G(I)=F(T)—(¢+¢ T,

si ha ¢(P)=dG/AT=f(P)— e — ¢< 0, in ogni punto di 7. Devo
dimostrare che & (7')<C0. Sia invero, se possibile, G (T)=0. Con-
sideriamo, al solito, il caso particolare »r=2, ¢ diciamo R il domi-
nio rettangolare [(a’, b’} (¢”/,0")] avente gli stessi punti estremi di 7.
Fissato un numero naturale »(Z=2), dividiamo gli intervalli («,a”) e
(', 0"y in n parti eguali e, corrispondentemente, il dominio rettango-
lare R in »* dominii rettangolari eguali, dei quali indicheremo con Ry
.quelli che hauno punti ¢nternd in comune con 7. Posto Tip==1'. By,
ha:

T:—Zh.k 17]&10; G(T)-—‘_,hka(lhk>

e poiche G{T)=0, per almeno uno fra i dominii 2y si dovrd avere
G(Tw) = 0. Diciamo T tale dominio ¢ R, [(e,’, b/ (a,”,b,")] il do-
minio rettangolare Iy che lo contiene; si bha a” —a, = («"" — «')/n,
b, — b,/ =" —¥)/n. Dividendo, a sua volta, il dominio rettango-
lare R, in 2* dominii rettnngo]uri egua]i si viene a costruire un
dominio rettangolare IR, [(ay, b,); (a,”, 0, er il quale, ponendo
2 Y2/ 2 )
T,=1T.R,si ha §T,)=0,a,”"—a,/=(« —a)/nz, b, —b,/=(b"—V")/n.
Ripetendo indefinitamente questo procedimento, si viene a costruire
una successione illimitata di dominii rettangolari B> R, > R, > ...,

aventi, ciascuno, punti interni in comune con 7 e per i quali risulta

(7 G(T.R;)=0 (i=1,2,.).
Detti (a;, b)) e (af',’ b'.’) i punti estremi di I;, le successioni

’ ’ 4 . 44 144 144 144
dya’ya g a a0 b b, by 5o 7,07, D, ... sOnO monotone,
la prima e la terza non deu‘esceutl, le altre due non crescenti, ¢ si

. o 12 17 ’ p l‘ 1" " " ’ i 1
bha a) —a; = (" — &)/nt, 0] — b/ =" —V')/ni . Ponendo
a=lima =lim«, db=limd —=1limd’
i T ! i i?

si vede che il punto («,d) appartiene a T e ad ogni R; e che, in for-
za delia(7), per esseve sempre 7', R; contenuto in [A]g, 1a derivata
di G(T) in questo punto non & negativa, ¢id che & assurdo,
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Conviene rilevare il seguente teorema, pitt generale di quello
ora dimostrato, il quale riceve un piu frequente riscontro nella Fisica.

I, Il deminio A sia la somma dei dominii A, A4, ,., d,, in
modo che per ogni dominio T della fumiglia [A]gr vriesca
n
(8) Ir—=3"T.4;,
i=1
ove, nella somma del secondo membro, si sottinfendono omessi gli ad-
dendi eventualmente non esistenti; allorva, se la funzione additiva di
dominio F [T, definit« nella fumiglia [A], é derivabile, in ogni punto,
su ciascun dominio A; (i=1, 2,...,, n), essa funzione verifica sempre la
proprietd dello media rispetto alla sua derivata.

In virth della (8) i dominii A4;, presi a due a due, sono sprov-
visti di punti interni comuni. In un punto interno ad un qualsiasi
dominio d; la derivata, su questo, della funziene F, della quale de-
rivata il teorema suppone lesistenza, & anche derivata su 4; pud be-
nissimo 10N essere cosl per un punto comune a due o pitt frontie-
re dei dominii A4;, per un tale punto la derivata della F, su A,
pud mancare (*). Per ogni dominio ' della famiglia | A]g in virtd del
teor. prec., si ha

4 1 7] "o y
9) e (7. Ai) est (T'. 4)) gE([. A)= e r. Ai) est (1 . Ai),
(1=1, 2,...,,n),
e quindi, detti el'(T) e e,',' (), rispettivamente, il minore fra gli & nu-
i e i H Aol Pye 17 1 " «
meri cf(l . A)) e il maggiore fra gli # numeri ¢; (. A4,), sommando
membro a membro le relazioni (9), risulta, in virt della (8),
Te (1)< F(T)< T¢, (T),

come appunto volevamo dimostrare.

Come abbiamo detto, il teorema ora stabilito trova, assai fre-
quentemente, riscontro in esempii della Fisica. Basta considerare la
fanzione definita dalla (4) nel caso che il corpo pesante A sia co-
stituito da pit corpi, di sostanze diverse, saldati fra loro ai loro con-

(*) Per un tale punto si pud solo affermare che la minima e la massima de-
rivata di I su 4, sono comprese fra la minore e 1a maggiore delle derivate in
quel punto calcolate sopra ciascuno dei dominii ai quali appartiene il punto.
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torni. In un punto ove si saldano due o pin di questi corpi, il cor-
po 4 pud non avere un peso specifico determinato. Non ostante, co-
m’ & intuitive, il peso di ogni porzione del corpo verifica sempre la
proprieta della media rispetto al peso specifico, considerato 14 ove &
determinato.

Dopo il teor. I siamo in grado di dimostrare — per le funzioni
additive di dominio — la reciproca di una proposizione enunciata al
® prec., di dimostrare cioé che:

III. 8e la funzione additiva di dominio F(T), definita nella fu-
miglia [A), é ovunque derivabile su A, con derivata f(P) ivi limitata,
essa € uniformemente lipschitziana.

Ed invero, per ogni dominio 7' di [A]g si ha
Te(T)< F(T)< T¢] (T);

ma se K & Pestremo superiore di | f(P)] in A4 riesce sempre fe/',(fl’) | < K,
| e}' (T)| < K, e se ne deduce pertanto | F(T)|<K.T.

Problema della ricerca della funzione primitiva. L’as-
segnata funzione di punto f(P) sia definita nel dominio A4; ogni fun-
zione di dominio F(T), definita in una famiglia [A], di dominii T
contenuti in A4, per la quale funzione si abbia, in ogni punto e su 4,

dr
ﬁ:f<P);
“dicesi primitiva della f(22). Un problema del quale si occupa il eal-
colo integrale & il seguente:

Asscgnata, in ogni punto del dominio A, la funzione di punto f(P),
definire in una famiglia [A] una funzione di dominio additiva primi-
tiva della f(P).

Si esprime che il problema ora posto possiede una soluzione,
dicendo, semplicemente, che la funzione f(P) é dotata di funzione
primitiva additiva di dominio.

Sussiste il seguente fondamentale teorema:

IV. Nella famiglia [A]g, non si pud definire piv di una funzw-
ne di dominio additiva primitiva dolla S(P).

Ed invero, se le due funzioni additive di dominio F,(T) ¢ F,(T)
sono definite nella detta famiglin [A]p e sono entrambe primitive

B T U T T AL gy S LI
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della f(P), la funzione G =F, — F, & additiva, & definita nella stes-
sa famiglia ¢ ha ovaunque per derivata lo zero. In virtit del teor. I
si ha allora G(T)=0; e c¢id dimostra il teorema,

Supporremo ora — sino alla fine — che la funzione f(P), defi-
nita nel dominio A, sia limitata, in ogni dominio limitato contenuto
in A. Riescono allora definite, per ogni taule dominio, le funzioni
additive (3), rappresentanti il minimo ed il massimo integrale della
funzione f; orbene, si ha il seguente importante teorema:

V. Una funzione additiva di dominio F(T) che verifichi la pro-
prietd della media rispetto alla funzione di punto f(P), per ogni do-
minio T di [A|g ke un valore compreso fra il minimo e il massimo

antegrale della f estesi a .

Fissato, arbitrariamente, un dominio 7' di [4]z , decomponiamo,
al solito modo, un dominio rettangolure contencnte 7' in dowminii
rettangolari parziali, dei quali sin 3 la massima diagonale e diciamo
T,, T,,. i prodotti di T per quelli fra questi dominii rettangolari
che hanno punti interni in comune con 7. Si ha

FI)=X3,FT), T.cT)<FT)<T,.¢(T),

e quindi
2; T,' 8} (Tz)gF(T) S Zi T@' 6}., (Tt) )

e pertanto (I, 97), passando al limite per 9 infinitesimo,

/,f(l’)d—’l’éF(T) = [”f(P)dT-
T T

Ne segue:

VI. Lia funzione f(P) sia integrabile. Una funzione additiva F\T)
che wverifichi le proprietd della media rispetto alla funzione f(P), per
ogni dominio I’ di [A]g coincide con Vintegrale della funzione este-
so a T.

VII. La funzione f(P) sia dotate di funzione primitiva additiva
di dominio. Tale funzione, per qualsiasi dominio T di {A]g, ha un
valore compreso fra il minimo ¢ il massimo integrale della f(P) este-
sial



478 Carpiroro 1V,

Per le funzioni integrabili, il posto problema della ricerca del-
la funzione primitiva additiva di dominio &, dopo c¢id, completamente
risoluto dal teorema seguente:

VIII. La funzione f(P) sia integrabile. Se essa é dotata di fun-
zione primitiva additiva di dominio, questa, per ogni dominio T di
[A]r, ha il valore delllintegrale della funzione e¢steso a T

Si sa (IV, 91) che le funzioni continue sono integrabili su ogni
dominio limitato, per queste funzioni si ha inoltre che:

IX. Ogni funzione continua f(P) é dotata di funzione primitiva
additiva di dominio.

Verificheremo che, posto

(10) F(T):/f(l’)dT,
7
per ogni punto I’ del dominio ove & definita la J, si ha
dF
a7 — /&)

Effettivamente, comunque si assegni un numero positivo g, si
puo sempre, in corvispondenza, determinare, sul dominio di defini-
zione della f, un dominio quadrate Q di ceuntro in P, tale che per
“ogni punto M di Q riesca

| J(P)— e =<F(P)+s,
per ogni dominio 7' contenuto in Q si avra allora

7
PPy —e= T < (P e

Adunque dalla (10) si deduce la seguente:
dF = f(P)dT,
e viceversa, da questa si deduce la (10).
Osserviamo che per la funzione di dominio, definita dalla (10)

nella famiglia [A4] costituita da tutti i dominii limitati contenuti in
A, si ha:

Jw ;,)}sulA]g—_-f(P).
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Nuova dimostrazione dell’ integrabilita sopra un do-
minio delle funzioni continue. 1l teor. IV fornisce una nuova
dimostrazione (dovuta a Cino Poli) della integrabilita delle funzio-
ni continue sopra un dominio limitato, la quale, coutrariamente a
quella gid data al no 91, & affatto indipendente dal teorema di Cantor
sulle funzioni continue stabilito al n° 32, Vogliamo esporre tule sem-
plice dimostrazione, Si deve dimostrare che se f(P) & una funzione
continua nel dominio A, per ogni dominio T di [A]g e quindi anche
per il dominio 4, quando & limitzlto, riesee :

F(T) /fl’ ) AT = f( VAT = F"(T).

Iffettivamente, le due funzioni F’(T) ¢ F"(T) sono additive e,
come risulta da una dimosfrazione identica a quella data per il
teor. IX, si ha ovunque

dF’ _ aF”
ar "~ ar’

Complemento al teorema Cauchy-Fubini. Come ha os-
servato il Fubind, il teorema I & suscettibile del segucente notevo-
le perfezionamento:

X. La funzione additiva di dominio F{T), definita nella fumiglia
(4] abbia ovunque la devivata finita f(P). Per ogni dominio T di [A]g,
ed in parvticolare per A, quando & limitalo, si avrd precisamente

T)

(A)< 6;’(17),

se ef'(T)<e;’ (T). .

Limitiamoci a dimostrare che F (T') < T'¢; (T). Supposto e, finito,
indichiamone con ¢ il valore. Sia U un dominio di [d]g vaviabile in
T, ¢ poniamo G(U)=F(U)—e¢U; in virth del teorema I si ha

F(U)—¢/(U) U=0 e quindi, poiché e/ (U)=le, si ha sempre G(U)=0.

Se non fosse G(T)=F(T) ——el‘<0, sarebbe @G (T)==0, e quindi,
poichieé per ogni dominio U di [A|g contenuto in 7, anche I'— U
¢ di [A]r, dalla

G(I)= G (U)+&(T— U),
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ne seguirebbe sempre G (U) =0, e pertanto AG/AU =0, ciod f(P)=e¢,

¢id che avrebbe la conseguenza, contraria all’ipotesi, ej',(T) —c=¢,(T).

101. Cambiamento delle variabili negli integrali.” Appli-
cazioni. — La P12 di funzioni reali e continue

(1) B = Qi (Y Ygson ¥r ) (i==1,2,.,,7),
sia definita in un dominio limitato € dello spazio (y,, ¥, ,..,y,) ¢ sia
tale che (cfr. ne 75, IV e V): Nel mentre che il punto @ (y,, ¥, youy ¥ )
descrive un dominio qualsivoglia U di una certa famiglia [C], il pun-
to P, (@), ¢, (@)yeerypr (@), chie le (1) fanno corrispondere a @, de-
scriva, nello spazio (®,,,,...,#, ), un corrispondente dominio 7, con-
tenuto entro un determinato dominio limitato 4 di quello spazio, ove
¢ definita la funzione di punto f(P), e appartenente ad una certa
famiglia [A]. Supporremo sempre che al dominio €' venga, in tal
modo, a corrispondere il dominio 4. Come al n° 99, porremo
T=o¢(U), T=¢(U),

sard A—=q(C), A =t(C).

Sussistono i due importanti teoremi seguenti che, per ovvia ra-
gione, chiamansi del cambiamento delle variabili negli integrali.

1. La funzione f(P) sia continua in ogni punto del dominio A e
le funzioni continue @, siano tali che: @) si abbia sempre, per due qual-
- sivogliano domini U’ e U”, elementarmente addizionabili, della fami-
glia [C|r,

(U + U= (U")+ 9 (U");

b) la funzione numerica t (U), che visulta allora additiva in [C)g

sia dertvabile in ogni punto Q di C ¢ la devivata J(Q) sia limitata ¢

integrabile su C. 8i ha allora per ogni dominio di [Clg, ed in parti-
colare per C,

@) ff(P) AT == [£ 19, (@) 94(@) s 90 (@] T(@AT
) 4 :

Ponendo
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data la continuitd di f£(, qualongue sia la famiglia [4] di dominii
limitati, si ha sempre (ne prec. IX)

lim (T

S ;et [A)}=F(P).

Sone dunque soddisfatte tutte le ipotesi del teor. II del n° 99,
e pertanto, posto G (U)=F[@ (U)], per qualunque punto @ di C si ha
. dG
(3) av=' [cpi )y @2 () e 1 (@1] T (Q)
D’altra parte, in [C]R,
U+ U)=FleU -+ U =FloU)+¢U")]=
=Flo(U"]+ Flp(U")]=6(U)+ G(U"),
si ba dunque che la funzione di dominio @, definita in [Clg, & ad-
ditiva, & ovunque derivabile, con derivata — data dalla (3) — limi-

tata e integrabile in ogni dominio di [C]; ne segue (teor. VIII del
ne prec.) per ogni dominio di [C]g

GU)="Fy —ff dT—fJ‘[%(Q o @ (] (Q)AT.
P(U)
II. Le (1) pongano una corrispondenza biunivoca fra t punti di
A e di C e si abbia .

Y=, (@, Typeey @) (1=1,2,.,7),

.
le §; visultando pur esse continue ¢ tali che nel mentve che il punto P
(&, @y youy @, ) deserive un dominio qualsivoglia T della famiglia [A],
il panto corvispondente Q [, (P), 4y (P) ..., br (P)] desoriva, nello spuzio
(Y1) Yy yeenrYr )y wn corrispondente dominio U=$(T) di [C], in manie-
ra che, in [A)g, si« sempre q)(T’-{—T”)_—._c];(T')—i—4];(1"’). Se la fun-
zione f(P) é limitata ¢ integrabile su A e se esiste una funzione J(Q),
limitata, non negativa e integrabile su C, tule che, comunque si pren-
da un dominio- T di [A)r, risulti

(4) estT:]J(Q)dU
1)
allora la funzione

S, (@), @5 (@) erey Pr (]I (@)

M. Picoxm — Lettond d¢ Analisi infinitesimale 31,
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Y

¢ limitata in C e i avra, per qualsiasi dominio T di [A]g, in par-
ticolare per A,

(5) [f'(P) ar= [f[ @ (D, Py (@) 1oy @ (@ ] T (AT
T )

Intanto, poiché mentre il punto @ descrive per inticro (T, il

punto corrispondente P descrvive per intiero T, posto
g (Q):f[q){ (Q)a CPQ(Q)"--’(P" <Q)]~

1a funzione ¢ (@) possiede in ¢ (T') gli estremi ¢ (T) ¢ ¢”"(T) che la
funzione f(P) possiede in I. Qualunque dominio di [A] si consideri
la funzione ¢(Q)dJ (Q) riesce pertanto limitata nel corrispondente do-
minio di [C]. Poniamo

F'(T):[!I(Q)J(Q)dU, F"(l)“[.f/(Q)J(Q)dU-
$er) $(1)
Le due funzioni di dominio F’' e F” cosl definite in { 4] sono
ivi additive, e poiche

[m@J@NU2)
”T)[ jagi o ’ T)[J(QMU,
v = ,!/(())J(Q)dUgs $im)
q;(T)

esse, in forza della (4), verificano Ta proprieta delln media rispetto
alla funzione f(P). Per Ia quppnsm integrabillta di questa funzione,
se ne deduce (teor. VI del n° prec.) in |A4)g,

F'(T)=F"( ):[f‘(P)«IT,

¢ido che dimostra completamente il teorema.
Per molte, anche modeste, applicazioni & necessario estendere i
teorr. T e IT al caso che la funzione f(P) sia soltanto supposta som-

mabile e le funzioni @, ¢ ¢, non siano ovunque coutinue e non pon-

gano, senza eccezione, una corrispondenza biunivoea fra i dominii 4
e C. Al riguardo, & sufficiente stabilire il segnente teovema:

III. Siano A e M due insiemi misurabili (limitati o no) dello
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spazio (&, %,,..,2, ), sia M chiuso, contenuto in 4 e di estensione nulla,
e la funzione f(P) sia definita in ogni punto di A — M. Siano C ¢ N
due insiemi misurabill (limitati o no) dello spazio (Y,, Yy 4oy ¥r )y Si@
N chiuso, contenuto in C e di estensione nulla, e la 1?2 di funzioni
rveali @, (Y., Yy yeees Yr ) Siano definite e siano continue in ogni punto di
C-— N. BEsista una successione di dominii limitati C, C, ..., Cs ...y in-
vadente € — N, ai quali, mediante le (1) corrispondano in A, i domi-
nii limitati A,y A, yoiy A ooy costituenti pur essi, una successione inva-
dente A — M. 8i ha allora che se per la funzione f e per la corrispon-
denza posta dalle (1), fra i dominii Cy ¢ Ay sono soddisfutte -—— per ogni
s — le ipolesi del lcov. I o quelle del teor. 11, dalla sommabilita su A
di f(P) segue quella su C di f{p, (@), @r (@] X I (@), € viceversa;

laddove, nellun caso o nell’altro, riesce :

O [5ar = [Ny @l @ (@17
A 5

Si ha, invero, per ogni valore dell’indice s,

@ 7T = (110 0@ 7 @1IQT,
As Cs

(8) ﬁf(l’)mT:f!fw,(Q), 0u( @)y 90 (Q)]1T(QT:.
Ag Cs

La (8) assicura che dalla sommabilita di f(P) su A segue quella
di g(Q:J(Q) su C, e viceversa; la (7), al limite per s—oo, ha poi
come congeguenza la (6).

Cuaso particolare degli integrali ad una dimensione.
Sia f(x) una funzione dell’ unica variabile reale @ definita nell’ in-
tervallo (a, «”) e su di questo limitata e integrabile. Sia @(y) una
funzione definita nell” intervallo (¢, ¢”), ivi ovangue derivabile con
derivata ¢'(y) continua, non negativa e non sempre nulla in ogni
intervallo di (¢/, ¢”), e si abbia o' =¢(¢'), «" = @(¢"). La funzione
x —q@(y) & allora propriamente invertibile in (¢, ¢”), sia y =¢(x) la
sua funzione inversa. Ad ogni dominio della famiglia [d]g, costi-
tuita dagli intervalli (@', ") di (¢, «”’), corrisponde in (¢, ¢”) V" in-
tervallo [§(a'), $(@”)], ciod un dominio della famiglia [Clg, costitui-
ta dagli intevvalli (¢, ") di (¢, ¢”), in-maniera che alla somma (ele-
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mentare) di due intervalli di [4]g corrisponde la somma (elementare)
. Risulta inoltre (pug. 413)

dei due intervalli corrispondenti di [C]g

lang (@', 8") —a" — 2’ = [fp’(y) dy.
CICONTCON!
Sono soddisfutte dunque tutte le ipotesi del teor, 1[ e si ha

pertanto
Sy de=[ floy) ¢ (y)dy.

9)
(a!, all) (CI, c(l)
fosse, invece, sempre

Se, mantenendo tutte le altre ipotesi,
P (y) =<0, avendosi o =q(¢"), «”" =g (), risultercbbe

S (@) de = — f/'lw.@/)]?’fy)dy-

(U': ¢”)

(10)
{a’y a”)
Nei due casi, 8i ba dunque sempre

.
f(av)dw:f Fle@lie’ (| dy.
(a’y a") (¢ ¢")
Nel Cap. 'V tratteremo, con maggiore diffusione, I importante
argomento del cambiamento della variabile negli integrali semplici
Troviamo gia una prima conferma della proprieta generale del-
1a quale abbiamo dato notizia alla fine del n® 99. Al’ intervallo
U=y, y") di [Clg, corrisponde, mediante la x=q(y), I’ interval

lo T=[oly), ), @@")] di [A]g e si ha:

/I

T 1 ,
Ty —y | @'(y) | dy,
' W' ¥
e pertanto (100, IX)
fim L __ 4T _ | do |
vy U dU | ay |

Isercizii. 10) Posto ¢ = T y v 8i trova (teor. IIT)

- 22 da —fe— (li—y)za%”_y)?.

(0, o) ) 0, 1)
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2°) Essendo y <a, posto t—y 4+ (¢ — y)t, si trova (cfr. eserc,

30, no 95)
dt . dt
(@—t) =% —ye [ (1—ml-ee’

(y, @) 0, 1)
Per a=1/2 si ha

d¢ o . 2d¢
A—nl—2@  Jyi—e | {1—@2t—1)
)

0, 1) (0, 1) 0, 1

¢ col cambiamento della variabile t=—=2f{— 1, e ricordando che

darcsent=dz/}L—1?% si trova, come appunto gia dicemmo,

' f da¢ ___f av -
flw—0)(t—y) J1—<
(y, x) (—1, 1)

20) Tntegrali a due o a tre dimensioni in coordinate po- -
lari. Gli sviluppi relativi al teor. VII del no 92, consentono imme-

diatamente di assevire (in forza dei teorr. IT e IIT del presente) che,
nelle ipotesi fatte per il citato teorema del n° 92 e mantenendo le
notazioni 1a usate, per ogni funziene f(r,y), sommabile e integrabile
sull’insieme misurabile § del piano (x,y), si ha:

(11) /:f'(w,y)dwdy:/f(pcos 0, psenD)pdpdb,

e per ogni funzione f(@, y, 2z) sonunabile e integrabile sall’insieme mi--
surabile § dello spazio (w,y, 2)

(12) [f(myz) dw (lydz:[f(psen(pcos B, psen send, peos @) p’sendpdepd®.
8§ B

Si ha poi che:
pdpdfd e p’seng dpded,
sono, rispettivamente, Pelemento d’area e Uelemento di volume in coor-
dinate polari. B si verifica immediatamente che (cfr. Notizia, no 99)

_ | axy

1 a(p,0)

y piseng=— i 8—(37, Y,2)

a(p,,0) |

I dominio elementare del piano, relativo alle coordinate polari,

¢ il dominio piano limitato dalle cireonferenze di raggi p e p--dp
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col centro nellorigine e dai raggi, uscenti da questa, di anomalie § e
0 + a0. I1 dominio elementare dello spazio, relativo -alle coordinate
polari, & il dominio limitato delle superficie sferiche i raggip e p4dp,
col centro nelPorigine, dai due semipiani, uscenti dall’asse 2, di lon-
“gitudini 0 e 0} d0, ed iufine, dai coni circolari retti, aventi per
comune asse Passe 2z e di semiaperture ¢ e @ - deg.

40)* Derivate seconde del potenziale newtoniano. Formola
di Poisson. Nell’ sercizio 4° del n® 95% abbinmo stabilito che il po-

tenziale newtoniano

p(2)

3
(19 PQ

del corpo T [dominio limitato ¢ misurabile dello spazio (x,y, 2)] nel
quale sia distribuita nna materia Ja cui densita (positiva o negativa)
¢ data dalla fanzione p(P) definita in T, ivi limitata e integrabile,
& una funzione del punto @ finita e continua in tutfo lo spazio, ovan-
que parzialmente derivabile una prima volta, con derivate sempre
continue. E abbiamo visto che riesce

. ] 1
F - P _— ]T e e w
E(Q) /‘l’-( >((9€ PQ)( PRI

T

Di estrema importanza, per le applicazioni allu Fisica e alla pu-
‘ra Analisi matematica, & lo stabilive un gruppo di condizioni suffi-
cienti per la seconda derivabilita parziale del potenziale F (@) nei
punti interni al corpo 7. Si verifica immediatamente che:

a) I'n ogni punto Q esterno al corpo, il polenzinle F () é una
seconda volla parzialmente derivabile, con dervivate conlinue, luddove
risulta identicamente

2 2
(14) AF BFMFjL%;::o.

Si lia, invero, per ogni punto esterno a 7' (93, V e Oss, a pa-
gnm 4056), :

2 2
"‘/ (P ,1 )1’[', a—’_E:: ! )(WBA -i—)dT,...,
82 rQ 08an a%on PQ
T
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A F={p(D) Ag(_i )(]T.
PQ

. T
Ma
8 1 g—a ¥ 11 jl_%(E—ac)2
. 8% PQ ¢’ 7 55 PQ rQ’ rQ°
¥ 1 _,E—akn—y
9€on 1Q P

e ne segue A, (1/PQ) =0.

' Ogni funzione F di tre variabili che, in un dominio D dello
‘S]);I‘Zi(), ¢ finita e continua, e in ogni punto interno di D lo & -con
le sue devivate parziali del primo ¢ del secondo ordine, verificando
identicamente Pequazione (14) — detta di Lapluce — dicesi armo-
nica nel dominio ID. Si ha dunque che: Il potenziale newtoniano
& una funzione armonica, in ogni dominio D che non contenga punti
interni al covpo 1.

La proprieta @) dell Escre. 40 del no 95* da poi che il potenzia-

le & infinitesimo all?infinito e si ha che:

Q]L“'oo (F(Q) X 0Q) :ﬁx(l’)dl‘:massa del corpo T— M, -~
7
0 designando Yorigine delle coordinate.
Per 1o studio della derivabilitd parziale del second’ordine della

F neli’interno del corpo, conviene dapprima considerare Pinteressan-
te caso particolare c¢he il corpo si riduca ad uno strato sferico
sfericamente stratificato. Esscendo ciod Py(«, b,¢) un punto del-
“lo spazio e v, r, due numeri arbitravii tali che 0 "r», <Tr,, il corpo
A sia definito dalla limitazione

- rqé}’opé"w

“e la densita p sin soltanto funzione della distanza p:P;P Suppor-
remo dungue p(p) funzione di p limitata- ¢ integrabile sullintervallo
(r,7,) dellasse p. Denoteremo con T il dominio dei punti dello spa-
zio non interni alln sfera di centro in ) e di raggio r, con X3 la
sfera di centro in P, e di raggio »,. Se r, =0 la sfera T} si ridoce

al punto I’;- che diremo, in ogni caso, centro dello strato. Per
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ogni punto @, arbitrariamente fissato, agsumiamo un sistema di coor-
dinate polari aventi il polo in P, e per asse polare Vasse P Q. Po-

nendo 1—507): r, per ogni punto P di 7 si ha:

PQ=)r" " —2rpcosop,
e quindi [per la (12)]

p senp dg
15 F(Q)y—1[d0 1. (p) d e e
(15) (@ R
(0, 2x) (ry,7,) (0, )

Si osservi che

4 £ —_
Th_p_V’ 4-p°—2prcosp=

7P Sen @

Yr® - p* — 2rpcosg

b

-

e pertanto, se @ & in T, dalla (15) si deduce:

i [, M
(16) F(Q):Tﬁ“p(p)dp:T.
(14,73)

Ne segue: b) Il potenziale newtoniano di uno strato sferico T,
sfericamente stratificato, in un punto non interno alla superficie sferi-
ca di raggio maggiove limitante lo strato, & quello stesso di un corpo
puntiforme, avente la massa di T, deposto nel centro dello strato,

Dalla stessa (15), se @ & in 7, si trova invece

(17) F(Q)::etn/pp(p)dp.
(ry;79) _

Ne segue: ¢) Il potenziale newtoniano di uno strato sfevico T, sfe-
ricamente stratificato, in un punto non esterno alla superficie sferica
di raggio minove limitante lo strato ha il valore costante dalo dalla (17),

Sia ora il puuto @ interno a . Diciumo 7" lo strato sferico
definito dalla limitazione r, <Cp <C», T lo strato sterico definito dalla
limitazione r << p<C»,. Si ha:

s (P) o (P 4
F s 17 ?“dT:— 2 d 4% 1p.
(@) ]PQ( +f1-’Q ’_fP wlp)dp + Tﬁxx(p)(p
T/I

r (ry,1) (ryrp)
Si ba dunque: d) 1l potenziale newtoniano di uno strato sferico
T, sfericamente stratificato, ha la seguente definizione

R T
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:41{fpp.(p)dp seQéin Ty,
(r4,7)
4in .
(18) F(Q) { = —T—[p’z p.(p)dp + 41([9;1(9) do, seQeéinT,
(rpm) : (r,73) '
:%:-ﬁl/pep(p)dp se QéinT,,,;
(r1y79)

Sempre nelia sola ipotesi della integrabilitdh della funzione li-
mitata p(p) su (r,,#,) & facile verificare direttamente [cid che & un
utilissimo esercizio (*)] su questa definizione di F(@Q), la gid stabilita
conbinnitd sua e delle sue derivate parziali del primo ordine, in tut-

to lo spazio. 8i trova

=90 , seQéin T,

(19) o F :—4ﬂE;afpglx(p)(]p, se @ & inT,
o8 (ryp 1)
:—%(E——a) , ¢ QeinT,.

Con queste espressioni della derivata aF/aE, e con le analoghe
per le derivate 9F/on, 0F/6%, & immediato che:

e) Se la densita p dello strato sferico T, sfericamente stratificato,
é, inoltre, una funzione continua, il potenziale newtoniano F(Q) é
parzialmente derivabile una seconda volta anche in ogni punto inlerno
a T, con derivate sempre continue, e si trova (93, VII) in T —FT,

(*) Si dimostri, in generale, che: Se f(x) é una funzione di x sommabile sul-
Uintervallo (a,b) e o(x) & nello stesso intervallo uniformemente lipschitziana, posio

g@)=x¢ <w)ff(yi dy +f(? WSy,
(@) (*,b)

si ha, in ogni punto di (a, b),

deriv’ ¢ (x) = [deriv’' ¢ (ac)]jf (ydy,

(a, )

deriv” g (x) =[deriv’ ¢ (z) ]/f (y)dy .
(a, z)
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1 §°F 1, 3¢ —apr E—a)e
i o= 255 [rrma 550,

6 2 9 3®
) (1.'1) 7)
(200 {1 §F 3E—ay(q—n , E—a)n—10
E 88071 - - 5 le"(P) d? - 7{"—— () ’
) (ry, 1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Se r, ==0, se ciot il corpo T & un nocciolo sferico sferica-
mente stratificato, la derivabilita parziale del secondo ordine del

potenziale nel punto P,

o, centro del nocciolo, deve essere esaminata

a parte, e si trova:
f) Nel centro P, (a,b,¢) di un nocciolo sfevico, di vaggio R, sfevica-
menle stratificato, con densita limitata e integrabile, il potenziale vale

i /Prtfp)dp;
OR)
le sue devivate parvziali del primo ordine sono tutte nulle e se, inoltre,
la . densita & continua, le derivate puarziali del secondo ovdine del po-
tenziale hanno i wvalori:
8°F -9°F _¢'F 4x O°F _ *F _ 9°F
= T ogs = k{abe), = === =0.
03r o' o8 3 08om oMot~ 9Gas

Il potenziale del nocciolo ha dunque, nel centro, un minimo o un

massimo proprio secondoché la densita ivi & negaliva o positiva.
Dalle (20) si deduce poi la continnitd in Py delle derivate se-
conde poiche
,-]To”:?:ﬁ* (pyp =10,
. 0,7
" Osserviamo che dalle (18) si ricava subito che:
g) Il potenziale F(Q) di un nocciolo sferico, di centro in P, e di
ragyio R, omogeneo ¢ di densita p., in ciuscun punto @ non esterno
al nocciolo é dato da

__2mp

F(Q)_?(Z%Rg — 1-2):2%‘(332-?7@'3).

Denotiamo con u, v una qualsiasi coppin costituita da due, an-
che coineidenti, fra i ftre ussi E,n,&, dulle (19) e (20) si deduce pure
immediatamente che:
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h) Per ogni punto Q, della frontieva FI' dello strato sferico T,
sfericamente stratificato, con densita continua, sono sempre ben deter-
minati e finiti ¢ limiti

@) Mo Ful @l —¥T], N B (@) [ 0T,
ed indicando con n U asse normale alla FT volto, per esempio, verso
Vinterno di T, si ha:

lim v _ lim AU/ A5 DN
(22) 0—0, Fou (@) [su T — FT) Q- Qo Fu(Q)su CT) =

= — 4d7p(Q,) cos (u, n) cos (v, n),
Dalle (20) si ha infine:
k) Il potenziale F(Q) di uno sivato sferico T, sfericamente stra-
tificato, con densita continua, in ogni punto Q &, v, &) interno a T ve-
rifica Pequazione di Poisson,

X .
F
A F="? 5 + 6 p + = —47p.(§,,8)

Sia ora ' un qualsivoglia dominio (limitato e misurabile) e, in
esso, idénticamente p(P)==1. Poniamo

(23) Q) _/dT .

, Dimostriamo che: ¢) F*(Q) é parzialmente devivabile una secon-
da volia in ogni punto interno di T, con dervivate continue in ogni
tale punto e che: A, F* == — 4z, Sia invero ¢ un punto, arbitrariamente
fissato, interno a 7, e consideriamo due sfere § e §’, aventi il co-
mune centro in @, la prima interna alla ieoon(lu e quest’nitima con-
tenuta in 7. Poniamo "' =T — (S' . Si ha

@ +/

Ta F*(Q) risulta pertanto la somma di due funzioni che, in tlli}to S,
sono [per @) e per e)]continue con le loro derivate parziali dei due
primi ordini; altrettanto si potra allora dire della F*(Q), mentre riesce:

P fﬂT i f«;g —

in virth di @) e di k).
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Siamo ora in grado di affrontare la questione generale della de-
rivabilita parziale del secondo ordine della F(Q), definita dalla (13),
in ogni punto interno di 7. Risolveremo affermativamente la que-
stione. Ma, laddove, nel caso particolare di uno strato sferico sferi-
camente stratificato, essu & stata [teor. ej]| cost risoluta nella sola
ipotesi della continuitd della densita del corpo, nel caso affutto ge-
nerale, noi la risolveremo — con tutto rigore — nell’ ipotesi (pid re-
strittiva, ma sempre meno di quelle ¢he d’ordinario si considerano (*)
che quella densitd sia uniformemente lipsehitziana in tutto il corpo,
Dimostreremo precisamente il teorema:

1) Se la densita p (") é uniformemente lipschitziana (vedi pag. 212)
in tutto il ecorpo T, il potenziale newtoniano F(Q) é pavzialmente de-
rivabile una seconda volta in ogni punito tnterno a T, con derivate con-
tinue, date dalla seguente formole di Morera:

2F 2 1 2[‘*
21 2 av:f[:x(l’)—zs-(cz:]( i —:)dT+ @2t
‘ T

ou dugv PQ on gv ’

ore w e v rappresentano due qualsivogliano, anche coincidenti, fra le
tre variabili g, 7, €.

Limitiamoci a dimostrare il teorema quando u=v=E. Il se-
condo membro della (24) si scrive allora

t (E — @) o F*
25 Py — —_——z -+ 3 — 17
(25) fm > zL(Q)J[ o T e @

T

’

e cominciamo dal dimostrare che esso rappresenta intanto una fun-
zione di @, continua in ogni punto interno a 7. Per ogni coppin P
e @ di punti di T si abbia:

|n(P)—pn(Q)| < K. PQ,

ove I & una certa costante positiva, risulterd allora:

(*) In questo. argomento, una cerfa economia di ipotesi sulla densitd p (P) ha
nn graude significato, specinlmente per le applicazioni fisiche. Le distribuzioni
di materia (gravifica, elettrica,...) che possonsi presentare in natura, saranno, in
generale, sempre ben lungi dal possedere per le loro densitd proprio quelle par-
ticolaritd analitiche che occorrono all’ analista per la precisione dei suoi caleoli
e per il rigore delle sue deduzioni!
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.

4K}E)z,

[ () —p (@) ][ T + 3 Q’“]

ne segue (per essere verificate le proprietd @) ¢ b') delle pagg. 437
¢ 438, cfr. esempio 4° del n° 94) la uniforme sommabilita su 7', nel-
le vicinanze di @, della funzione sotto il segno di integrale nel-
la (25) e quindi (95*, III) data la continuityh di p e [teor. 4)] di
o F*/ gk, P asserita continuita della funzione (25). Resta solo da
dimostrare che questa funzione & precisamente la derivata §°F/83%
Si ha:
E—-—m

arT;
re’

Fe (@) = — [n (P
T

indichiamo con @, un punto di coordinate & - h, 4, &, variabile in
un intorno quadrato I(@Q) di @, contenuto in 7', dobbiamo ricerca-

re il limite:

26 lim FE(Q;,)—FE(Q)
(26) S '
A h
Si ha
2n I—F(Q‘)—-F(Q) 1 \(P) E —u E—]Lh-—a, AT —
i [Fe (@) — Fe(@]=—- [ T =
T

_L > E"‘-Z' C+h , E<Qh)_—FE(Q)
- h f[l’-(l}—p.(@})]lﬁp_@ ITQ/, J Ll'*‘ l’-\Q} i ———
T .

La funzione, di b e di P,
pP)—p(@) [E—x E4h—a

) ro¢’ rQ; !
¢ funzione di P uniformemente sommabile su 7, nelle vicinanze del
punto h=0. Si ha invero, poiche¢ | PQ, — I'Q | |h],
PQh — PQ’ I
PQ’. PG, PQ;

—x (PQh+PQ e +_1>§£< L5
PQ'.PQ; PQ )" 2\ PQ’ P@h

¢ (h, P)=

K. Pg
[h]

IA

& —

Lok, D)=
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D’ altra parte, qualungue sia I’intorno I(€) di @ si ha, unifor-
memente per P variabile in T — I(Q),

Hm o, Py=1[p. (P)—u(@)]g—g—_]e-
h—0 . aEz PQ ’

e pertanto e per la stabilita uniforme sommabilita di ¢(h, P), ri-
sulta (95% II)

lim ({J(h, P AT = [[L(P ——-{l. Q)]( 82 __%_ )d]‘.
=0 P@
T

Per la continuitda di p ¢ per la proprietd 4) si ha poi

* ®
lim (@) FE(Q")_FE(Q) — o k™
nro M@ I = 5E2

e quindi, dalla (27), si deduce, come volevasi dimostrare, che Ia fun-
zione (25) & precisamente il limite (26), & ciod la derivata §°F/g5?,
nel punto @ interno a 7.

Ne segue
_ 1
A= f [2) — @) (2, ﬁ)du WQ)A B,
T

e quindi [per #)] A, F=—=— 47p(@Q). Adunque:

m) La funzione potenziale F(Q), nell’ipotesi che la densita p sia
uniformemente lipschitziana in T, in ogni punto @ interno « T, ve-
. rifica Uequazione di Poisson:
2 62B7

' 82K
(28) AF—= aEQ + 7 + == — 4mp(E, 1, O

In altre parole: Se la funzione f(P) é definita nel dominio limi-

tato ¢ misurabile T, dello spazio, e ivi é uniformemente lipschitziana,
per ogni punto Q& m, C) interno a T, si ha:

(29) Q= ——Afi—— ar.
Questa formola, che ha in Anralisi importantissime applicazioni,

¢ nota sotto il nome di formola di Poisson.
Ritornando alla funzione potenziale F (), vediamo che, in vir-
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th della (14) e della (28), per ogni punto @, della frontiera FT
si ha

M APl T —FT = — 4xp(Q,), 1™ A, Flsu CT)=0

Q=0 Mvelr g, 72 ’
se non 2 identicamente p(@Q)=0 su T, ¢id esclude la possibilita
di definire, per ciasenna derivata parziale §°F/gu®, una funzione con-
tinua in tutto lo spazio che coincida con quella derivata sia nei
punti interni a 77 sia nei punti esterni.

Rimarrebbero da considerare le questioni seguenti: Quando mai
la funzione potenziale & una secondn volta parzialmente derivabile
in punti di FZ'? Quando lo & in un punto di RT'.FT, su T, e quan-
do in un punto di R(CT - FT).FT, su CT+ FT? Quando esisto-
no i limiti (21)% Se questi limiti esistono, quando per essi si verifi-
cano le (22)7 Rinunziamo a trattare qui tali questioni. Cio ¢i porte-
rebbe molto in lungo e d’altra parte, quando si voglia essere rigo-
rosi, ad esse non si pud darve risposta- che in ipotesi speciali sulla
frontiera FT' o sulla densitd (*).

5o Derivate seconde del potenziale logaritmico. Formola
di Poisson. Al n° 91, esercizio 20, abbiamo visto che

{ =0 se |a| <1,

(30)  [log(1 —2acosD -+ a*)d0 ) —oxloglal se |a|>1
T ~ © ’

(0,7
considerando, per esempio, valori di a positivi, vogliamo calcolare
questo integrale anche per a==1. S¢ a=1, la funzione integranda
perde la sua definizione per § =0 e riesce illimitata nell’ intervallo
(0, ), aperto a sinistra; essa perd & sempre sommabile e integrabile
su (0, ). Poiche ad ogni intervallo (1 — g,1 -} ), nel quale si man-
tenga «, si pud far corvispondere un numero positivo ks per il quale
sia, in (0, m), '

k e

{log(1 —2acost 4 «?) | << —
+a*) | Vo’

si vede che la detta funzione integranda & uniformemente somwabi-

(*) 11 lettore potra al riguardo utilmente consultare le memorie di Petrini
[dcta mathematica, t. XXXI, 1908 e Journal de Lionville, 6 série, t. V, 1909] e la
nota di Schmidt [ Mathcmnatische Annalen, LXVIII Band, 1910].



496 ~ Carrroro 1V,

le su (0,7 ), nelle vicinanze del punto a=1. L’ integrale (30) & per-
tanto (95* III) funzione continua di « anche nel punto 1 e si ha
percio
log(l——2acos6—i—a‘~’)dﬂ‘:O seogagl,m
E:21t10ga se a=1,
(0,

Si osservi che:

flog(l — 2a cosd +a*)d0 =2 [log(l — Z2acos0 + a*)db,
(0, 2m) (0,7
onde segue, da quanto precede che: Se p e » sono due quali si vo-
gliano n_umeri positivi
( =4mlogp® se r<p,

31)  [log (p*— 2pr cosb -+ d
31) fog(p pr cost %) 4B | = drlogr® se r=p.e

(0, 2m)
1 2 2
St osservi ancora che (;—P<%logp — %)—p’]ogp, e pertanto, se
0<<r <R, si trova
R2 22 R2 y2
2 =1 _— e e
(32) fp logp dp 5 ogR 3 logs 1 -+ 1

(r, R)
Nel dominio limitato e misurabile 7' del piano (x,y) sia distri-
_ buita una materia di densitd p (P), limitata e integrabile. Il poten-
ziale Jogaritmico di 2, in un punto @(E,7) del suo piano, & dato da

1
(33) (@ 1 (P)log PQ( ’
T

e riesce definito in tutto il piano e continuno (ovunque) con le sue
derivate parziali del primo ordine, per le quali si ha

oF (a 1)
— Pyl =1 —)d7, ...
P /M)ai ATy A
T

(*) Ne segue la formola di Eulero

log sens = — % log 2
(0, =/2)
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In ogni punto @ esterno a 7' il potenziale logaritmico & una
seconda volta parzialmente deri vabile, con derivate contiuue, date da

*F__[ a’ 1
o L(p)( _w)i_T ,_f ! _.>dT
o J M T ) e M aEa %7
e poiche
P 1 E—u ° —z)?

1 (E
— lopg —— — — - —
po og G PQ“ e log PQ 2 -+ 2 PQ ,

si puo dire (pag. 259) che: @) Il potenziale logaritmico é una funzio-
ne armonica in ogni dominio del piano (x,y) che non contenga punti
internt a T.

Per indagare la derivabilitd parziale del secondo ordine del po-
tenziale logaritmico nell’ interno di 7, come per il potenziale new-
toniano, conviene dapprima considerare il caso particolare che 7 si
riduca ad un anello circolare circolarmente striato. Essen-
do cioe Py (a, b) un punto del piano e », e », due numeri arbitrarii
tali ¢che 0"y, <'#»,, il dominio 7 sia definito dalla limitazione
r‘ngP =r, ¢ la densita p sia soltanto funzione della distauzzy'
p:l;;_l_’. Per ogni punto @, arbitrariamente fissato nel piano, assu-
miamo, nel piano, un sistema di coordinate polari p e 0, aventi il

polo in P, e Passe polare P.’Q. Ponendo F@:r, si ha:

FQ)y—=— [;x(p pdp []og (p* — 2prcosh |- »*
(11, 7g) (0, 2%m)

¢ quindi — in forza della 31 —

:——27:/ (plp logpdp, s¢e @ éin T,

(ryy 19) )
(34) F(Q)<—=— 27:10gr.jp(p)pdp—?ﬂfu(p)plogpdp, se @ ¢ in T,

(ry, 1) (ry 1y)

1
_=— 21:]ogr./p(p)p dp=— M log el se @ éin T,
(g, 1)

ove M desigua la massa di 7. Ne seguono, per il potenziale loga-
ritmico, le proprieta analoghe alle b), ¢) e d} stabilite per il poten-

M. PicoNE — Lezioni di Analisi infinitesimale 32,
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ziale newtoniano. Dalle (34) si ricava sabito (cfr. Nota a pag. . . )

“:_()a ggQéinTi’
(85) oF \ = —2r E;—z '/M?)Pd()y se @ ¢ in T,
& | o 1)
E—ua )
:_M‘,,z ) sc @ éin T,,

pertanto, se la densita p dell’ anello circolare 7T, circolarmente stria-
to, &, ¢noltre, una funzione continua, il potenziale logaritmico F(Q)
¢ parzialmente derivabile, una seconda volta, anche in ogni punto
interno a T, con derivate seconde continue, e si trova, in T—TT,

1 82F 1 (E — a)? —a)®

21 98 ¥ 1 3
("u 7)
(36) 1 8F  _ E—aq—0) _ E=a)m=b)
on oEom 2 et wpp dp ) ()
: (ryy 1)

Se r, =0, se cioe il corpo T & un disco circolare circo-
larmente striato, dettone R il raggio, si ha che nel centro
P (a, b) del disco, il potenziale logaritmico di esso vale

— 27:[}1(9)910{:9 dp,
0, B)
le sue derivate parziali del primo ordine, sono entrambe nulle e se,
inoltre, la densitd & continua, le derivate parziali del secondo ordi-
ne del potenziale, hanno i valori

*F o*F *F
—égé—::-gy—ﬁ— = — 7pa, D), m ==
Il potenziale logaritmico F(Q) di un disco circolare, di centro
in P e di raggio R, omogeneo e di densitd p, in un punt(; @ non

esterno al disco, risulta dato, per la (32), da
FQ) =— % (2R logkt — R*}-9?) — — % i (2RlogR— R*--P,P?).

Per il potenziale logaritmico di un anello (o di un diseo) cir-
colare, circolarmente striato, sussistono dunque le proprietd analo-
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ghe. alle e), ), g), h) e k) stabilite per il potenziale newtoniano.
Ne segue che: &) Se T é un qualunque dominio limitato e misura-
bile del piano (x, y), ponendo:

Q= Tf (mg %—) ar,

il potenziale logaritmico F* (Q) & parzialmente derivabile una seconda
volta, in ogni punto interno di T, con derivale continue in ogni tale
punto, riuscendo, in T — FT,

2

ot o’

Se ne deducono, proprio come per il potenziale newtoniano, i

AZF*: — — 27,

seguenti importanti teoremi:

1) Se la densita p.(P) é uniformemente  lipschitziana in tutto T,
il potenziale logaritmico F(Q) é parzialmente derivabile una seconda
volta in ogni punto interno a T, con derivate continue, date dalla
Jormola : '

(37) auav fli P) — (@ ](auav log P:Q>GT+MQ) T

ove u e v 7'appresentano due quali si vogliano, anche coincidenti, fra

le due variabili § e .

my) Il potenziale logaritmico F(Q), nell ipotesi che la densita .
sia in T, uniformemente lipschitziana, verifica, in 1 -—FT, U equa-
zione di Poisson :

2p F
(38) AF 852 + o =—27pEn)

In altre parole: Se la funzione f(x,y) é definita nel dominio li-

N

mitato e misurabile 1’ del piano, e ivi é uniformemente lipschitziana,

per ogni punto (E,m) interno o T, si ha la formola di Poisson:

1 1
(39) f(E,n):——A.ff(w y)(IOg )dwdy.
2 ) TV E— Fi—yp

60)* Potenziale newtoniano e potenziale logaritmico dovu-
ti a corpi illimitati. Sia 7 un dominio illimitato e misurabile dello
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spazio e sia (L) una funzione, definita in 7, limitata e integrabile
in ogni porzione limitata di 7', per la quale funzione esista un nu-
mero positivo a maggiore di due tale da risultare
(40) p(P)X OP*  (a>2),
limitata in tutto 7', O designando Vorigine delle coordinate. Defini-
to mediante la (13) il potenziale newtoniano di 7, studiarne la con-
tinuita e la derivabilita parziale nei punti dello spazio. Si osservi
che il corpo potrebbe risultare di massa infinita o indeterminata.
Compiere lo studio analogo per il potenziale logaritmico, defini-
to dalla (33), nel caso che il dominio wisurabile 7' del piano (z,y)
sin illimitato e che per la densita p siano verificate le stesse ipote-
si testé enunciate. Il dominio piano risulta ora di massa ben deter-
minata e finita,

102.* Teoremi di Rolle, di Lagrange, di Darboux, di Cau-
chy, di 'Hospital per le funzioni additive di dominio. — De-
vesi a Fubint e a Vitali Vestensione dei teoremi di Rolle e di
Lagrange alle funzioni di dominio additive, dotate di derivata,
Alla trattazione di questi teoremi conviene premettere il seguente

Lemma. 8¢ f(x) é definita nellintervallo (a,b), vi é continua ed
e fla)=F(b), comunque si assegni un numero positivo e, esiste sempre
un intervallo («,B) di (a,d), di ampiezza minore di g, per gli estremi
del quale riesce fla)—=—f(f).

Esiste invero un punto e, interno allintervallo («,b), nel qua-
le la f(x) assume il suo massimo o il suo minimo assoluto in (a,d).
Cangiando, caso mai, f(x) in — f(x), possiamo supporre sempre f(c)
il massimo assoluto di f(x) in («,b). Sia ora ¢ un numero positivo,
minore di ¢/2, tale che Pintervallo (¢ — s, ¢ -} 6) sia contenato in (a, ).
Se fosse f(e — o) == f(¢-} o) la proposizione sarebbe dimostrata. Sia,
al contr/ario,f(c-— o)=F f(e-}o), e xiiescu, per esempio, flc— a)<f(c-}-0).
Poiche f(¢e — o) <fle -} o) = f(c), nell intervallo (¢ — o,¢) esiste al-
meno un punto ¢ — o’ nel quale si ha f(¢c —o’) :f(c—]—c), e Pinter-
rallo (¢ — oy ¢+ o) ha le proprieta dell’intervallo (a,B) del quale la
proposizione asserisce esistenza.

Ne segue facilmente il prémo teorema di Rolle:

1. Siano A un dominio limitato di Sy, connesso con tutti i do-



§ 3. SULLE FUNZIONI DI DOMINIO 501

minii di [A)gp (*)ye F(T') una funzione additiva di dominio, definita in
una cerle famiglia [A), ovunque derivabile (su A) con derivata [(P)
limitata, Se F(A)==0 esiste almeno un punto P di A per il quale é
f(P)y=0.

Al solito, faremo la dimostrazione nel caso particolare che 8 sia
il piano (z,y). Se T ¢ un dominio di questo piano, di punti estremi
(@, B) e («",§"), & facile vedere che sui lati del dominio rettangolare
R(T) avente gli stessi punti estremi sono sempre contenuti punti
di T, se inoltre T & connesso, che, qualunque sia il punto § di (,a")
o il punto 7 di (§',B"), le rette r=E e y=—=1 hanno punti comuni
con T e che, qualunque sia P intervallo (2',2”) di (o, a”) o Vinter-
vallo (y',y"y di (B, B"), i punti di I per i quali & verificata la limi-
tazione @ <<x << a” formano un dominio e cosl pure quelli per cui
® verificaia la limitazione y <<y < ¢"; si vede anzi che se T appar-
tiene a [A]g anche i dominii ora indicati appartengono ad [A[g. Que-
sti dominii saranno designati con le notazioni Ty piy Ty 4.

Per ogni dominio 7' di [A|g, di punti estremi («,B") e (a”, "),
definiamo, in (o, «”), la funzione Xg(x) ponendo

Xn@) = F(Ty 0,

e in (f,p") la funzione Yr(y) poneido

Yaly) = F(TLy,,).

Per Padditivitd di F si ha
Xr(@") — Xp(@)=F Ly o), Yo@y")— Ye@y)=F Ly ),
ed avendo F(T) la derivata f(P) limitata, esiste un numero positivo
K tale che per ogni dominio 7' di [A]g si ha
‘ | F(T)| << KestT,
onde segue che le funzioni Xyp(w) ¢ Yr(y) sono continue, anzi uni-
formemente lipschitziane, Si ha invero
| Xr(@") — Xr(@) | < K|B"— | |2" — o[,
| Y2(y) — Yz(y) | = K" — | [y — 9|

(*y In {4], intendiamo qui contenuti soltanto i prodoti-i di 4 per i dominii
rettangolari aventi punti interni in comune con A. Per esempio, se A @ convesso
(pag. 61) esso risulta cannesso con tutti i dominii di [4]g.
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Consideriamo una successione €, ¢, ..., &, ,..., di numeri positivi
decrescenti, avente per limite zero. Siano (¢’, V') e (a’/, 1) i punti
estremi di A. Risulta X 4(a’) == 0, e poiche X 4(a”)== F(A4), si ha pu.
re X4(a”’)=—0. Esiste pertanto (in virtd del lemma premesso) un in-
tervallo (a,’,a,”), contenuto in (¢,a”), di ampiezza minorve di ¢, per
il quale si ba

.XA(al”)-—'XA((lil):F(A //):___0.

asay .

Indichiamo con B il dominio 4, ,~ di [A]g e diciamone §" e B”

le ordinate dei punti estremi. Riesce Yg (') == Yn(B")=0, ed esiste

pertanto, come precedentemente, un intervalio (b,,b,”), contenuto in

(B, B”) e quindi in (b',"”), di ampiezza minore di g, per il quale si ha
Yu(b,) — Yu (b)) =F(By ;) =0.

Detto R, il dominio rettangolare di punti estremi(a,,d,") e (a,”,,”),
si ha: Bys 4 n=A . R, Concludiamo dunque che: Esiste un dominio
rettangolare R, (contenuto in R), avente entrambe le dimensioni mi-
novi di g, per il quale visulta F(d .R,)==0. Allo stesso modo si
vede che esiste un dominio rettangolare R,, contenuto in B, , avente
entrambe le dimensioni minori di ¢,, per il quale risulta F(4 . B,)=—0,
E cosl via indefinitamente. Si perviene alla costruzione di una sue-
cessione di dominii rettangolari R, B, ,..., B, ,..., ciascuno contenu-
to nel precedente e avente punti interni in comune con A, risultan-
do R, di dimensioni entrambe minori di ¢, e F(4.R,)=0.

Esiste uno ed un sol punto P di 4 comune a tutti questi ret-
tangoli e per questo punto si ha

F(P) = lim F(A-MZO.
n-00 est(d.R,)

La dimostrazione ora esposta, tranne qualche perfezionamento, &
dovuta al Fubini; con un ragionamento dovuto al Vitali, passia-
mo ora a dimostrare il seguente non ancora osservato teorema di
Darbouax :

IL Sia A un qualsiasi dominio di Sy e F(T) una funzione ad-
ditiva di dominio, ovunque derivabile, su A, definita in una certa fa-
miglia [A]. La derivata f(P) (potrd non essere continua, ma come le
JSunzioni continue) non puod assumere, in due punti P’ e P” di A, con-
tenuti in un dominio rettangolare R contenuto in A, due valovi di-
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versi p’ e p”, senza prendere nel dominio R ogni valorve compreso fra
p e’

Sin p’ <p<p”, e sin R un dominio rettangolare, contenuto in
A, nel quale i punti P" e P” siano situati sulla frontiera. Dobbiamo
dimostrare Pesistenza in I di un punto P per il quale & f(P)=—p.
Posto G(T)=F(T) — pT, per tale funzione additiva di dominio la
derivata g (P) & negativa in P’ e positiva in P, e tutio si riduce a
dimostrare Pesistenza di un punto P di B per il quale & g(P)=—0,

Supponiamo sempre che lo spazio 8y sia il piano (z,y). Dividendo -

ambo i lati del rettangolo K in 2" parti eguali, decomponiamo, al
solito modo, il rettangolo in 4" rettangoli eguali. Esisterd un valore
n, di u per il qualei valori di G, relativi ai rettangoli della decom-
posizione contenenti P’y sono negativi, e quelli relativi ai rettangoli
della decomposizione contenenti P” sono positivi. Per tale valore n,
di n esisteranno due certi rettangoli I e T,” della decomposizione,
aventi un lato in comune, per i quali risulta G (7)< 0, G(T,") = 0.
Povremo T, =1T,"+ T,”. Data P'additivita di @, fra i rettangoli di
decomposizione relativi al valore n, 41 di n, ne esisterauno due
T,/ e T,”, contenuti in 7T, e aventi un lato in comune, per i quali
riesce G (T1,)<<0, G(T,”)=0. Porremo T, =T, -+ T,”. Del pari,
fra i rettangoli di decomposizione, relativi al valore n, +2 di n, ne
esisteranno due T,' e T,”, contenuti in T, e aventi un lato in co-
mune, per i quali si ha G(T,)=<<0, ¢(T,")=0. Porvemo T,=T,/}T,”.
Veniamo cosl a costruire una successione I' ..., T ,... di dominii ret-
tangolari, contenuti in R e ciascuno contenuto nel precedente, le
cui dimensioni sono cuntrambe infinitesime. Esiste uno ed un solo
punto P comune a tutti questi rettangoli e noi dimostreremo che,
precisamente, g (P)=—=0. Esistono infiniti 7T, e infiniti 7 contenenti P;
supponiamo che ne esistano infiniti dei primi e sia T;l,Ti'2 geea(, <ldy<lL.W)

la successione da essi formata. Si ha

lim G(Tia)_ lim G(T:'s)

IP= o™ Temo T =0
iy i
lim ?(T;;)_ lim G(T‘x —G(T:'s)_ lim 2(77(1’@_6(12) .
~s—-o00 TV T 8-00 i T 8- T v )
ig ig iy i

e pertanto g(P)=0.

g(P),
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Ne segue (cfr. n° 46).

IIL. Nelle ipotesi del teovema precedente, la devivata f(P) della
Junzione additiva di dominio F(T), in ciascun dominio rettangolare
“contenuto in A, prende ogni valore intermo all intervallo numerico
determinato dagli estremi inferiore e superiore delle derivata, nel detto
dominio.

Da questo e dal teor. X del no 100 si ottiene subito il secon-
do teorema di Rolle:

1", Nelle ipotesi del teor. 11, in ogni dominio vettangolare di [A]
per il quale sia F(T)=0, esiste un punto nel quale é nulla la deri-

vata f(P).
Se ne deducono immediatamente i teoremi seguenti,

IV. Teorema di Cauchy. Siano A un dominio di 8y ¢ F(T)
e G(T) due funzioni additive di dominio, definite in una certa fami-
glia [A], ovunque derivabili, su [A], con devivate f(I’) e g(P). In ogni
dominio rettangolare R di [A) esiste un punto P per il quale ¢
G(R)f(P)— F(R)g(P)=0;
se, inoltre, il dominio A & limitato ed & connesso con (utti i dominii
di [A)g, e le derivate f(P) e g(P) vi sono limitate, esiste pure un pun-
to P di A per il quale ¢
HA)f(P) — F(A)g(P)=0.
Ed invero, se B & un dominio di [4], arbitrariamente fssato,
ponendo
HT)= &B)FT)— FB)AT),
si ba: H(B)=—0,
dH

w7 G(B)f(P)— F(B)y(P).

V. Teorema di Lagrange. Nelle ipotesi del teor. 11, in ogni
dominio rettangolare R di [A] esiste un punto P per il quale @

: F
=2 ),

(*) Cid & anche conseguenza immediata dei teoremi III del n° presente e X
- del n® 100.
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nelle ipotesi del teor. 1’ esiste in A un punto P per cui riesce

F(4)
1

JP) =
Cio segue dal teor. prec. quando vi si faccia G(T)=T.

VI. Teorema de U Hospital. Siano A un dominio qualsivo-
glia di Sy e F(X') e G(T) due funzioni additive di dominio, definite
in una certa famiglia [A], ovunque derivabili su A, con devivate f(I)
e g(I). Detto P, un punto interno ad A cd B un dominio vrettango-
lave variabile, contenente P, se esiste un intorno quadrato Q< A) di
P, nel quale ¢ sempre g(P) == 0 ¢ se il vapporto f(I)/g(P) é conti-

nuo in P, si ha

lim F(R.d)  F(P)
R-PyG(R.A) ¢(P)’

Per ogni dominio rettangolare R contenuto nell’intorno Q si ha
invero B.A—R, G(R)=0, ¢ pertanto (teor. IV)

F(R.4A) F(R) _f(P)
GR. A GR) g(P’

ove P & un punto di R e quindi di Q.

Osservazioni. 1*) Dal teor. IV, in virtlt del teor, IX del n° 100,
segue, in particolare, che se f(P)e g(P) sono due funzioni continune
in un dominio A, in ogni dominio 7, limitato ¢ connesso con ogni
dominio di [T]g, contenuto in A, esiste sempre un punto @ per il
quale risulta

7@ [rBrar—r@fspar=o.
T T
A tale conclusione si pud giungere, direttamente, anche quando
T & supposto, soltanto, un continuo. Esistono invero sempre due nn-
meri « e b per i quali riesce

b[f(P)(]T—}— «lgP)ydT=10;

T T , _

" 1a funzione continua bf (P) -} ag (P) ba dunque nullo I'integrale esteso
a T, essa percid non potra conservarsi ivi sempre di un segno, ed esiste-
ra quindi (32, TI) un punto @ di 7 per il quale si ha bf(Q)+ ag(@)==0,
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2%) Per le funzioni additive di dominio, derivabili, si possono
facilmente avere altre forme del teorema di U’ Hospital, delle quali
proponiamo la ricerca allo studioso.

32) 11 teor. II assegna una forte condizione necessaria affinche
il problema posto al no 100, della ricerca della funzione primitiva
additiva di dominio per una data funzione di punto, possieda la so-
luzione,

A iy L "



CAPITOLO V.

INTEGRAZIONE SULLA RETTA.

§ 1. Integrali definiti e indefiniti.

103. Integrali definiti. — La funzione reale f(z) dell’unica va-
riabile reale z sia sommabile sull intervallo (@', "), finito o infinito
dell asse z. Siano a e b due arbitrarii punti dell’ intervallo (', 2"),
denoteremo con I (a,b) Vintervallo determinato da quei due punti,
porremo cioe I(a, b)=(a, b) se a<<b, I(a,b)==(h,a) se b=<a. Non.
& escluso ¢he uno dei punti « o b sia alPinfinito e non & escluso che
Jo siano entrambi. Della fanzione f(®), chiamasi minimo (massimo)
integrale definito di ovigine a, esteso all’ intervallo I (a, b) e designasi
con la notazione

b ]
t 44
() f S@)dx, ( @) dw)
a a
Pintegrale della f(x), esteso all’intervallo indicato, se « <<, tale in-
tegrale cambiato di segno se a =0. Per definizione del simbolo (1)
si ha dunque '

b = ff(x)dw, se a<<b,
ff(m) de I(a,b)

“ = —|f(x)dz, se a=b.
I(a,b)

L’ integrale definito (minimo o massimo) della funzione f(x), di
origine a, esteso all’intervallo I (a,d) & anche detto, brevemente, U'in-
tegrale definito della f(x) esteso all intervallo (a,b); convenendo, dun-
que, di continnare a denotare con (a, b), anche se a > b, Vintervailo
orientato di origine @ e terminato in b.

Nell’ ipotesi che la funzione f(x) sin sommabile sull’ intervallo
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(a, 4 co) o sullintervallo (— co, 4 co) hanno dunque un bhen preci-

80 signifieato i simboli

-+ oo a 4 o0 — o0
ff(x)dw, [f(w)dm,ff(m)da;,]f(w)dx.
a +bo — o0 —+

Se Pintervallo («,b) ove la funzione f(x) & sommabile contiene
il punto — co, ovvero il punto - co, &i porra

—0 ~+ o0
[j’(w) doe =0, fj’(w) de=—0.
— 00 + 00

Se z,,%, ..., 2, sS0n0 i pin arbitrarii punti di (2", 2”), subito si
vede che: Sussistono le seguenti relazioni di Chasles:

f}"(x) dx 4 /f(w) de =0,

%, @g Ty, 2,
ff(m) dx +ff(m) dx 4 ... -I—ff(w)dw +/f(w)dx:0.
*y Ty ' Tp—1 T
Siano x'e y due punti variabili di (@',2"), si dimostra immedia-
tamente che: Posto

y
F(2,y) :/f(E) dg,

nel dominio T del piano (x,y) determinato dalle limitazioni o' <wx <<’
¥ =y=a" risulta definita una_funzione continua e limitata, continua
anche all’infinilo su ogni semiretia, infinitesima all’infinito su ogni in-
sieme A, contenuto in T, per il quale i due estremi inferiori dei mo-
duli delle coordinate dei punti di esso, non contenuti nel cevchio di
centro nell origine e di raggio R, divergono entrambi «l divergere
di R.
Se (#,,¥%,) & un punto di 7' si ha invero

| /yf(E)dE" < fme)me,

Iz, y)
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U;‘(a —-ffe)dEH[/ dq—[f (1E(</If(5 }dE+[|f<E )| d&.

(xoy x) I (o, y)

Per gli integrali delle funzioni di una variabile sommabili e in-
tegrabili estesi ad intervalli finiti o infiniti, sussiste un secondo
teorema della media che riceve importanti applicazioni. Allo
-scopo di stabilire tale teorema, in una generalitd che c¢i conviene
per future applicazioni, cominciamo dall’vsservare la proposizione se-
.guente: Se la funzione f(x) & continwe e limitala nell’ intervallo (ua,b),
Jfinito o infinito, cd é anche, eventualmente, continua all’infinito, tanto
« destra che « sinistra, del punto co, senza esserlo — necessariamen-
te — in questo punto, posio

Flmcoy=, M ri@), fifoo)=, W r@),
nell’ intervallo (a,b) esiste un punto (al finito o all’ infinito) nel quale
le funzione f(x) assume il suo massimo valove M e un punto nel qua-
le assume il suo minimo valore m. 8¢ k é un qualsiasi punto dell’in-
tervallo (my M) esiste pure un punto («l finito o all’ infinito) nel quale
la f(x) assume il valore \.

Se f(x) & sommabile suil’intervallo (a, d), finito o infinito, la pro-
posizione ora cnunciata si applica alle funzioni

x b
(2) ff(E) g, ff(&) k.

Cio posto, dimostriamo anzitutto il seguente caso particolare del
secondo teorema della media:

Se f(x) é una funzione sommabile e integrabile sull’intervallo (a,b),
JSinito o infinito, se ¢ (x) é, nello stesso intervallo, positiva, limitata ¢
non decrescente; comunque 8i assegni un numero IL che limiti superior
mente ¢(x}, esiste in (a., b) un punto § per il quale riesce

(3) [j(m dx_Kff(w )dw .

Anzitutto osserviamo che essendo ¢ (x) limitata e (91, VI) inte-
grabile, il prodotio f{(«x).¢(x) riesce esso pure sommabile e integra-
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bile su (a, b), ha quindi senso il primo membro della (3). Porremo

b
F () :ff@/) dy,

e cominceremo dal supporre finito Vintervallo {(a,b). Mediante i pun-
bl @ ==, X, %y yeuey By, Xy = b, dividiamo Pintervallo (a,d), nel modo
pitt arbitravio, in intervalli parziali, dei quali con ¥ designeremo la
massima ampiezza. Dico che comunque si prenda un punto §; in cia-
scun intervallo (@,_ , ;) (i==1,2,...,%) si ha

- fi b b
@ Jm [Em E) /f(w)dw—HK—c?(Eu )] ﬂw)dw}: /ﬂw) o (x) da.
' ‘;i.—l Tp—1 a
Per ogni numero positivo ¢/ K, m'bitru,rimnente assegnato, esiste
invero un numero ¢ tale che, ovangque si prenda un intervallo I di
(a,D), di ampiezza non superiore a g, si abbia

[ir@aes 4.
I

Se, dunque, 8= o, si ha

” (& ff(w)dw-—ffw x)dx

> /l‘? &) —o@)| /@ éz —cp(wi_'l)]'/‘[f(xﬂda;g

i1 i1

i,n

_’2

=

f?(g)—? )]/ (@) dz

T,

= g.[ 0 @) —ole_,) =2 g0 — g (@|=¢,
e d’altra parte @
li
a'»n% 3 K—@(Eu)]ff(m) do =

Tp—1

Designamo ora con S la variabile a destra del segno di limite
nel primo membro della (4). Si ha
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8= 2(9(5@ [Fe,_)—F(a)]+ K —¢ ()] Fle,_)=

=F(a)g(& )+ ZF(w)[cp By — oG+ K —¢(E)] Fa, ),

e quindi, poichd ¢ & positiva, non decrescente e non superiore a K,
detti mp(a,b) il minimo ¢ Myp(a,b) il massimo dei valori di F() in
(a, b), se ne deduce

"Kmp(a,) << 8= K Mp(a,b),

onde segue, in virtd della (4), passando al limite per 8 infinitesimo,

(5) Kmp(a,b)y<< /.f 2)dx << KMp(a,b).
a
I’intervallo (a, b) sia ora infinito e sia (a,, d,), (ay, by)yeeny( @5, by }yee
una successione di intervalli invadente Vintervallo («, b), per ogui in-
dice § si ha
bs
Kmp(a,b, </.f x)de << K Mp(a,b),
aa
e quindi, passando al limite per s divergente, se ne deduce, di nuo-
vo, la (8). Da questa segue infine 1’esistenza di un punto & per il
quale riesce

b b
1
P& = [f(w) dw:f /f(m)cp(:v) dz,
; H

e con c¢io il teorema & dimostrato.

Dopo ¢id si ottiene immediatamente il secondo teorema del-
la media nella forma pin generale datagli da de la Vallée-Pous-
sin (*).

I. Se f(®) é una fungione sommabile e integrabile sull’ intervallo
(a, b), finito o infinito e se @ (x) é, nello stesso intervallo, limitata ¢
monotona; comunque si assegnino due numeri H ¢ K che limitino ¢(x),

(*) La dimostrazione che abbiamo esposto in cid che precede ® sostarizialmen-
te dovuta a questo Autore,
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il primo inferiormente ¢ il secondo superiormente, esiste in (a, b) un
punto § per il qtmle riesce

. (6) [/ dw—H{f dm—}—]f[j z)dex ,

8¢ qlx) ¢ non decvescente, per il quale riesce invece

(7) [j 2yde—=K [j (M;-}—H/‘f(x yda
(l
se @ (x) é non decrescente,

Ed invero, se H<<¢(»)<< K, quando ¢ (x) & non decrescente,
¢ () — H & pure tale, non negativa e superiormente limitata dal nu-
mero K - H; quando ¢ (x) & non crescente, K — ¢ () riesce non de-
crescente, non negativa e superiormente limitata dal numero X — H,
Sostituendo, nel primo caso, nella (3), ¢ (x) e K, rispettivamente con
' ¢ {x)— H e Il — H si ottiene 1a (6), e sostituendo, nel secondo - caso,
sempre nella (3), ¢(2) e K, rispettivamente, con K -— ¢(x) ¢ K — H,
si ottiene la (7).

Ponendo
w]'_:“a o (@) s (a,b) =1, , ;”"b o (@) [sula,b) =g, ,

"~ ed eventualmente

lim lim

w_’_oo?(w):@ (— o0), x_,_*_oo‘?(“/):‘?("I‘ co),
secondoche ¢(x) e in («,b) non decrescente oppure non crescente si trova
¢la) ¢(b) ¢(b) (@)

Zeg@= , 0VVEro

3
Pa L Po Po Pa
dal teor. I se ne deduce dunque, in particolare, il seguente:

=¢@=

IL. 8¢ f(x) ¢ su (a,b) sommabile e integrabile ¢ @(x) vi é monoto-
no e limitata, esiste sempre un punto & di (a,b) per il quale é

b € b
®) /f(w) ¢ (@) do = g () [f(w) do-to0) [ e,
¥ : :

un punto & per il quule é
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b & b
®) [rerewis=q. [re o+ o E[f(ac) az,
ed anche un punto § per il quale é
b 3 b
[rarowie=qu [roto+ow [rae, .
a ¢; ! E

104. Funzioni di punto primitive di una data. — Vogliamo
ora di nuovo occuparci del problema della ricerca delle funzioni del-
Punica variabile reale x, primitive di*una data funzione f(x) della
stessa variabile definita nell’intervallo (', 2”), problema posto al n° 46
e gia — nel caso particolare che Vassegnata funzione f(x) sia con-
tinua — completamente risoluto al ne 93 (a pag. 412). Cominciamo
dal dimostrare il seguente interessante teorema:

L. Sia (a, B) (a<P) un intervallo finito variabile in («', x"’). Se F(x)
& una funzione di punto primitiva di f(»), la funzione F(B)— F(a) &
una funzione additiva di intervallo, essa pure primitiva di f(x). Se
@ (a, B) & una funzione additiva di intervallo, primitiva di f(x), la fun-
zione di punto F(x) definita dalle eguaglianze

= G(a,x) 8¢ >a,
0 se x—a,

= —G(x,a) se x<a,

I

ey F (@)

ove o & un punto, al finito, di (2', "), arbitrariamente fissato, é essa
pure primitiva di f(x).

Ed invero, se F(x) & una funzione di punto primitiva di f(z),
fissati arbitrariamente un puuto x, di («/,2#”) e un numero positivo
g, & possibile determinare un intorno cireolare I di x,, su (', x”), tale
che se # & in I ed & distinto da x,, si abbia
F(x) — F(x,)

x — x,

Slawy) —e =< =f(@)-4e;

se (¢, B) @ un qualunque intervallo contenente x, e contenuto in 7,
ne segue:

M'. PicoNg — Lezioni di Analisi infinitesimale 33.
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[f(@) —e](B—2) < F(B) — Fla) < [f(w,) -+ ¢l (B — ),

[fix,) — €] (, — )= F(x,) — F(a) < [f(wo) -+ €] (X, — ),
e pertanto, sommando membro a membro,

)=l B~ )= FH — F@=<[/@0)+ < B—a),
ciod

T sy +e.

f)—e=<

Per Parbitrarietd di ¢ possiamo dunque dire che la funzione di
intervallo F(B) — F(a) ha, in x, precisamente per derivata f(,). I
poi evidente I’additivita di F(B) — F(a). Sia ora, in secondo luogo,
G (o, B) una funzione additiva di intervallo primitiva della f(x) e «
un punto, al finito, di (', 2”), dico che la funzione di punto F(x) de-
finite dalla (1) & essa pure primitiva della f(z). Supponiamo, per esem-
pio, #>>a e diamo alla « un incremento h, su (z',«”), positivo. Si ha

F(x+h) — F(x)

_ G, z+h)— G(a,2)  G(@,0+ 1)

h h h ’

e quindi

lim F@eth)—F@) _ lim G@,z4h)

h—0 h h—0 A :f(w)'

Da questo teorema segue, manifestamente, che il problema della
- ricerca delle funzioni di intervallo primitive di un’assegnata funzio-
ne di una variabile equivale perfettamente a quello della ricerca del-
le funzioni della stessa variabile primitive di quella funzione.

Si sa gia (I1X,46) che: Se F (x) é una particolare funzione di
punto, primitivae di una data funzione f(x), ogni altra funzione di pun-
to primitiva della stessa funzione, si ottiene ponendo

F(x)—F,(x)4c,

Y

ove ¢ é una costante affatto arbitraria. Cio si deduce, di nuovo,
dal teorema di unicitd, dimostrato al ne 100 (teor. IV), per le funzioni
additive di intervallo (definite nella totalita degli intervalli contenuti
in un dato) primitive di una data funzione di punto. Ed invero, se
F,(x) e F(x)sono due funzioni di punto primitive della stessa funzione
f (%), abbiamo visto or ora che F(f) — F(a) e F,(B) — F,{«) sono due
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funzioni additive di intervallo primitive della f(x), e pertanﬁo, in
forza del ricordato teorema di uvicitd, si avra '
F@) — Fa)=F,(B)— F, (@),
in particolare, se ¢ & un fissato punto al finito di («',a”),
Flay=7F, (x)+ Fla)— F,(a)=F,(x)+ ¢,

ove ¢=F(a)— F (a).

Sia ora f(x) limitata e integrabile in ogni intervallo finito di
(@', 2”), ciascuna fuuzione di punto F(x), primitiva della f(x), da luo-
go, come abbiamo visto, alla funzione di intervallo F(8) — F(a), ad-
ditiva e primitiva della stessa funzione, questa funzione & (VIII, 100)

Vintegrale della f(x) esteso allintervallo (a, B). Si ha dunque il teoremas:

II. 8¢ F(x) é una funzione di punto primitiva della funzione f(x),
limitate e integrabile su ogni intervallo finito, per ogni tale intervallo

(2, B) (a < B) si ha

(@) .ﬂmm:Fw—Fm:wmﬁ,
(@ B) :
ed anche, in virty della definizione di integrale definito, se x, € x, so-
no due arbitrarii punti al finito,
2y '
® [rarae=Fe)—Fe)=Fw)
2y

¢ quindi, comunque si fissi il punto « in (&';2") e per varia.bile,
X
@) F@zF@fﬁ@@.
a
Pertanto: Se f(x), supposta limitata e integrabile su ogni intervallo

finito, possiede una funzione primitiva di punto, essa ne possiede infi-
nite date tutte dalla formola

ofﬁ@@,

ove ¢ ¢ una costante arbitraria. Ad ogni tale funzione si pud arbitra-
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riamente prescrivere il walorve in un punto « di (o', a”), in seguito a
che essa riesce det¢rminata.

Sia,' infine, [pil\] in particolare ancora, f(#) continua in ogni pun-
to di («/,2”). Essa possiede (IX, 100) una funzione primitiva addi-
tiva di intervallo, e quindi anche una funzione primitiva di punto,
e per questa sussistono dunque le formole (2), (3) e (4), come gia
sappiamo (pp. 412-413).

Le formole (2) e (3) servono per il calcolo dell’ integrale della
S(x), quando di questa funzione sia nota una funzione primitiva F ().
E assai opportuna percid Vestensione di quelle formole al caso delle
funzioni sommabili non limitate e al caso degli intervalli di integra-
zione infiniti. Basta occuparci dell’estensione della formola (2); al ri-
guardo sussiste il seguente teorema:

III, Sia A =(a,b) (a <b) un intervallo, finito o no, ¢ la funzio-
ne f(x) sia sommabile su A. Se N (< A) é un insieme costituito da
un numero finito di punti (al finito) x,, @, yeuy @n (2, < @y <o < )
e se f(x) é definita, limitata e integrabile su ogni intervallo finito di
{a, b) che non contenga alcun punto di N ed esiste una funzione F(x)
che, in ciascun punto (al finito) di A — N, ha per devivata f(x), & con-
tinwa nellintiero intervallo (a,d), eventualmente anche a destra e a 8i-
nistra del punto oo, e vi é limitata, la funzione f(x) é integrabile su
A e si ha sempre:

b
ff(w)dw:F(b)— Fa).
@ . .
Sia, per esempio, infinito intervallo (a,d) e si abbia ¢ = — oo,

- . , S p .
b = - co. Siano s e &' numeri naturali e sia — s'<<a, — 1, s>, + 1,
1/s" minore della meta di ognuno degli intervalli (@, @,) ..., (Zu—_1, @, ).
Per ogni s =4 consideriamo I’insieme 7, somma degli intervalli

_ 1 1 1 1 1 1
(—' 8%, — "E") ) (wa _I‘T: xe“"”?)v---y(wn-—l‘l‘ PR _T) ) (wn + P 8) .

La successione di insiemi Zy, Tyyy,.. invade (a,d) e pertanto

b
. ff (@)de = ff(w) dz.

T
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Daltra parte

;
1n—1

p R e RN ey e SR oy LR S|

e quindi, in forza della continuitd di F (=),

:i";o S@)de —
T

8

1,n—1

= F(w) — F(= o0) + ¥, [F{weps) — F(@: )]+ F(+ c0) — Pla,) =

Dopo il teorema ora dimostrato si potra dunque, per esempio,

serivere senz’ altro

1 00 1 o0
1 1z 1 1
—,—Liw:.—:jc—, —i———z =, 2 — (se a<ll), e ®drx=1.
J1—a? 2 14w 2% l1—a
0 —00 0 . 0

Con un ragionamento analogo al precedente si dimostra poi il

teorema :

IV. Siano A = (a, b), (a <b) un intervallo, finito o no, e N(<<A)
un ingieme costituito da nn numero finito di punti (al finito). Se f(x)
& definita in ogni punto di A —N ¢ se é limitata e integrabile su ogni
intervallo finito di (a, b) che non contenga alcun punto di N, ed esiste
una funzione F'(x) che, in ciascun punto {(al finito) di A — N, ha per
derivata | f(x) |, é definita nell intiero intervallo (a, b), e vi é limitata,
la funzione f(x) é sommabile su A.

Osservazione*. Ogni funzione di una variabile z, definita in
un intervallo (#/, #”), derivata di una funzione additiva di intervallo
definita nella famiglia degli intervalli finiti contenuti in (2, "), &
anche derivata di una funzione di punto; pertanto tutti i teoremi
ottenuti ai n.! 100 e 102%, per le derivate delle fanzioni additive di
dominio, si trasportano alle derivate delle funzioni di una variabile,
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riottenendo cosl, con nuove dimostrazioni, i teoremi generali sulle
derivate stabiliti ai n' 46 e 48, Si noti ehe dal teorema di Fubini
(X, 100) segue la proposizione: Se la funzione F(x) ¢ ovunque derivabile
'nett_’ intervallo ﬁnito (a, b), con derivata di valore ivi non costante, il
rapporto [ F(b) — Fa)] /(b — @) ha un valore dnterno all’ intervallo
che ha per punti estremi I’ estremo inferiore e ' estremo supenow, in
(a, b), della devivata (*).

105. lntegrali indefiniti. Metodi di elementare integra=
zione indefinita. — Allo scopo di semplificare, conviene, in questo,
m'ticolo; prendere a considerare le funzioni f(x) dell’ unica variabile
reale x che possono essere anche complesse. Una funzione complessa
f(x), delV unica variabile reale #, supposta continua, & sempre do-
tata di funzione primitiva F(xr) — che risultera pur essa comples-
sa — cosl dotate sono invero la parte reale e il coefficiente dell’im-
maginario di f(x) (efr. il ne 52). Cid posto, chiamasi integrale inde-
finito della funzione continua f(x), e designasi con la notazione

[r@as,

 Pinsieme delle funzioni primitive della f(z). Se, pertanto, F(z) &
una funzione primitiva di f(z), si ha, per definizione,

/f(ao)dx:lf’(w)-]—c,

“ove ¢ & una costante (complessa) affatto arbitraria, Faremo la seguente:

Convenzione. Una relazione lineare fra integrali indefiniti :

F@) + X0 £ @de = ola)+ 3,0, [, @0,

aove le ay e op sono costanti (complesse) e f(x) e (@) funzioni deriva-
biliy con le derivate S(@) e @'(w), esprime, per convenzione, che sussi-
ste Videntita

" (@) + [ @) = ¢’ (@) + 2,0, (@)

(*) Ma la proposizione sussiste anche se la derivabilitd di f(») non & verifi-
cata negli estremi di (a, b), purchd la f(x) vi sia sempre continua. Con tale per-
fezionamento la proposizione si deduce immediatamente dai teorr, del no 46 :
Sia ¢ ’estremo superiore (supposto finito) della derivata di F (x) nell’ intervallo
aperto (a, b), se fosse [I(b)—I(a)]/(b— a)=-¢, posto G(x)= F(x) — F(a)—e(x—a),
risnlterebbe G(a) = G(b) =0, G'(x) <0, e quindi (46, X) G'(x) = 0, F'(x) = e,
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.

Ne segue :

(1) Jar@iaw =a [r@a,

2) [ B0, @) @= 5,0, [ 7, @0,

®) [rr@de=[ar=r,

4) fuv’dw — wv — [ou'dw, / wdv = wo — f vl
(5) [ [f@aa],_ . =[ewI¢wa

Queste relazioni costituiscono il fondamento per i metodi di cal-
colo, dei quali vogliamo ora brevemente trattare, dell’ integrale in-
definito di una data funzione, il quale, mediante la (3) del ne preec.,
fornisce poi il caleolo dell’ integrale definito della funzione, esteso
ad un intervallo qualsiasi,

L’integrale indefinito di f(x) si suole designare anche come Pin-

tegrale del differenziale SJ@)de., Si ha f(r)de = d//'(w)dw.

Si & eseguita una integrazione indefinita quando, assegnata una
funzione continua f(x), se n’ & trovato I’ integrale indefinito. Per le
applicazioni alla pmblca e in talune occasioni della teoria & talvolta

vantaggioso sapere celermente risolvere il seguente

Problema della elementare integrazione indefinita.
La funzione f(x) sia algebricamente esprimibile per mezzo di funzioni
elementari, 8i richiede di esprimere, del pari algebr wamente, il suo
integrale indefinito mediante funzioni elementari.

Avvertiamolo subito, un tale problema, il pil spesso, non & ri-
solubile, e non vi sono regole generali che permettano di decidere,
a priori, quando il problema sia o non sia risolubile. Nel caso della
risolubilita, diremo che la funzione flx) & elementarmente inte-
grabile. Per esempio, la funzione

5
1: f@*4-1)°,
non &, come ha dimostrato Tchebwhe]", elemeutcumente integra-
bile, laddove la funzione

'5
1: )@ 1)
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lo & Si ha

f(x S0P (@ +11/5+

Le varie regole che si ddnno per la elementare integrazione in-
definita, hanno tutte lo scopo di far conoscere, mediante la loro ap-
plicazione, come si esprime 1’integrale indefinito di una data fun-
zione elementarmente infegrabile, per mezzo dei cosidetti integrali
indefiniti immediati, Ed & bene percid tenere presente la seguente

Tabella degli integrali indefiniti immediati.

= log f(x) +-¢,

[f(@)e+1 df (x)
a1 +c’f 7 (@)

[ef(z? df(x) = ef® e,

f[f(w)]“ (@) =

/senf(x)df(m) = — cosf(z) -} ¢, fcosf(x) df(x) = senf(x) 4-c,

afw dfw)
fcoszf(ac) = tangfiz) 4-¢, fm = — cotf(x) ¢,

as d
f 21 f[j;x)]z arcsen f(z) 4 ¢, ,/ T—F{g}f()x—’]z = e tang S e

f senh f(z) df(x) = cosh fix)-}-¢, f coshf(x) df(x) = senh f(z) + ¢,

afm) dftey
fcosh’lf(—x)— tangh fiz)+- ¢, fm — coth fix) 4-¢,

arw) a1 .
LrCrmp et fV[fmF—-_l = sett cosh fia) +- ¢,
4 1
= = e T o= st tangh ) .

Nelle formole di questa tabella & sottinteso, naturalinente, che
la x abbia tali valori che esse abbiano senso (cfr. il n° 52).

1. Integrazione elementare per semplici trasformazio-
ni della funzione da integrare. Si ha

dx

i @
2 cosz? dtang7 =
——= ~ :longtm]g—2~+ e.
senaw 2seu——cos— tavng? tang7
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2 005h2 d tangh % 2
———— — —uarctang (mngh——) o=
¢ + ¢ ./‘2 cosha [ 4 + t’mgh l—l—t‘(mgh2 % 2

—arc tang m+1—{—c
2 dx
f dx __f dx 2 , Vig—p? .
PN TVii—p ZETA N
(w+ ) +q {_(Vllq—p?)
= are tang + L4
Vg —yp V4q—

Naturalmente, Pultima integrazione sussiste se 4 g— p® == 0. Dal
punto di vista reale, se p e ¢ sono reali e se 4g—p*>0, P inte-
grale indefinito & espresso con una funzione reale; se 4 g — p? <0,
posto Jp? —4 ¢=—r>0, si ha

2x+4p
20 +-p =

2% —{—p
— = arc tang ——————=——are tang ——= log —_— =
V4q_p2 V4q__p i r 1 2x-|—rp

1 lo r—2x—p 1 lo

= %, 124 p Pp—a ®
ove k & una costante e a e § (B>a) sono le due radici reali del
trinomio #® 4 pa 4 ¢, sicehe si ha allora

€r —
r—a

log z:g ‘—}—c.

/w2+pw+qiaia

Si ha pure:

2dx
— 2
e V4q » —————sett senh ““Hfi +e,
W—I—pw—i—q V 2”0+11’ V4q—p*

4q—-p2

2dx
2p —
[ V4q+p2 ———— = ar¢ sen /ﬁ__pg e
Vq+pw—w V %—p Vagqg-+p

V4q+p
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II. Integrazione per decoonposizio¢16 in somma. Tale

metodo @i integrazione non & che T apblicazione della relazione (2):

+ Se si riesce a decomporre la funzione integranda f(z) in una somma

di funzioni per ciascuna delle quali sia possibile elementare integra-

zione, si otterrd Pintegrale indefinito di f(x), facendo la somma degli
integmli delle fanzioni parziali di decomposizione. Esempii :

f +a,24a,0° 4 apat) dr=a, w—}—alz +a 23 + ~+ 1;7_{_14—

142 xdx N
dae = = —aresenzx — )1 —g2-te.
fVl—ﬂv ;/1—902 fVl—w2 e fi—at+

dx (sen’zx -+ cos®z)? 1 cosw o - senw Qo2
e S I F
cos®x sen’s cos’x sen’x SeNTCOST

1 1

_' 2sen2${ 2 cos’x

-}- 2 log tangzx -} ¢.

Zfsen hesenparde—=— [cos(A — p)ade — [cos(h| p)ode—

:sen(l—}l)w_sen()“l‘mw_l_c, A==,

A—np A p
2 f senhzcospx dr —— cosl(lti:}—}ix)w — cos)fl_—up)w “+ec,j
2fcos)\wcos cdp— 22 (At + sen (A— !‘L)w_}_c ()
HET= Tt A—p
2,[&4(3112 lwt]w:w—sel]z}f+c, 2/cosz)tx(1x:w+__sel;2)\)‘.£_l_c’
cos 2\
2 {sen Az cos Ax do =— — ~———— 5 +oe.

Caleolati gli integrali indefiniti delle funzioni senkx cospx, coshz
cospr, ne segue, per decomposizione in somma, il calcolo degli in-
tegrali

f sen™g cos™ z Az,
ove m e n sono numeri intieri, positivi o nulli. Si lm invero

2" cos™ ¥ == coS nx —l—(’ll)cos(n m-—]—( )cos (n—4)a ...,



$ 1. INTEGRALI DREFINITI B INDEFINITI 523

n

‘—— —1)° [cos nE — (1>cos 2)x -}—( )cos(n—— 4):0—...] , Se'n & pari,

n (,ln,r(
2" geq 1

—=(—1)"? [ sennx —(’ll)sen (n—2)x4 (;)sen (n— 4)9}—...} , sen & dispari.

La piu importante applicazione del metodo di integrazione per
decomposizione in somma si ha nell’ integrazione delle funzioni ra-
zionali, Sia da integrare la funzione razionale @ (x)/F &), ove Q(x) e F(x)
designano polinomii nella 2. Supporremo sempre, naturalmente, d’ave-
re diviso ambo i termini della frazione ®/F per il loro massimo co-
mune divisore, il quale & razionalmente noto. Si sa (efr. Algebra ¢
n' 270 274) che, dette a,, @, ..,
detti r, r,,.., 75 i rispettivi gradi di molteplicita di quelle radici,

oy le radici dell’equazione F(x) —0 e

sussiste la seguente formola di decomposizione in somma:

(I)(x 1,8 1,
©) +E 2 (x—a ’

ove p(x) & un polinomio intiero (razionalmente noto— quoziente della
divisione di @ (#) per F{x)—identicamente nullo quando il grado di
® gin minore di quello di F) e Ay sono costanti. Ne segue
D (x
® g do=
1,8 2,7, v

A
:ﬁ( dm—i—EAhllogw a)+2 El—/o(w lkkl_}_c.

Dal punto di vista teorico & cosi effettuata, senz’altro, I’ inte-

grazione della frazione razionale ; ma per la pratica sono assai im-
portanti le osservazioni che andiamo a fare. Detto f(x) il resto della
divisione di @ (x) per F(z), si ha O(x)/ F(x)=p(®) + f(x)/ F(z), e ci
8i pud pertanto sempre limitare a considerare il problema. dell’ inte-
grazione delle frazioni razionali proprie, di quelle frazioni razionali
ciod per le quali il grado del numeratore & minore di quello del de-
nominatore. Si ha '

1,8 2,7,

1,s
f(x) S : Ahl Ahlc
Fa)y Zh ®— ay EILEk 1—Ic (@ — oy Yot ?
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e 8e poniamo
1,s 1,8 2, "

. Am . Ic — Y(w) .
Ehw_ah - Ehzk 1—k w—ah)’“_ - Q(w) !

8i trova la seguente formola di decomposizione (osservata da Her-

mite) della funzione razionale propria f/F:

S X@ , d Y@
F@&) ~— P dx Q) ’

ove X(z), Y(@), P(x)e Q(x) sono polinomii. I polinomii P e @ sono
subito razionalmente noti, si ha invero
®  Qu=(—q
(10) Po)—=(@ —a)(@®—a,) w.(x —az),

8

r,—1 re—1 r, —1
Y@ —a)? o (@—a ) ® ,

e quindi @Q(x) & il massimo comune divisore fra F(x) e la sua deri-
vata prima e P(z) & il quoziente di F per . Per il calcolo dei coef-
ficienti dei polinomii X(x) e Y(x), osserviamo, anzitutto, che i gradi
di questi sono miunori, rispettivamente, di quelli di P(z) ¢ di Q(x).
Sia n =17 4,4 ...} 7 il grado di F,i gradi di P, @, X, Y sono
s, n—s8, 8 —1, n—s—1.-T coefficienti (incogniti) di X e di Y sono
percid in numero (complessivo) di n. Assunta la dimostrata formo-
Ia (8) e assunte come incognite i coefficienti di X e di Y, si ese-
guisca la derivazione indicata nella (8), si porti tutto ad un membro
e s8i riduca a forma intiera, ordinando in seguito rispetto alla z.
" Eguagliando a zero i coefficienti delle- varie potenze della x, si ot-
tengono, com’e subito visto, n equazioni lineari negli n coefficienti
incogniti di X e di Y. Poiche la (8) sussiste qualunque sia il poli- -
nomio f(x), di grado n— 1, queste equazioni riescono sempre com-
patibili gquali si siano i termini noti (forniti appunto dagli »n coeffi-
cienti di f) e percido il determinante dei coefficienti di esse deve sem-
pre risultare diverso da zero. I polinomii X e Y verificanti la (8)
sono dunque altresl unici.
Oftenuti X e Y (con calcoli puramente razionali) si ha:
1) f(w) Y@ +[X
: F(ﬂv) Q@

e pertanto (Hermite): I’integrazione di una frazione razionale pud

sempre essere — con soli caleoli razionali — ridotia a quella di una fra-
zione razionale propria il cui denominatore ha tutte le radici semplici.



§ 1. INTEGRALI DEFINITI E INDEFINITI 525

La formola di integrazione (7) & affalto generale, pero, nel caso
particolare che i polinomii fe F siano (a coefticienti) realt conviene
condurre i caleoli evitundo di implicare le formole di immaginarii
provenienti dalle eventuali radici complesse dell’ equazione F(x)=0.
Limitandoci a considerare il caso (al quale, come abbiamo visto, c¢i
si puo sempre ridurre) che la F(x)—0 abbia semplici tutte le ra-
dici, si sa che (Algebra, n° 274) se f e F sono a cofficienti reali,
sussiste la seguente formola di decomposizione :

f( A Be+4C
A

ove a, B, 7, A, B, O sono costanti reali. E poiche

Be+C B 2w—p 4O+
@—B°+7v 2 @—p+y ' @—B*+7’
si trova '
()
fF(w) a

:EAloglw——al—}-E 3

III. Metodo di integrazione per sostituzione. Tale me-
todo si fonda sulla (5):

[reiae], _ o =/rie0

Pud darsi appunto che, mediante un’opportuna scelta della fun-
zione ¢(t), laddove il differenziale f(x)dx & di difficile integrazione
elementare, non lo sia invece il differenziale f{¢(t)|¢’(t) d¢, nella nuo-
va variabile ¢. Sia G(t) I'integrale indefinito di quest’ ultimo, I’ inte-
grale indefinito del primo non si potra ricavare da G se non quando

(@—B)* - v E—gj{‘ﬂ arctang‘i—:—ﬁ—[—c.

la funzione g(f) sia propriamente invertibile; se t=—=2¢ (x) & in tal
caso, la funzione inversa (derivabile) di @ —=q(¢), per ’integrale in-
definito F (x) di f(o)dx si avrd F@w) = G [$(x)]. Per esempio, con
la sostituzione x — asent si trova

- 2
/Va’—-—w“’ dx = azfcosztdt — i;— (t -+ seu22t ) 4=

a? x ®
==~ arc sen — - 5 Va* —2* + e.
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La pitt importante applicazione del metodo di sostituzione si ha
“nel probléma della cosi detta razionalizzazione dei differenziali
f(x)dw, nella ricerea ciod di una funzione 2 =¢(f) tale che la fun-
zione f[cp(i)](p'(t) risulti razionale. Se tale ricerca riesce, il calcolo
dell’ integrale di f(x) & ricondotto a quello di una funzione razio-
nale, del quale ci siamo gia occupati.

Se x,, @, ..., ¥, sono argomenti variabili, col simbolo R(z,, z,,
Zn ) denoteremo, in questo articolo, una funzione razionale di quegli
argomenti.

Diconsi éntegrali abe‘lia'ni gli integrali del tipo

JE(z, y @) as,

ove y(x) & una funzione algebrica della x, implicitamente defi-
nita — ciod — da un’ equazione del tipo
(12) Fa,y)=0,

essendo F(z, y¥) un polinomio intiero in # ¢ in y. Una curva piana
la cui equazione & del tipe della (12) dicesi algebrica. Una curva al-
gebrica dicesi razionale (o di genere zero) se & possibile deter-
minare un parametro ¢ e due funzioni razionali @(t) ¢ ¢ () di que!
parametro, in maniera che la curva di equazioni parametriche
(13) v=9@), y=9%@,

- coincida con la (12). Cosl, per esempio, la curva (algebrica d’ordine

n) di equazione

0, n 0, n—1

1) ¥ an@—a ) G—y T — ¥ b (@—a, ) y—y, =0,
. k

h

¢ razionale. Posto infatti y —y, —t(x — x,), si trovano, come equa-
‘zioni parametriche della curva,

0, n—1 0, n—1
Ebktk ‘ tz by
r=x 4 G , Y=Y F——"—.
h 1
Eh ht Ehaht

Pertanto, in particolare, le coniche sono curve razionali. Orbe-
ne, si ha che: Il differenziale di un integrale abelliano rvelativo ad
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~

una curve algebrica razionale é razionalizzabile, Mediante le sostilu-
zioni (13) si ha invero
| E(x, y(@)) de = B(q(t), (t))¢’(t) dt.
In particolare, & razionalizzabile il differenziale
(15) R (w, Yaz® I bw 4-¢)de = R(, y())da.
Se (», y,) ¢ un qualunque punto della conica ’
yr—ar® —br—c=0,
la funzione y=—y (&) = Jax®+ bx -+ ¢, soddisfa I equazione, del ti-
po della (14),
Y —9,)* — ale — 2, + 2y, (y — yo) — (202, +- b) (@ — x,) =0,
e pertanto, il differenziale (15) si razionalizza con le sostituzioni:

w:w0+2ax°+b_2y°t 2ax, 4+ b — 2y, ¢t

[— » Y=Y, t+1 ?—a
Si noti che, data la completa arbitrarietd del punto (x,, y,) sul-
la conica, si potrd nei singoli casi scegliere tale punto in modo da

semplificare i calcoli quanto pitt & possibile. Il differenziale

(16) E(z, Vaaa-}-b, Yex -+ d)da ,

con la sostituzione Jax 4~ b=—t, si riconduce al tipo (15).
Ed ora, per un rapido riassunto di alecuni risultati, assai facil-

mente controllabili, se a, B,..., 7 sono numeri frazionarii, con d(a),
d(a,B),..,d(a,B,..,7) converremo di designare, rispettivamente, il de-
nominatore di a, il minimo denominatore comune di « e di f,..., il
minimo denominatore comune di a, di f,..,di 7. Si ba allora che: I

differenziali
o wl (G G (e
(ad —bec =05 7, 75y, ¥, numeri frazionarii reali)
(18) a™(a -+ ba")? dw,
(m, n, p numeri frazionarii reali)
(19) R(sénw, cosx)dzx |
(20) R(senx, cos*z)cosxdw ,

(21) R(sen’s, cosz)senz dz ,
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(22) R(sen?m, cos®x, senx cosx)dx,
(23) R(e*®) dw,
si razionalizzano, rispettivamente, con le sostituzioni:
(17) ax -+ b — (7 Ty ey 7))
cw--d ’
w=1" (m’"), se p & intiero,
m-+-1 . .
(18) atba — (p), se n;{; ¢ intiero (%
b ‘ 1
gj—;cni:td (p), sep+m;}_ ¢ intiero
X .
(19) tang ——1,
2
(20) senw=—=t, *
(21) coswr—=—t,
(22) tangx —1¢,
(23) eF=—t.

Osserviamo ancora che i differenziali
R (tangw, Jatang?x | btang & - ¢) dz, R (¢* ,Yae®® f-be* “+co)dw,
R (tanga, Va tangw + b, Vo tangs + d)dw, R(¢* ,Ja e® -+ b, Yo e + d)dw,
a tangz -} b\r; ae® -+ b\,

R [tangw geoey (m) geoe :| dw, R [Gx ,...,(m gooe dw,
con le sostituzioni tangax —t, e® =—=¢ si riportano ai differenziali del
tipo (15), (16), (17).

Osserviamo infine che, in virti delle formole di FEulero, i dif-

ferenziali (19), (20), (21), (22) rientrano tutti nel differenziale (23),
per a—1i. In quest’ultimo rientrano pure i differenziali razionali in

senb 2 e cosha, per i quali d’altronde sussistono formole di raziona-
lizzazione analoghe a quelle date per i differenziali (19, (20), (21), (22).

(*) Se nessuno dei numeri p, (m -4 1)/n, p + (m 4-1)/n d intiero, il differen-
ziale (18) non pud essere razionalizzato (Tchebichef) e non & elementarmente
integrabile.

(**) Se R & razionale intiero, il differenziale riesce un polinomio in 1.
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IV. Metodo di integrazione per parti. La formola (4) va
sotto il nome di formola di integrazione per parti, essa o spesso uti-
lizzata per trasformare 1 integrale ‘di udv nell integrale di vdu, il
quale ultimo integrale pud, talvolta, rispetto a qunello assegnato, es-
sere pilt facilmente esprimibile, mediante le funzioni elementari, op-
pure pud essere a questo legato da certe relazioni che valgono a de-
terminarle. Esempi:

— 2 2 — Z ___ o%
[we’”dw_.we —|e® do=—=uwxe e -tec,

fcosali” dz —[xd tanghx —«x tangh ¢ — [tangh v do =

—z tapgha — log cosh2 -}-¢,

z?dw ®_ 4 1 _
(v cosx — sen m)2 8sn & zcosx —senx |

1 dx __wsenw—l—cosw_l_c
(zcos x —senw) senx ' [sen®z  wcosx — senx '

Per il calcolo dell’integraleﬁ/l + 2*de osserviamo che

wz

— 1

e quindi
z* dx
(24) 1+ 2* de — sett senh x f ;
f + e
ma
xtdx 5
V1+w2 fwd]/l—}-w”—w‘/l—{—wz ﬁ/l-{-w dw,

onde, sostituendo in (24), si ricava
2 ﬁ/ 142* dw = sett senh x - 2} 1F-a24-c.
Integrando per parti, si hanno le equazioni:
of ¢® senfx dr —e® senfur — Bfe“” cosfx dz,
B[e“x senfz doe — — ¢*® cosfr -+ af ¢* cosfrdr

M, PicoNE — Lezions di Analisi infinitesimale — 84,
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onde, posto A —a/(a® - B%), B=P/(a® 4 B?), dalla risoluzione delle
equazioni si ottiene

( fe‘z” senfx dw =—¢** (A senfx — B cosfx) + ¢,
(25) ¢
( ﬁ“”' cosfr do=¢*" (Bsenfx + A cosfr)-- c.

V. Formole di riduzione, Assegnato un iutegrale da cal-
colare, mediante le cosl dette formole di riduzione, si cerca, applican-
do le varie regole indicate in ¢io che precede, di dedurre dal dato -
una successione di integrali tali che, ciascuno di essi, sia legato in
modo noto all’integrale successivo, laddove ) ultimo integrale della
successione riesca elementarmente calcolabile oppure realizzi talune
utili semplificazioni. La formola di riduzione esprimerd appunto la
relazione esistente fra due integrali consecutivi della menzionata
successione.

Ponendo
(26) I :fwm P senfrda, J, = [a™ ¢ cosPw dx,

I integrazione per parti da, in forza delle (25), le seguenti formole ,
di riduzione
In=ax™¢*" (A senBw — B cosfax) — mAL, +mBIy_,,
I =™ " (Bsenfax 4 A cospr) — mBLy_1 — mAT,_y,
(m--1) Iy == 2™+ e* senfa — alnp) — B,
m= —1
(m—4-1) Ty == 2™+ e cosPa 4 BLuys — a St

Il differenziale (18) va sotto il nome di differenziale binomio.
Per P iutegrale di tale differenziale sussistono le seguentl utilissime

formole di riduzione. Posto p== — #, consideriamo che:
[ ™ A @ 4 ba" ) — ba"
al—-———— =y T A=
(a—+ba™ )y (a4 bamy -
. a™ dw 1 gt " bt
(a4 bany—1T " (a4 ba™ )y

con un’integrazione per parti nell’ultimo integrale scritto, si ottiene
la seguente formola di riduzione (se » — 1 5= 0):
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™ dx g ™ dx

(a - ba™ ) (a+bw” ’—1+[n(r——1 —m+1] [(a-{—bw” r—1

(27) an(r—1 [

che, letta nei due sensi, serve a diminuire il valore assoluto di 7,
ed in particolare, nel caso che » sia intiero, la sua successiva ripe-
tuta applicazione, ridurrd ad uno o a zero il valore assoluto di ,
ad uno se r & positivo a zero se r & negativo. Cid si pud applicare
all’integrale

f dz
(@ ha Ry’

il quale, con la sostituzione E—x - k/2, si trasforma appunto nel-

I’ integrale
dg o = h?
E&+ao’ 4

Con la sostituzione a® —¢, I’ integrale del differenziale binomio
(18) si trasforma, a meno di un fattore costante, nel seguente

I(p,q):/(a—[—bt)l’t‘ldt, q:m+1--1.

n

Si hanno subito Te seguenti formole riduzione, delle quali &
evidente )’ ufficio:

. (1)1 ( )= (a4 bt)r 4+ —bp I(p—1, ¢-+1), (g1 0),
bp-+1)I ) (a4 btyp+t1a —qT (p -1, ¢ — 1), (p+10,
p+q+1 (7, @) = (@ +bor et apl(p—1, 9,
b(p 4+ g+ 1DI(p, @) = (a Fbtp+' 18 —agI(p, ¢ — 1).

I1 differenziale

(28)

sen?z cosP w da ,
si trasforma in un differenziale binomio mediante la sostituzione
senz =}t . Si ha cos
a—1 B—l

(29) J (2, B) = [sen wcosBmdm——;ft 21—t 2 ai.

Pertanto, I’ integrale (29) & elementarmente calcolabile allora (e
allora soltanto) che sia intiero uno dei numeri (@ — 1)/2, (B —1)/2,
(@ -+ B)/2, in particolare, dunque, se entrambi i numeri a e § sono
intieri. Ponendo, nelle (28), p=—=(f—1)/2, ¢g=(a—1)/2, a=—1, b—=—
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st hanno le formole di riduzione per 1”integrale (29). Meglio con-
viene perd ritrovare direttamente tali formole, il-che & facilissimo,
BEsseé sono:

B + 1)J (&, )= — sen® T zcosb+1p | (a—1)J (@ — 2, B+ 2),
(@ +1)J (@ B)= sen®gcosb—la 4 (B—1)J (« +2, B—2),
(
(

(30)
a +B)J (g, B) = — sen® 1 weosf+1 g +(@—-1)J(a—2,8),
atB)J(a, B) == sen“t! geosh—1 x4 (B—1)J (e, B — 2).
In particolare, se f——a, 8i trova
ano%--1
f tang® xdx — _t(_t%_g_l_w — f tang®~2 xda.

Le formole di riduzione (30) bastano, evidentemente, per 1’ ele-
mentare integrazione di sen® mcosﬁx, tutte le volte che a ¢ B sono
entrambi intieri, positivi o negativi.

Desigui P(x,, 2, ,..., ) un polinomio razionale intiero dei suoi
argomenti &, @, ,..., #,. Osserviamo allora che I’ integrale

(31) fP(:c, ¢*, senbw, coscrx)dx ,

si riduce ad una cowmbinazione lineare degli integrali (26), esso &
dunque sempre elementarmente esprimibile. Tali sono pure gli in-
tegrali d

fP(w, logz) dx, fP(w, are sen ) dw, /P(w, settsenb ) dx,

i quali, con le sostituzioni & =—¢', ¥ =—=sent, x = senh¢, si ricondu-
cono al tipo (31).

106. Regole per il calcolo di integrali definiti. — Un me-
todo di caleolo dell’ integrale definito, esteso all’ intervallo (a, b), di
una funzione f(x), verificante le ipotesi (la parte reale e il coefficien-
te dell’ immaginario, se f(x) fosse complessa) enunciate nei teorr. II
e IIT del ne 104, consiste nel preventivo calcolo di una funzione
primitiva F(z) della f(x), dopo di che si avra:

b
[ @de=F@)— F=[Fa)]..

@
@

Ma le regole di integrazione per decomposizione in somma, per
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sostituzione e per parti e le formole di riduzione, date al no pre-
cedente, si possono estendere, come ora vedremo, al calcolo degli
integrali definiti, consentendo tale estensione, il calcolo indicato
senza passare attraverso 1’ integrazione indefinita, il che, bene spesso,
pud portare delle dannose complicazioni.

Integrazione definita per decomposizione in somma.
Se f(x) & sommabile e integrabile su (a, b) e tali sono pure f, (x),
S @)y .ny fo (@), ed inoltre, al pilt eccettuati i punti . di un insieme
N di estensione nulla, riesce in (a, b)

@ =c, f, (@ ¢, f, @) F... + enfu (@),

con ¢, Cy 4.y €y Costanti, si ha

[";"w)dw_c‘ff‘ (x) dw 4 ¢ ff? xz)ydx 4 .. -{-cnff,, yda .

Nellapplicazione di tale formola consiste appunto il metodo di
integrazione definita per decomposizione in somma. Esempio:

+o0 ~+o0

14 24>  [de =
[x”l—}—m” +[ +zc2 —4_'
1

Integrazione definita per sostituzione. La fuuzione fix)
sia, anzitutto, supposta liwitata e integrabile nell’ intervallo finito
A=(a’ya") dellasse & e sia @(y) una funzione definita nell’intervallo
finito C=(¢,¢”) dell’asse y, ivi ovanque derivabile, con derivata
¢'(y) limitata e integrabile, non negativa e non sempre nulla in ogni
intervallo di (¢, ¢”) e si abbia a’=¢ (¢'), ’’=¢ (¢"). La funzionex==4¢(y)
& allora propriamente invertibile in (¢, ¢”), sia y=4¢ () la sua fun-
zione inversa. Ad ogni dominio della famiglia [4]g, costitnita dagli
intervalli («’,4”) di (a’, a”’), corrisponde in C Vintervallo [$ (@), § (2”)],
ciod un dominio della famiglia [Cg, costituita dagli intervalli (y’, y”)
di (é’, ¢”), ed in maniera che alla somma (elementare) di due inter-
valli di [4A]g corrisponde la somma (elementare) dei due intervalli
corrispondenti di {C]g. Per Vintegrabilita di ¢’ (y) si ha inoltre (104, IT)

f‘?' WAy =r¢[p@")] —¢[p{@)] =" —a'.
(4@, $(@"]
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Sono dunque soddisfatte tutte le ipotesi del teor. IT del n® 101,
e si ha pertanto

W frete= [feudey,  Fwzo
(a’, a”) (¢, ¢
Si ottiene duanque, di nuovo, la formola (9) del ne 101; ma,
mentre 14 supponemmo ¢’ (y) continua in (¢/,¢”), qui abbiamo solo
supposto ch’essa sia limitata e integrabile. Se, mantenendo tutte le
altre ipotesi qui fatte, si suppone invece che, in (¢, ¢”), sia sempre
¢’ (y) < 0, risultando o' —¢ (¢”), " =¢(¢), si avrd

IA

@ ff(w)dw:— ff[cp W9 Wy, ¢ @)=0)

(a’, a") (¢ ¢")
Ne segue il teorema :

I. La f (%) sia limitata e integrabile su ogni intervallo finito del-
Pintervallo (a,b) e la ® =1 (y) sia ovunque derivabile nellintervallo fi-
nito (¢, ¢”), con derivata ¢’ (y) limitata e integrabile su (¢, ¢"), ivi pri-
va di valori di segno opposto e non sempre nulla in ogni intervallo,
st ha allora

;P(c//) o
®) ff(w) o= /f[q» Wie v)dy,
(P(cl) 0'1

se @(¢') e @(c”) sono due punti di (a,Db).

Particolarizzando il teor. III del n° 101 si ricava subito, in vir-
tu del teorema precedente, il seguente:

II. L’intervallo A = (o', a”) dell’ asse © sia finito o no, ¢ M sia
un insieme di estensione nulla contenuto in A. In A — M sia definita la
JSunzione f(x), limitata e integrabile in ogni intervallo finito contenuto
in A — M. L’ intervallo O= (¢, ¢”’) dell’usse y sia finito 0 no e N
sia un insieme di punti di estensione nulla, contenuto in C. In C — N
sia definita la funzione x — ¢ (y), derivabile in ogni punto di C — N,
con derivata ¢ (y) limitata e integrabile in ogni intervallo finito di
C — N ¢ priva (ivi) di valori di segno opposto. Esista una successio-
ne, invadente C'— N, di dominii limitati C,, C,,..., C; ,..., ciascuno
costituito da una sommea di intervalli, ai quali dominii, mediante la
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== q(y), corrispondano in A i dominii limitati A, A,,., A ..., cia-
scuno costituito da una somma di interralli, formanti una successione
invadente 4 — M. Nelle ipotesi enunciate, dalla sommabilits su A4 di
S (@) seque quelle su C di floy)] ¢ (y), e viceversa; laddove, nell’ un
caso e nell’ altro, riesce

(4) ff(w) A = ff[? @] @) dy.

(@) (")

I teoremi I e II bastano gid per le pit importanti applicazioni.
Tuttavia, ha interesse il rispondere alla domanda seguente: Nelle for-
mole (3) e (4) si puo togliere per la ¢’ (y) la condizione che la priva
di valori di segno opposto? 8i risponde affermativamente col seguente
teorema (che puo del resto essere, in varie direzioni, ulteriormente
esteso).

IIL. Nellintervallo (¢, d) dell’asse y sia definita la funzionex = ¢ (y)
ovunque derivabile, con devivata ¢'(y) continua in ogni punto di (c, d).
Variando y nell’intervallo (c, d), il valove di ¢ (y) sic sempre contenu-
to in un intervalle {a, D), ove é definita la funzione f(x) limitata e in-
tegrabile in ogni intervallo finilo. Si ha allova che, ovunque si pren-
dano due punti y, e y, (al finito) in (¢,d), la funzione f[o (y)|¢'(y) &
(limitata) e integrabile neliintervallo da quea punti determinato, e che

oY) Yy
(5) ff(w) da = ff v @) ¢ (y) dy.
?(Yo) Yo

Prendendo, pei‘ esempio, u considerare il minimo integrale defi-
nito di flo ()] ¢ (y), dimostrerd che la funzione continua della y:

o(y)
= [ ar — f Flel ¢ o an,
DY)

ha la derivata identicamente nulla; ed allora, poiche F(y,) =0, ne
seguird, identicamente, F(y)=— 0, e pertanto, iu particolare

()

[r@ o= [ Flotl ¢ ().

9 (¥p) Yo
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Sia, anzitutto, y un punto di (¢, d) ove ¢’ (y) 5= 0 — se fosse iden-
ticamente ¢’(y)=—=0 la (5) sarebbe ovvia — esisterd un intorno cir-
colare I di y, su (¢, d), ove risulterd sempre ¢’(y)== 0. Diamo a y
un incremento Ay, su I, si ha

ew+Ay) v+ Ay
(6) AF=|f@dz—| fle ()¢’ (n)dn,
o(y) Yy

ma (teor. T) poiche in I & sempre ¢’ () == 0, la funzione f[¢ ()] ¢’ (%)
risulta integrabile su (y,y 4 Ay) e i due integrali del secondo mem-
bro della (6) risultano eguali. Si ha dunque nel caso in considera-
zione dF /dy=0. .

Sia ora y un punto per cui ¢’ (y)==0. Detto I un intorno cir-
colare di y, su (¢,d), e dando a y un incremento Ay variabile su I,
il punto ¢@(y - Ay) dell’ asse », varierd in un intervallo finito («, ).
Diciamo M 1’ estremo superiore di [f(#)] in («,B) e diciamo N (Ay)
il massimo modulo di ¢’(y) nell’intervallo (y,y -+ Ay), si ha

M AL‘TO N(Ay) =o0.

Dalla (6) segue |AF|<<M.|A¢|+ M.N(Ay).|Ay| e quindi
AF
Ay
onde, per la (7), di nuovo dF/dy—0.
I1 teorema & dunque dimostrato. Non dobbiamo tacere che, nel-

' Pipotesi particolare della continuitd di f(x), 1a dimostrazione dell’iden-
tita dF/dy =0 si semplifica assai, poichd allora (p. 412)

=M.

%’-{—M.N(Ay)s-?M-N(Ay),

Y
;—y ff e e Madn=rle®]¢®),
Yo
e, in forza della regola di derivazione delle funzioni composte,
9(y) _
iy [foe=rlewivw
9(yo)

- NelP’applicazione delle formole (3), (4), (5), consiste il metodo di
integrazione definita per sostituzione. Esempii:
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Siano a-}b e a —b due uvumeri positivi, mediante la sostitu-
zione x =2 arc tangy, si trova

T

de dy 2 o a+-b \]*°
® a--becosx 2[(a—|—b) +(a—b)y*  Yar—p? [(nc tng (l a—Db ?/)]0
0 0

=
Vai—b® °
Se 0 <a <b, con la medesima sostituzione si trova

/2 R —
f . [ dy 1 [Iog( Vb-t-a —Jr—yl/b—a)}l
+beosz " J(b+a)—(b—a)y? ——Vb?—___? Vot-a — yYb—allo

he __ a2
1 log b Vo?—a
Vo2 —a? a

Con la sostituzione x——a sehy si trova

a /2 T

2 oyl 2 2
Vo' —a* dw = o[ cos?y dy=—| y -+ PN L
D) 5 lo 4
0 0 .

Con le sostituzioni # —=t—y, x=—=n/2 — y si trova, rispettiva-

mente,
T /2 T %/2
[log senz dz =— | log seny dy e percit‘)/log gsenz dx — 2flog senzde, (*)
1t72 )
/2 /2
jlog senx — [Iog cosy dy,
0

ne segue, poich® senx=—2sen (x/2)cos (¢/2),

(*) La funzione log senx & sommabile su (0, &) poichd, per esempio,

1
se 0<x§arcsen—e;-,

[z
21/‘,,; l/ senx

| logsenz | == ———

) < 4 V‘m—m 1
= se ~— arc BN — 5~
| log senz | < & Yrs | senz T > ®>T — arc 8e &
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™ T
[log senx de — nlog 2 4 | log sen % dx 4 [log cos »29?« de=—
0 0
/2
=mnlog 2 4 4/log senx dx,
0

d’onde la formola di Eulero (gia ottenuta a pag. 496)
/2
T
9y ]log senecdr — — ?]0g2.
0 ) '
Integrazione definita per parti. Nei riguardi di tale in-
tegrazione sussiste il seguente teorema:

1V. Nell’intervallo A ==(a,b), finito o no le due funzioni u(x) e
v(x) stano continue, eventualmente anche alla sinistra e alla destra’ del-
Vinfinito e siano limitate; ed eccettuati, ol pin, i punti di un insieme
N (L A) costituito da un numero finito di punti, siano. ovunque en-
trambe derivabili, con derivate u'(x) e v’ (x) limitate e integrabili in ogni
intervallo finito di (a,b) che non contenga alcun punto di N. Si ha al-
lora che se u’(x) e v'(x) sono sommabili su (a,b), sussiste la sequente
Jormola di integrazione definita per parti:

‘ b b
(10) /uv'dx: [uv]l; —fu'v de .

a a

Ed invero, poiche, in 4 — N, (uwv) = w'v 4 w’, si ha (104, IIT)

b
’ b
(uv) — [uv]a .
o
ma & anche
b b b

/(uv)'dw: uv’ de - [w'v dz .
a a a

Nell” applicazione della formola (10) consiste il metodo di inte-
grazione definita per parti. Esempi: Se n e m sono intieri positivi,
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“+o0 +o0

o0
(11) /m" T dx:[—a‘" e*””r- “nfa e rde =..=mnl!,
0 0 0
se n=>2 !

+o0 +oo

_.x2 00 — 1
e dop=— — [m”“ % }+ -+ " "2 ¢—% (g ,
. 0
0 0

e pertanto, se tonveniamo di rappresentare col simbolo 2!l il pro-
dotto di tutti i numeri intieri e positivi non superiori a n ed aventi
la stessa paritd di questo, si_trova, con la successiva e ripetuta ap-

plicazione dell’ultimna formola,

o0
(n—1 [ o N -
00 = —W e do, se n & pari,
(11" [’v" e da 0
0 _m—=1 ) .
e | , se n © dispari.
Integrando per parti, si ha pure (formole (30) del n° preec.)
/2 ' /2 )
sen";w cos™ x dx :k—l— sen™%x cos”z dw, (m = 2)
m—+ n ’ =
0
/2 /2
n—1
sen™x cos” & de— ————— [sen™z cos” 2z dx 2
en"g ¢ x o [ , (n=2),
0 0
ne segue
(m — 11! = .
2 2 P :
) / 5_ i 5 sem & pari,
(12) /senmw de—=— [cos™x dz
’ 0 (— (m —DHi! e m & dispari
0 —_— “—/'n‘! ! ) 86 Sl « )
— DI (n—1)!! .
/2 :(m ) (n e se m e n sono pari,

m--n)!! 2’
sen™x cos™ x dx (m )
_(m=1!l(r—11

0 T (m—n) !

trambi pari.

, 8¢ M € 7 non Sono en-
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Mediante la sostituzione # — sen’y si trova

1 /2
(13) [a™(1—2x)» dw =2 [sen? 1y cos® Ty dy — _ minl
- (m4-n--1)!
0 0
Con la sostituzione x — tangy si trova
+o0 /2
dz (2n—3)!! =
f— 2n—2 — .,
(a4 /(1-+w2)" /COS YW= G 2
0 0
Dalle (12), poiche
/2 /2 /2
/ sen? 1 ¢ de<|sen?x do << sen®—lgp de,
0
segue
2n [(2n — 1)11]2
1
o1 <" @wn ]“< ’

e quindi la classica formola di Wallis

- lim [ @it 1
09 o= u—Dn VT]

Da questa formola, dalle (12) e dalla (14), si deduce il valore
(cfr. ,eseré. 20 del n° 97) dell’integrale di e~ esteso all’ intervallo

(0, 4 co). Si ha

o0 o0
e dw = In f e Qg )
0

S e 1/17 1
[e—”z dw >fe"‘2 de = Vﬁfe—m‘z dew;
0 "8 d

ma, come facilmente si riconosce,
1

=o' Sp ()

(*) Ed invero, per esempio, posto y = (1-4}-2?) e—zz, si trova y' = — 248 e—%"
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Peguaglianza potendo solo sussistere per x—20, d’onde

1 1 400
—_ 1 . o
2 (2,;2_7;_)!]')"' =}n /(1 — a*tde < ]/nfe“m“2 dz <fe—m2 dw —
o 0 0 0 .
+oo ~+o0 :
—nw 2n — 3)!1!1 =
_.ane dw<Vn/,1+xz)n _Vn TR
0 .

e pertanto, in virtu della (15), passando al limite per n divergente,
o0 _
'_xz d :V_ﬂ .
Jroet
0

Integrando per parti si ricava, dalla (9),

/2 /2 /2
x/2
/log senz do — [x log senw} ®_ fw cote de =—= — |« cotw duw,
: 0
onde
/2

2 cotw de — g log2.
0
Integrazione definita per passaggio al limite sotto il
segno integrale. Per il calcolo degli integrali definiti, insieme alle
regole precedenti, sono talvolta utili quelle che possonsi chiamare le
regole del passaggio al limite sotto il segno integrale. Sia da calcola-
re Pintegrale definito della funzione f(x), supposta sommabile e in-
tegrabile sullintervallo («,b) dell’asse x, finito o no. Supponiamo che
si sia riusciti a trovare una funzione g (x,y) delle due variabili z e y,
sommabile e integrabile, rispetto alla x, su (a, b), per ogni valore di
y in un certo intervallo (¢, d), finito o no, e che si verifichi uno dei
seguenti tre casi:
10) Esiste un punto y,, al finito o no, di (¢, d), per cui
o @y =), iued)
2°) esiste un punto y,, al finito, di (¢, d), per cui

9,@y.)=rf(2), in (ab);
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30) esistono due punti y, e y,, al finito o no, di (¢, d), per cui
Ya
f 0@,y dy =7 @), in(a0).
Yi

Allora, se riesce (cfr. i criteri dei n' 92, 93, 95* e 96%)

b b
yll?/ofq (2, y) d :f(yhlnyo g (x, y)) dz, nel 1° caso,
a a
b b
d
e — | d 1 2° caso
/gy(m,yo)(x [dy fg(w,!/) w]y= o ne cus0,
a a

by Yy b |
fdmfg(w, Y) dy:fdy/g(x,y)dw, nel 3¢ caso, (%)
a Y Yy @

si potrd porre, rispettivamente,
b b b b

— lim — d
[roa= 1" fyenas, [roa= L lmpal _

a a a

b ys D
]f(w)dw:fdyfg(w,y)dm.
@ Yy a

Esempi: Nell’ esercizio 2° del me 91, abbiamo gia, con metodo
diretto, calcolato integrale

T

cp(a):/log(l — 2a cosw -+ a?) do, per a® =1
0

(*) Se gli intervalli (a, b) e (¢, d) sono finiti e g (x, y) & continua nel dominio
rettangolare R [(a, ¢); (b, d) ], questa relazione sussiste per quali si vogliano punti

¥y e ¥y, di (¢, d). Cid ci & gid noto (pag. 392), ma risulta anche al modo seguente.
Posto per y in (¢, d),

b Y 1 b
F(y)=fdwf9(m:n) dn — dnfy(w,n)dn,

a y, y, @
"8l ha F (y,)=0 ¢ (93, V; 104, 1I) dF/dy =0.
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col metodo della derivazione sotto il segno integrale, rigpetto al pa
rametro a, il valore di questo integrale si deduce subito dalla (8)

NelPintervallo aperto (— 1,1) dell’asse a si ha invero
T

s

‘(@) 2a — 2a cosx AT 1—a® dx

a)=— |- - —_—— —

¢ 1+ o — 2acosz o « (1 -+ a®) — 2a cosx
0

1 —ao? T
a V1 — o?

ma ¢ (0) =0 e quindi ¢(«)==0 per a®*< 1. Per > > 1, si ha, dopo cid,

T
T a

*

@(a) —_—./log [ a? (1 - % cose -+ %—)}dx ==z log«®.
0

Vogliamo calcolare ’integrale
“+o0

2
e % cosxdr.
0

Introducendo un parametro y, poniamo
“+o0

a(y) = e cos (2yx) da .

0
Si ha (95%, V e VII)
oo o0
da + o0 2
(ly_ er—’”)sen(z_z/a)dw_—_ -2* gen (2yx) —2y e~ cos(2yx)da—
0
0

= 2ya (y),
¢ quindi & identicamente nulla la derivata di a(y) e-’/z, e pertanto, k

designando una costante, risulta a(y)=ke—¥"; ma a(0)=Jx/2, onde
g ) Yy H ’

+oo _
—V—TE— eV , j;—ﬁ cosxy do = _V;“ .
0 oYe

Con lo stesso procedimento si trova, invece, il risultato
Foo . ¥

By :fe—”2 sen (2yx) de=—=e¢? [e“z dx.
G :

o
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Siano a(x,y) e B(x,y) due funzioni continue, con le loro deriva-
te parziali e, (@, y) e B (#,9), nel dominio rettangolare R [(a, c); (b, d)],
ove inoltre riesce identicamente ay, — B, . In virti delle formole di
integrazione sotlo il segno integrale risunltera

b d d b
fdw/ay (w,y)dy:fdyfﬁx (@,y) dz;
a [ [ a

ne segue la relazione di Cauchy:

b - d
(16) [ [ (@, d) — a (@, 0)] do— f [8 (5, 9) — B (a,)] A9,

che fornisce il calcolo di parecchi notevoli integrali definiti. Se 0 <Za,
— 1 <e, si potrad porre nella (16) a—=a¥ /logz, §—a¥t!/(y-}-1), e si
ottiene

b
2t — @ 4 by'l" — ayt!
== dy,
T logz Y -|— 1
a
e quindi
b d

lim ot — a° de — by+1
a0 logx ¥+ 1

a

¢io prova (come si pud anche direttamente dimostrare) la sommabi-
litd sa (0,b) della funzione (2% — 2°) /logw, per —1<c¢c=<_d e che
b

d ___ me by+1 d . me d 1
1 -'—-1 g c

X —
f Togz dw_logz
0

Nell’esposto metodo di integrazione definita col passaggio al li-
mite sotto il segno integrale rientra il metodo di integrazione de-
finita per serie. La funzione f(x), definita nell’intervallo finito (a, b),
ivi limitata e integrabile, ammetta il seguente sviluppo in serie

I (@) = u, (@) 4 v, (@) oo 4 ta (@) F- .oy
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Ia serie risultando uniformemente convergente nell’ intervailo («, b).
Come si sa (93,111) se », e x, sono due quali si vogliano punti di
{(a, b), si ha allora

Ty pd

x, x,
/j'(w) do==[u, (x) do -- [“4 (@ de + ... fu, (@) de 4 ...

«

£y &y Zy Ty

Si ottiene dunque, se gli integrali delle w, (x) sono noti, lo svi-
luppo in serie detl’integrale definito di f(«) esteso all’intervallo (%,, #,),
il che puo essere ulilissimo per Veffettivo calcolo numerico di que-
sto integrale, Nel successivo paragrafo ritorneremo su c¢io, Esempi:

Si potra dungue porre

1 0,00 ( 1),
sene — 1)y
lo=—= e
[ z Ei(2i>!<2i+1>2 ’
0
e se ¢* <1, BB<C1 (per le (12))
/2
— T e 3¢t 2n — 3)I1?
[Vl —— 62 SOH'3 (.?(](?:5—%1—- Z —_ﬁ T [g_(é;,)—!!—_} (2'&—1)02"'—‘...%,
0
/2
do T | k* 9k* (2n —1?
—_——t e Ve — L S el
f‘/l__kzse“z,‘o )T +61 T +[ e | %
0
Integrali euleriani*. 1’integrale definito
1
an B(p,g)=|er-1 (1L —tp—tdt (p>0, ¢>0),

0

chiamasi integrale euleriano di prime specie o funzione Béta. La fan-
zione B(p,q), delle due variabili reali p e ¢ riesce, dalla (17), defi-
nita nell’insieme aperto A, del piano (p, ), determinato dalle limi-
tazioni p >0, ¢>0. Essa & in 4 parzialmente derivabile quante
volte si vuole, con derivate continue, si ha (95% III e V)

1
am—}-uB -
—_ = jtr—1 (1 — y9! (logty™[log (1 — &)]* dt.
S ag = | 0 logtllog (1 — ¢

M. PIicoNE — Leziont di Analisi infinitesimale — 35,
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Con la sostituzione t—1—r, si {rova
1 1

] tr—1 (1 — ¢)0-1 dt = [12~1 (1 — tpp—1dx,
0

e quindi B(p,q)= B(g,p). Con la sostituzione ¢=— cos®0

w/2
B(p,q) —-—2f00827’—1 0 sen®—104d0;
0

con la sostituzione t —=ax/(1 —l—w)

ar—!
p’ f(l + x) P+q
Per p ¢ ¢ intieri si ha [per la (13)]

(18) B(p,q) = (p(;_l]_);(i_l)!l)!- (p e g inticri).

Per p=—ua, q===1—a, si ha
1 00
dt wa_l

B(a,lfa):(T_——t)a tl-azfl_l-mdw (0 < a<1).
0 0

I’integrale B(a,1 — a) & stato gid da noi incontrato (nell’esere. 3°

e nelleserc. 3° del no 96*) e gia demmo notizia che esso

del ne 95*
ha il valore w/senam. Siamo ora in grado di dimostrare che, effetti
vamente,
o0
221 T
(19) B(ay1 — a)— 1+w :senom (0 <a<1).

Data la continuita di B(a,1 — a) basterd dimostrare la (19) per

a=={/v, ove p. e v sono numeri intieri e positivi, essendo inoltre p<7v,

dispari e v una-potenza di due eguale a 2™, Con la sostituzione r=—tv

=1
v v 14-¢

si trova
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- ¢ poiche subito si vede che B(1/2,1/2)—=mr, potremo supporre v =4,
cioe n=2. Ponendo

(2h — 1)
M=y — 1, T, ==————, d == COST isent h=1, 2, ..,v
by Ty Y ) Oy n n 12y wey¥),
si ha:
yir—1 B i' _1,\'/2 __2_‘505("”11 )(t—cosT, )~ 2sen(mt, )sent,
1-4-¢¥ p O t—a, T e, (t — cost, )* -} sen’t, ’
e quindi una funzione primitiva di ve*#~1/1 J-¢) & data da
1,v/2
Ft) o= 2 cos (mz, ) log [(¢ — cost, 1* - sen®t, | 4-
: h
1,v/2 t — coxsT,
-+ 22 sen (mr, }arctang —
n sent,
Ma F(0) =0
7 1,v/4 1 (t — cos T,)* | sen®t,
t :E cos(mt,)lo e
) A ( 57 (¢4 cosT,)? |-sen®, }
1,v/2 t —cosT,

i + 2 E sen (mT,) arc tang —————-=
' h sen T ’
¢ quindi

~+o0
? tll.«l

v | Al = F (oo
1+ T

1,v/4 .
- T T

= 2% 2 sen (myy, ) == e T *) .
I s

sen —  semn -
v v

(*) Poich®, come & ben noto, sussistono le formole

0, 7n sen(a + % 0) sen(n _i_ ! 6) .
2 sen(a + kf) = 5 . ,
k sen —-
o n cos(a + % 0) gen (" ~2|— ! 0)
2 cos(a -+ kf) = 9 .
k sen ——
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L? integrale definito

—+o0
(20) 1"(.9):[ s le=de (s>0) ,
0

chiamasi integrale euleriano di seconda specie o funzione Gumma.

La funzione IYs) della variabile reale s, riesce, dalla (20), defi-
nita nell’ intervalio aperto 4 = (0, -}-co) dell’ asse s, Essa & in A4
derivabile quaante volte si vuole, si ha (95%, III e V)

-+oo
(—11—1-11—— ™)== | x5! e—% (logz)* dz
ds" o S
0

Riesce I'(s)>0, 1I'(s) > 0. Se, dunque, tracciamo nel piano
(8, ) la curva w=1IYs), troviamew che essa & per intiero contenuta
nel semipiano >0 ¢ volge sempre le concavitd nel verso positivo
dellasse u. Con la sostituzione 2 -—— yl/s si trova

Foo |
(21) I‘(s):%f eV dy
0
ma
sl L,
j e—W—dy >/. eV dy > % ,
0 0
e quindi I'(s) > l/és ,
(22) Jm gy = oo
Dalla (21) si trae
~+-00

P(%):2fe“”2(lw:l/; .
0

Integrando per parti si trova ['(s4-1)=sI'(s—1), e quindi, per
n intiero e positivo [formola (11)]

(23) M= (n—1)1 , TQ)=1.

Ne segue, poiche I'(s)>0 , limI'(s)(s >4 co) == co. Da
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cio che precede si deduce Vesistenza in 4 di un wnico punto di
zero s, della devivata IV(s); al decrescere della s, da s, verso zero,
la funzione I'(s) diverge positivamente, crescendo sempre; al crescere
di s, da s, verso - co, la funzione I's), di nuovo, diverge positiva-
mente, crescendo sempre. Il punto s, & stato calcolato da Legendre,
il quale ha trovato s; ==1,46163... ed il minimo della funzione Gam-
ma ['(s)) = 0,8556... Si constata del resto facilmente che 1<s,<C 2,
poiche si dimostrano facilmente le relazioni IV(1) << 0 e I'V(2) > 0.
Si puod anzi dimostrare che I(1)—= — 1, ove 7 & la costante di Eu-
lero (cfr. Algebra, pag. 248)

li 1 1 1
= Ln:x) (T + 9 + ot w log "): 0,57721...

Dimostriamo che: Le funzioni Gamma e Béta sono legate dalla
relazione

(24) I'(p) I'lq) = Bip,q) T(p+9) .

Per p e g numeri intieri tale relazione & subito verificata, in
virth delle (18) e (23). Per p e q positivi e quali si vogliano essa
si verifica come segue. Si bha (96% I) indicando con ¥ il primo
quadrante del piano (x,¥),

I'(p I’(q):fniwzp“ A i Tl P dy ,
V

onde (101, III e p. 485) col cambiamento di coordinate = p cosb,
y = psen0, indicando con U il dominio 0 =0=<%/2, p =0,

T(p) I"(q) = f 4 cos?~! fsen?e—1 () p2e+2a—1 e~P° dpdod ,
U

ciot (96 *, I).

/2 o0
I'(p) 1‘(q):f2 cos 2P—10 gen22-104d ﬁf2pgp+24‘1 e ¢ dp=
0

r— Al
=B(p,ol'(p+0.
Le funzioni I' e B, ricchissime delle pit eleganti proprietd, sono
inoltre di grande importanza, specialmente per la teoria analitica dei
numeri., Noi perd dobbiamo limitarei al rapidissimo cenno che ne

abbiamo fatto.
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107.* Integrali definiti improprii. — Siano 4 == (¢/,«”) un
_intervallo finito o infinito dell’asse @ ed N un insieme costitnito da
un numero finito di punti di (¢, a”); sia f(x) una funzione (che per
semplificare, vogliamo sapporre reale) della variabile reale x, defini-
ta in ogni punto di 4, eccettuati, al pit, i punti di N. Se la fun-
zione f(x) e limitata e integrabile soltanto in ogni intervallo finito
contenuto in 4 — N o se Vintervallo 4 & infinito, il simbolo

a//

(1) jf (@) de

a‘/

chiamasi-integrale definito improprio della f(»). Anche quando lu f(x)
non sia sommabile, & in faluni casi possibile attribnire un determi-
nato significato numerico ad un integrale improprio, & ¢id che ¢i pro-
poniamo di mostrarve. Indicheremo, sempre in questo articolo, con
€y Ly yeeny € 1 punti di ¥ e con (p, q) (g>>p) un intervallo finito con-
tenuto in 4 — N. Se riesce, per ogni punto ¢ (i= 1,2,..,s)

q—-¢;
» P

g g
lim /f(w) dx (a destra) = p’i‘:}' /f(w) A (a sinistra)=0,

e se inoltre, quando ¢’ == —oc,

q
lim . [, . —
q___oo[/(w)dx_(),
»
¢ quando « = - co,
g
Iim o) da —
p >+ oo J(x)de=0,
»
Pintegrale improprio (1) dicesi convergente, e si dice anche che la
funzione f(x) ¢ ad integrale convergente su (d,«’). Si dimo-
stra immediatamente che: '
Se Vintegrale improprio (1) é convergente esistono determinati e fi-
niti 1 limiti
li !
m .
Py ) ~ (e ”i—}-l) ]j (@) (].Z',
4
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q
f/'(x) da (a sinistra, con p fisso),
r

lim
q—¢

lim

H,(

[f (x) d (a destra, con ¢ fisso),

r

lim

_‘__oo/f ®) dw (se o' = — co, con ¢ fisso),
4

. q
lim

g+ oo S (@) dx (se a”’ == -} co, con p fisso).

p
E, per definizione, si pone

lim
2,0) (¢, 0.+1)f S(x)de - ]j(fv yda,

q 0y
lim [f(w) do (a sinistra) = [f(w) de,

40
» v

q q
p“_[“p f f(@) dz (a destra) — f fl@) de,
'8

»

_ q q . q 4o
p I [r@ o= [rmas, 1 [re) 0= 7o)
» =0 » »

Sia ora (a,b) (b > a) un qualsiasi intervallo contenuto in A4, fi-
nito o infinito e siano ¢,, ¢, 4.y ¢ 1,6, i punti di N contennti in

(a, b); se la funzione f(x) é su (¢, «”) ad integrale convergente, chiamasi
integrale definito di f(x) esteso allintervallo (a,b) e- denotasi ecol solito

simbolo, la somma:

« o, Cht % B b
ffﬁm) dx —-]-ff(w) de -|—/f(w) dz -}~ ... —Fff(w)dx —{-—/f(m) de —{~ffw) dz,
4 a (Y Cp_1 ¢ B




559 : e Carrroro V.

ove a & un qualsiasi punto (al finito) dellintervallo (a,¢,) e B un qual-

siasi punto (al finito) dell’ intervallo (¢, b). Si pone poi

k?

a b
/f(x) de — —/j’(w) dz .
b a

Si ha evidentemente che: Se la funzione f(x) ¢, su (¢, a”), ad in-
tegrale convergente, posto

Y
F,9) :ff@ aE,

nel dominio del piano (x,y) determinato dalle limitazioni o' << o <",
a' < y=a", si viene a definire una funzione continua e limitata, iden-
ticamente nulla sulla diagonale x=1y: ¢ s¢ x, x,,... &, sono i piv wr-
bitrarii punti di (¢/,a”) si ha

ff'(w) da —}—ff(w) de - ... —|—/f(w) dx—}—/j’(w)dx:().

Se f, (@), [, (@) y.. fu (@) 000 adl integrale convergente su (o, a”), tale
¢ pure una qualsiasi loro combinazione lincave f(x)==k, 1, (x)-+%, f,(x)+
-+ & fu (), @ coeflicienti costanti, e si ha

(2) f ) da _E k; fﬁ ) da,

a

qualungue sia Vintervallo (a,b) di (a/, a”).

N

Se la funzione f(x) & sommabile su A essa &, su 4 medesimo,
ad integrale convergente,' ma ¢i domandiamo: Esistono funzioni ad
integrale convergente che non sono sommabili ? Risponderemo afferma-
tivamente con un esempio. Nell’ intervallo (0, + o) si consideri la
funzione f(®) == cosz? dico che Vintegrale improprio

-0

/ cosx? d,

0
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& convergente, Se p ¢ ¢ sono due quali si vogliano numeri positivi
si ha, invero,

q g° e ¢
e feosy - [senylq seny
fcosx da __f iy dy = [ = } 2+ 5 3—/2(13/,
Yy Yy Ip Yy
P » »?
e quindi
g ! 2 1 qzl 3
cose? Az | < — 4 = ( y <,
. | P 2 | y32 P
» »?
e pertanto
‘ q
Tim

2 1
cosxde =— 0.
p—~ 4 o0
»

Ma la funzione cosaz® nor & sommabile sull intervallo (0,-F co).
Se n & un qualsiasi namero intiero ¢ positivo si ha invero

Yeend)w/s (2n4-1)w/2 3n/2

N L A :/ o8 1 1
[]cmw ldw_f iy 2 fcosy | (V_ Vﬁ% 4+ l/yA+A(n——1)1t>dy>

Vrj2 T2 /2

3r/2

( 1 N 1 4 1 )
V3r/2 Y572 T Y Eat ) 2
w2
e quindi
V(@n+1)n/2
lim
-~ 0o
Vej2

Sono di immediata dimostrazione i seguenti teoremi:

= -} oo,

1. 8e il modulo di f(x)é ad integrale convergente la funzione f(x)
. & sommabile, e viceversa.

I1. Se la f(x) é ad integrale convergente e se: @) per ogui punto
¢; esistono un intervallo a destra e un intervallo a sinistra, in cia-

seuno dei quali la f(x) é priva di valori di segno opposto, b) quando
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(«'y a”) non & finito, esiste un intervallo « sinistra di oo (un inter-
vallo o destra) ove la f(x) & priva di valori di segno opposto, la fun-
ztone f(x) & sommabile su (&', a”').

II1. Se esiste una funzione F(x) continue ¢ limitata in (¢', a”),
continua, eventualmente, tanto « destra che a sinistra di oo, e che ab-
bia per derivate f(x) in ogni punto (al finito) di A — N, la funzione
f@) é ad integrale convergente e si ha

b :
ff(m)dw: F)— F(a),
a

ove a e b sono due qualsivogliano punti di (a', a”).
IV, 8¢ (¢, a”) & finito e se, per ogni punto ¢; , 8i ha

o ey e — o %=1,

w»ci

con a; <1 e K finito, la f(x) é sommabile su (o, a’).

V. 8e, per uno ¢ fra i punti ¢, ¢,,..., €5, esiste un numero a =1,
tale da risultare
lim’

g { fl@) e —c|*] (a destra o a sinistra) >0,

oppure
. 14
L”_’jc § flw)| e — cj“% (a destra o a sinistra) <0,

r é'nte_qrale di f(x) non é convergente su ogni intervallo contenente e.

VI. 8¢ f(@) é limitata e integrabile in qualsiasi intervallo finito
contenuto nell’ intervallo (p, - co) [nell’ intervallo (— oo, q)] e se riesce

lim” gmx) | @)z

x> 4 o0

con «>1 e K finito, la funzione f(x) & sommabile su (p, - co) {su
(— o)}

. "

VII. Se esiste un numero a=< 1, tale da risultare

lim’

x—»ioo

f(w)fwl“f>o,
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oppure.

lim” |, i 0
x*im}/(a’)l“! <0,

Vintegrale di f(x) non é convergente,

Sulla (2) si fonda il caleolo degli integrali improprii convergenti
per decomposizione in somma, Per il caleolo di questi integrali sus-
sistono altresl le regole di integrazione per sostituzione e per parti,
secondo i seguenti teoremi di immediata dimostrazione:

VIIL. II teor. Il del no preec. sussiste anche per le funzioni sup-
poste, soltanto, ad integrale convergente, se gli insiemi M ¢ N, in es-

so considerati, sono costituiti da un numero finito di punti,

IX. Nellintervallo A = (a,b), finito o no, le due funzioni u(z) e
v{x) siano continue, evenlualmente anche alla sinistra o alla destra del-
Vinfinito e siano limilate; ed eccettuati, al piv, i punti di un insieme
‘N (<L A) costituito da un numero finito di punti, siano sempre entrambe
derivabili, con derivate w' (x) ¢ V' (x) limilate ¢ integrabili su ogni in-
tervallo finito di (a, b) che non contenga «leun punto di N. Si ha allo-
ra che se w' (x)v (x) € su (a,b) ad integrale convergente lo & anche u(x) v’ (x)
e sussiste la sequente formola di integrazione per parti

[

b
4 b 4
. w'de —=|uv| — [u'v dx.
a

a a

Per enunciare due utili criterii di convergenza per gli integrali
improprii, ¢i limiteremo a considerare il caso —al guale ¢i si deve
sempre ridurre — che la funzione f{wx) sia definita in ogni punto del-
P’intervallo (a, ) aperto a destra (b > «), potendo anche 1’ estremo b
essere all’infinito, mentre la funzione e limitata e integrabile in ogni
intervallo finito contenuto in (a,d) che ese¢luda il punto b. Si hanno
allora i due teoremi seguenti:

X. La f(éc) ¢ su (a,b) ad integrale convergente, s¢ essa risulia il
prodotto di due funziont g(x) e h(x), tali che: @) esiste un numero po-
sitivo K per cui viesce, qualunque sic Uintervallo finito (p,q) contenu-
to nell’intervallo (a,b) aperto a destra, '
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q
‘ [q(x) de | << K,
P

b) la funzione h{x) é monotona in (a,b) ed inolire

lim o —o,

x —~b

In virth del secondo teorema della media (103, II) si ha invero

q
(3) f;" (@) Q=] g(x) k(x p)f () dae - b ( q)f x)dx.
1’
e qmndl

I [f dx ! <2[h PIK.

XI. La f(z) & su (a,b) ad integrale convergente, se essa visulta il
prodotto di due funzioni g(x) e h(x), tali che: a) Vintegrale improprio
b

[g @) dw,

a

Y

é convergente, b) la funzione h(x) é monotona e limitate in (a,b).

Sussiste invero la (3).
Dal teorema X segue senz’altro, per esempio, la convergenza
degli integrali improprii

“+o0 o0
senw senx
de de a>0
f o, ﬂlogx)a . >0
1 2
“+o0 oo o0
dzx
senz® do —= [ («* ~lgena?) a1’ cose®de, (a>1).
1 1 1

Convergenza uniforme degli integrali improprii. La
funzione reale f(z, @) = f(#,&, 1 ,..., &) sia definita per ogni punto Q
di un certo insieme cluuso ‘B dello spazio (E,n,...,&’.) a » dimensioni
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e per ogni punto x dell’intervallo (¢/,a”), finito o infinito, eccettuati,
al pit, i punti ¢, ¢,,.., ¢, che, per semplicita, vogliamo inolire sup-
porre indipendenti da ¢. Per ogni arbitrario punto ¢ di B, la fun-
zione f(x, @) sia funzione della & limitata e integrabile su ogni in-
tervallo finito (p,q) contenuto in 4 — N e sia ad integrale conver-
gente su (¢, a”). Vogliamo ora, dipendentemente dalla variabilitd di
Q in B, considerare la convergenza dell’integrale definito improprio

a’

4) ]f(m, Q) da.

a

Potremo sempre limitarci a supporre 1 intervallo (@, «”) coinci-
dente con Vintervallo (— co, +-coj; poicheé, ove cosl non fosse, po-
nendo f(x, @) =0 all’esterno di (a’,a”), si avrebbe

H +w
/j x, ¢ dw__ Sflx, Q) dx.

--OO
Ebbene, I’ integrale improprio
o0
®) FQ)= 60,
—00
dicesi uniformemente convergente nell’ insieme I3, se si ha, uniforme-
mente per ) variabile in B,
q
q]i_inci ff( Q) do (a destra) — lun ff( @) da (a sinistra)=—20,
b

lim lim

q*_oo jw, Q) de —= —»—]-—oo fw, Q)dr—=20.

Essendo #» un numero intiero e positivo, il eui reciproco non
superi i numeri (¢, —e¢,)/ 2, (¢; —¢,)/2 .., (¢, — €s_1)/ 2, porremo
¢ — 1fn . +1"'1/" ¢,
L a—
(6) F,(Q) f Sz, Q) dx - 2 ff (@, Q) dz "I'"fj z, Q dw?
: o —n 6 +1/n ¢ +1/n
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evidentemente, se I’ integrale improprio (5) & uniformemente conver-
gente, si avra, uniformemente in B,
lim
(7) F,.(Q)=F ().

n—=+20

Sussistono i seguenti importanti teoremi:

XI1. 8e, comunque si fissi un intevvallo (p, q) di A — N, la fun-
zione f(x, Q) ¢ continua per x variabile in (p,q) e Q in B, mentre Uin-
tegrale improprio (5) ¢ uniformemente convergente in B, esso é, in que-

sto insieme, una funzione continua di €.

Ed invero, F, () ¢ (93,1V) funzione continua di @ ¢ quindi, in
virti della (7) (69, I) tale ¢ pure la funzione F(Q).

XIIL. 8¢ Q (&, 7 ..., &) & un punto di B, converremo di indicare
con B (Q) Vinsieme dei punti Q' (E,7',..., &) di B, per le cui coordi-
nate si ha simultancamente &' <<& v’ << Ny & G Cid posto, se,
nelle ipotesi del teorema precedente per la f(x, Q) Uinsieme B é inolire
supposto limitato, si ha

+oo Fo0
(8) /dE’ dy'...dg' [/ (=, @) dz = /dw [/'(w, Q) A& ay ... a7,
B(Q — —o0 B(Q

ed inoltre, la funzione

S (2, Q) :]f(a;, Q) ag"dy... ag’,
B(Q)
gode di tutte le proprieta supposte per la flx, Q).

Il subito visto, che Vinsieme B(Q) & funzione continua di ¢, e
da c¢ido (93, VI) segue la continunita di f, (z, ), per & variabile in un
intervallo (p,q) e @ in B. Dimostriamo la uniforme convergenza in
B dell’integrale improprio

~oo
]fi (@, @) do .
—o0
Se, ad esempio, per p e ¢ in un intervallo I a destra di ¢, indi-

pendente da @, si ha
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q
} /f(w, Q) do
4

segue, (pag. 392), sempre in I,

q q
l /fl (%, @) do | == ‘ [dw/f(m, Q) A& ay...a% | =
p , B@

<e/est B,

——I/(IE .. dc]f x, Q) dz <—A‘~ ag’ dy'... a8’ <.
B(Q)
D’altra parte & (pag. 392)
T

O [B@uEar.az= f/‘ o @irt 3 [+ [0,
B@ e —mn o 4+ 1/n ¢ +1/n
ed anche (93, IT”)

lim [Fn (@) A&’ Ax... Az’ :fF(Q’) ag’ ay.. a8’ =

n — o0
B(e) B(Q)

[dE dn'.. d&/fx Q) dw,

B
onde, in forza della (9), segue la (8).
XIV. 8¢, comunque si fissi un intervallo (p,q) di A — N la deri-
vate parziale /E @, Q) ¢ finita e continua, per x variabile in (p,q) ¢ Q

in I3, mentre Vintegrale improprio

m
[ fe (o, @),
—00

in un certo intorno circolave C\Q), su B, del punto €, é uniforme-
mente convergente, si ha
“+oo
d
r flx, Q) dW:]fg (@, @) dw

—00
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Lasciamo al lettore la cura di dimostrare il tecorema. Cio si ot-
tiene immediatamente dai teoremi 1V -del no 69 ¢ V del n° 93, pren-
dendo, di nuove, in considerazione la funzione F,(@).

Cdalcolo di taluni integrali improprii. 1°) L’integrazio-

ne por parti fornisce:
400 400

/ﬁzd [y [l e[l
0 X
0

x x?

si ha poi, con la sostituzione x =2y,

+o0 -+o00 o0
I — cos.x dw 9 . da (seny 2‘?
JERS - fe S —— - ay.
x? o 2)-702 ( ] Y
0 0

Si parta ora dalla formola [efr. le (25) del n° 105)
“+oo
¢ oosaw dp = —
f 14 a®’

0

0

dalla quale si trae, integrando successivamente due volte rispetto ad
o, fra 0 e >0 (teor. XIII oppure teor, III del n° 96¥%)

+o00
1 — cosax 1
- — aarcte 2
/e — de = aarctanga — 5 log (1 + a®),
b

ciod, con la sostituzione y=— ax,

o0

_ 1 —cosx 1 b
fe @/ a) T do = arctanga — 2—a10g (1 +a®),
] ‘

od anche, se b >>0,
“+-o0

el — b !
[6 W___L_(;ﬂ dax = arc¢cotd — ——IOg(l + 7)?)"

e passando al limite per b-~0 (teor. XII, oppure teorr. VII ¢ ILI del
n° 95%)
o0 o0
sena' senx 1— cosx T
/- < ) de — [ A =—,

. x
0 0
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20) Integrali di Fresnel. Ricordiamo (pag. 465 ¢ pag. 541) che:
+o0 _
Y dy :Vg ,
¢ ,

¢ pertanto, con la sostituzione g:r[/w (x >0), si trova

o0

—
’/;—:l:.'!2 d:lj ____l/_;:_ L«’
0 Vw

ne segue, se p e g sono due arbitrarii nuwmeri positivi,

0 +oo ¢ q
— [y e~ sene do—= senmi
£ Vw
0 p
per il teor. XIII, oppure per il teor. III del n® 96*. Donde (per

le (25) del. n° 105)

q ~+o0 +o0

sehx A 2 sen. Py P ' , e—ry?
) e = e
0

»

o] o0

e— 2 9 e—4qy?
— sengq. y dy -— cosq . dy|.
EE JiEy

Ne segue, per essere (pag. 547)
400

dy =
1+y' " g2’
0

¢ per il teor. XII, oppure per i teorr. VII e III del n° 95%
00 +o0

+ 2
senx e Wy e
(10) |—dz __V- _[sexlq[1+ : d_/~]—cosqfl+ 4(13/]

Con un caleolo analogo si trova
o0 -0

q
cosx /; 2 e y? e—ay?
(a1 7~l ] E*V*rc [c)bq[1+ dy — senq/+ ; dy

M. PiCONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 36,
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La (10) e la (11) sono le formole di Gilbert, assai utili nella

teoria della diffrazione. Osserviamo ora che

-|—oo o0
—qY
/i+y4 d./<f" 2dJ-—~'4q../_

e—aw? 1 q/x
fl dy</ v’ dy:Tl/g,

+ 4

e quindi, dalle (10) e (11), si deduce

“+o0 oo
senw COs%
— dr=[——dz=]/T
l/w Vw 2
0 :

Con la sostituzione z-——y® se ne ricavano i valori degli inte
grali di Fresnel (nella teoria della diffrazione)
~+o0 o0 _
/T[
Ve

seny® dy = [cosy® dy = —;

‘]

3°) Formola di Frullani. Sia f(x)

' una fanzione definita nel-
Pintervallo (0,4 co), limitata e integrabile in ogni intervallo finito

tale che

- EA- 10 gm0, >

»
Allora, se f(x) & continua nel punto zero, oppure se

lim

q
—F(0
s O a0, @>p>0,

»
sussiste la ,seguente formola di Frullani

ff(mv dx__f ]og%,

ove a e b sono due arbitrarii numeri positivi. Lo studioso la dimostri
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Criterio di convergenza di Cauchy per le serie a ter-
mint positivi. Sia f(x) una funzione ovunque definita e positiva
nell’ intervallo (a, -} co) e consideriamo il rettangoloide Ry (@, + co)
del piano (@, y), relativo alla funzione f(»), di base (a, 4 co). Suppo-
sta f(x) limitata e integrabile su ogni intervallo finito, condizione ne-
cessaria e sufficiente affinche il rettangoloide (illimitato e misurabile)
By (a,-} o) abbia un’area finita & che la funzione f(x) sia ad inte-
grale convergente su (a, 4 co), ¢ se detto rettangoloide ha area fi-
nita, si ha

oo
area Ry (a,4 co) = f J(x)de .

GCid posto, si abbia una serie a termini positivi

(12) U, 4+0,+..4+0.+...,
e sia
(13) U,y Uy Unysy

una successione di dominii misurabili del piano (z,y), a due a due
" genza punti interni comuni, tali che sia
area U; =k Uy, (i=1,2,.),

ove k & un costante positiva e j un costante numero intiero non ne-
gativo. Sussiste allora, evidentemente, il seguente criterio di Cau-
chy: 8e qualunque sia n si ha U, -+ U, ...+ U, < Ry (a, } o),
dalla convergenza dell’integrale di f su (a, - oco0) seque la convergenza
della serie (12). Se U, + U, + ...+ U, > Ry (a,n), dalla non conver-
genza del detto integrale segue la divergenza della serie (12).

Per esempio, sia U, = 1/a!1%(@>0). Posto Sfloy=1/2'T% detto
U, il rettangolo del piano (x,y) avente per base Iintervallo (n,n-}-1)
e per altezza 1/(n--1)1% si ha area U; — Uipre U,+U,+ ...
+ U, < By (1, 4 co). Pertanto, dalla convergenza su (1, -}-co) del-
Pintegrale di 1/0017*’“ (> 0) segue la convergenza della serie

1 1 1

—_—t -+ + =3 ... a > 0).
ettt ot (a>>0)
Nello stesso modo, dalla convergenza su (2, 4- oo) dell’integrale

di 1/[.i(ltpgw)l+“] (¢ > 0), segue la convergenza della serie
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1 1 1
2 (log2)!+= + 3 (log3)!+¢ Tt

—_— 0).
n (logn)L ¢ T R

Dalla non convergenza degli integrali 1/, 1/(zlogz), su (2,4 co)
segue la divergenza delle série

1 2 1
n’ nlogn
Ben evidentemente, facendo uso delle funzioni sommabili posi-
tive in pitt variabili, I enunciato criterio di Cauchy, nella forma
che qui gli abbiamo data, & suscettibile @’ essere immediatamente
esteso alle serie multiple a termini positivi. Facendo ricorso ad un’im-
mediata generalizzazione degli esempii 8° ¢ 90 del ne 94, si dimostra
¢osl1, per esempio, 'assoluta convergenza della serie multipla ’ordine p:

1, o0
1

Ny . . p (]/n? —-Jf— .__T{_Tg)P-f-a

(a™>>0).

§ 2. Calcolo numerico degli integrali definiti.

108. Preliminari. — Poicheé Vintegrale definito di una funzione
reale integrabile non mnegativa, di una variabile reale, pud sempre
interpretarsi come Parea di uu certo rettangoloide, invece di dire che
si caleola un integrale definito, si usa di dire che si fa una quadra-
tura, e cio, per estensione, anche quando la funzioue integranda
assume valori di segno oppesto. Si dice che un problema & ridotto
alle quadrature, quando il calcolo della soluzione di esso & ridot-
to a quello di taluni integrali definiti, B assai diffusa I’ opinione che
una data formola non possa essere utilizzabile in pratica, se non quan-
do essa contenga soltanto funzioni elemeuntari, sottoposte alle pin
semplici operazioni algebriche. Tale opinione ha fatfo, bene spesso,
ripudiare dai pvmtici le soluzioni di quei problemi che sono ricon-
dotte a talune quadrature non elementarmente eseguibili, e preferire,
a soluzioni razionali cosiffatte, quelle di ignoto grado d’approssima-
zione oftenute con la faticosa aggiunta di ipotesi sovrabbondanti,
ingiustificate e spesso ingiustificabili, purche esse soluzioni riescano
alla fine esprimibili da formole private da ogni segno di integrazione
e non contenenti che funzioni elementari. Ora tale modo di vedere
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non pudo trovare alcuna seria giustificazione. Abbiamo gia visto in-
vero (p. 379 e pp. 462-463) che 1’ integrale (anche doppio, triplo,...)
di una qualsiasi funzione puoé sempre essere calcoldito con quante ci-
fre decimali esatte si vogliono, per modo che una-formnola che con-
tenga degli integrali ha lo stesso pratico significato di una che non
ne contenga e contenga, per esempio, il numero ]/5. Si potra giusta-
mente obbiettare che il calcolo della prima, seguendo i metodi gene-
rali dei quali abbiamo discorso nelle pagine dianzi citate, riuscird
quasi sempre assai laborioso e richiederd un lunghissimo tempo; ma,

appunto, in questo paragrafo, ¢i dedicheremo ad una diffusa e c¢ir-

costanziata esposizione di metodi di gquadratura numerica, mediante
i quali si pud raggiungere il risultato, con quel grado d’approssima-
zione richiesto, in brevissimo tempo, con poca fatica e con tutta si-
curezza, specialmente quando si faccia uso delle moderne macchine
calcolatrici a tamburo girevole.

In tutto questo paragrafo considereremo soltanto funzioni reali
di una variabile reale x, limitate e integrabili in tutto 1’ intervallo
di loro definizionc ed estenderemo gl’integrali ad intervalli finiti. '

109. Prime utili limitazioni per un integrale da calcola-
re. — Prima di accingersi al caleclo numerico approssimato dell’in-
tegrale di una funzione f(x) & consigliabile cercare di stabilire ta-
lune ristrette limitazioni per if valore dell’ integrale stesso, le quali,
mentre con i loro estremi gia forniscono delle approssimazioni per
esso, danno inoltre utili indicazioni di controllo all’ inizio del calcolo
d’ approssimazione.

Per lo pit, a cid si riesce con la regola seguente: Sia (a, D)
Yintervallo al quale si vuole estendere 1’ integrale di f{x) da ecalco-
lare ; si ricercano due funzioni o) e b@), ciascuna di funzione pri-
mitiva ben nola in tutto (a, d), per le quali si abbia sempre ivi

pla) =< f(a) =< (),

allora, se O(x) e ¥(x) sono le funzioni primitive di ¢(x) ¢ di $(x),

per Uintegrale di fla) varra evidentemente la limitazione :

b
Q) — D (a) g/f(m) de << \F(b) — ¥(a).

| /g’f
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Esempii: Sia # un numero naturale, si ha, in (0, ©/2),
n n
Vsenz cosz < Jsenx < senzx,
e quindi
/2

</Vsenw de<1.
0

n

n-41

Si ha, in (0, 1),

Y1—a? <V1—a' <J2 J1—2?,

e quindi
1
7I—<f]/1—.vv" dae <J2 —;i
0

110. Quadratura per serie. — Per la funzione f(z), definita
nell’ intervallo (a, b), si sia rinsciti a costruire due successioni di
funzioni

(@), Uy(@)yeesy Un (X))o,

6, (X)y Go(®)yerey O (T)yeery
tali che, per ogni punto x di (a, b) risulti

| f (@) — up (@) | << 0, (@)

Supponiamo che le funzioni u; (x) (=1, 2,...)  siano dotate di
funzioni primitive U; (x), ben note in tutto (a, b) e che le funzioni
(non negative) o; (#) vi abbiano gli estremi superiori g . Si ha al-
lora, comunque si prendano due punti « e B di (a, ),

B B
g/] un(x)—-f(x)Idwgfcn(w)dw <

‘
Un (B) — Up (&) — ] (@) dw

= (B — a)eu,
e quindi: Il numero ben noto U, (B) — U, (a) fornisce un’approssima-
zione del valove dell’integrale di f(x) esteso all’intervallo (a, B), con
un errorve minore di (p — a)e,.
Supponiamo inoltre che sia sempre, in (a, b), 0=Cf(2) — u, (%),
allora: I numeri ben noti U, () — Uy («) e U, (§)— Uy, (@) (B—aje, ,



¢ 2. CALCOLO NUMERICO DEGLI INTEGRALI DEFINITI 567

Jorniscono duec valori approssimati, il primo per difetto, ed il secondo
per eccesso.

Se, infine, supponiamo ancora che, uniformemente in (a, b),
riesca

lim —
" 00 Gn(@)— 0,

cioe che lim g, (n +o0) == 0, possiamo dire che: Le due successioni di
numeri ben noti

Ul(ﬁ) - Ui(“)""? Un (B) — Uy (a),...
UB—Ua)+c,B—a)y, UnB)— Un()F€4(B — @) your
Joruniscono il calcolo dell’ integrale di f(x) esteso all’ intervallo (a, B). 1

numeri della prima successione sono approssimati per difetto.
Su tali considerazioni (efr. il teor. II'” del n® 93) & fondato il
metodo di quadratura per serie: Se¢, in tutto (a, b), risulta

Sf@)=F @)+ fo@) + o 4= Fu @)+ or s
e la serie & uniformemente convergente, dettone R, (x) il resto, e detto
ey U estremo supeviore di | R, (x)| in (a, b), supposte le funzioni f, ()
dotate di funzioni primitive F,(x) ben note in tutto (a, b) per ogni in-
tervallo (a, B) di (@, b), i numeri ben noti
n
1) 1£[Fi B —F:i (0],
rappresentano valori approssimati (per difetto o per eccesso) dell’ in-
tegrale di f(x) esteso all intervallo (a, B), con un errove minore di
(B — «)en, tnfinitesimo per_l{ divergente. Se, in tutto (a, b), le funzioni
della serie somo non negative, il numero (1) é un valore approssimato
per difetto. Se, in tutto (a, b), le funzioni fo_, (x) (i =1, 2,...) sono
positive e le rimanenti sono mnegative, menirve le funzioni [ fi @) —
| fipr (@) | (=1, 2,...) sono positive, i numeri
o
(@ - F @),

sono valori approssimati per difetto, ed i numeri

2n-1

S [F B)— Fi (o)],

i=1
lo sono per eccesso, mentre il numero (1) &, iw ogni caso, un valore
approssimato con un errorve minore di | Fyy(B)— Foy (@) ).
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Esempii: Se |%k|<C1, la somma dei primi # termini della serie
1 (2an—1)1t
— B Lt k2n
1+4k+64 + - +{ 21&”} +o g

e (p. 545) un valore approssimato per difetto dell’ integrale
/2

dz
—_— e /
JY1 —Ek*sen®x
0
con un errore dato da

- [@a—1)! :
e

(2n) ! (2n4-2)!! @
T (2”'—1)!! 2 k2n 1 Jo2n
2 [ @)1l ] T < (P 540) <5 T

La somma dei primi = termini della serie
1 1 . 1

1— §T§+3!—5— e (1Y 2n 4 1)1(2n -+ 1) +e

¢ (p. 545) un valore approssimato (per difetto se n ¢ pari, per eccesso
se n & dispari) dell’integrale
1

senx
de ,
x

0

" con un errore minore di 1/[(2n 1t 2n41)].

111. Quadratura delle funzioni razionali. — Mediante cal-
coli razionali Vintegrale definito di una funzioue razionale si pud
ricondurre a quello di una frazione razionale propria f(x)/ F(x). Dato
¥ intervallo (a, b)) — supposto, naturalmente, privo di ogui radice del-

' P equazione F(z)—0 — si abbia dunque da calcolare numericamen-

b
JS@)
I=—= d
ke
) a
ove f(x) e F(x) sono polinomii in x ed & grado f(z) < grado F(z). Al
n° 105, a proposito dell’integrazione indefinita delle frazioni razionali,

te 1’integrale definito
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abbiamo visto che, mediante caleoli razionali, si possono determina-
re quattro polinomii X(x), Y(x), Px), @), tali che, in (a, b), sussista
la decomposizione

Sl 4 Y@ +Z Xi)

F(:c) Tdz Q) | Pla) '

ne segue

. a)
@D I= + ] Plx)

Il polinomio P(x) — a radici semplici — & suscettibile di una
decomposizione in prodotto del tipo

Ple)y=1II, (# — o, )II; [ ( — B,)* + 12 ],

non potendo pero, in generale, che avere delle approssimazioni
« , B, v, delle quantitd a,, By, Y, . Posto

Pa)=1I, (@ — a )L [(@— B, ® + 1],
si ha ‘

lim

' ' ' P, xy— P
(see Upyery Bgy Tgrees) = (orsy Goyeeey Bs’ Ts,---) (1:) @)

»uniﬂ)rmemente in (a, b), ed inoltre (p. 525)

(2) f%,(w) lw_z Al log

a

—B’H—T
(=B 412

. b —_ 1 a —_— !
— 2230‘: (:u‘ctang 7 P, — are tang 7 Bs) ,

8 s

ove la quantith A, B, O, si calcolano razionalmente per mezzo
delle o, B, .. Siano, in («, b), m il minimo di | P(@)| ¢ M il mas-
simo di | X(2)|, si ha

b
X () X(w P) |
} P(x) do — P (x) ’= m ]l ' (@) ‘ d

a

. . . . . ’ ’ 1 . -
basta dunque determinare tali valori approssimati «, B, 1, di
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B,» 1,y da risultare, in (a, b), |1 — P@)/ P'(x)| <(me)/[M(— a)],

perche si abbia

] X(?}) dx & wl<s.
P(x) P'(x)

Dopo c¢id, se si calcola il secondo membro delle (2) con un er-
rore minore di ¢, e la differenza Y()/Q(b) — X(a)/ Q(a) con un erro-
re minore di ¢,, la formola (1) dara il valore dell’integrale I c¢on
un errore minore di e-}¢, | &,.

Ben si vede quanto sia faticosa, in generale, la quadratura delle
funzioni razionali condotta col metodo ora esposto! In singoli casi
particolari si possono trovare fortissime semplificazioni, specialmente
quando la quantitd o, , Bs; , 7+ sono razionali; ma per lo pilt meglio
conviene saggiare i metodi di quadratura approssimata che andiamo
a trattare.

112. Quadratura per decomposizione in prodotto. — Le fun-
zioni u(x) e v(x) siano uniformemente lipschitziane nell’intervallo (a, D),
e si abbia, 4 e B essendo due certe costanti positive,

1) |u@)—u@) | <Al — "], |v@) —0v@") | < Bl —a|,
quali si siano i punti 2’ e «” di (a, b). Sussiste allora Ia notevole

_ proposizione:
Se a e a4 h, con h >0, sono due punti qualsivogliano di («,D),

posto
ath : at-h a+th
B(h):fu(x)v(x)dm——%—fu(w)dx/v(m)dx,
a « a
st ha
| 9 (k) ]<AB h3

Derivando 3 (k) si trova invero
’ ath at-h

@ V)= [w -{—h-——f dm][ o |- 1) —mf dw]
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d’altra parte

ath at-h
(a4 k) — ]—h',fu(w) dz ::%f[u(a +h) —u(@de,

e quindi, tenendo conto delle (1),

at-h
—|—h)——~fu( de | << —f|u at-h) — uix) | de =
a+-h

A Ah
< — h o~ —_—
=hf(a—|—c x) Az g
a

allo stesso modo si trova

a-h

(o~ ) — ~/v(w dx Bh

<_._

onde infine, dalla (2), si deduce

, 12
30| < AB .

Ma osserviamo che lim3 (h)(h—~0)=0, e quindi si ha

h

’ ‘6(1»):[8’ (s)ds,
0
h
. _AB he
< fs?ds — —_
()| < 7] s*ds AB12,
0

come appunto volevasi dimostrare,

Dal teorema ora stabilito scaturisce un buon metodo (osservato
ed utilizzato da Signorini) di calcolo approssimato dell’integrale
definito di una funzione uniformemente lipschitziana f(x), esteso a
un intervallo («, b), nel quale valga la decomposizione in prodotio :
Sy = u(x) v(x), ove le funzioni u(x) ¢ v(x) soddisfano alle (1) e pos-
siedono, ciascuna, note funzioni primitive U(x) e V(x).
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Si divida intervallo (¢,0) in n parti eguali, ponendo k, = (b—a)/n,
o=, &, ==a -+ hy oy Byg = (0 —1) by, 2, =b. Si ha:

@—1+h

_ﬁ dw._z fu z)da,

e quindi: Prendendo per I il valore

1,n 1,n
(3) I’_E —/u(x dx[v(x dw_b_a 2 [U@@)—Ulx,_))|[ Vie)— Vie,_)],

si commette un errvore dalo da

.
1,n *
Sy ( _
I—-1 Ei(fu ) v(x)dz '/n,/ da,/ dx)
Ti
e st ha:
aci avi mi
IL,n 1 ‘ )
1 I—I'<< Ifu(m) v(x) dx—Tfu(x) dva(m)dxig
' T 1 i T i1 |
-~ B AB (b —ap
A id —
SZI 12 12 n?

Cosl, per esempio, se si deve calcolare V'integrale
2

senry
) f = dw,

1

si porra u(x)=—x senz, v(x)=—1/2%, e si potra allora fare 4—3, B=2,
Ulx)==senx — wcosxz, V(x)==— 1/x, e la formola (3), per a—=1eb=2,
dara Vintegrale (4) con un errore minore di 1/2n%. Pertanto, per n—10,
la (3), calcolata con un errore minore di 1/10* dara il valore dell’in-
tegrale (4) con le cifre esatte fino a quella inclusa dei centesimi.

113. Interpolazione ed estrapolazione razionale intiera.—1I
metodi di quadratura numerica che in pratica possono — per lo pit —
fornire il risultato con la maggiore rapiditd possibile si hanno fa-
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cendo uso della interpolazione ed estrapolazione razionale intiera della
quale vogliamo, anzitutto, parlare in questo articolo.

Conviene introdurre talune locuzioni che c¢i semplificheranno il
~ discorso e che sono di uso frequente. Le due funzioni f(z) e ¢ (@) so-
no entrambe definite nell’intervallo («, d), e ivi, inoltre, le supponia-
mo dotate di quelle derivate, finite, delle quali ¢i occorrerd di dover
parlare. Sia ¢ un punto di {a, ), diremo che le due funzioni flw) e
e ¢(@) o le due curve y=—f(x) e y == ¢(®) hanno nel punto di ascissa
¢ un contaito d’ordine n sc la differenza f(x) — @(x) & nel punto
¢, su (a,b), infinitesima precisamente d’ordine n--1 rispetto all’infini-
tesimo x — c¢. Si ha che (48,V): ‘

Condizione necessaria e sufficiente affinché le funzioni f(x) e o(x)

by

abbiano nel punto ¢ un contatto d ordine n é che, per le funzioni e

per le successive loro deritmte, sussistano le relazioni

flO=eg(), f)=0 () F@=¢" () f™()=0e" ),
f(n+1)(c) =+ ‘P("+” (c)

Pertanto : Se le due curve y = f(2) e y = (x) hanno, nel pun-
to (1’ aseissa ¢, un contatto &’ ordine zero, esse avranno in comuite
il punto [¢, f(¢) ==9(c)] ed ivi le tangenti distinte, Se le due curve
hanno nel punto d’ascissa ¢ un contatto del prim’ordine (o d’ordine
uno) esse avranno in comune il punto [ ¢, fic) ¢)] ed ivi anche
le tangenti. .

Cid posto, snpponiamo che di una certa funzione, per la quale
sussiste la possibilitd — per lo meno teorica — di essere definita
nell” intiero intervallo (a, b), si conosca, soltanto, che per certi r
punti @, @,,.., @, (2, <@, <..<a ) di quell’intervallo si ha

o n —_ 4
(1) f(w Jho’ f h) *"‘fm ) f( n) (@ ) -—fhnh,
(=1, 2,.., 1),

ove le quantitd fpp(h=1, 2,...,, v; k=1, 2....,, n, ) sono ben note.
Sia [¢] nva famiglia di funzioni definite nell’ intervallo (a, b) ¢ ben
note, ciascuna, in ogni punto di quell’ intervallo e supponiame che,
comunque si prendano @ punti x,, T,y B (2, <2, < ...<r) A (a,
b), i numeri intieri e non negativi n , N,,..., ., € infine le quantita
Sy esista sempre almeno una funzione o(x) della famiglia [¢] che ve-
rifichi le condizioni
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(2) Q@) =Fror 9 (@) =Sy reens o™ )(xh) :fh"'h ’
(h=1, 2 ,.., 7).

Esistera allora, sempre, almeno una funzione ¢(x) della fami-
glia [9] cbe nei punti z,, 2,,..., 2, ha con la funzione f(x) contatti,
rispettivamente, degli ordini n, n,,.., nr, almeno., Orbene, se per
un punto ¥ contenuto nellintervallo (@,, ) si da alla f(a) il va-
lore che vi assume @(x), si dice che la funzmue S(z) & stata calco-
lata nel punto x per interpolazione sulla famiglia [¢), se per
un punto & non contenuto nell’ intervallo (z,, . ) si da alla f(a)
il valore che vi assume g(x) si dice che la funzione S(x) & stata cal-
colata nel punto x per estrapolazione sulla famiglia [p]. La
specinle funzione @) considerata si dice la funzione interpola-
trice o estrapolairice.

Se la famiglia [¢] & quella descritta dalla funzione del tipo

2 (a, cospr -+ b, sen ) (n=20, 1, 2,...),

w=0
le costanti a, © b}L essendo suscettibili di prendere i pitt arbitrarii

valori reali, si ha la interpolazione e la estrapolazione tri-
gonometrica, della quale ¢i occuperemo nel secondo volume di
queste lezioni,

Se la famiglia [¢] & quella descritta dai polinomii razionali in-
tieri nella @, si ha U interpolazione e Vestrapolazione razionale intiera
della quale vogliamo ora occuparci. Denoteremo con P(x) il pin ge-
nerale polinomio razionale intiero nella variabile x, e con la nota-
zione ™ P(x) significheremo, quando oecorra, che il polinomio Pix) &
di grado n.

Se il prescelto polinomio interpolatore od estrapolatore & di gra-
do n, la compiata interpolazione o estrapolazione razionale intiera
si dice, essa stessa, di grado n (lineare, per n=—1; quadmtwa, per
n==2; cubica, per n=23,...).

Per potere interpolare od estrapolare sulla famiglia dei polino-
mii razionali intieri, bisogna anzitutto assicurare se, comunque si
assegnino i punti x,, #,,.., @ (2, <<®,<..<a ), i numeri intieri
non negativi n,, n,,.., #, ¢ le quantitd fi; esistono polinomii veri-
ficanti le condizioni:
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(3) 'P<wh) :fhm -P/(a"h :fhl »”en P(’”h) fhnh7
(h=1, 2,.., m

" Al no 47 abbiamo visto che, posto

q:-—xi)"i

n, !

P, (x) f10+fll 11 i+f12 + +f1”1

si ha 40 polinomio di grado n, verificante le (3) per A —=1. Ogni

b

polinomio P (z) per il quale sussistono tutte le (3) & tale che la dif-
ferenza P(x) — P,(x) & infinitesima in @, almeno @’ ordine », 41, e
P(x) sara percio della forma

(4) P(@)= P, (&) + Q, @) (& —=,)u !,
ove @, (x) & un po]momlo; e viceversa, & sublto visto che ogni poli-
nomio P(x) della forma (4) verifica la (3) per h=—1. Dovendo P(x)
verificare le (3) anche per h=—2 si deve avere

P‘- (@) + @, (@) (@, — )"1+1 =/
2)+(” +1)Q4 w —&, n1+Q1 (@ ——.’D)"H-l: 2t

P, (@) 4.4 Q0 (@) (w, — 2T =1y, 5
e pertanto, nel punto w,, risultano assegnati i valovi, per il polino-
mio @Q,(@) e per le sue successive derivate fino a quella inclusa d’or-
dine n,. Detto P,(x) ¢l polinomio di grado m, verificante queste con-
dizioni, si avrd
Q, (®)= "D P,(@) + Q) (@ — )" H 1,
significando Qg(m) un altro polinomio, e quindi
Px ()} P,(x) (x —=,) yrutl Q@) (x— wl)"i‘i‘l(w—-wz)"?‘*‘l.

Come precedent_,emente, si vede che le (3), per h =3, asseguano
al polinomio @,(x}, nel punto «,, i valori di esso ¢ delle sue succes-
sive derivate fino a quella .inclusa d’ordine n,, e si avra

Qyx) = "IP, (a) + Q,(0) (x — @1, |
ove il polinomio P,(«) riesce ben determinato. Donde, necessariamente,
P(x)= P, (@) + P,(@) (& — )" T4 P,@) (@ — o H @ — @1 4
+ @@ @ —a)" T @ —aye @ —ag T
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E cosl via. Si ha dunque il teorema:

Bsistono polinomii P(x) ver ificanti le n, - n, - ... 2, 4 con-
dizioni (3), essi sono tutti contenutt nella sequente formola:

(5) P(x)=="0P (2)+ " P jw) (@ — ) T - DP (a) (@ — )" (@ — a2 T
.k (nr )Pr (®) (w__wl)nd-l (w__wz)nz-«{—l o (0 — wr_l)rw_;-{—-l +
4 Q) (@ — ml)nl—}-l (.1;—.%'2)’”2+1 (:0——.’)6‘,,_1)""1-!'1 (x—m, )nr ,

ove i polinomi "P (), P (x),..., ("7 P, (&) sono tutti ben determi-
nati e il polinomio Qx) rimane affutto arbitravio. Di consequenza, esi-
ste uno ed un solo polinomio di grado n, -} w, -+ ... 0, 41— 1 ve-
rificanti le (3) esso si ottiene dalla (B) ponendovi Q(x)=0.

Il polinomio P (x) dipende da @, e dai numeri f,,, |, ey fin,; il po-
linomio Py(w)dax,,dawx, e dai numeri f, , f\, oo Fings Saos Joyreeny S2ngsees il
polinomio P, (x) da x ,x,,...,x, e dai numeri fp; (h=1, 2,...,»,k=1,2,...,n3, ).
Si abbia, in particolare, n,—n, =—...==n, =0, e poniumo fiy=">1;, i po-
linomi P, (x), P,(®),..., I, (@) riescono allora di grado zero, cioé indipen-
denti dalla x, e, come subito si riconosce, si ha

Plzf“Pzzw f_“ + f

2 1 3 2
— fl 2 — A,:’fit ......
B o ) 0, — ) T —w) @ =) T (wy—a) @, — o)
(B)+ + . . . o . e e Coe
/i

+

T (?07—@) (e, —a,) (@, — 0, )

A Jr
+(x2——mi) (Xy—Z)0e( Xy—2, ) _* + @ (,—@) (®,—2,)...(x,—2, _,) '

Sostituendo in (5) si ottiene per P(x) la segnuente ben nota espres-
sione di Lagmm(/e:

(6) x/__zf (x—) (@—a,) .. (6—&i1) @—Tip1) oo (@ - 2 ) '
(w,—x,) (®,—,) ... (@,—,_,) (wi—wi_l_l)...(xi——wr)

Per le pratiche applicazioni numeriche & utile osservare quanto
segue: Nel caso particolare che i punti o, ,,..., . siano equidistanti,
che si abbia ciod #, — #, —w, —x,== ...== &, — &,y =1, i numeri
P, P,,..,P,si esprimono assai semplicemente mediante le differenze
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suecessive (efr. Algebra, n® 70) relative alla successione degli » nu-
meri fy, fyyeenfr . Si trova appunto, com’® subito visto,

Af, P— A AL,
1’ 2127 (1 —1ur-u

— /'” P —
ove
Aji :fz —fj7 Afz :f,, _fz yerey Afr-l =fr “f;—l,
A2f1 :Afg - Afi 3oy Az.fr-—-Z - A,fr—l - Af.r~2;
Av'—-lf‘ — AT—Z,fg — Ar—zj‘j ,

od anche

A =S, — /1)

Ai'ft =/, — 2/, +f‘ y

R P R (s VRN

Errore net calcoli per interpolazione o per estrapo-
lazione razionale intiera. Nel calcolare in un punto a la fun-
zione fiz) per interpolazione o per estrapolazione su una data fami-
glia [g], si commette un errore dato da flw) — ¢(x), se @(x) & la pre-
scelta funzione interpolatrice od estrapolatrice, ed & ben evidente di
quale importanza sia, per le pint pratiche applicazioni, il dare tali
espressioni di questo errore che da esse si possa poi dedurre la co-
noscenza di una quantitd positiva non superata dal modulo dell’er-
rore comiesso. A tali espressioni vogliamo ora pervenire, per i cal-
coli d’interpolazione o di estrapolazione razionale intiera. Osserviamo
intanto che cid e gid stato conseguito al no 47, in un caso partico-
lare, con la formola di Taylor. Se, invero, per la funzione flz), in
un unico punto x, dellintervallo (a,d) di sua esistenza, si conosco-
no i valori di essa ¢ delle sue successive derivate fino a quella in-
clusa d’ordine n, il dianzi descritto calcolo per estrapolazione razio-
nale intiera, conduce a porre, in un punto x di (a,d),

w)"

F@) =)+ F @) T A f0 ) ,

M. PICONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 37.
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e la formola di Taylor del n°® 47 ci dice che, cosi facendo, si.com-
"mette un errore dato da:
(w_xo)n—l-l

T St (&) (resto di Lagrange),

ove £ & un certo punto intermedio fra #, ¢ . Ebbene noi vedremo

che un’ espressione del tutto analoga sussiste per l’errore commesso
nei pitt generali caleoli di interpolazione o di estrapolazione razio-
nale intiera. Dobbiamo premettere il seguente fondamentale

Lemma. Se¢ la funzione f(x), nei punti 2, &,y @ (@ <2, <o
<y ) ha con lo zero (con U asse x) contatti degli ordini, rispettiva-
~mente, non inferiori ai numeri n,, n,,.., 0, ; posto n, 4 n, + .. -
Ny - 1 == n, ciascuna successive derivata dalla f(x), fino a quellu in-
clusa d’ordine n — 1, si annulla in (almend) un punto tnterno al-
U intervallo (x,, , ).
) Diciamo p il minimo fra i numeri n,, n,... 2, ¢ p 4~ ¢ il mas-
simo. La funzione f(x) e (almeno) le sue prime p derivate si annul-
lano in ognuno dei punti x,, @,..., .. Sia r,(=#) il numero di
punti, fra questi, in ciascuno dei quali si annulla anche la derivata
(p + 1) della f; sia #, (< #,) il numero di punti, fra questi ulti-
mi, in ciascuno dei quali si annulla anche la derivata (p 4 2)ma
della f,..., e sia r, (= r,—1) il numero di punti, fra questi ultimi, in
ciascuno dei quali si annulla anche la derivata (p -} @)™ della f. Si
avra evidentemente pr--», 7, ... rg=n,-+ n, ... 0, —=n—r.
La derivata prima f’(x) si annulla in @, 2,,.., 2, e (di conse-
guenza per il teor. di Rolle) in un punto z; interno a ciascuno de-
gli intervalli (@; , ®p) (i==1, 2,...,, r — 1). Essa si annulla dunque
nei distinti 2» —1 punti di (%, 2, ):

! ’ - 1
By Ty gy Byy Tggeesy Tr-1y X4y Tro

La derivata seconda f”(z) si annulla in @, #,,.., 4, e (teor. di
ERolle) in un punto interno di ciascuno dei 2r — 2 intervalli (z,,
w) (@) %)y (@1, ¥r_1), (@1, @), essa si annulla dunque in
3r—2 punti @i (x,, @, );.., la derivata f(®(z) si annulla in (p4-1)r—p
punti di (z,, %), dei quali » sono in x,. @,..., @, .

Ne segue che, in (z, z, ),

JSer (x) si annulla in - (p+1r—p—1-r  punti
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S+ () si anmulla in (p+1pr—p—2+4¢ 4, punti,

S+ (x) si annulla in (p4 1 —-p—q+4r, +r, +..4 7, punti
Ma, p41p—p—q+»,+r,+...+ry=n—p—gq e si bha,
successivamente, intendendo di parlare di punti interni a (x,, ),
feretD (@) si annulla in 2~ p —g—1 punti,
S@tetd () si annulla in n—p —q—2 punti,
S@=b () si annulla in un punto.
Con ¢io il lemma & dimostrato e siamo in grado di stabilire im-
mediatamente il teorema fondamentale per la interpolazio-
ne ed estrapolazione razionale intiera :

1. La funzione f(x) sia suscettibile d’ cssere definita nell intiero
intervallo (a, by e siano x, @,y & (&, < @, < .. < & ) punti di
(a, D) arbitrariamente fissati. Per un qualunque punto di (a, b) deno-
teremo con A(w) il minimo intervallo (chiuso) contenente i punti x ,
Xy yeeey Bp, @ Se P (w) & Il polinomio interpolatore od estrapolatore, di
grado n, -, - . 1y v — L=n —1, che, nei punti x,, ®,, ..,
a2y, ha con f(x) contatti, rispettivamente, degli orvdini n,, g,y 0.,
almeno, si ha

nr -1 f(n) (E)

(7) fla)— Pa)=(@— )T @ — 2 @ — ) —

b

=, n, . n, r,

ove £ é un certo punto interno oll’ intervallo A(x).

Per ogui punto x di (a, b), diverso dai punti x,, #,,.., &, po-
niamo
S(@) — Plx)
(@ — wi)"i_*—l(a? — x2)712—|—1 e (2 — @, ) +1

b

o) ==

e poniamo

pw )= 111 o) =1, 2 ..., 7).

x»xi

Si viene cosl a definire in (a, b) una funzione countinua p(x) per
la quale si ha, identicamente,

@) — P@) = (@ — o)t @ —az)t! L (0—a, )" T p(a)
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Tissato ora, in («, b), arbitrariamente, il punto a distinto dai

punti ®,, &,,.., &, per u variabile in (u, b) si ponga
Fu) == flu) — P{u) -—(u—-—xl)"i'*‘l (u-—acz)"f&'i"l oo (—ay)tr 1 pl).

La funzione F(u), nei punti x,, ,,..., @, ,‘ 2, ha, con lo zero, con-
tatti, rispettivamente, degli ordini nl,n‘z,...,*t“ zero, almeno; esiste
pertanto (in forza del lemma) un plintohg interno allintervallo A(z),
per il quale & F® (§)=—=0, ma

F® (u) = f® (u) — a!p(x), A
onde segne, come appunto asserisce la (7), p(a) =f™ E)/n!.

La formola (7) contiene evidentemente, come pm‘t,i(:olnrissi-mo ¢nso,
In formola di Zaylor, con il resto nella forma di Lagrange, data
al no 47, Dal teorema dimostrato si deduce

I Sia n=mn,-}n, 4 ...} n, J-r. Se K, é un numero positivo
non superato, in tutto (a,b), dal modulo delle derivata w della flx),
interpolando od estrapolando la fla) con il polinomio di grado n — 1
avente con la flw), nei punti x,,, ,...,2, , contatti rispettivamente de-
gli ordini n,, n,,..., %, , almeno, si commette un errove il cui modulo
non supera mai il termine

fw—w,l”i‘Hrw—mzl"z‘*‘l...}x—w,.[”r+1

(n, 42y oo 0 49!

Osservazioni. 1*) Per assegnare il termine (8) non occorre pre-

(8) K,

cisamente conoscere, in ogni punto di (a,d), la derivata di fla) d’or-
dine u, ma basta soltanto esseré nella possibilita di determinare, con
le considerazioni le pitt varie, un numero positivo I, che non sia mai
superato dal modulo di quella derivata,

Zo) Nel caso particolare che i punti di (a,D), scelti per il cal-
colo di interpolazione o di estrapolazione, siano due e sia inoltre
n, == w, = 0, si ha Pinterpolazione o estrapolazione lineare, gia con-
siderata al n° 51, della quale, a pag. 189, abbiamo gia trovato, per
tutt’altra via, il termine (8) non superato dall’errore commesso.

114. Quadratura per interpolazione e per estrapolazione
razionale intiera. — Sia ora (a, ) (B > «) un intervallo qualsiasi con-
tenuto nell’intervallo (a,b) ove ¢ definita la funzione flx) e si voglia
calcolare Pintegrale definito di f(x) esteso all’intervallo («, B). Deuote-



¢ 2. CALCOLO NUMERICO DEGLI INTEGRALI DEFINITI 581

remo con K, {a, ) un numero positivo non inferiore all’ estremo su-
periore, in (a, ), del modulo della derivata am di flz). Il metodo di
quadratura della f{x) per interpolazione e per estrapolazione razionale
intiera, cousiste in cio:

Si scelgono v punti x,, @, .., 2, di (a,B) e, corrispondentemente, v
numeri intieri non negativi N,y Wyyeuey Ny, detto P(x) il polinomio di
grado n —1=mn, ++n, 4 ... n, + v — 1, avente con la fix), nei punti
X,y Lyyery @y, contatti degli ordini n,, n,,..., n, , almeno, si pone

B B
(1) /f(w) dz :/("—‘)P(w) dx.
o a

Cosi fucendo si commette un errove dato da
Jin0)— v aa,
a
non inferiore in modulo (teor. II del neo prec.) alla quantita

B

](n (ay B) B . n-H1 _ 141 » 1

(n,Fn, b, +1‘)ﬂw o | e —a, | e —a, |+ da,
a

(m=mn, +n, -} ... -Fn, ).

Detti, rispettivamente, ¢,,t,,..., &, i rapporti
X, —0 X, —a 2, — a
ﬁ_"a, B"'—a’,ﬁ—a’

con la sostituzione r —a -} (B — a)t, si trova

B
ﬁw —w | e — o, “2+1...,a7—rrr, |+ 1de =
a
1 .
:(B—a)"'l'lﬁt =t e et e — g | Tae,
0
Porremo:
1

1
Y LG RIS _ n, 1 34,
@) (’_(n‘—|—u2~+—...+nr~]~r)!f“ t,| [e—t, [ttt e—t, ™ T L arg
0
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la quantitd numerica O dipende, unicamente, dai rapporti ¢, t,,...,
, e dai numeri intieri non negativi n,, n,,.., n,, ordini dei con-
tatti del prescelto polinowmio interpolatore ed estrapolatore. Si ha :

1. I’ ervore commesso scrivendo la (1) non supera, in modulo, la
P ?

quantita
OK, (a, B) (B —aytt (=, 40, 4 . + 0, ).

Si voglia ora caleolare 1" integrale di f(x) esteso all’ intiero in-
tervailo (¢, b). Mediante i punti @, =a, a,.., ¢, @4 == b, nel mo-
do piu arbitrario, dividiamo I’ intervallo (a, ) negli s intervalli par-
ziali (a; , a;1) (i=1, 2,..., 8); si ha allora

If 1,8 %it1
/f(w) dw:E./f(w) az.

In ciascuno intervallo (a;, wiy) intercaliamo » punti, i quali
dividano 1 intervallo stesso negli » rapporti ¢, tayerny ts, fissi, inva-
riabili, cioe, da intervallo a intervallo, ¢ diciamo P; (x) il polinomio,
interpolatore ed estrapolatore nell’ intervallo (a; , ozqy), di grado
n—1l=n,4n,+ .. n -+ r—1, che in quei punti ha con f(x)
contatti degli ordini n,, n,.., n,, almeno. Ponendo

b 1,5 ‘it
3) f flo)de = f @=) P, () dx
2, ),
a ai

si commette un errore in modulo non superiore al termine

1, s
CK, (a, b) 2 (@ — a; 1,

Naturalmente, per.ogni fissato numero s di parti in cui si di-
vide I’ intervallo (a, b), conviene scegliere i punti a, = a, ¢, ,..., @y,
%41 == b, in modo che la somma X{a;p; — o; "+ abbia il minimo
valore, ¢id che si consegue, come subito si riconosce, quando i pun-
tia,==a, 05,0, &, Guq==Db, dividono I’ intervallo (a, b) in parti
eguali., E si ha allora :

IL. 8e, mediante © punti a,==@a, 0y,.., tg, gy =D>, 8i divide
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Uintervallo (a, b) in s parti eguali, serivendo U eguaglianza (3)
commetle un ervore in modulo non superiore al termine :

(4) OK (a b) (_b__;_a)n+1

Si vede dunque che: Tenendo fissa la somma n e facendo diver-
geve il mumero s di parti eguali in cui si divide Iintervallo (a, b),
Uerrore commesso ¢ infinitesimo almeno A’ ordine n rispetto a 1/s.

La costante positiva O che entra nella (4), definita dalla (2), di-
pende dai rapporti ¢, t,.., ¢, secondo i quali & stato diviso ciascu-
no intervallo («; , ;1) e dai numeri n,, n,..., n, . Naturalmente, in
pratica, vi & vantaggio a realizzare per la € i pitt piecoli valori pos-
sibili, mediante un’opportuna scelta dei rapporti ¢,, t,,..., ¢. e dei nu-
meri intieri non negativi #,, n,,...,, n, . Dipendentemente da tale scel-
ta si hauno appunto i varii metodi di quadratura per interpolazione
e per estrapolazione razionale intiera. Osserviamo, ancora in gene-
rale, che, fissata la somma n—=mn, 4+ n, 4 ... 4+ n, 4 7, la costante
O, comunque poi gingolarmente si scelgano i rapporti Ty tyyeeey B @
i nameri n,, ny,.., %,, non pud mai superare il termine 1/n!.

I passiamo ora a dare i varii metodi di quadratura per inter-
polazione e estrapolazione razionale intiera.

Quadratura per estrapolarione tayloriana. Si ottiene
facendo r==1, sostituendo ciod , nell’intervallo (a, B), alla funzione
S () il polinomio *)P(x) che ha nel punto @, di (a, B), un contatto
con la f(x) di ordine non inferiore a n,. Per semplificare la scrit-
tura porremo n, =—m, ¢, =1 Si ha:

m-2 + (1 — -E)m-|—2

(m+1>! UT‘W dt+f“'”m+l ‘”] mrar

Fissato il numero m, il minimo di € si ha per t=1/2, ed al-
lora risulta O=—=1/[2™+! (m +-2)!]. Porremo sempre y=(a )/ 2;
per T==1/2 il polinomio estrapolatore ™ P(x) & definito dall’ eguna-
glianza:

@ @)= i) o — 00+ Eo P ) 4 E= D
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e s8i ha:
p
‘(m) — y (f‘ 7 (3 .
Pla) dw = B—a) /1) + <557~ 3, f i e fv 7+

~

onde il risultato: Se m & un numero intiero, positivo o nullo, il me-
todo di quadratura per estrapolazione tayloriana consiste nel porre:

0,[m/2] , 2h+]
(%) [f(x) dw = Eh 22& EIESTTEARALE

a

ove [m/2] & il massimo numero intiero contenuto in m/2 e y & il pun-
to di mezzo dell’intervallo (w,B). L’errove che viene cost commesso non
supera, in modulo, la quantita
(B — a')m-l-z
o 37T K1 (9,8).

Indicando con . un numero intiero non negativo, osserviamo che
il secondo membro della (5) ha lo stesso valore per m =2 e per
m=—2p -} 1, e si ha pertanto che: Per m=—2p esistono i seguenti
due termini non superati dall’errorve commesso nelle quadrature per
estrapolazione tayloriana :

(B — a)2p.+2 (B — a)2p.+3
22p.+1(2p_+2)| 'K2p.+1 (a7 B) ’ 22p+2 (2“__}_3)! K2p.+2 (a7 B) .

Per la continua applicazione che se ne fa in pratica, dobbiamo
rilevare il caso particolare m—p ==0. In tal caso si pone

(6) ff(w) de=(§ — @) (), 1 :E,_2 ,

e Verrore commesso non supera ciascuna delle quantitd seguenti
1 . 1 s
(7) TK‘ (¢, B) (B — )%, (8) ‘éz‘Kg (@, B)(B—a)°.

Poiche il prodotto (B — a)f(y) rappresenta 1 area del rettangolo
avente per base Vintervallo (a, B) e per altezza Vordinata della cur-
va y =— f(#) nel punto di mezzo 7 di quell’intervallo, lu (6) dicesi la
formola di quadratura col metodo del wrettangolo. Nella
maggior parte dei casi pratici (per esempio quando la curva y=—f(x)
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rappresenta graficamente un fenomeno in istudio) si sard solamente
in grado di calcalare approssimativamente, per ogni punto x di («,p),
il valore che vi ha la sola funzione f(x). In questi casi, ben chia-
ramente, il termine (7) & di calcolo pitt sicuro del termine (8) e si
dovrd percio preferire quello a questo. Sémpre per gli scopi pratici,
¢ assai untile osservare che si puo pervenire al termine (7) che limi-
ta superiormente 1’ errore commesso scrivendo Ia (6), anche quando,
senza neppure avere nozione della derivabilita di fla), il numero K, li-
mita superiormente, per x in (o,B) e &7, il rapporto '

) If?‘f&)—ﬂﬂl .
— 1l
Si ha allora, per @ in (q, B), [fle) — fin) | < K, |® — 7|, e poiche
B B »
[Aarde— 6 — ws0=[ir0 — p)aa,
a a

risulta appunto

P B
2

*ff(w) da -——(B"'a)jm‘ngﬁw—"Tld@:Ki B 4(1) .
@ a

Con la formola di quadratura. col metodo del rettangolo, la (3)
8i scrive

i

B 1,8
.. o a;.
(10) /f(w) =W (e — ®)/1), = +2 |

e se, come appunto vogliamo supporre, i punti «,, a,,..., %1 divido-
no Pintervallo (a,b) in s parti eguali,

b

1,8
(11) ff(x) w="""3 rp),

s
a

con un errore, limitato in modulo dai numeri

. K, (a,b) (b —a) K, (a,b) (b— a)’
(12) 4 s (13) 24 s

Se, dunque, nulla si sa sulla derivata del second’ ordine della
Siz), mentre & noto che la derivata prima & limitata oppure che &
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limitato il rapporto (9), si pud solo asserire che, errore commesso
scrivendo Ia (10), &, al divergere di s, infinitesimo. almeno del pri-
mo ordine rispetto a 1/s.

Se, anche senza conoscere la derivata seconda di f(z), si sa che
essa esiste in (a,d) e vi & limitata—da un numero anche ignoto—si
puod, per la (13), asserire di pidt che detto errore ¢ infinitesimo al-
meno del second’ordine rispetto a 1/s. Col reiterato calcolo, per va-
lTori erescenti di s, del secondo membro della (11) |consigliabile 1'im-
piego delle macchine calcolatrici a tamburo girevole] si arriverd in o-
gni caso, anche nella sola ipotesi della integrabilitd di s{w), al cal-
colo dell’integrale; ma vediamo, per la (13), che assai pin presto si
raggiungerd la stabilitd della cifra decimale di un assegnato ordine,
se flw) & dotata in (a,d) di derivata seconda limitata.

Sia ora fle) >0 nell’ intervallo di integrazione. Il termine
a1 — @ ) f(7: ) della somma scritta nel secondo membro della (10)
rappresenta anche 1 area del trapezio racchiuso dall’ asse a, dalle
verticali nei punti a; e «y; e dalla tangente alla curva y—flx) nel
punto di asecissa 7; , media fra «; e a1, Ne segue che: Se le curva
y == flx) volge costantemente la convessit in un determinato verso ri-
spetto all’asse y, secondoché tale convessitd & volie nel verso dellasse y
o nel verso opposto, le formole (10) e (11), di quadratura col metodo
del retlangolo, sono approssimate per eccesso o per difetio.

Se P(x) & il polinomio estmpolntore di secondo gmdé:

Plx)=f13)

(M,
Pequazione y — P(x) rappresenta la parabola osculante la curva y == jflx)
nel punto [y,f(y)], le formole

—a)?

(14) /f«w) do =6 —af) + L i),

a

)+ 24 §° Ef”

si potranno chiamare le formole di quadiratura col metodo
della parabola osculante. L’ errore commesso scrivendo la (15)
non supera, in modalo, ciascuno dei seguenti termini:

b
(15) ff(m) dw—~
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(b—a)® 1

(b—a)t
1920 T4 (68—

(16) 192

K, (a, b) (17)

—

Per la formola (15) e per i termini (16) e (17) che ne limitano
it modulo dell’errore valgono considerazioni perfettamente analoghe
a quelle gia fatte per la (11). Alla (15) si potra fare ricorso quando,
in ciasenn punto di (a,d), si conoscono il valore della funzione ¢
della sua derivata seconda. Se la funzione ¢ dotata di derivata quarta,
limitata in (a, ), Perrore che si commette &, al divergere di s, infi-
nitesimo del quarto ordine almeno rispetto a 1/s.

Metodo di Cotes. Nel metodo generale di quadratura per in-
terpolazione ¢ per estrapolazione razionale intiera facciamo n,— n,
=..=— n, = 0, inferpoliamo ed estrapoliamo cio& con un polinomio
P(x) di grado r— 1, al quale non si richiede altra condizione che di
assumere nei punti z,, x,,.., #,, opporbunamente scelti in («, B), i
valori f,, f,.., /v che vi assume la flw). Per la (6) del n° pree. si
porra allora

g
] dv__thf X —,) s (& — Tp—1)(® — Tpp1) oo (& — 1, ) d,

(@n — @)@ — Bp—1)®n — Xag1) oo (B -~ @)

a

ciod, con la sostituzione w=—=a | (B — a)¢ e introducendo i rapporti
tyy toyeey tr Scecondo i quali i punti @, x,,., @ dividovo I interval-
lo (a, B),

(8 [/@)d0 =B — 0N, Ny ok N )

ove
1
Nh:/( C—t) e 1)(t—lh+1)"(t—tr)

d¢.
th —1,) . -(fh — th_1)(tp — tpg1) oo (B — &5 )

0

I numeri N,, N,,.., N, dipendono unicamente dai rapporti se-
condo i quali i punti #,, 2,,..., #, dividono 1”intervallo (a, p); essi sono
coefficienti fissi che possono essere preventivamente calcolati. 17 er-
rore commesso con la (18) & di modulo nou superiore alla quantita ;

(19) UK, (4, B)(B — ay+1
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essendo

1
(20) G’:r—!ﬁt——ti[lt-—-tzl...lt-——fyIdt.

Il termine (19) & nullo quando f(x) & un polinomio di grado non
superiore a » — 1; pertanto, la (18) od anche la seguente

a8 [r@ae=ns 45,4 kN
0

& un’effettiva eguaglianza tutte le volte che f(x) & un polinomio di
grado non superiore a + — 1. Si pud approfittare di ¢id per i1 cal-
colo dei coefficienti N,. N,,..., N,. Si ponga, nella (18'), sucecessiva-
mente ° ', ..., ™! al posto di f(x), si otterranno le seguenti
r equazioni :

NA+N+ N+ N =1
Nt -+ N, + N, ... -} N, £, —=1/2,
N, &4 N B4+ N, 24 ..+ N 2=1/3,

L0t +N t’—l—}-N t'—’—{- —]-N IT“ 1/r,
che valgono a determinare i coefficienti XN.

Il metodo di quadratura di Cétes si ottiene quando si pone
t,=0, t, =1 ed i numeri ¢,, t,,.., t,_; dividono Vintervallo (0, 1)
in »—1 parti eguali. Quando ciot x,==«, @, —=f e i punti =,, ...,
%r—; dividono I’ intervallo (¢, §) in » — 1" parti eguali. Il polinomio
P(x) sard allora esclusivamente interpolatore, Per i coefficienti N,
N,yy N, si oftengono i valori :

N,—1/2, N,=—1/2;

N,—1/6, N,=—=4/6, N,— 1/6;

N, =—1/8, N,—3/8, N,—3/8, N,—=1/8;

N,=—=17/90, N,—=32/90, N,=12/90, N, =—32/90, N, =17/90;
rispettivamente per r=—2, r=3, r=—4, »r=25.

Per il metodo di Cotes & importante osservare che, quando r
& dispari, insiecme al termine (19), se ne pud dare un altro, in cui
- entra la quantitd K,y («, B), il quale limita esso pure superiormente
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P errore commesso con la (18). Sia dunque » == 2¢*4 1, ove p & un

numero intiero e positivo, e mediante i punti ¥, —a, x

sy sey &

[
Tpt1s Tpggye ¥gp, ®p0 = By si divida Dintervallo (, §) in 2p
parti eguali. Sia @(x) il polinomio di grado » che nei punti x,, x,,...,
x, assume i valori f,, fy..., fr che vi assume f(x) e che, inoltre,
nel punto medio Tt dell’ intervallo (a, §) ha con f(z) un contatto -
del prim’ ordine, almeno. Detto P(@) il polinomio di grado r—1 dian-
zi considerato, si hu

Q) = Pla) - A (5 — )& — ) o (5 — )

ove la costante A & determinata dall’ equazione

@ppt) + A &gy @) e oy = @) (@ g — Tppn) o @y — 2) = F @)

Int.eu)olando, in (a, f), la fuuzmue S) con questo polinomio

@ (x), poniamo
B 8
(21) /f(w)da;: / Qx)do ;
a «

si commette un errore il ¢ui modulo & (teor. I) superiormente limi-

tato dal numero,
(22) 0UKr+l (aa B) (B — a)r+2;

ove

U4 1 2 —
(23) ¢ :m_[lt’til“'i‘—% |(t—=toq1)® [E—tpqn |- t—tap 1 | A=

p—1 1\2
@121 \‘*é‘p ‘"'—zp—“‘? ‘=

p-+1

...lc—zf’—”—]l (1—t)dt.
2p

2p
Ma osserviamo che
B
f @ —2,) @ — ) e (& — 2, )=

:/(w-—w Y(@—2a,) ... (2 — wr)dx—]—/ Z—u,) (B—,) ... (x—x, ) do,
&y Tpt+1
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" laddove, Fultimo integrale, con la sostituzione .v:2x{,+1——6, si tra-
sforma nel contrario del penultimo, onde segue

B
f Q) do =

Pertanto: Se 1 é dispari (= 2p1), serivendo, col metodo di Cétes,
la (18), si commette un errvorve il cui modulo é limitato superiormente
da ciascuno dei sequenti termini:

(19) OK, (a,B) B —aytl, (22) 0" K,1(e,B) (B — a2,

ove

o0 =gyl - o

o 0=l 4

Metodo di quadratura del trapezio. Si ottienc dal me-
todo di Cdtes per r —2. Si pone allora

B
24) [roras=E2 170 + s,

a

st [ P S VPO
----- Ht % (L—t)d¢.

con un errore il cui modulo & limitato superiormente dal numero:

1 .
(25) “1‘*2“1:(2 (a, 5) (B —-—(l)s.

La (3) si scrive:

1,8 o —. )
(26) /f(x) =3 TN 0) 4 fla, )1,

e se i punti a,,a,,.., a4 dividono Vintervallo (a,d) in s parti eguali:

b
en [rede="2t 10 +10) 21 Aw) e+ Rw ) ],
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con un errore il cui modulo & superiormente limitato dal termine:
(28) %(b——a)‘*.

Sia ora f{z) > 0 nelPintervallo di integrazione. Il secondo mem-
bro della (24) rappresenta allora V area del trapezio racchiuso dal-
Pagse x,- dalle verticali di ascisse a e 3 e dalla corda condotta per i
punti [a, fix)] e [B,f(B)]; donde il nome dato al metodo. Esso suole
" anche chinmarsi: metodo di Bezout. Evidentemente: 8¢ la curva y—f()
'u.ol_qe costantemente la convessita in un determinalo verso vispetto al-
I asse y, secondoché tale convessita é volta nel verso dell’ asse y o nel
verso opposto, le formole (26) e (27) di quadratura col metodo del tra-

pezio, sono approssimate per difetto o per eccesso.

Sull’errorve @’ approssimazione delle formole di qua-
dratura cot metodi del rettangolo e del trapezio. Vogliamo
ora dare un altro termine superiore al modulo dell’ errore d’appros-
simazione delle due formole di quadratnra coi metodi del rettangolo
e del trapezio, al quale si deve fare ricorso in tutti quei casi, che
sono assai frequenti nelle applicazioni, in cui si & riusciti ad otte-
nere un’attendibile riproduzione grafica della curva y —=fl), dalla
quale si possa anche desumerne lu regolarita, senza (uttavia essere
in grado di istituire un calcolo sicuro per la derivata prima e se-
sonda della f(x). Supporremo sempre fo) >>0 e, dapprima, che la
curva y = flz), nell’intiero intervallo (a,b) al quale si estende 1’in-
tegrazione, volga costantemente la convessitd in un determinato ver-
80, per esempio, per fissare le idee, nel verso dell’asse y.

Dividiamo 1’ intervallo (a,d) in parti non necessariamente egua-
li, mediante i punti «, —=a,a,,..,0 , ay; = b, e diciamo y; il punto
di mezzo dellintervallo parziale (a; , aiy,). Si ha

1,8

) los ! Ls .

2 (@igs — ;) M:zl_i&"‘_‘)</ﬂx)dx<2 (g —a; ) f (),

i i
a

e pertanto, quadrando col metodo del rettangolo o con quello del

trapezio, si commette un errore che, qualunque sia il costante verso

della convessitd della curva, & in modulo non superiore alla quantitd

1,8 . |
3w —a | ) L L)

1]
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La differenza f (i ) — [f (@ ) 4 f(@41)]/2 esprime, in valore as-
soluto, Ia lunghezza del segmento intercettato dall’arco di curva li-
mitato dai punti M; e M;y,, di ascisse ; e a1, e dalla corda M; My,
sulla verticale condotta per il punto di mezzo della corda. Chiame-
remo tale segmento la mediana verticale dell’arco M; Miy,. Sia 8
la massima fra le mediane verticali degli archi M, M,, M, M, ,..., My My ,;
si avrd allora, come termine superiore al modulo dell’errore d’appros-
simazione delle formole di quadratura coi metodi del rettangolo e
del trapezio:

(b — a)d.

Supponiamo ora che la riproduzione grafica della curva y=—Ffx)
consenta un’ approssimativa decomposizione di essa negli avcehi @, Q,,
Q, Dy, @, Qv—}—l’ lungo ciascuno dei quali abbia costante il verso
della convessita. Siano ¢, =4, ¢,,0,¢yy €41 ==b le ascisse dei punti
Qs Qoyerey Q"—i—l' Per il calcolo dellintegrale di fix) esteso all’intervallo
{a, b), applichiamo il metodo del rettangolo o del trapezio, prendendo
fra i punti di suddivisione dell’intervallo tutti i punti q,,g,,.., QV+1-
Sia 3 la lunghezza della massima mediana verticale degli archi se-
condo cui riesce cosl suddivisa la curva, ed indichiamo con 8(g; , q;)
(=1, 2,...,r) la somma delle avee dei rettangoli o dei trapezii com-
presi fra ](, veltwah x=¢q; ¢ £ = q; . L’errore d’approssimazione della
formola sara dato da

1’ v ql—l—l

c:ff d'l/“"‘S(”b:E (/ :o)dw-——S(qi, q[+|)>7

l

e si ha
1,v q'"‘"l

]c|<2 [f(.’v)dw—- S(q

Questa formola esprime il risultato al quale volevamo arrivare.

v

i? qi+l) galé‘l(qb_l_l - ql):3(b __“’)'

Metodo Cavalieri-Simpson. Si ottiene, per » =3, dal me-
todo di Cétes. Si pone allora

P2 [rat 4f(°;f§ N 4rm ),

B
(29) j flayds =
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con un errore il cui modulo & limitato superiormente da ciascuno
dei termini (19) e (22) per r—3, ciog, come subito si vede con fa-
cile calcolo, dai termini

K,(a B K, (a0 B)

) 4 ) 5
(30) oy Bt 8D SR —ar

Questo secondo termine fu dato dal Peano. Nell’ipotesi che i
punti «,—=—a, @,,.., a5, @3 =>0, dividano i’intervallo (a, b) in s
parti eguali, la (3) si scrive ora

b
b—a ,
82 [t =" 20 | o) 700 +2150w) S )+ oot Sl )]

a

F AL S0 e L)1
Yo = (0 + aiga)/2 (i=1, 2,..., 8),
con un errore il cui modulo non supera ciascuno dei seguenti due
termini :
K, (a, b) , 1 K,(a, b)
192 T B8 280

(33) 5
I bene tenere presenti entrambi questi termini: Pud ben darsi

1
(b —_— (’-)5 ?.

che risulti:
K, (a, B)
2880

K, (% B)
192

ed inoltre per il calcolo del termine (30) non occorre che la cono-

scenza della derivata terza di f(x). Se la tunzione f(z) & dotata di

derivata terza, limitata in («, b), la (32) & affetta da un errore che,

al divergere di s, & infinitesimo del terz’ ordine, almeno, rispetto a

1/s, se f(x) & inoltre dotata di derivata quarta, limitata in (a, b), il
detto errore & infinitesimo del quart’ ordine, almeno.

L’ impiego della formola (32) di Cavalieri Simpson & assai

diffuso in pratica. Cido perché essa si presta ad un rapido caleolo

(mediante macchina ealcolatrice) e con la reiterata sua applieazione

B—a,

<

per valori di s crescenti si raggiunge ben presto — come assicura la
presenza dei fattori 1/s* e 1/s* nelle espressioni dei termini (33) e
(34) — la stabilita delle cifre decimali degli ordini che occorre in
pratica di dover considerare, E d’ altronde & subito dimosfrato che,
anche nella sola ipotesi dells integrabilita della f(x), il secondo mem-

M. PiOONE — Lezioni di Analisi infinitesimals — 38,
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bro della (32) al divergere di s, converge sempre verso I’integrale
della f(») esteso all’ intervallo (a, b) (*).

Sui polinomii di Legendre. Vogliamo anche dare le uti-
lissime formole di quadratura approssimata dovute a Gauss., Cio ci
da Y oceasione di dover parlare dei polinomii di Legendre che ap-
punto entrano in quelle formole e che, d’altra parte, sono utilizzati
in” importanti ricerche di Fisica. Secondo Rodrigues diremo poli-
nomii di Legendre quelli definiti dalle eguaglianze:

1 ar :
)= —_— (=
X,@=1, X ) = Gy g @1
Evidentemente: il polinomio X, (x) & di grado r e, secondochsd
r & pari o dispari il polinomio & funzione della x pari o dispari (**),
Porremo :

Y, (x) = X, ()(29) 11 .

Si ha:
(85) Topi= | L @2 — 1yt =2 1) o et — 1y ) =
T Gy | dw - dw’ -
ar—
=2(0r+1)aY, 4 2r(r41) Py (@ — 1)
ma
ar . . ar—t 2 , 22 r—1
- r—1 dr—1
= dwr i 21 +1 + 2’) —-1 -1 (2"'—-!'—1) W:l- (m“’—-l)’ + 2'}'Yr—]

e quindi anche

(36) Y,pi=20-+1)(2r-+1) (;iw_'“l— (@ — 1y +4r(r+1)Y,_.

Dalle (35) e (36), eliminando la derivata (r—1y™2 di (2* —1) ,
segue
-Yr—t—l :2(2')'—]— 1)%‘Yr — 4r? Y. ’

(*) Cid, affatto in generale, avviene per il secondo membro delle (3), quando
tende a zero la massima ampiezza degli intervalli (2; “;-{—1) di decomposizio-
ne dell’intervallo (a, b).

(**) Com’& noto, la funzione y(x) dicesi pari o dispari secondochd ¢(x)=o(—=2)
oppure ¢(z) = — ¢(— ). Evidentemente se ¢(x) & dispari sard ¢(0) =0.
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e dividendo ambo i membri d\i quest’ eguaglianza per (2r - 2)1! si
trova la seguente relazione di ricorrenza fra i polinomii X, :
@2r+laX, —rX,,
r41
Tale relazione serve, anzitutto, al calcolo ricorrente dei polino-
mii di Legendre. Poichd
(38) X, (w)y=1, X (@)=,

si ricava, successivamente, dalla (37)

(37) Xop =

1 1
L=5B—1), X=

3T o (52° — 3a),

1 1
X, = 5 (35a* — 302 -}-3), X, = 5 (632° — T02° 4+ 152) ,... .

Dalle (38) e dalla (37) si deduce poi immediatamente che:

L(@r— 1)1

X, (1)=1, X, (—1)=(—1)", Xprp1(0)=0, X, (0)=(—1)" = @i

Lo sviluppo di (1 —Zaw»}-a?)—l/z in serie doppia di potenze,
secondo le potenze di @ e di «, da Tuogo alla seguente relazione:
1
(39) e e————— ) Po(w)—!—Pi(w)a-—{-Pgm) a2+...+Pr (@') a” +... y
/1 — 2ax 4 of
ove P [x)=1 e P, (x) & un polinomio in x di grado ». Si verifica
immediatamente, derivando la (39) rispetto ad a, dalla identitd
(@—a)(1-}Pat...+Pra" +..)=(1—2ax+ ) (P, ... +1 P, a1,
che ne segue, che anche per i polinomii P, () sussiste la relazione di
ricorrenza (37), e poiché P (x)=1, P,(r)="r, se ne deduce P, (r)=
X, (x). Si ha dunque la relazione
1
V1 — 202+ a®

di applicazione frequentissima.

=14 X, @a+4 X, @)a* 4.+ X, (@) + ...,

A noi qui interessa stabilire le seguenti proposizioni: a) L’e-
quazione X, (x) — 0 ha reali e destinte tutte le sue » radici ¢ tutte
interne all’ intervallo (—1, 1).

Ed invero, I’equazione Z, (#)=@® —1"=0 ha le due radici

—1 e 1, ciascuna 7?3, Ne segue che 1’equazione Z, (#)=0 ha le ra-
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dici —1 e 1, ciascuna (r—1)P e Paltra radice §, interna all’ in
tervallo (—1, 1). 1’ equazione Z, (#) =0, di conseguenza, ha le ra-
dici —1 e 1, ciascuna (r—2)®2 ¢ le altre due radici E“ e En, la
prima interna all’ intervallo (—1, E“) e la seconda interna all’ inter-
vallo (E,,, 1). E cosi via, ripetendo questa congiderazione, si giun-
ge a stabilire Ia realtd delle » radici dell’ equazione, di grado r,
Z{ () = 0, interne all’ intervallo (—1, 1) ¢ distinte. Ma 2 (#) =
- Y, (). Denoteremo con t., ta,.., & le r radici dell’ equazione
X, (#) = 0. Si potrd scrivere:

—2—(r277)72— (® — t) (@ — to) oo (@ — Epy).
b) Qualunque sia il polinomio P(x) si ha:

) ,
/("’P(w)X, (®)der =10 se n<r.

-1

Xy (@)=

Ed invero, con successive integrazioni per parti, si trova:

1 1
dr ar a1
(40) . fP(w) dw” (0?2 — 1) de = — d_w W (@* — 1y de =
—1 —1
1
2P r—32 r
d d 2 — 1y de=..=(—1) dp 2* — 1) de
dm2 w’—2 dar )

-1
e V' ultimo integrale & nullo quando P(x) & un polinomio di grado
minore di +. Ne segue:

c) Se v 5= +",
f Xy (0) Xy (@) dwv =
d) Per ogni indice r si ha

1
. 2
f[Xr ()] dw:2r+1 .
—1

Dalla (40), ponendovi Px)=— X, (), si trae invero
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1 1
fX, () di: (x*—1) dw:(2r—1)!!f(1 x®y dm__2

—1 —1

@)
21"

Metodo di Gauss. Si ha dal metodo generale di quadratura
per interpolazione e per estrapolazione razionale intiera quando si
ponga n, =n,—=..=1n,—=0 ¢

(41) = —Bj“ﬂ‘“

Xp, ==Ly == 3 b (h=1,2,.,7),

ove le t,, (h=1, 2,...,#) sono le » radici dell’equazione X, (x)=—=0. Con
la sostituzione & —(f-}+a)/2 } ¢ (f—a)/2 si trova

];(w)(lw:B;af}l"(ﬁ ja—l—ﬁ -;at)dt.
-1

a

Porremo f{(f 4 a)/ 24 t(B — a) /2] =g(t), si ha
g(n)(t):(B > ) m)(ﬁ+“+ﬁ’"“ ) ‘

e qnindi, detto H, un numero che limita superiormente, in (— 1,1), il
modulo della derivata a™* di g(¢), si pnd porre H,, —= K, (a,8) (B —a)* / 2.
Diciamo Q(¢) il polinomio di grado 2r — 1, in ¢, che, nei punti #.,
ty2500e by dell” intervallo (—1,1), ha, con g(t), contatti del primo or-
dine, almeno. Si ha (teor. I)

1 1
42) fg(t) d¢ :[Q(t) dt 4o,
-1 -1
1
w3 o= 32; [ (6 — ) (E = a)? o t)? .
—1 -

Ma
27 (r1)?
(2r)1
e quindi Vintegrale nel secondo membro della (43) vale [teor. d)]
92r-1 (”)4
@) [EnIF’

(6 — t) (£~ ty2) eer (8 —tp) = Xy (1) o m
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pertanto si ha
92r1 (r!)‘
@r1[En P

Diciamo ora P(?) il polinomio di grado » — 1 che, nei punti ¢,

|°I§H2r

trgyeee trr, assume gli stessi valori g,, g, ,...,4- , che vi assume g(¢). Riesce
Q)= P() -+ X, (t) A(t), ove A(t) & un polinomio, al pili, di grado +—1,
e quindi [teor. b)]
1
[Q Hde= P\t)dt~—giNN+(]2 Neo 4 oo 49 Nory
-1
ove (cfr, pag. 588) i numeri N, (h=1,2,...,7) sono determinati dalle
» equazioni
Na ~+ N,o -+ N5 + e+ Ny» =2
er . +-Nr2 teo +N73 [ +---+Nrrtrr =0
(44) N,y tfl + Nty + Nty + Vol =2/3, (%

B {=0 se » & pari
Nt/ 4+ Nt 4 Ng 8770 4 o - Ny 8771 —2/rser édlsp’lll

Ne segue che: Posto, secondo il metodo di Gauss,

(45) ﬁw)dm:ﬁ_z—a (Nof, + Noaf, + oot Ny ),

a
0V [y, [oyeeny Jr 8000 & valori di f(x) net punti @1, ®yzye,y &, dati dalle
(41), si commette un errove il cui modulo non supera la quantita:
B—a — 22 . (ol
= + K., P I e
TSI TRTI P @ Te

Per »—=1, il metodo di Gauss coincide col metodo del rettan-
golo, Per »—2 la (45) da

(*) Le equazioni.
se r-}- & & dispari,
=2/(r+k+1) se r+ &k & pari,

(per k=0, 1,...,r — 1) sono, ciascuna, conseguenza delle (44).

r+k + t1'+k + + N r+k

7'1 rl
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e !

con un errore il ecni modulo non supera

(8 — ay
13m0 M@ B

Per r=3, la (45) da

B _
<47>ff<w> dw:B—l_S—a[df'(r—-(B 2V)5V )+8f\1>+5f(1+ V5V3)}

con un errore il cui modulo non supera

B—a

5016000 o (@)

Ece.

115. Formole di cubatura approssimata.— Nello spazio (2,9,2)
¢i abbLia un solido limitato e misurabile 4, e siano ¢ e b (e <Db) i
valori della # per i due punti estremi di 4. Supponiamo che sia nota
Pestensione (sul piano) della sezione piana del solido, fatta con un
qualsiasi piano perpendicolare all’asse », di ascissa compresa fra a
e b. Denoteremo con flz) tale estensione. Se a e § (a <B) sono due
quali si vogliano numeri dell’intervallo (a, b), denoteremo con A (a, B)
la parte di A contenuta fra i due piani r=c e x—4§. 8i ba (92,1)
che fix) & integrabile su (a,d) e che:

vol 4 (e, B) :ff(x) de.

Pertanto: Tutte le formole di quadratura approssimata, date in
questo paragrafo, possono anche riguardarsi di cubatura approssimata,
per ogni solido misurabile al quale si possa associare un asse x tale
che Vestensione (sul piano) della sezione, fatta con un piano perpendi-
colare a questo asse, risulti una nota funzione flz) dell’ ascissa x del
punto di incontro del piano con l’asse.

In tatti i solidi che considera la Geometlria elementare avviene
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che Destensione f(x) della sezione & nota e che, anzi, essa & una fun-
zione della @ razionale intiera di grado non superiore al secondo.
Pertanto: Per tutti i solidi della Geometria elémeuture, la formola di
Cavalieri-Simpson ¢ la formola (46) di Gauss danno, senza er-
rove, il volume del solido A (a,B). Per quei solidi la cui sezione ha
un’ estensione funzione lineare della x, le formole del rettungolo e del
trapezio danno senza ervorve il volume di A (a,B).

Esercizio. La sezione del solido A, fatta col piano di ascissa
x, perpendicolare all’asse #, sia -sempre un poligono non intrecciato
e si abbia che: al variare di «, cinsecun vertice del poligono descriva
una retta. Dimostrare che: La formola di Cavalieri-Simpson ¢
la formola (46) di Gawuss danno esattamente il volume del solido
A (a,8). Se, in particolare, quelle rette sono parallele ad un mede-
simo piano, dimostrare che: gia le formole del rettangolo e del tra-
pezio danno esattamente il volume A (a,f).

116. Quadratura grafica e meccanica. Integrafi. — Nelio
scienze applicate sono altresl in uso metodi grafici e meccanici per
il calcolo degli iutegmli definiti. Si esegue una quadratura grafica
quando, realizzata una précisa riprodazione grafica della enrva Cf di
equazione y — f(x), posto che la flw) sia la funzione da integrare, si
calcolano con procedimento grafico le somme del tipo 3 f; Ax; espri-
menti, per esempio secondo le formole del rettangolo o del trapezio
o di Cavalieri-Simpson e cosl via, le varie approssimazioni del-
Pintegrale da calcolare. Si esegue invece una quadratura meccanica
se quelle somme si calcolano impiegando speciali strumenti mecca-
nici. Noi non ¢i fermeremo. ad esporre tali metodi di quadratura, essi
. lo sono in taluni appositi manuali per Pingegnere, ¢ d’altra parte i
principii teorici su cui si fondano sono affatto elementari. Non pos-
siamo perd esimerci dal prevenire coloro che dovranno fare caleoli
numerici di una certa precisione che a questi metodi di quadvatura
grafica o meccanica, sono — assai pitt — da preferire i metodi nume-
rici descritti e studiati negli articoli precedenti, speciulmente quando
si faccia uso di macchine calcolatrici. I primi richiedono perfeziona-
ti e ingombranti strumenti da disegno, esperti e precisi disegnatori
e una manualitd grafica e misuratrice tutta speciale che non si pud
acquistare se non dopo lunga pratica, ed inoltre daranno sempre ri-
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sultati affetti da errori di impossibile preventiva valutazione; i se-
condi invece, senza richiedere aleun mezzo speciale, anche senza aso
di macchine calcolatrici ove il tempo non faccia difetto, consentono
a chicchessia di dare il risultato con_un prestabilito arbitrario nu-
mero di cifre decimali esatte,

Vogliamo invece dare un cenno meno fugace degli integrafi, i
quali, pur soggiacendo alle critiche fatte sopra per i metodi di qua-
dratura grafica e meeccanica, sono in pratica assai utili percheé, con
grandissima rapiditd, possono fornire preliminari a vantaggiose in-
dicazioni di massima sul risultato della quadratura da eseguire (*).

Se IMx) & una fanzione di punto primitiva della fla), la curva
Cr di equazione y— F(x) chiamasi una curve integrale della curva
C; di equazione y==f(x). Supponiamo che si sia realizzata una pre-
cisa riproduzione grafiea della curva €, sopra un piano orizzontale
x sul quale siano tracciati due assi coordinati cartesiani ortogonali
x ¢ y. L integrafo (di dbdank Abakanowicz) porta due punte
P; ¢ Pp, quest’ ultima scrivente, ed & congegnato in maniera, che,
imprimendo allo stramento, appoggiato su w, un certo moto trasla-
torio di velocitd in ogni istante parallela a =, quando la punta Py
venga obbligata a percorrere la curva Cy, di conseguenza la punta
Py, mantenendosi costantemente sulla parallela condotta per Py al-
Pagse delle y, descrive su © una curva integrale Cp della Cf , alla
quale curva integrale si pud inoltre assegnare ad arbitrio un punto
M per cui deve passare.

La tangente ¢ in Pp alla curva Cp deve risultare inclinata sul-
I’ asse & di un angolo la cui tangente & data dalla wisura y del-
Pordinata di Pr. Sia @ il punto dell’ asse x, avente P ascissa di
P, diminuita di un’ unitd, la ¢ risultera parallela alla retta Pr Q.
Viceversa, se due curve Cp e Cf del piano w, sono tali che la tan-
gente in ogni punto Pp alla Cp & parallela alla retta Pr @, con-
giungente il punto Pr di C; , della medesima ascissa « di Pp, col
punto @ dell’ asse # di ascissa # — 1, la curva Cr & una curva in-
tegrale di €y . Adunque lintegrafo deve essere congegnato in mo-

(*) In questo indirizzo sono da tenere sempre presenti gli utilissimi e per-
fezionati strumenti ideati e realizzati da K. Pascal. Cfr. il libro di questo Au-
tore : I miei inlegrafi per equazioni differenziali. (Pellerano, Napoli, 1914},
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do che, mentre la punta P, & obbligata a descrivere la curva C; ,
il punto Pp, mantenendosi sulla parallela condotta per Py all’ asse
y, deve acquistare un tale moto che la sua velocitd abbia in ogni
istante la direzione della retta Py Q. Per realizzare un tale moto
“basta fissare la punta Pp ad un corpo rigido che si muova di moto
traslatorio, con velocitd costantemente parallela alla retta P; Q. Si
fa percid portare la punta Pp da un’ asta rigida @', la quale &
munita di una ruota, a forma di cilindro circolare retto, che pud li-
beramente rotolare sul piano =, ed il cui asse & solidale con 1 asta,
in una direzione a questa perpendicolare. Mantenendo 1’ asta oriz-
zontale e facendo rotolare la sua ruota sul piano x, tutti i punti
dell’ asta acquistano una velocita parallela all’ asta, e cosl in parti-
colare & della velocita della punta Pp. Per ottenere ora che questa
velocitd risulti parallela alla retta P @, bastera, evidentemente, co-
struire un parallelogrammo articolato A B A’B’ di cui un lato AB
sia sempre sulla retta Pr @ e il lato opposto A'B’ si trovi sull’asta
a’y ¢id che si consegue collegando a cerniera con la @’ e in due
punti fissi A’ e B’ due aste rigide AA’ ¢ BB’ eguali, le quali ven-
gano alla loro volta collegate a c¢erniera nei due punti fissi A e B
(ad una mutua distanza AB=— A’B’) ad una quarta asta rigida @
che porta la punm' P,

Applicazione. 1’ integrafo pud avere svariate utili applica-
- zioni. Una di queste consiste nel dare una notevole prima appros.
simazione delle radici reali di una qualunque equazione algebrica a
coefficienti reali: aow"-{-a;w”—hl—...—]—a,;_lw—|—-an:0. Basta mo-
strare che V integrafo pud disegnare la curva di equazione y=—
a, 0"+ a, a4 - a2 an . Siodisegni la retta y—=nla, e la
curva integrale di questa passante per il punto di coordinate x=—0
e y:(n——l)!ul; si ha cosl la curva y=nleax+n—1)la,. Si
disegni ora la curva integrale di questa passante per.il punto
di coordinate ¥+=—=0, y=(n—2)!a,, si avra cosi la curva y=—
=(@!/2Ya,&*+[(n — 1)/ 1l]a,x+ (n — 2)!a,. Si ripetano suc-
cessivamente queste integrazioni, alla n™® si otterrd la curva che si
voleva costruire.
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§ 3. Integrali curvilinei.

117. Integrali definiti funzioni di una o pill variabili. —
Al no 93 (pp. 409-414) abbiamo gid studiato la funzione della va-
riabile reale «:
a5 ()
ot5) = [ 760, 9y = [ 70, ay (4, (@) = ¢, @)],

[o,(x), a(2)] @ (x)

stabilendo talune condizioni sufficienti per la continuitd e per la de-
rivabilitd di essa. Per le applicazioni giova stabilire analoghe con-
dizioni per U integrale definito, dipendente dalla variabile x,

ay (%)

(1) 269 :[f(w, y) dy,

a, (%)

nelle quali, pur introducendo ulteriosi ipotesi, é tolt« la limitazione
a, () < a,(x). Nell’insieme 4 del piano (z, y), dotato di punti in-
terni, chiuso e limitato, sia definita la funzione f(x,y) continua, e
siano («/, V') e (a”, V') i punti estremi di 4. Per ogni puunto (x, y)
di R4, diamo alle variabili reali » e v tali valori che i punti (z, u)
¢ (x, v) siano contenuti entrambi in un dominio rettangolare conte-
nuto in 4. Poniamo

v
@ Bo, w,0) == [ e, ) dy
dimostriamo subito che la funzione F & continna. Se, invero, a =,
#, v diamo tali incrementi Az, Aw, Av, che i punti (x, w), (x, v),
% - Aw, u-}Au), (x-+ Az, v Av) siano tutti contenuti in un do-
minio rettangolare contenuto in A4, si ha:

v-+Av
(3) AF—/fW-FAw,y d@/—ffw,y dy =
u-Au .
v4-Av ut-Au

~—ffw+Aw, y)dy — / wi-As, 9) dy+[ (oA, 9)— £, )]y,

u




604 CarrtoLo V.,

e quindi, se M & il massimo di | f(», y)| in A, se |flx+Ax, y)—Sx,9)]|
<& quando | Az |=o(g), si ottiene

|AF|< M (1 Au |+ Av]) 50" —b).

In un intervallo (a, b) contenuto in (a'y a”) siano ora definite
due funzioni continue a,(x) e a,(@), tali che, per ogni z, esista un do-
minio rettangolare R(z), contenuto.in 4, che contenga i due punti
[z, a,(x)} e [@, a,(@)]. Possiamo allora (34, I) asserire che: La fun-
zione @), definita dalla (1) in (a, b), & ivi continua.

Si ha evidentemente §F/gv == fix, v), 9F/ou = — f(x, u), e se
supponiamo, come appunto vogliamo fare, che la derivata parziale
Jz (%, y) sia finita e continua in A4, si avrd anche (n° 93)

v
oF
s :ffx (x, y)dy.
u

La funzione F & dunque altrest (56, VII) differenziabile in ogni
punto interno all’insieme B di sua definizione. Ne segue (no 57) che:
Se a,(x) e a,(@), verificando le ipotesi sopra enunciate, sono derivabili
in (a,b) e se, variando & in (a,b), il punto [z, a, (@), a,(¥)] si mantiene
interno a B, la funzione ¢(x) definita dalla (1) é pur essa derivabile
in {(a,d), e si ha

a()
d 1 1
W =AM o) = o, ).
. a;(x)

Ma la condizione che il punto [w, a,(x), a,(x)] si mantenga inter-
no a. B & superflua. Ponendo infatti mnella (3) u==a,(x), v =a,(x) e
dividendone ambo i membri per Az e passando poscia al limite per
Ax infinitesimo, si giunge [cfr. il ragionamento fatto per il teor. V
del ne 93] di nuovo alla (4). Concludiamo dunque col teorema:

Se nell’insieme chiuso e limitato A, di punti estremi (', ') ¢ (a”, V"),
la funzione f é continua con la sua derivata f,, se le funzioni a,(x) e
a (%), definite in un intervallo (a,b) contenuto in (', a”), sono deriva-
bili ed inoltre tali che i punti [z, a,(x)] e [, a,(x)] siano sempre entrambi
contenuti. in un dominio vettangolare F(x) contenuto in A, la funzione
¢(@) definita dalla (1) € derivabile in (a,b) e vale la (4).
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Osservazione. Con la (4) si & precisamente ritrovata la formola
(9) del no 93, ma in ipotesi diverse: se qui si & tolta la limitazione
a,(#) =< a,(x), 12 non si richiedeva che i punti [, a,(2)] e [, a,@)] fos-
sero sempre entrambi contenuti in un dominio rettangolare conte-
nuto in A. Da questa condizione c¢i si puo perd liberare, ed essa
pud essere sostitnita dall’altra, meno restrittiva, che il segmento ret-
tilineo congiungente i punti [z, a,(#)] e {x, a,(x)] sia sempre contenu-
to in A. Ma si perviene a c¢id con un. ulteriore ragionamento che,
per brevita, vogliamo omettere.

Esercizio. Sotto quali condizioni si puo asserire che la fun-
zione delle » variahili @ ,,,.., 2

0y (g, g yeeey X, )

P (Byy By yeeny By ) = [ [0,y By yeery@r  Y) Ay,
&1(40‘ y By gerry Ty, )

¢ differenziabile %

118. Integrazione parziale. — Sia f(P)= f(®,,®, yo.., &y ) UNa
funzione continua del punto P(®,,x,,..,#,) definita in un insieme
A, dello spazio Sy, chiuso e dotato di punti interni. Vogliamo ri-
spondere alla seguente importante questione:

COonsiderando ciascuna variabile x; , esiste una funzione continua
F; (2, @4 youey &, ), definita in A, per la quale, in ogni punto di RA,
riesce .

I
M 0% _ r3

0%;

Se 4 & un dominio rettangolare e (a,, a,,..,,a, ) & un punto di
A, nrbitmriamente fissato, ponendo, per ogni punto (x,, &, ,..,2, ) di 4,

z

i
Fi (@, ®yyerey 0y ) :ff(mx gorey Wity E’ Bip1geeny r ) dg,
. a':
¢ immediato che la F; & continua in A, ed ivi soddisfa alla (1). Ma
si pud rispondere, in tutta generalitd, affermativamente alla posta
questione in grazia del seguente recentissimo teorema di Carathéo-
dory :
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NelPintiero spazio 8y pud essere definita una funzione g(P), con-
tinua in ogni punto, che in A, coincide con la fiP) (*).

Noi non siamo in grado qui di dimostrarlo. Ammessolo, detto
4 (a,a,,.,a) un fissato punto di 8§, poniamo

%

2) B (@, ®y gorey By ):fg (@, gouny Bi1y & Tt youny @ ) 4G

@

ubito visto che la funzione Fj, cosi definita & continua in
B subit to che la fi F; , cost definita & cont

ogni punto di 8y, e quindi di 4, e che in ciascun punto di RA sus-
giste la (1). La funzione F; pud dirsi ottenuta dalla f, mediante un’in-

tegrazione parziale rispetto alle variabile »; .

119. Lunghezza d’ arco per una curva regolare conti-
nua. — Sia € una curva regolare continua (ne 49) di equazioni pa-
rametriche

1) x=w(t), y==y(t), z==2(1)
e di intervallo base («/,a”). Sia C(F’, P”) un arco della curva di in-
tervallo base finito (¢, t”) (¢’ < t”) che non abbia alcun punto singo-
lare ad esso interpo,

Vogliamo cominciare dal darve la nozione di lunghezza per un tale
arco. A tale scopo, inscriviamo nell’arco C (P, P”) un’arbitraria po-
. ligonale P, i cui vertici siano P’ ¢ P” e un certo numero m — 1 di
punti T, T, ,..., Tpoy interni allarco C(P’, P”). Questi vertici corri-
sponderanno ai valori

b=t bty ey by b =87 (b, <, <Ay < e <Mt <)
del pnmmetro t. I punti P’ ¢ P saranno anche denotati con T, e Ty,
Per il perimetro p della poligonale P si ha

1,m 1,m

p=3 T =3, |/fe(t) - sttt =ttt sl

Se facciamo ora tendere a zero la massima t fra le differenze
t; — t;i—1, tenderanno a zero tutti i lati della poligonale P, e se con

(*) Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen [Teubner, Leipzig und
Berlin, 1918] p. 620.
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¢io la variabile p ha un limite determinato e finito, & ben naturale
chiamare tale limite lunghezza dellarco C{(P’, P”). Ora, effettivamente,
si ha

1I,m

p= 2 V0 €O+ A Tt

t;,t;, t;)" essendo puuti dell’intervallo (#,_1,t; ), e per la continuita
della funzione (@2 -4 y2--2%1/2 e delle derivate a'(t), y'(), 2(t), si pud
asserire (Oss. 3* del n° 91) esistenza di un determinato limite finito
per la variabile p, ¢ di pit che
tll
lim — ’ t 2 ’C P ’ 2 1¢
Jim p=[)/1of O + [y O]+ [#0T a

t/

Come lunghezza dell’ arco C (P, P"y di curva regolare continua,
privo di punti singolari ad esso interni e di intervallo base finito
(&, ) (' << t"), assumeremo dunque la quantitd

tll ) tl/
/V WO + 6T + 0] :f J/ao* -+ ay? +ast.
& &
L’arco C(P', P") di intervallo base finito (¢, ¢”) (¢’ <t”) contenga
ora i punti singolari 4,, 4,,..,4,, ad esso interni, come lunghezza

dellarco st assumerd la quantita

n—1

lung arco C(P', 4,) - X lungarco C(4,, 4,,,) -+ lungarco c4 ,pr).
i=1

L]
Ed evidentemente, si ha ancora:

'

lung arco C(P’, P”) :fl/dcc2 - dy® + d2*.
tl

Se A e B sono due punti arbitrarii su C, corrispondenti ai va-
lori (finiti) ¢ ¢ b del parametro ¢, chiameremo misura algebrica del-
Varco orientato C(4, B), di origine in A e terminato in B, ¢ la indi-
cheremo con misalg €' (4, B), quel numero algebrico che ha per mo-
dulo la lunghezza dell’ arco, ed & positivo o negativo secondoché B
segue o precede A. Si ha evidentemente
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. b
mis alg C (4, B) :f‘/dw?_*_dyz a2 (azb).
a

Se P, P,,..., P, sono punti arbitrarii di C, sussiste la relazione
di Chasles.
oty . . .

15,: misalg C(P;, P, ) ==misalg C(P, P).

Fissiamo su € un punto O, corrispondente al valore ¢, del pa-
rametro ¢, preso un punto P variabile su C, diremo sua ascisse cur-
vilinea su C, di origine 0, od anche arco di C di origine O, la mi-
sura algebrica dell’arco orientato € (0, P), di origine in 0, e terminato
in P. Detta s tale ascissa curvilinea, questa & una funzione del pa-
rametro ¢ definita dall’eguaglianza

t
@ =]} wer+vor+Fore.
ty

Per due punti P’ e P” di C si ha:

mis alg C (P’, P") — ascissa P — ascissa P’.

Diciamo a,,a,,...,a, i valori di ¢ corrispondenti ai punti singo-
lari A, A,,..., A, della curva C. La funzione s(f) definita dalla (2) &
continua e sempre crescente in (a’, «”), nulla in ¢, derivabile in ogni
punto diverso dai punti a; , con derivata continua, data da
ds
T

3) Y + 1y + [Zor = Ho,

derivabile a *destra e derivabile a sinistra in ogni punto «; . Queste
proprietd caratterizzano, com’® subito visto, la funzione s(t).

Poiche ds — (da?+ dy®+ d2%)!/2, questa radice quadrata chiamasi
il differenziale dellarco di C. .

Sia finito Pintervallo base (a’,a”) della curva C, se assumiamo
Porigine O delle ascisse su C, nel punto A’, mentre ¢ varia crescendo
da o’ a a”, la s varia crescendo da zero a I, avendo indicato con I
1a lunghezza totale della curva C. Se Vintervallo («’, «”) non & finito,
alla curva intiera € si attribuird una Junghezza allora e allora sol-
tanto che la funzione H(t) riesca sommabile su (¢, a”) e per lunghez-

za 8i prenderd sempre ’integrale di H(t) esteso allintervallo (¢, a”
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La fanzione 8 == §(t) &, in ogni caso, propriamente invertibile, sia
t— t(s) la funzione inversa, definita entro un certo intervallo (', "),
che potra risultare anche non finito. Posto a[t(s)] = ¢(s), y[t(s)] = P(s),
2[t(s)] == y(s), le equazioni parametriche della C, parametro essendo
Parco 's, si scriveranno

(4) @ =(s), y==19(s), #=73(),

per s variabile nell” intervallo base (¥, b”). Si ha, in virth della (3)
(Aw/ds)® - (Ay/ds)® -+ (d2/ds)® =1, e pertanto: Se il parametro s che
figura nelle equazioni parametriche (4) della curva 7‘6_()01(11'6 continua
C ¢ Parco s della curva, le funzioni o, ¢,y verificano, identicamente,

la relazione

7012 ’ ’ —
[+ @R+ ) =1.

Sussiste la proposizione reciproca
I coseni direttori dell’asse tangente positivo sono dati da
de dy dz

ds’' ds’ ds’
Curve piane. Se nelle definizioni precedenti faceiamo z(t) =0,
quelle definizioni si riferiranno alle curve regolari continue del pia-
no (x,y). Per arco s di una curva regolare continua del piano (x,

¥), di equazioni parametriche » —a(¢), y —y(t), si avra
t
)= [ iy
to

In particolare, se la curva ha la rappresentazione cartesiana

o = f(x), si trova
s(x) :[V1 BT dE.
Lo

I coseni direttori, nel piano (x, y), dell’ asse tangente positivo t
gono dati da

d
cos (&, T) == d—': , ©os(y, y=sen(x, 7)== ——

Coordinate polari. Nell’intervallo (a’, a”) deli’asse ¢ siano de-
finite le tre funzioni continue p(t), @(¢), O(t), la prima essendo sempre

M, PICONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 39,
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positiva, Il punto P dello spazio di coordinate polari p(2), ¢(t), 6(t),
al' variare di ¢ in (a’,a”), descrivera, per definizione, una curva re-
golare continua di base (a’,a”) se (cfr. pag. 173) tale & il Inogo de-
geritto dal punto di coordinate cartesiane
@ = p seng cosf, y=—psengsend, z=rpcosy.
Si ha allora
ds? == dp® +- p® dg? 4- p® sen’p 67,

e se la curva & nel piano (x,y) |p(t) = /2]

ds® —dp® - p® 6>

Osservazione. Ovviamente, la lunghezza dell’arco C(L, P") &
indipendente dal parametro al quale si riferiscono i punti della curva.
Cio risulta anche dell’espressione di tale lunghezza: se invero t & un
altro parametro di riferimento del quale ¢ & funzione monotona e
derivabile con derivata continua e mai nulla, e se z(t)==E(), y(t) =
=(1), 2(t) =&(1), T ="1(t), T'=1(t"), si ha (106, I)

o

f V@ o + Eor a= [JEQF+ e+ g
t T

/

Esercizii. 1°) Se C(P’,P") & un arco di curva regolare con-
tinua e P una qualsivoglia poligonale inscritta all’arco, si dimostri che
lung arco C(P’, P") = perimetro di P,

il segno «=—» potendo sussistere allora e allora soltanto che sia
C (P, P =P.

2° Sia P un punto regolare della curva regolare continua C e
siano P’ e P” due punti variabili di € contenuti nella sfera di rag-
gio r e di centro in P, si dimostri che

lim lungarco C(P',P") 1
L 5 A

120*. Curve continue rettificabili. — Sia ora € la pilt gene-
rale curva continua (p. 168), & assai interessante, per importanti
questioni di Analisi matematica, dare il concetto di lunghezza per un
arco C(P’, P") della curva. A tale scopo consideriamo, di nuovo, la
poligonale P, inscritta allarco C (P’, P"), di vertici T, = P’, T,, T,,...,
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Ty T = P" (*) corrispondenti ai valori ¢,=1t',¢,,t, 0., t_1, tm=—1",
suddividenti, nel modo pit arbitrario, I’intervallo base (t,t") supposto
dapprima finito. Designamo con L (¥, t”) Pestremo superiore (finito o
infinito) dell’insieme numerico descritto dal perimetro p della poligo-
nale P al variare, in tutti i modi possibili, della suddivisione dell’in-
tervallo (¢,¢”). Tale estremo superiore si dird la lunghezza dellarco
C(P’, P"). La curva C dicesi rettificabile se ogni suo arco di inter-
vallo base finito ha sempre lunghezza finita (le curve continue rego-
Jari sono dunque — n° prec. — rettificabili). Lunghezza di una curva C
rettificabile di intervallo base (a’, @”) infinito & I’ estremo superiore
dell’ insieme numerico costituito dalle lunghezze degli archi, della
curva, di intervallo base finito, Sussiste il seguente importante
teoremas:

I. Per la lunghezza L(t',t") di un arco C(P’, P”) di intervallo base
Sinito (¢, t") si ha

Th_l»n() p=L(, "),
designando t la massima fra le differenze tiy,—t; .

Per dimostrarlo, osserviamo anzitutto che, data la continuitd
delle funzioni a(t), y(¢), 2(t), & possibile, comunque si assegni un nu-
mero positivo o, trovarne un altro 3(s) tale che, comunque si pren-
dano due punti ae § in (¢,¢”), la disegnaglianza |8 — « | <3(0), ab-
bia di conseguenza laltra

V[@(B) — @(0)*+[y(B) — y( @ + [2(B) — 2(@f <o

Cio posto, distinguiamo due casi secondoche L & finito o infi-

nito. Sia, in primo luogo, L finito. Comungue si assegni un nau-
mero positivo € & possibile inscrivere nell arco C(P’, P”) una certa
poligonale P, per modo che per il relativo perimetro p’ si abbia
P > L — ¢/2. Sia m’ il numero degli intervalli parziali secondo i
quali & stato suddiviso 1’ intervallo base (¢, t”) per la costruzione
della poligonale P’ e poniamo =g/ (4m’). Designamo con o un
numero positivo che sia minore di d(c) e del minimo degli intervalli
parziali ora detti. Se fard vedere che per il perimetro p di ogni po-

(*) Non & detto che tutti questi punti riescano fra di loro distinti.
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ligonale P corrispondente ad una suddivisione dell’ intervallo (¢,
t”) in intervalli (t; , £;1.q) ciascuno di ampiezza T ==ty — t; Don
superiore a' w, si ha sempre p> L —¢, avrd. dimostrato il teorema
nel caso che consideriamo. Prendiamo, simultaneamente, i punti di
suddivisione di (¢, ¢') relativi ‘ad una tale poligonale. P e alla spe-
ciale poligonale P’ gid considerata, e diciamo - P” la poligonale in-
scritta relativa alla totalita indicata di punti di suddivisione, p” il
perimetro di P”. Si avra p”" =p' > L. - ¢/2.

Siano (¢; , Gta)y (&yy Giaq) ;e quegli intervalli della suddivi-
sione di (¢, ¢”) relativa alla poligonale P, i quali contengono nel-
Pinterno punti ¢; della suddivisione di (¢, t") relativa alla poligon:tf
le P’. Ogni intervallo (¢, , ¢ +1), s=—1, 2,..,, non pud contenere
piu di un punto t;, indichiamo con t‘,fs un tale punto. Diciamo I;

’

la lunghezza del lato di P relativo all’ intervallo (¢, t; 1) by e

‘ I;; le lunghezze dei lati di P’ corrispondenti ai due intervalli se-

condo i‘ quali il punto t;s divide 1 intervallo (¢ , tis -1 ), si avrd
Y= 430 AL — L) =p+ /@) <p+e/2,

e quindi p+¢/2=p">L—¢/2, p>L—e¢.

Sia, in secondo luogo, infinito I’ estremo superiore L. Comunque
si assegni un nnmero positivo K si potrd inscrivere nell’ arco C(P,
P”) una certa poligonale P’ per modo che per il relativo perimetro
p’ si abbia p’> K -+ ¢/2. Sia m’ il numero degli intervalli parziali
secondo i quali & stato diviso I’ intervallo (¢, t”), poniamo o=—s/(4m’)
e indichiamo con o un numero positivo minore di 3() e del minimo
di questi intervalli parziali, si vede allora, come nel caso preceden-
te, che per il perimetro p di ogni poligonale P relativa ad una sud-
divisione dell’ intervallo (¢, ¢} in parti ciascuna di ampiezza non su-
periore a o, si avra sempre p > K.

Dal teorema ora dimostrato segue che:

- II. Se P & un punto dell’ arco C(P', P") si ha
(1) lungarco C(P/, P)~-lung arco C(P, P"y=lungarco C(P, P").

Ed invero, se P’ ¢ P” sono due poligonali rispettivamente in-
scritte negli archi C(P', P) e C(P, P"), la poligonale P— P’ - P”
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¢ inscritta nell’ arco C(P’, P"), ma si ha perimetro P — perime-
tro P’ -} perimetro P”.

La curva continua € sia rettificabile; come al no precedente
- si definisce 1’ arco s(t) della C, avente per origine un determinato
punto O di C. Tale arco s(t) & (teor. II) una funzione crescente di
t, e si dimostra (Jordan, Cours d’Analyse, volume primo) che essa
¢ altresi continua.

Un importante concetto introdotto nell’ Analisi dal Jordan,
per le funzioni reali di un’ unica variabile reale, & quello delle fun-
zioni a variazione limitata. La funzione reale flx) della va-
riabile reale @ sia definita nell’ intervallo finito (@, b). Mediante i
punti ¢y =@, x,, X,y Tm—1, Ty = b, suddividiamo, nel modo pitu
arbitrario, P intervallo (a, b) in intervalli parziali (¥;_1, @; ) e faccia-
mo la somma:

V= % | Flarim) — fla ).

_ Se I”ingieme numerico deseritto da V al va.rizli'e, in tutti i mo-
di possibili, della suddivisione dell” intervallo (a, b), & superiormen-
te limitato, la funzione f(x) dicesi a variazione limitata nell’ inter-
vallo (a, b). Evidentemente : Ogni funzione a variazione limitata nel-
I’intervallo (@, b), & ivi limitata ed & a variazione limitata in qual-
siasi intervallo contenuto in (e, D). Cid posto & immediato che:

111, Condizione necessavia e sufficiente affinché U arco C (P, P")
abbia lunghezza finita & che le funzioni x(t), y(t), 2(t) siano, tutte ¢ tre,
a variazione limitata nell’ intervallo base (¢, t”) dell’ arco.

Si dimostra subito il teorema:

1V. La funzione f(x) sia continua nell’ intervallo finito (a, b) e de-
rivabile in ogni punto di questo, eccezion fatta, al piw, per i punti di
un certo insieme N, costituito da un numero finito di punti. Se la deri-
vata f'(x) & limitate e integrabile su ogni intervallo di (a, b) che non
contenga punti di N ed é sommabile su (a,b), la funzione f(x) é a va-
riazione limitata in (a, D).

Si ha invero (104, III)
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1, m
i

(3
xi_

x’: fti b
I,m I,m
J@iy) = f(a )]:2 \ ff’(w)dw =y / S (@) 4w = f |/ (@) da.
' %1 1 a

Il teorema & dimostrato e ne segue (teor. III) che se le fanzio-
ni a(t), y(t), 2(t), nell’intervallo base (¢, t”), verificano le ipotesi enun-
ciate per la f(®), 1’arco C (P, P’y avra lunghezza finita. Lbbene
sussiste il seguente teorema Lebesgue-Tonelli :
V. 8Se le funzioni x(t), y(t), 2(t), nell’ intervallo base finito (', t”), ve-

rificano, tutte ¢ tre, le ipotesi del teor. IV per la funzione f(x), si ha :

t/’
(1) L—1lung arco C(P', P") :f‘/a(;’(t)z—{--y’(t)2 + 2 (¢)* dt.
tl

Diciamo I; la lunghezza del lato della poligonale P, inscritta
all’ areco C(P', P”), relativo all’ intervallo parziale (f;_1, t; ) della sud-
divisione dell’ intervallo base (, t’), operata dai punti ¢, =t ¢,
tyyeery tme1y tm == t". Porremo v, — t; — t,_y, H{t)= [#"(¢)*+y'(t)* +

—|—z’(t)2]1/2, e diremo T la massima fra le t; . Cominciamo dal di mo-

99000

strare la (1) nell’ ipotesi che le funzioni a(t), ¥(t), 2(t) siano derivabili
senza eccezione in tutto intervallo (¢, t”), con derivate limitate e in-
tegrabili. Siano A;, B;, C; gli estremi superiori e a;, b;, ¢; gli
estremi inferiori, rispettivamente, di [®'(¢6)], [Y(£) ], |2()| in { i1, ).
Si ha

W) @t utesi=s)a+ B4,

Y
AR cggfﬂ(c) w=v) a4 B0,
i, 1

g -

e quindi

m / m
@ Esfatitdsr=3 cjart Bt a,
t”

3 3 r,.]/a§+b§+cfsfﬂ<t) = X5 ) Bt
t’

=1 =1
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Inoltre :

0= VA? + B? + 01'2 — "’? + b? + 0? = V(Ai_ai)2+(3i—bi)2 +(0i_ci)2 =
=4, —ea)4(B,—1) +(0‘ —c),

e quindi

= T.-VA?-I-B?-I-O?—-g ril/af—kbg-{-cgg
=1 d=1 N
éﬁ‘.‘l(Ai~a,.)ri—{—%‘l(Bi—bl)ti+é‘l(0i_ci)r“

e pertanto, in forza della supposta integrabilitd delle '(¢), ¥'(¢) e #'(¢),

t“j‘()(z VAH—BH 02— 21]/a2+02+62)—0
Dalla (3) segue allora
: tll
112“02 T, VA2+B2+ 02 = 1'“‘ 2 T, y a? -} b? +02— Ht)de,
tl
ed infine dalla (2) se ne deduce

fII

L= Tlgnop—fﬂ()dt,
b

ciod la (1). Per dimostrare ora il teorema in tutta generalita, pos-
siamo evidentemente limitarci a considerare il caso che le funzioni
continue #(t), y(t), 2(f) siano derivabili in ogni punto dell’ intervallo
(¢, ¢"), diverso dal punto #, con derivate limitate e integrabili in
qualsiasi intervallo di (#,¢’) che escluda il punto ¢. Dalla somma-
bilitd di &'(t), ¥'(¢) e 2'(¢) segue la sommabilitd di H(t) (e viceversa).
Comunque si assegni un numero positivo ¢, ne esiste un altro o tale
che per t< o riesce sempre L —p<Te. Ma

t/l
lung arco C (T, P”):[H(t) =0+ 1 -F o

t

lung arco C (P, T)) =1,,
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donde
v .
L=1, +/H<t> dtz=p,
. t"
e quindi, per <<,
v .
0<1, —{—/H(t)dt-—pgs,

. ti
da cui, passando al limite per t infinitesimo,
4
Og/H(t)dt—-Lgs.
t,

Osserviamo infine la proposizione: La curva continua ¢ rettifica-
bile C, di intervallo base infinito (', «”), sic tale che, per ogni arco
di essa di intervallo base finito si verifichino le ipotesi del teorema prec.,
allora condizione necessavia ¢ sufficiente affinché Vintiera curva C ab-
bia lunghezza finita é che le derivate o'(t), y'(t), 2'(¥) siano sommabili sul-
Vintervallo (a/,a”). Soddisfatta questa condizione la lunghezza di C sa-
ra sempre data dallintegrale di H(t) esteso all’intervallo (', a”).

121. Definizioni e prime proprieta degli integrali curvili-
nei, — Nella teoria degli integrali curvilinei c¢i limiteremo sempre a
considerare curve regolari continue di intervallo base finito ¢ adot-
teremo sempre rappresentazioni parametriche di esse che ne conser-
~vino il carattere di continuitd e di regolaritd. Anzi, se ¢ & il pri-
mitivo parametro di una curva regolare continua, supporremo sem-
pre che .ogni altro parametro che si consideri sia funzione di ¢ ovun-
que derivabile con derivata continua e mai nulla. Sia A un insieme
di punti dello spazio (w,y,2) e sia C una curva regolare continua
di intervallo base (0,1) e di equazioni parametriche

) @ =(s), Y= (s), 2==7y($),
s designando I’ arco della curva. Diremo che la curva C & quasi
contenuta nellinsieme 4 se i valori di s, competenti ai punti di
C che non sono contenuti in 4, o non esistono o costituiscono un
ingsieme di punti N, di estensione nulla sulla retta. Nell’ insieme A
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sia definita una funzione reale o complessa f(x,y,?), delle tre varia-
bili reali ,y,2; supposta, come sempre faremo, la curva €' quasi
contenuta in A4, siano P'(5') e P’(s”) due punti di C; diremo che la
Slwyy,2) © sommabile (& sommabile ¢ integrabile) sull’arco C (P, P") se
la funzione della s: .

M FTols), $s), 1(s)]
riesce sommabile (sommabile e integrabile) sull’intervallo T(¢,s”) de-
terminato dai punti s’ e s” sull’asse s. In tal caso, diremo (massimo
0 mim:mo) integrale curvilineo della f esteso all’ arco C(P’, P") della
curva €' e lo indicheremo con la notazione

/f(ﬂf’, Y, #)ds,
c(P', P")
Pintegrale (magsimo o minimo) della funzione (1) esteso all’ inter-
vallo I(s",5”). Diremo (massimo o minimo) integrale curvilinco della f
esteso all’ arco C(P’', P”) e mel verso secondo cui P” segue P’y ¢ lo in-
~ dicheremo con

I)I’ (xlf, yI/’ 2//)
(c) fﬂm, y,2)ds, (C) ff(x, v,2)ds,
e (x,; Y, z/) ‘

(se &,y’,% sono le coordinate di P’ e 2”,y",2” quelle di P”) Vinte-
grale definito (massimo o minimo) della funzione (1) della s, esteso
all’intervallo orientato (s,s”) di origine ¢

» Se la curva C & data sotto forma parametrica la pil generale,
che conservi 'perb sempre alla C 1 caratteri di regolaritd,

&= M\t), y = (t), 2=—=1(t),

- designando con ' ¢ ¢” i valori di ¢ relativi ai punti P’ e P”, nel-
Dipotesi, per esempio, che la curva C sia totalinente contenuta in A o
che Vinsieme N, sia costituito da un numero finito di punti, si avra,
evidentemente (106, II)

ff(% Y, 2) ds —_—'/‘f[)‘(t); Fl(t)a (&) ] Hit) dat,
C(I)/, PI/) I(\t’, t”) ’
P/’ t//

(C)ff(x, Y, 2)ds= i/-f[k(t)f p(t), v(e)] H(t) ae,
P o
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col segno pitt o col meno secondoché s & funzione crescente o de-
crescente di ¢, ove, come sempre, con H{t) designamo la funzione

positiva [N(¢)® 4 p/(8)? v ()22,

Se la curva C & totalmente contenuta in A e se la funzione
J & continua, essa riesce sommabile e integrabile sull’ arco C (P, P”),
la (1) & allora una funzione continua della s.

Siano ora X (x,y,2), Y (x,v,2), Z(x,y,2) tre fanzioni (reali o com-
plesse) definite nell’ insieme A e consideriamo la forma differenziale
lineare

(2) Xdx -+ Ydy 4 Zd=.

Sia t asse tangente (positivo o negativo) alla curva €, suppo- .
sta sempre quasi contenuta nell’insieme 4. Diremo che la forma dif-
ferenziale (1) & sommabile (& sommabile e integrabile) sullarco C(P’, P")
se le tre seguenti funzioni della s:

Xo(s), b(s), x(s)] cos (w, 7),

(3) Y [ ¢(s), b(s), 1 (8)] cos (3, 7),

Z [¢(8), d(s), x(8) ] cos (=, 7),
riescono sommabili (sommabili e integrabili) sull’ intervallo I(s,s”).
Diremo in tal caso (massimo o minimo) integrale curvilineo della forma

differenziale (2) esteso all’ arco C(P’, P”) ¢ nel werso secondo cui P”
_ segue P’y e lo indicheremo con una delle notazioni -

P (w”, yu, zn)
(4) (C) |(Xde+ Ydy -+ Zdz), (C) f(de-}— Yay -+ Zadz) ,
P &', y, 2)

il seguente integrale

{ X9, ¢, x]cos (@, 1) 4 Yig, §, x] cos(y, )+ Z[p, ¢, Jcos(z T } ds,
I, 8")
ove t designa I’ asse tangente alla curva € volto nel verso secondo
cui il punto P” segue P'. Si ha evidentemente
p

(C)f(de -+ Ydy - Zdz) =
Pﬂ



§ 8. INTEGRALI CURVILINEI 619

:f[X(% b 0+ Yo, 4, 09+ 29, §, )91 ds =([se, per esem-

pio, N, non esiste o & costituito da un numero finito di punti] =

’”

11 .
:f[X(l, p N Yy e 20,y VYA

‘Se le equazioni della eurva € possonsi mettere, per esempio,
sotto la forma »—«, y—p(x), 2—v(x), l'integrale curvilineo ora
considerato & dato anche da

x’/

[ 10 + Fia, v, 9 4 2w, )

Bvidentemente: Se P,, P,,.., P, sono i pitt arbitrarii punti di
C, si ha
‘P,
1, n—1

fde + V fds =0,

1, n—1 +

(€) f (Xdz 4 Ydy + Zdz) -+ 2 (C) f (Xdx -+ Ydy 4 Zdz) =

se, lungo i punti di C (P, P"), le funzioni X, Y, Z ricevono valori
tali che la somma | X|4-| Y| |Z} non superi mai la quantitd po-
gitiva M, si avra:
Pl’
’(C’)f(de—}- )' < M lang arco C(P', P").

La curva C sia ora chiusa. Per (minimo o massimo) integrale
curvilineo della funzione f o della forma (2) esteso alla curva intiera,
in un determinato verso, si intende il (minimo o massimo) integrale
curvilineo della funzione o della forma esteso, nel verso indicato,
all’ arco, coincidente con la curva intiera, determinato sulla curva
da due quali si vogliano punti coincidenti di essa. E subito visto
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che il valore dell’ integrale non dipende dalla particolare posizione -
dei considerati punti coineidenti della curva. GI integrali curvilinei
estesi alla curva chiusa € si indicheranno con le notazioni

ff(w, ¥, 2) ds , j(de + Ydy -+ Zdz») ,
c +c

col segno piu o col meno, secondoche¢ i1l verso- dell’ integrazione &
quello positivo o quello negativo sulla carva. Si ha:

ffds -[—/fds:O , f(de—-l— ...)+/(de—|—...):_0.
+Fo = +c -c
Se nelle precedenti definizioni si pone z=0, y()=N$)=0, flz,
¥, 0=\ ¥y, Xy, 0) =X, y), . Y(z, y, 0) = Y@, y), si ottengo-
no le definizioni degli integrali curvilinei — nel piano (z, y) — della
funzione f(z, y) o della forma differenziale X(x, y)dx -+ Y(z, y) dy.
Supporremo, da ora in poi, che le tre funzioni X, Y, Z, defi-
nite nell’ insieme 4, siano ovunque continue e che tale insieme sia
dotato di punti interni. Vale allora, anzitutto, il teorema:

1. Esista una funzione f(x, y, 2), definita in A, che, in ogni punto
di A —TFA, abbia sempre per differenziale totale la forma (2), tale
cioé che, tn ogni punto di A —FA, si abbia

o _y ¥ _y &,

w7 ey T e
allora, se Uarco C(P', P") & contenuto in A—TA, Uintegrale curvi-
lineo (4) dipende soltanto dai punti terminali P’ ¢ P” dell arco, ed
ha il valorve f(P")y — f(P'). '

Per dimostrare il teorema, cominciamo dal supporre 1’ arco
C (P, P") privo di punti singolari. 8i ha (57, I). '
P/I tll

C)](de-}- Yay-}-Zadz) _M/‘ [fo M) N - fy (" + f; (Mo’ 1A=
p

t//

= f {dt 1 )]dt:f[ (#)y w(t"), v(Et")]1— FIME), mt), ()] =

=f(P") — f(P).
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Se, in secondo ]uogo; I’ arco C (P, P") contiene i puuti singo-
lavi 4,, A,y Ay, posto A= P, Ay = P", si ha

p” 4
0, n
(©) f (Xdx -+ Ydy 4 Zde)= 2 (€ f (Xdz + Ydy -+ Zde) =
P : Ai

0, n .

=¥ [f(Aeps) — S| =F (P") — [ (P).

Nelle ipotesi del teorema ora stabilito, I’ integrale della forma
(2) esteso ad una ecurva regolare continua, chiusa, ocontenuta in
A —TA, ¢ dunque sempre nullo. Una qualsiasi funzione continua di
una sola variabile & sempre il differenziale totale di un’ altra fun-
zione della stessa sola variabile; se, dunque, X dipende dalla sola
z, ¥ dalla sola y, Z dalla sola 2, e se C & una gualsivoglin curva
regolare continua chiusa, contenuta in A — FA, si avra

[de:/Ydy:]Zdz:: .
+o + +e

C
Sia ora 4 un dominio internamente connesso e siano P, e P due
punti interni di 4. Il punto P, potrd sempre essere congiunto con P
mediante un arco di curva regolare continua C(P, P) contenuto in
A~ FA. Sussiste, in tal caso, il teorema reciproco del precedente:

II. Se, fissato il punto P, interno al dominio internamente con- .
vesso A, ¢ variando P e C(P, P) in A —FA, Vintegrale curvilineo

P
(5) (C) /(de -} ¥dy -+ Zdz) ,
P,

dipende soltanto da P, esso rappresenterd una funzione f di P, nulla
in P, ¢ che, in ogni punto di A — FA, ¢ differenziabile ed ha per
differenziale Xda 4 Ydy + Zdz.

Cominciamo dal dimostrare che f(P))—0. Se C & una qualsiasi
curva regolare continua e chiusa, passante per P, si ha, per ipotesi,

S8y ;—_]‘(Xtia:-i— Y(iy+Z(1é):f(de.|_ Ydy 4 Zd),
+c - Co
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e quindi f(P,) = 0. Dimostriamo ora che se PE, 7, &) & un punto
di A interno, 9f/9& = X, , €. Sia I un intorno circolare di P,
contenuto in 4, e diamo a £ un ineremento infinitesimo AE in ma-
niera che il punto (€ - A%, 4, &) sia sempre contenuto in I. Per il
caleolo di f(§ 4 A&, 3, &) prendiamo, come curva di integrazione, la
curva € di integrazione che ha servito per il calecolo di f(§, 7, &),
prolungata col segmento rettilineo congiungente i due punti (§,%, &)
e (54 AE, 4, &), si vede allora che:

£4-A%
SE+ 8 01— s G180 = X(o, 7 210,
¢

d’ onde ‘segue, per la continuita della X,

lim SE+AE 78 —fE 18
Ag"»"o . AE : = X(, , &).

Allo stesso modo si dimostra che g9f/on= Y&, &), of/ &=
Z(&, 7, &) e se ne deduce (56, VII) — data la continuitd delle X, ¥,
Z — la differenziabilita (e quindi la continuitd) di f in ogni punto
di 4 —TFA.

Osservazione. 11 richiedere che per due quali si vogliano ar-
chi, di curve regolari continue, C, (P, P’) e C,(P, P”), terminati a
due arbitrarii punti P e P”, si abbia sempre

PII PII
(Cl)](de 4+ .) = (O’g)f(de—I— o)
P P’

equivale perfettamente a richiedere che per qualsiasi curva regolare
continua chiusa € si abbia sempre

f(de +..)=0.
+c

122. Integrazione delle forme differenziali lineari. — II
problema dell’ integrazione delle forme differenziali lineari si pone al
modo seguente: Nel dominio I, internamente connesso, dello spazio
(@, 9, ?) siano assegnatle tre funzioni continue X (», ¥, 2), Y (¥, y, 2),
Z (%, y, 2); definive in I una funzione f(x, y, 2), ivi continua, che,
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in ogni punto interno di I, abbia per differenziale totale la forma
differenziale lineare :
1) Xdw -+ Ydy + Zdz
che verifichi eioé le equazioni:
._.a_/'. _— X’ _€’£_ _— Y, i = Z.
ow ay 0%

Dicendo che la forma differenziale (1) & integrabile in D o
che essa é in D un differenziale, intenderemo dire che il posto
problema possiede soluzioni, Ogni soluzione del problema si dird al-
lora un integrale della forma differenziale (1). Il teorema IV del
n° 57 da immediatamente Iunogo al seguente:

@)

L. Se la forma differenziale (1) é integrabile in D, detto f,(P) un
particolare integrale di essa, ogni altro integrale é dato dalla formola
F(P)y=f(P)+¢,
ove ¢ é una costante affatto arbitraria. Ad un integrale della forma

8t pud, affatto arbitrariamente, prescrivere il valore o in un fissato
" punto P,, in seguito a che esso riesce individuato e si ha

S (B)=a~+f, (P) — [, (Py).

Se la forma differenziale (1) & integrabile, chiameremo integrale
indefinito della forma e lo designeremo con la notazione

f(de + Yda -+ Zdz),

Vinsieme degli integrali della forma. Se, pertanto, f, (P) & un parti-
colare fra questi, si ha, per definizione,

f(Xdac—{— Ydy + Zdz) = f,(P) + ¢,
ove ¢ ¢ una costante arbitraria. Il teor. I del n° pree. c¢i dice che:

I1. Se la forma differenziale (1) é in D integrabile, detto a il va-
lore di un integrale f della forma nel punto P,

ogni altro punto P del pari interno a I deve risultare

interno a D, per

P
(3) f(P)=ua-- (C)f(de + Yy + Zdz),
PO



624 ) ‘ Capiroro V.

essendo C(P,, P) un qualsiasi arco di curva vregolare continua conte-

nuto in D — F D, congiungente P, con P. Quindi, deve essere sempre
nullo Uintegrale della forma esteso ad wna qualsiasi curva regolare con-

tinua chiusa interna a ID.

Gia questo teorema traceia la. via da seguire per risolvere il
posto problema delVintegrazione delle formme differenziali lineari, Ogni
possibile soluzione del problema & data, in D —FD, dalla formola
(3), e quindi assunte la (3) e, se si vuole, particolari tipi di curve
congiungenti il fissato punto P; col punto variabile P, occorrerd sol-
tanto verificare se, effettivamente, la funzione S(P) definita dalla (3),
soddisfa le (2) e se esiste una funzione continua in tutto I) che,
_nell’ interno, coincida con la f(P). Tale via seguniremo fra poco. Ma
vogliamo prima osservare un interessante caso in cui gid i teoremi
I e II del n° preec., dinno condizioni necessarie ¢ sufficienti per la
risolubilitdh del posto problema dell’integrazione delle forme differen-
ziali lineari, Esso caso e dato dal seguente teoremu:

IIL. Il dominio limitato e internamente connesso I sia tale che;
comunque si assegnino un punto @ della suw frontiera ¢ un numero po-
sitivo &, sia sempre possibile costruire un intorno circolave Ie (@) di
Q, su D — FD, in maniera che due qualsivogliano punti P’ e P di
€880 possano sempre essere congiunti mediante un arco Ce (P', P"), di

" eurva regolare continua, interno a D e di lunghezza non superiorve a
e. Allora, condizione necessaria ¢ sufficiente affinché la forma differen-
ziale (1) sia in I integrabile é che Vintegrale della forma, esteso ad wua
qualsiasi curva regolare continua chiusa interna a D, sia sempre nullo.

Occorre solo dimostrare la sufficienza della condizione. Sia P,
un fissato punto interno a ID e poniamo, per ogni altro tale punto P,

P
g(P) :(C’)f(de 4 Ydy+ Zdz),
Py

ove C(PO,‘P) ¢ un arco del pari interno a JI). Si viene cosi (teor. II

del n° pree.) a definire in D — FD una funzione continua (anzi dif-.

feronziabile) che, in ogni punto, ha per differenziale la (1). Dico che
per ciascun punto @ di F.D, esiste, determinato e finito, il limite
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- (4) p 0 0(P) (su D—FD).

Diciamo, invero, M il massimo in D di [X| 4| Y| |Z] e, scelto
arbitrariamente, il numero positivo o, poniamo e==o/M. Per due qual-
sivogliano punti P’ e P” dell’intorno I:(Q) si ha | f(P))— f(P")| <o,
poiche

pr
S(PY—Ff(P)=(C: )f(de—[—- Ydy -+ Zdz)
P
e quindi
|/(P"y—f(P")|< M.lung arco C: (P, P")<o.
Indicando con (@) il limite (4), la funzione f(P), definita in D
dalle eguaglianze:
—g¢g(P)se Pein D—FD,
S(P) .
=7(P) se P ¢ in FD,
¢ continua in tutto I e, nell’ interno, ha per differenziale ia (1).

Condizioni di integrabilitda della forma (1) assai pil facilmente
riscontrabili, nonché espressioni dell’integrale della forma, si otten-
gono quando esistono e sono continue talune derivate parziali delle
funzioni X, Y, Z. Si hanno, al riguardo, i seguenti teoremi:

IV. In ogni punto interno di I esistano le derivate parziali X, ,
Y., Zye siano finite e continue. Se il dominio D é rettangolare,
condizione necessaria e sufficiente per Uintegrabilita in esso della (1) é
che, in ogni punto di I — FID, esistano altrest le derivate parziali
X,, Y., Z,, e si vevifichino le relazioni

- 0X_aY §Y_ 07 o7 _oX
oy ox 0% oy ov 0%

La condizione & necessaria. Se difatti esiste, in I, la funzione
J verificante le (2) in ogni punto interno, dall’identita f, — X, si de-
duce che esiste la derivata seconda mista f,, e che fz, — X, , ma
Sy =Y e quindi (53,VI) deve esistere anche la derivata seconda mi-
sta fyz e risultare fy, = fi, , deve cioe esistere anche la derivata Y, e
risultare Y, == X, . Ecc.

La condizione ¢ sufficiente. Ed invero, fissato in D un arbitra-
rio punto P, (%, ¥, 2,), per ogni punto P(E, 7, &) di D, consideriamo

M. PicoNm — Lezioni di Analisi infAnitesimale — 40,
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Pintegrale curvilineo della forma (1), nel verso secondo cui P segue
P, esteso all’arco C(P,, P) costituito dalla poligonale (che riesce sem-
pre contenuta in D) avente i seguenti vertici:

(%) Yoy 20)y (Ea Yor 2o)y (Ea"b o) (Ef’bc)7
e poniamo:

(6) FEn,8=(0) f (Xde 4+ Ydy 4+ Zdz) =

£ 7 [
—'——fX(x,ymzo>dw+[Y<E,y,zo> dy +fZ<E,n, 9 de.

La funzione f(E,n, &), cosi definita in tutto D), & evidentemente
ivi continua. E si ha

aE _X(E,yo, 2, +me &9, o)dy-]—f 2 (E,m, 2)

= X(Ey Yos %) +ny (87 Yy 7,) dy +sz (E,"],z) dz =X, Ny &)yere
Yo 2

Il teorema & cosi dimostrato, e si vede che, insieme alla (6), si
hanno altre cinque formole analoghe esprimenti l'integrale; si hanno
in tutto sei formole, tante cioé quante sono le poligonali congiun-
genti P, con P, composte di fre lati del parallelepipedo rettangolo,
a lati paralleli agli assi coordinati, del quale i punti P, e P sono
due vertici opposti.

V. In ognipunto interno di D esistano le derivate parziali X, Y, ,Z, ,
Xy, Y., Zy e siano finite e continue. Se nel dominio esiste un
tal punto P (x,y, 2, che il segmento P, P che lo congiun-
ge ad ogni altro punto P di esso é per intiero contenuto
nel dominio, condizione necessaria e sufficiente per Uintegrabilitd ivi
della (1) é che, in ogni punto interno, esistano altresi le derivate jmr-

ziali X,, Y., Z, ¢ st verifichino le (5).

Basta dimostrare la sufficienza della condizione. Per ogni punto
P(E, 7, &) del dominio si consideri I’ integrale curvilineo della forma
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(1) esteso, nel verso secondo cui P segue P, al segmento rettilineo
C(P,, P) congiungente I, con P, e consideriamo la funzione f(§, 7, &)
definita, nel dominio intiero, dal’eguaglianza

P
S &y :,):(o)f(xa‘x_;_ Ydy 4+ Z dz).
PO

Se si pone
==z, (¢ ty 1) =9, + (1 — Yo)t, (&) =2, 4 (& — 2,)¢,
s1 ha
1
(0 SEm,8= (L0 19) €20+ ) (1—6) 200 3y (G2
0

I evidente la continuitd di f; laddove in ogni punto interno al
dominio risulta:

BE __fg [ Xe M) (E—a,)+ Vs ()qw N—Yo)FZo (N ) (E—2,) [t X (hwv)] de

1
d
:[; tWX(Mw)—l—det:X(E; 7y &),
0

VI. Se, in D, si ha
X::ZXi, Y:2Yi’ Z:ZZ@,
=1 i

laddove le funzioni continue X;, Y;, Z; (i—=1, 2,.., n) sono, nel-
U interno del dominio, differenziabili ¢ omogenee di un comune grado
a; di omogeneita, diverso da —1, ¢ verificano le (5), la forma (1)
riesce integrabile nel dominio.

Posto, invero,
1,

(8) Sy, )= 2

si ha

7 (@ +9Yi + 24 ),
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fF NN 1 8X; 3Y; 8% .
W*Eiai—}él("’oa Lk vl +Xi)———

A ox

& 1 aX; 0X; 4X; -
_Eiai—{—l(w P 4y % +-z P —|—X,-)__X,....

Osservazioni. 1*) Dei teorr. IV, V e VI che, in varii casi
notevoli, risolvono il problema dell’ integrazione delle forme diffe-
renziali lineari, solamente 1’ ultimo non impone alcuna particolarita
al dominio I>. Ma quest’ultimo teorema impone pero fortissime re-
gtrizioni alle funzioni X, Y, Z, Il teor. IV & quello che richiede
meno condizioni per le funzioni X, Y, Z, ma, d’altro canto, richie-
de che il dominio I si riduca ad un dominio rettangolare. I bene
non tacere, fin da ora, che nell’ integrazione delle forme differen-
ziali lineari, salvo casi particolarissimi, non si pud mai prescindere
dalla considerazione del dominio. In segunito vedremo ulteriori ecasi
di integrabilitd della forma (1).

2%) I teorr. [V, V e VI bastano gid per le pratiche applica-
zioni. Non si dimentichi che le formole (6), (7) e (8) sono da ri-
guardarsi come vere e proprie formole risolutive alle quali gioverd
nelle applicazioni fare ricorso. Si noti la semplificazione che riceve
la formola (7) se per punto P,(x,, ¥, 2,) si pud prendere ’origine
delle coordinate. Essa si scrive allora:

1
SE 8 :/[EX(Et, N, Tt) Y (Ee, nt, GF) 4 EZ(EL, nt, Gt)] dt.
0

Forme differenziali lineari in due variabili. Se, in
tutto cio che precede, si pone 2=0, X(x, y, 0)—=X(a, ¥), Y(x, y, 0)=
Y@, v, Z(z, y, 0) =0, si ottiene la teoria dell’ integrazione della
forma differenziale lineare in due variabili

(9) X(@, y) do + Y (x, y)dy.
Le (5) si riducono all’ unica condizione
(10) oX oY
oy ox

Lasciando al lettore la cura di enunciare i teorr. V e VI per
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I’ integrazione della forma differenziale (9), limitiamoei ad enunciare
il seguente: '

VIL In ogni punto interno del dominio I del piano (x, y) esista
la derivata parziale X, e sia finita e continua. Se il dominio é
rettangolare, condizione necessaria e sufficiente per I integrabilita
in esso della jorma (9) é che in ogni punto interno del dominio esista
altrest la derivata parziale Y, e verifichi la (10). Se P,(x,, y,) é un
ﬁssato punto del dominio, per U’ integrale della forma si hanno allore
le due espressioni : »

3 7 j( £
76 = f Xz, y,) o f Y&, 9)dy= f Y (@, 9)dy + f X (@, 7).
2 Yo Yo %o

123*. Estensioni. — I concetti di porzione di curva regolare,
di curva regolare continua, di curva regolare, di curva continua,
sono immediatamente estendibili al luogo - descritto dal punto
P(t)[ @, (6), 4,(t),uey @, (t)], di uno spazio Sy ad un numero qualsiasi
r di dimensioni, al variare del parametro ¢ di cui le coordinate del
punto sono assegnate funzioni. E lasciamo al lettore il compito di
fare tale estensione e di estendere alle curve di 8§, le definizioni e
i risultati contenuti nei n.' 49, 119, 120*% 121, 122, Ci limitiamo ad
enunciare il seguente teorema :

Nel dominio D dello spazio Sy siano definite le v funzioni con-
tinue X,, Xy..., X, , delle v variabili veali x,, %,,..., @y, per le quali

. .. . . o . . n o
Sunzioni, in ogni punto interno del dominio, esistano le (2) derivate

pareiali 3Xy | 9ox (h=1, 2,..., r — 1, k==h 1, b F2,..., 7) ¢ siano
Jinite e continue. Se il dominio é rettangolare, condizione ne-
cessaria e sufficiente per U integrabilitd in esso della forma differen-
ziale lineare .
X, dz, 4+ X, da, + ... + X, dw, , .

é che in ogni punio interno esistano altrest le derivate parzials
8Xi/ dan (h=1, 2,.., r—1, k=h41, h+2,.., 1) e verifichino le
relazioni :

0Xn _ 0Xi

o= e MET) (G k=1, 2, 0.
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Per Uintegrale f della forma si ha allora :

21 E2
f:le(ml, By G yeusy #0) Ay +fX2(El, Tyy 355y @) dw, -
2 %

& g,
+/X3(El’ E2’ .%‘3’ "’72"'-1 xg)dwd_}_ e +[X¢(E17 Ezv"" Er—l7 '/v,.)dmry
0 0 -
T3 Ty

. . . . 3

0 0 0 B ' ;
ove P (z], ),..., x)) & un punto arbitrariamente fissato in D,

124. Dominii normali e dominii regolari del piano.—Nel-
I’ intervallo finito (c,, ¢,) dell’ asse u siano definite due funzioni T, (u)
e Y,(u), continue con le loro derivate prime, tali che sia y,(u) =7, (u)
per ¢, < u< ¢, Ciascuno dei due dominii del piuno (, y) definiti
dalle limitazioni

(1) cigwécz ’ Ta(w)éygb(w)y

@) O=Y=06, LWW=r=10),
dicesi dominio normale, il primo rispetio all’asse x ed il secondo »i-
spetto all’asse y. Evidentemente :

Ogni dominio normale & internamente connesso, limitato e (cfr.
dim, del teor. IV del n® 92 e teor. I dello stesso numero) misura-
bile con un’area data da

O2
3) 4 f [12(w) — ,(u) ] du.
O

La frontiera del dominio & costituita da una curva regolare con-
tinua semplice e chinsa, la quale si compone (per esempio se il do-
minio & normale rispetto all’asse x) delle due porzioni di curve re-
golari di equazioni y—r1,(x) e y =1, (%), aventi per comune base Vin-
tervallo (¢, ¢,), e, quando T, (¢,) <[¥,(c,), del segmento rettilineo con-
giungente i due punti [c,,7,(¢)] e [c,7,(c,)], quando ¥, (e,) <7, (c,),
del segmento rettilineo congiungente i due punti |e,, 7,(¢,)] e |¢,, 1, (¢,)].

It subito visto che ogni dominio normale gode della proprietd pos-
seduta dai dominii considerati nel teor. f1I del no 122, Dimostriamo che:
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I. 8Se le funzioni X (x,y) e Y (%,y) sono continue nel dominio nor-
male I ed esistono, in ogni punto interno, finite e continue, le deri-
vate X, e Y, cssendo inolire sempre X, — Y., la forma differenziale
Xdx 4 Ydy é integrabile in D.

Supponiamo il dominio normale rispetto all’asse x e definito dalle

(1). Poniamo (@) ==[y, (®) 4+ ¥, (®)] /2 e designamo con ¢(&) una fun-
zione della sola @, primitiva, in (¢, ¢,), della funzione continua

X[o, 1))+ Yz, 1] 5

Ponendo, per ogni punto (x,y) del dominio,
y
S0 =( Yoy 1)t ot
V(@)
si viene a definire (n° 117) una funzione continua, mentre per ogni
punto interno al dominio si ha (no 117)

of

@:Y(wﬂ/)’

de ' da
(@) 1@

d d
"“/Y” (@) — Y@, v(@)] = - T (P*[X (@0, 0) dn + X[, (2)] = X(,y).

Passiamo ora a definire i dominii regolari del piano (z,y). Bssi
gono tutti quei dominii del piano (x,y) suscettibili di una elementa-
re decomposizione in dominii normali., Evidentemente: Ogni dominio
regolare é limitato e misurabile ed ha una frontiera composta di por-
ztont di curve regolari. Ogni triangolo,'e quindi ogni poligono, del
piano (%,y) ¢ un dominio regolare. I punti non esterni ad un’ellisse
formano un dominio regolare.

Sia 7' un dominio regolare, un punto P di FT' che appartenga
ad upn’ unica C fra le porzioni di curve regolari di cui si compone
FT dicesi regolare per FT, la tangente e la normale in P alla C
diconsi tangente e normale in P alla frontiera F7. Sia » una retta
per P distinta dalla tangente ¢ in P alla FT, & assai facile dimostra-
re, pensando che il punto P apparterra alla frontiera di uno dei do-
minii normali dei quali si compone 7', che sulla retta », da bande
opposte rispetto a P, esistono due punti @; e ¢,, tali che il seg-
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mento rettilineo P¢); sia per intiero contenuto in 7' e il segmento
PQ,, privato del puuto P, sia contenuto in CT. L’asse 7; su » avente

il verso P@; lo diremo Vasse della divezione v penctrante in T, ovve-
ro Dasse interno della direzione r, Valtro asse », sn # avente il verso

opposto (il verso di FQe ) lo diremo Passe della direzione r penetrante
in CT, ovvero Vasse esterno della direziome ». Se, in particolare, r &
la retta normale in P alla FT, i due assi n;.¢ »u, su n, diconsi, in
modo breve, rispettivamente, la normale interna ¢ la normale
esterna alla FT. Sia ora t' quell’asse sulla tangente ¢ alla F7 in
P, tale che la coppia (#,n; ) risulti congruente con la coppia (x, y)
-degli assi coordinati, ebbene il verso dell’asse t' dicesi verso posi-
tivo sulla frontiera di T. Il verso negativo sulla frontiera
di T & quello dell’asse opposto a ¢. Il ben intuitivo che il verso po-
sitivo su FT' é quello del moto di un osservatore che, portato dal piano
(x,y) vada percorvendo la frontiera di T, in modo che Vasse n; sia vol-
to dalla sua destra alla sua sinistra.

Osserveremo anche che: Ogni dominio regolare gode della proprietd
posseduta dai dominii considerati nel teor. III del no 122,

Un dominio regolare internamente connesso dicesi ad unico
contorno se la sua frontiera si compone di un’unica curva regolare
continua semplice e chiusa. Quando, nel seguito, parleremo di curva
regolare continua semplice e chiusa sottintenderemo sempre cl’ essa
sia lintiera frontiera di un dominio regolare ad unico contorno. Ma
con cio non si introduce limitazione alcuna allinsieme di tali curve,
secondo quanto stabilisce il seguente teorema Jordan-Osgood :

La pit generale curva regolare continua vsemplice chiusa (ad in-
tervallo base Jinito) é sempre Uintiera frontiem di un dominio regola-
re ad unico contorno. '

Per quanto in grado di farlo, noi non daremo la laboriosa di-
mostrazione di questo teorema, al quale, del resto, non faremo ri-
corso (*) se non in due casi particolari: che la curva regolare con-

N

tinua si riduca ad una poligonale, ed in tal caso esso & contenuto

(*) 11 teorema non ha ancora un analogo nello spazio, ed essendo percid co-
stretti ad evitarlo nello spazio, lo vogliamo noi evitare anche nel piano, allo
scopo di mantenere una perfetta analogia (didatticamente utilissima) fra le due
trattazioni nel piano e nello spazio.
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nella Geometria elementare, che si sia nelle condizioni contemplate
nel teor. VI del no 130 ed in tal caso esso si pud dimostrare facil-
mente.

Sia € una curva regolare continua semplice e chiusa, con D;C
denoteremo il dominio regolare che 'ammette come completa frontiera,
con D,C designeremo il dominio somma di C e del complementare
di D;C. Ogni punto interno a D;C si dice anche interno alla
curva C; ogni punto esterno a D;C (e quindi interno a D,C) si
dice anche esterno alla curva C. Le normali n; e n, interna ed
esterna alla frontiera di D; C diconsi anche normali interna ed esterna
alla curva C. I versi positivo e negativo sulla frontiem di D;C di-
consi anche i wversi positivo e negativo sulla C. T facile convincersi
che ¢ sempre possibile trovare una rappresentazione parametrica di
una curva regolare continua semplice e chiusa C, in maniera che il
verso positivo della curva, relativo a tale rappresentazione, coineida
in ogni suo punto regolare con quello teste definito. Per ogni curva
regolare continua semplice ¢ chiusa noi sottintenderemo sempre di adot-
tare una tale rappresentazione. Detta s Vascissa curvilinea sulla cur-
va, relativa ad una tale rappresentazione, i coseni di settori dell’as-
se tangente positivo ¢’ saranno dati da

R , dy
cos(m,t):§, cos(y,t):sen(x,t’):Es-—, -
e quelli della normale interna n; da
d 1
cos(w,n,-)::——-y—, cos (¥, n; ) = sen (x,n; ) =2

ds

Siano C, C,, C,,..., Cp,p +1 curve regolari continue semplici
e chiuse e supponiamo che le curve C,, C,,..., Cp siano, ciascuna, in-

—das '

terne alla curva €, mentre ognuna di esse sia esterna ad una qua-
lunque altra delle medeSIme. Un dominio regolare T, mterxmmente
connesso, che possa conmderarsx il prodotto:

D:C.D,C,.D,C,....D,Cp,

“dicesi un dominio regolare connesso a p -1 contorni. Si ha
evidentemente

FT=C-+C,+ C,+ ...+ C,.

La curva C dicesi il contorno esterno del dominio 7, la som-
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ma C, 4 C,-} ..} C, il contorno interno. Per la curva C il
verso positivo su di essa, a se considerata, coincide con quello su
FT; al contrario, per ogni curva del contorno interno, a se consi-
derata, il verso positivo su di essa & 'opposto di quello su FT' (*),

Sia ora T il piu generale dominio regolare, connesso o no, e
X (x,y), Y(x,y) due funzioni continue in esso definite. Il verso posi-
tivo su F7 subordina sopra ogni curva regolare continua di cui si
compone FT un determinato verso; supponiamo che sulla curva re-
golare continua Cy (di FT) (h =1, 2,...,n) tale verso sia quello del-
Passe tangente &, . Come integrale curvilineo della forma differenziale
Xdx -+ Yady esteso a FT, nel verso positive, integrale designato con
la notazione

f(de -+ Yay),
A

intendiamo la somma

1, n
2 f[Xcos(w, th) 4 Ycos(y,t,)]ds.
hCh

Analogamente si definisce e si designa Pintegrale curvilinea di
Xdx 4 Ydy esteso a FT, nel verso negativo.

Se, in particolare, il dominio I’ & regolare connesso a p -+ 1 con-
torni, di contorno esterno C e di contorno interno costituito
carve C,, C,,...,, C,, si avra

1, p
f(de-;- Ydy)::/(de—}— Y dy) —E /(de 1 Yay).
T +o "fo
Sussiste il teorema:

II. Nelle ipotesi del teor. I si ha:

(4) f(de + Ydy)=0.
+FD

(*) Per ragioni che risiedono nella teoria della connessione, la cui applica-
zione pud qui essere evitata, ogni dominio regolare connesso a p -+ 1 contorni
— . 1
dicesi anche a connessione (p +1)P? o connesso p+ 1 volte, per p = 0 di-
cesi semplicemente connesss, per p = 1 doppiamente connesso.
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L’integrale della forma differenziale Xdx - Ydy esteso ad una
qualunque curva regolare continua chiusa interna al dominio D, &
invero (122, II) sempre nullo. Pertanto, se & designa un’ arbitraria
quantitd positiva minore di (¢, — ¢,)/2 e o un’arbitraria quantita po-
sitiva o nulla minore del minimo in (¢, 4 ¢, ¢, — ¢) di [y,(®) — y1,@)]/2,
per il dominio normale D (g, o) (>0, c>0), completamente interno
a D, definito dalle limitazioni

ci"]_eéxéca_a; n(w)—[—cgygn(w)—c,
si avra
(Xdo 4+ Ydy)=0.
—+ FD (g0)

Ma, come facilmente si riconosce,

lim (Xde 4+ Ydy):f(de—l— Ydy),

¢—>~0

-+ FD (g,9) ~+FD (e, 0)

Jm f (X dw + Ydy) = /(de—}— Ydy). -
+ Fhe, 0) +FD

I1 dominio regolave T' sia ora variabile, nel modo piu arbitrario,
entro il fissato dominio regolare 4, ove sono definite le due fun-
zioni continune X(z,y), Y (x,y). Ponendo

(5) . AT = f (Xdz 4 Ydy),
+Fr

si viene a definire una ben determinata funzione del dominio rego-
lare T. Ebbene, ¢ fondamentale il seguente teorema:

III. La jfunzione di dominio vegolare H(T), definita dalla (5), é
additiva.

Dobbiamo dimostrare che se 7', T, T” sono dominii regolari di
A e se T=T'+ T", riesce
(6) HT)= HT+ HT").
Se le frontiere FT’' e FI'” non hanno in comune alcuna delle
curve regolari di cui esse 8i compongono, risulta FT'—F7T’ - FT"
e quindi la (5) & evidente. Nell’altro c¢aso, poniamo

C =FT1.FT', C"=FT.FT", L=FT'.FT".
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', C"”, L potranno essere composte di pitt curve regolari continue.
E si ha FI=C' ", FI'=C"+ L, FT" = C” -} L. Indicando
con t,¢,t" gli assi tangenti positivi delle frontiere FZ,FT',FT”,
risulta,

su O, t'=t

su O, V"=t

su L, " opposto a ¢,

H(T) :[[X cos (x, t') -} ...] ds -}-f[Xcos (w,¢') + ..] ds,
L

!

H(T"):f[Xcos (@, ")+ ..] ds —-}-f[Xcos (@, ") 4-...]ds,
L

o
L]

e quindi

HT' )+ HT") :f[X cos(x,ty+...]ds +f[Xcos(w, t"yF..Jds=H(T).
o

C/I

-Da questo e dal teor. IT segue il classico teorema: -

IV. Se X e Y sono funzioni continue nel dominio regolave A, le
quali possiedono, in ogni punto interno di A, le devivate parziali X, ¢ Y, ,
finite e continue ed eguali fra loro, si ha

H(A):[(de-{— Ydy)=0.
+¥4

- Bd invero se T,,T;,..., T, sono i dominii normali di cui si com-
pone A, si ha (teor. II)

[(de—[— Ydy) =0 (h=1,2,..,n),
+Fr, '
e d’altra parte (teor. prec.)

R 1,n
ﬁde+ Ydy)zz ﬁde+ Yay).
+74 " ¥,
Del teorema ora stabilito, dal quale trarremo importanti conse-
guenze nel prossimo capitolo, si pud fare subito una notevole appli-

cazione al problema dell’ integrazione delle forme differenziali lineari
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g

in due variabili. Quel teorema ci pone, difatti, in grado di dimostra-
re il seguente: '

V. Il dominio limitato e internamente connesso I abbia per fron-
tiera un continuo e goda della proprietd posseduta dai dominii consi-
derati nel teor. III del n° 122 (in particolare sia regolare ad unico
contorno). Se le funzioni X(x,y) ¢ ¥ (x,y) sono continue in D, ed in
ogni punto interno sono dotate delle dervivate parziali X, ¢ Y., finite
e continue ed eguali fra loro, la forma differenziale Xdx -+ Y dy é in-
tegrabile in D.

Sia P, un fissato punto interno al dominio ¢ P un punto va-
riabile, del pari interno al dominio. Indicheremo qui con C (P, P)
una poligonale semplice (non intrecciata) completamente interna a D,
congiungente P, con P. Dimostriamo anzitutto che 1’ integrale cur-
vilineo

. P
(7) (o)f(de-a- Ydy),
PO

non dipende affatto dalla poligonale C(P,, P)congiungente i due pun-
ti. Siano invero €’ e € due tali poligonali, percorrendo la poligonale
C’da P a Psiincontrino successivamente i punti @, @,, @, yery @n y Quta
da ciascuno dei quali partono due lati, uno della €' e Paltro della
C’, non coincidenti (i punti Q,, Q,,..., @, possono naturalmente anche
mancare e cid avverrd se le due poligonali non hanno altri punti
comuni all’ infuori di P, e di P, nel quale caso risultera @, = P,,
Qo1 = P). Se facciamo vedere che

D1 Opp1

(C')f(de + Ydpn= (C’")f(X(lw—{— Ydy) (h=10,1,...,m),
Qh Qh

avremo dimostrato Iindipendenza dell’ integrale (7) dalla C. Effetti-
vamente, le due poligonali C'(Qn, Qry1) € C”(Qr, Qrt1), S€ nON coin-
cidono, costituiscono, insieme, la completa frontiera di un dominio
regolare T (di un poligono) contenuto in I —in 7% non pud essere

contenuto alcun punto della FID poiché questa & per ipotesi un con-
tinuo — e pertanto, in forza del teorema precedente, si avra:
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@t @
f(de + Yay)= (C’)f(de 4 (0”)[(de +.)=0.
iFTh Qh Qh—}-l

La (7) definisce, in ogni punto interno di D, una funzione f(P),
nulla in P, Ripetendo il ragionamento fatto per dimostrare il teor.
. TI del n° 121 subito si constata che la f(P) & differenziabile in ogni
punto interno del dominio e che in ogni tale punto si ha f; = X,
Jy = Y. Ne segue (121,I) che 1’ integrale della forma Xdx - Ydy,
esteso ad una qualsiasi curva regolare continua chiusa, interna al do-
minio, & sempre nullo. Ma cio (122, IIT) & condizione sufficiente per
I’ integrabilita della forma nel dominio. Un integrale di essa & defi-
nito dalla (7), per ogni punto intérno al dominio, ove C pud designare
la pit arbitraria curva regolare continua interna a D.

Osservazione. Salvo nel caso particolare contemplato dal teo-
rema VI del ne 122, 1 integrabilita della forma Xdx -+ ¥dy, pur es-
sendo le funzioni X e Y finite e continue con quante si vogliano
loro derivate parziali, verificanti la relazione X, — ¥, non & dun-
que stata assicurata se, per esempio, il dominio & regolare connesso
a pill contorni. Tale integrabilitd pud allora effettivamente non sus-
sistere. Sia 0 <+’ <(r” ¢ consideriamo, per esempio, due circonfe-
renze €' e C” del piano (x, y), di centro nell’ origine e di raggi +
. e +". Il Joro insieme costituisce la frontiera di un dominio regolare
connesso I a due contorni (di una corona circolare). Poniamo

y @
T TTEEe

Le due funzioni X e ¥ sono in I) finite e continue con tutte
le loro derivate parziali e si ha inoltre X, — Y, . Nonostante, la
forma Xdx-}- Ydy non & integrabile in I (¥). Considerando invero
(122, II) una qualunque circonferenza C avente il centro nell’ ori-
gine, tracciata in D, si ha:

f (Xdz -+ Ydy) = 2.
+C

(*) 8i noti che le funzioni X e Y sono anche omogenee o dello stesso grado
di omogeneitd. Ma tale grado ha il valore —1, precisamente escluso dal teor, VI
del n° 122,
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Sia € una curva regolare continua semplice e chinsa, conte-
nente nel suo interno la circonferenza C’ e contenuta nella consi-
derata corona circolare. Se la C e la € costituiscono insieme 1’in-
tiera frontiera di un dominio regolare si ha sempre (teor. IV)

f (Xdo 4 Ydy) = / (Xdw 4 Ydy) = 2.
+c +c
A tale risultato si giunge subito, direttamente, se, soltanto, detto
(¢, t") Vintervallo base della curva C, essa, in coordinate polari, ha
le equazioni parametriche p=p(t), 6 =0(¢), ove — essendo p(t) =+,
p(t) =p(t"), 6(t')=0, 6(t")=2m — le funzioni p(f) e 6(t) sono finite
e continue con le loro derivate prime. Si ha invero x=—p(t) cos 0(¢),
y=0p(¢) sen 0(t), xdy — yda — p*(t)d6, e quindi

t :
f (Xdx -+ Ydy) = [ % dt = 6(t”) — B(¢') = 2.
+c t

125. Formole di quadratura per i dominii regolari. —
Sotto forma di un integrale curvilineo, il seguente teorema da su-
bito 1’ area di un qualunque dominio regolare.

I Ogni dominio regolare T ha un’area T data da

(1) T:fmdy = — |yde = —;—/(xdy — ydz).
+FT +FT +Fr
Anzitutto & nullo (124, IV) Vintegrale curvilineo di ady -~ ydw
esteso a FT, e si ha dunque

1
[xdy:-—-fydw = ?/(mdy — ydx).
+Fr S +Fr

Basta (124,' I1I) dimostrare la (1) nell’ ipotesi che 7' sia un do-
minio normale. Il dominio normale 7' sia definito dalle limitazioni

CET=0C, T,W)=y=ry,@), si ha

G2
7= [[1,60 = 1, (@)ds,

¢
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ma, evidentemente, &
Co
/[n(x)—n(m)]dx: — [ yda.
¢ +Fr
Introducendo le coordinate polari p e 6, sopra ciascuna porzio-
ne di curva rég()lnm di cui si compone FT, quelle coordinate sa-
ranno funzioni finite e continue, con le loro derivate prime, di un
certo parametro; e dalle relazioni x=pcosl, y—=—psend, si trae
xdy — yda = p*abd,
ne segue

II. In coordinate polarvi p e 0, ogni dominio regolare T ha un’a-
rea data da

1
(2) T:? 92(10.
+IT
It dominio regolare 7' si riduca ad un settoroide del piano re-

lativo alla funzione f(6), avente per base I’ intervallo («, f) dell’ asse
6(0 <<« <f=27). La formola (2) da allora

B
1 2ap .
r= 3 [(rona;

si ricade, in ipotesi piu ristrette, nella (20) del n° 92.

126. Planimetri. — Realizzata, sopra una tavola da disegno
perfettamente orizzontale, una precisa riproduzione grafica (in una
conveniente scala) della frontiera di un dominio piano regolare, che
possiamo supporre ad un solo contorno, valori abbastanza approssi-
mati dell’ area del dominio si possono anche avere impiegando spe-
ciali strumenti che vanno sotto il nome generico di planimetri. Di
tali strumenti si fa largo uso in pratica, e specialinente nelle ope-
razioni di Topografia. Sono in uso parecchi planimetri: I) il plani-
metro di Amsler, II) il planimetro compensato Amsler-Corradi,
III) il planimetro a rulli di Corradi, IV) il planimetro del capi-
tano Prytz. Noi qui ci limiteremo a dare una schematica descri-
zione del primo planimetro e a svolgerne completamente la razio-
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nale teoria. La teoria del secondo planimetro & identica a quella del
primo e la teoria del terzo pud essere assai facilmente ottenuta al
primo esame del funzionamento dell’ apparecchio. Il planimetro di
Prytz (detto anche « seure), meraviglioso per la sua semplicita, non
¢ invece suscettibile di una razionule teoria, e noi ne sconsigliamo
I’ uso perche — a nostro avviso — puo dare talvolta risultati assai
poco approssimati.

Una rotella 7, perfettamente girevole intorno al suo asse @, sia
poggiata sulla tavola da disegno, ed il suo asse sin animato da un
arbitrario movimento, durante il quale perd si mantenga sempre oriz-
zontale, Una prima proposizione della teoria del planimetro di Ams-
ler & la seguente : Detta C la traiettoric sulla tavola da diseguo del
punto di contatto della rotelle ¥, 8 I avco di C, Ns) I angolo dell as-
se @ con la tangente alla C, p il rvaggio della rotella, I angolo di cui
avrd ruotato la rotella (intorno al suo asse) alla fine del moto é duto da

(1) O ?l /sen)\(s) ds.
¢

La proposizione ¢ evidente se la curva C & un segmento retti-
lineo e P'asse ¢¢ mantiene una direzione costante. Supponiamo che
la € sia una porzione di curva regolare di equazioni x=wx(s), y—y(s),
di base (0, ) e di punti terminali P e . Designeremo con E(s) e
7(8) i coseni direttori dell’ asse @. Mediante i punti s,==0, s, $,,...,
$n—1, Sn—1{, dividiamo 1 intervallo (0, 1) in intervalli parziali e di-
ciamo P =P, P, P,,..., Pn_;, P,= @, i punti di C relativi ai va-
lori 8y, 8,, 855y Sn—1, 85 del parametro s, ¢ la muassima fra le diffe-
renze §; — 8;—; (i—1, 2,..., n). Possiamo approssimativamente ripro-
dorre il moto del sistema asse @ e rotella # al modo seguente: Man-
tenendo 1 asse @ nella direzione [§(s,), n(s,)] facciamo percorrere al
punto di contatto della roteila il segmento P P ; ginnti in P,, ruo-
tando intorno alla verticale per P,, diamo all’asse @ la direzione
[E(s‘), N(8,)] e poseia, mantenendo 1’ asse in tale direzione, facciamno
pefcorrere al punto di contatto della rotella il segmento P P, giun-
ti in P,
divezione [§(s,), 1(s,)] e poscia, mantenendo I’ asse in tale direzione,

, ruotando invorno alla verticale per P,, diamo all’ asse @ la

facciamo percorrere al punto di contatto della rofella il segmento

P,P,, e cost via. B intuitivo che il moto cosi ottenuto tanto meglio

M. P1CONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 41.
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(soltanto per quanto riguarda le successive posizioni) approssimera
il moto reale del sistema asse e rotella, quanto pit piccolo & o,
Ora I’angolo di cui avra ruotato la rotella (intorno al suo asse) alla
fine del moto approssimativo descritto, & evidentemente dato da

%2" e[t ) — 0(55-0)] — E(semt) [Y0 8 — 9)(552)) | =

1=1

1 n
= - §1 [ (8im1) @' (85) — E(8i—1)y" (87) ](8; — i),

ove s; e s; sono certi punti dell’ intervallo (8,1, 8 ). Ma (Oss. 3*
del n° 91) si ha

lim Zn[ (Q' PN ( . rporr . . e

o0 = N(si1)@'(8;) — Elsi)y'(s) [( 88 —8i1) =

l |
— [[n(s)/e) — Es)y/(s) | ds = f sen A(s)ds
0 C

onde segue la (1). Se ne deduce la (1) anche se la curva C & la piu
generale curva regolare continua.

Consideriamo ora, poggiata sulla tavola da disegno, un’asta ri-
gida mobile @, e nella sua direzione un asse di anomalia 6 rispetto
all’ asse . Siano P(x,, y,) e P,(x,, y,) due punti fissati sull’asta e
I la misura algebrica del segmento P P, Il movimento di @ riesci-
ra determinato con 1’assegnare x, y, ¢  in funzione del tempo ¢,
in un certo intervallo finito (¢, ¢”). Supponiamo che, al crescere di
t da t' at”, i punti P, e P, descrivano, sempre in uun verso, ri-
spettivamente, le due curve regolari, continue e chiuse C, e C, e
poniamo :

¢’ : ¢

1 1
4, = ?f(w‘(1y1 —ydz), A,= gf(mzd% — y,da,).
t t'

Se la curva €y (=1 o 2) & semplice, il valore assoluto di 4,
dard Parea del dominio D;C,. Mu la curva € pud non essere
semplice ; se, per esempio, ogni suo punto risulta doppio, se, cioe,
durante il moto, il punto P, percorre due volte nna medesima cur-
va C;n dapprima in un senso e poscia nel senso opposto, suard

Ap = 05 se la curva €} ha un solo punto doppio, essa si compone
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di due curve regolari continue semplici e chiuse € e C, e si ha
allora | Ay | = | area D,C, — area D,C;|. In ogni caso il numero
(con segno) A4, sard, in modo breve, chiamata I’ wrew racchiusa dalle
curva Cp. Si ha x, =, + lcosl, y,=—y, -+ Isend, e quindi
(2) 2, dy, — y,do, = x,dy, — y,do, -+ 346 -
4+ l{cosfdy, — sen dx, -4 x, cos 0d6 -y, senGd6).

Ma: 190) Vintegrale di d6 esteso all’intervallo (¢, ¢t”) vale un
multiplo di 27, secondo un numero n (positivo o negativo, bene
spesso nullo) per la cui precisa determinazione basta soltanto por
mente al moto dell’ asta @ ; 2°) integrando per parti si ottiene:

tl’ tlI

[(wi cosf -y, sen 6)dé :/(cosﬂ dy, —senfda,),
i ¢

poiche 6(¢") — 6(t) = 2nm, x,(t") =a,(t), y,(t")=y,(t'); 3°) detto, co-
me sopra, A 1’angolo del quale & inclinata Vasta e sulla tangente
alla €,

go alla seguente

si ha cosfBdy, — senfdr, == sen Ads, pertanto la (2) da luo-

(3) Az.—:A‘--}—n"tl?—{-l/seu)\ds.
G

Tale relazione costituisce la seconda ed ultima proposizione della
teoria del planimetro di Amsler, del quale ecco la schematica de-
scrizione: Sull’ asta rigida @ siano fissati i tre punti P, P’ e P e siano
I, e I le misure algebriche dei segnenti PP, e P’ P; nel punto P &
fissata alla ¢ una punta p che & mantenuta verticale e il punto P’
& centro di una rotella 7 avente il raggio p della stessa lunghezza
di p. La rotella 9 ha P asse @ ed & perfettamente girevole intorno
al suo asse. _ .

Sia € la riproduzione grafica sulla tavola da disegno dell’unico
contorno di un dominio regolare del quale si vuole determinare Uarea
A. Mantenendo Vasta e« orizzontale le si imprima un movimento du-
raute il quale la punta p percorra, sempre in uno stesso verso, Pin-
tiero contorno C; il punto di contatto della rotella e il punto P, de-
scriveranno due curve regolari continue e chinse €' e C, e, dette
A’ ¢ A, le aree racchiuse da queste due curve, si ha: '
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A=A+ nxl®* 4 lfsenlds, A4,=A"+ mtlﬁ—{-lo[sen)\ds,
o o
e quindi

(4) A=A, +nt(BP—B) 4o —1)w,

in forza della (1), avendo designato con o Pangolo di cui avrd ruo-
tato, intorno al proprio asse, la rotella » quando la punta p ha per-
corso Vintiero contorno C. Ora, evidentemente, nel compiere ¢id, si
pud anche imporre al punto P, di descrivere una prestabilita curva
chinsa €, della quale sia nota Parea 4, da essa racchiusa. Se si pren-
de per C, una retta si ha sempre A4, =—=0 e si otticne il planimetro
retlilineo di Amsler. Se si prende per P
planimetro polarve di Amsler. Quest’ ultimo & il pitt usato, esso si

realizza collegando a cerniera, alla @, in P, una seconda asta ri-

un cerchio si ottiene il

gida b munita allaltra estremitd di una punta ad ago che pud essore
infissn sul foglio da disegno. In quei frequentissimi casi nei quali
riesce 4, =0, n=0, la (4) d4 A =p( — )0, di ciod che Parea 4
¢ proporzionale all’angolo o di cui avra ruotalo la rotelle v quando
la punta p ha percorso Uintiero contorno C. La costante K —=p(l—1,)
& una costante strumentale, data con Vapparcechio. I’angolo o pud
essere facilmente letto, graduando la rotella e congegnando ad essa
un contagiré ¢ un nonio,

%Y



CAPITOLO VL

INTEGR.AZ_[ONE NEL PIANO E NELLO SPAZIO.

§ 1. Calcolo degli integrali nel piano.

127*. Teoremi di Rolle, di Lagrange, di Cauchy, di I’'Ho-
spital (terza forma) e teorema di Darboux per le funzioni di
due variabili. — Sia A un dominio rettangolare del piano (x,y), di
punti estremi («/,0") ¢ (a”,b”), od anche un dominio determinato dalle
limitazioni

d=rd", V=y<0",

ove taluni o tutti i numeri o', «”, ¥',b” possono essere infiniti., In 4

sin definita una funzione F(w,y), delle due variabili reali x ¢ y, ovan-

que totalmente derivabile e f{x,y) ne sia la derivata totale. Sussiste -
la seguente proposizione:

I. Se, per ogni dominio vettangolave T, di punti estremi (a',B’) e
(a”y B”), contenuto e varviabile in A, poniamo:

(1)  T)=F (" 8"+ A, p) — Fa",B) — Fl, "),

nella famiglia [A]g dei dominii vettangolari contenuti in A si definisce
una funzione di dominio rettangolarve additiva e primitiva della f(x,y).

Cominciamo dal dimostrare Padditivita di @®(7Z'). Sia, per esem-

pio, a nn punto interno all’intervallo (¢, «”), mediante la retta w-—«

il dominio rettangolare I risulta (elementarmente) decomposto nei due

dominii rettangolari I" e I di punti estremi («/, ), (2, 8”) e (a,B),

(a”,8”), e si ha T
®T') = Fla, ") -+ Fo,§') — Flo,B') — F(o,p"),
O(T") = F(a" B") + Fla,§) — Fa", ) — Fa,Bp"),

donde O(T) |- ®(T") == ®(T). Dimostriamo ora che se P (x,y,) & un

qualsiasi punto di 4, si ha

lim (D(T)SS“ [AJR :f(Po)-

TP, T |
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Comungue si assegni un numero positive ¢, esiste invero un do-
minio quadrato @, di ecentro in P,. tale che se P(x,y) & un qualun-
que punto di Q.. A4, per cui (x — ) (y —y,) = 0, risulta sempre
F(wyy) + F(mo’yo) - F(“";?/o) ‘—F(xmy) é](P ) ‘I" e

(@ — ) (¥ — ¥,) =0

Sia T un qualsiasi dominio rettangolare contenuto in @ e con-

tenente P, se T' ha in P; uno dei suoi vertici, posto f(P)=/1, la

0
(1) dice appunto che

(@) (f, = T=O(T)<(f,+T

in ogni altro caso, le parallele agli assi wmdnm.t.x per P, decompor-

(1) S(Py) —e=

ranno il dominio rettaugolare 7' in dominii rettangolari T (i==1, 2,...),
ciascuno dei quali ha un vertice in P, — in quattro tali dominii se
P, & interno a T, in due se P, & sulla frontiera di 7. E dalle li-
mitazioni

(fo—o T =0(Ti)<(f,+¢&) T (i=1,2,.),
poiche 3, T;—= T, 3P ( i):(I)\T), sommate membro a membro, se
gue, di nuovo, la (2). ’

Il teoremna & cosl dimostrato, ed esso, in forza dei teorr. del
n° 102*% offre immediatamente, in una terza forme, i teoremi (da av-
vicinare a quelli gia ottenuti al n° 53) di Rolle, di Lagrange,
di Cauchy, di ’Hospital, ¢ il tecorema di Darboua per le fun-
zioni di due variabili. Si hanno, per esempio, i tecoremi seguenti.

II. Teorema di Cauchy. In un qualunque insieme A (dotato
di punti interni) siano definite le due funzioni F(r,y) ¢ @ (x,y), en-
trambe totalmente derivabili in ogni punto di RA, con derivate totali
S(@,y) e g(@,y). Presi due qualsivogliano punti P'(«',y’) e P"(x",y")
di A,se(x’—u')(y"—y)==0 e se il dominio rettangolare R(P', Py —di

cut P' e P" sono una coppia di vertici opposti — & contenuto in A,
esiste un punto H del dominio R (P’, P”) per il quale é

[F(«",y")+ F(x ,y)—l’«w,J) F',y"))g(H)—
_*[G(:v",y")—i—G ’ )_G(w )—G 1?/)]f(H)

II1. Teorema di Darboux. La devivata totale f(x, y) non pud
assumere in due punti P’ e P” di A,contenuli in un dominio rettan-
golare R contenuto in A, due valori diversi p’ ¢ p'
nel dominio I ogni walove compreso fra p’ e p”.

s SenzZa assumere
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128* Problema della ricerca delle funzioni di punto pri-
mitive di una data. — Sia A un qualsiasi insieme, dotato di punti
interni, del piano (z,y), ed in esso siano definite le due funzioni di
punto F(P) e f(Pj; se, in ogni punto-di R4, la fanzione f(P) & la
derivata totale di F(P), questa sard detta funzione primitive di quella.
Vogliamo ora occuparei del problema della ricerca delle funzioni di
punto primitive di una data, problema che enunceremo al modo se-
guente: Assegnata in un insieme A una funzione di punto f(P), defi-
nirne, in A medesimo, una funzione di punto primitiva. Osserviamo,
anzitutto, che il problema & indeterminato. Se, invero, F (P) & defi-
nita in 4 ed e una particolare funzione primitiva della fiP), dette
X(x) e Y(y) le pin arbitrarie funzioni, rispettivamente, della sola x
e della sola y, definite, Ia prima, per ogni valore di x e la seconda
per ogni valore di y, la funzione '

Flz,y) = Fy(x,y) + X(@) + Y(),
¢, ancora, definita in 4 e primitiva della f.

Il teorema ILI del n® prec. assegna poi alla £ una forte condi-
zione necessarin per la risolubilita del problema.

Sia A4 un qualsiasi dominio del piano (z,y) ¢ [4] una famiglia di
insiemi, contenuti in A, costituita da dominii e (¢fr. n° 99) dalla tota-
litd [A]g dei prodotti di ‘4 per i dominii rettangolari del piano avente
punti interni in comune con A (*). Sussiste Pimportante teorema:

I. Nella fumiglia [A)] sia definita la funzione additiva di dominio
O(T) primitiva dell’assegnata funzione di punto f(Pj. Fissato nel pia-
no, arbitrariamente, un punto P, (x,,y,), per ogni altro punto P(x,y),
per cui (@ — y,)(y —y,) &= 0, indichiamo con KR (P, P) il dominio ret-
tangolare di cui Py e P formano una coppia di vertici opposti, dico
che la funzione di punto F (P) definita in A dalle sequenti eguaglianze:

= O[4.R(P,P),se(@—x)(y—y,)>0ese A.R(P,, L)< [Alg,
=—0[4.R(P,,P)],se (@x—a,) (y—y,) <0 ese 4. R(P,P)<[A]r,
= 0 ,negli altri casi,

é primitiva delln f(P).

3
l

. s »

(*) Un tale prodotto pud — eccezionalmente — non essere un dominio nel pre-
ciso senso da mnoi stabilito al n® 22; ma, per semplificare il discorso, qui, come
del resto abbiamo gia fatto al n° 99, seguniteremo a chiamarlo dominio,
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Per dimostrare il teorema, limitiamoci, per esempio, a conside-
rare il rapporto incrementale totale di Fi(x,y) per un punto Plx,y)
intorno ad A4, per il quale sia # —ax; <0, y —y, > 0. Diamo a x e
a y tali incrementi Ar e Ay che il punto P'(z 4 Az, y - Ay) sia con-
tenuto in un intorno c¢ircolare del puunto P(x,y), a sua volta conte-
nuto in 4. Diciamo P, il punto (x -+ Ax,y), P, il punto (z,y -+ Ay).
Si ha, tenendo conto delle (1) e dell’additivita di O,

Foet Aoy Ay — Fy @+ Any) = Fy@y Ay - Fo (@ 9)
Az Ay -
—Q[A.R(P, P)|+DP[A.R(P, ')+ D[A.R(P, P,)] — D[A.R(P,, P)]
: Ax Ay

__®[R(P,P)] _ DLR(P,P)

T Az |[Ay| T avea R(P, P’

ma, per essere (7') funzione primitiva della f, posto [Ax| 4 | Ay | ==,
risulta
lim @[R(P, P)]

o~ 0area R(P, P =f(P).

Dul teorema ora dimostrato e dal teorema I del n° pree., segue

evidentemente Paltro:

II. Se la funzione f(P)é assegnala in un dominio A determinato
dalle limitazioni o' <@ <<d", V' <y =0, ove taluni o tutti i numeri
aya’, V,b" possono essere infiniti, vi é perfetta equivalenza fra il pro-
blema della costruzione in A di una funzione di punto primitiva della
J e quello dellu costruzione in [A]g della funzione di dominio rettan-
golare primitiva della stessa f. La (1) del w° prec. fo passave dulla
prima alla seconda e le (1) del n° presente da questa a quella.

Il teorema seguente assegna inoltre la totalita delle funzioni di
punto primitive della f, nel dominio A testé considerato.

ITI. 8e nel dominio A considerato nel teov. prec., esiste una fun-
zione di punto F(P) primitiva della f(P), ne esistono infinite, tutte
contenute nella formolu

(2) F(P)=F,(P)+ X(x)+ Xy),

.
ove X(x) e Y(y) sono le pine wrbitrarie funzioni delle sola x e della
sola y, rispettivamente definite negli intervalli (¢, "), (', b”).
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Ed invero, se F(P) & in 4 una funzione di punto primitiva
della f(P), si ottengono in [A]g (127%, I) le due funzioni di domi-
nio rettangolare I, di punti estremi (o, §') e («”, B"),

VL) = Fa", §") 4 B, ) — P, §") — Fa’, §),

D, (1) =F,(a", B") + F, («, p') — Fo(«, ") — F, @, 8,
entrambe primitive della f(P). Ora in virtd del teor. IV del n° 100
si deve avere identicamente )

(3) (1) =0T,
e quindi, se P, (x, y,) & un fissato punto di 4 ¢ P, y) un punto
variabile di 4, per cui (@ — )y —y,) + 0,
o[ R(P,, P)]|=0O, [P, P)],
ciod [tanto so (¥ — x )y —y,) >0 quanto se (@ -— 2 My — y,) < 0]
F(z, y) + F(w Loy ?/0) Bz, y,) ~— (500, y) =
= F, (@, ) + F,( ovyo)—Fx7yo) F, (2, v),
@’ onde
F(x, y)=Fy(a, y) + [ F (@, y) — F (@ )] + | F @, 4) — Fy (@, 9) ]
+ Fy @y, ¥o) — F (@ ¥y
cid che dimostra il teorema, poiche F\w, y,) — Fy(x, y) + T (x,, ¥,),
Fx, y)— F, (), y) — F(z,, y,) sono funzioni, rispettivamente, della
sola & ¢ della sola y. Si ha anche che:

IV. 8¢ la funzione f(P) é definita nel dominio A considerato nel
teor. II, ed & ivi dotata di funzioni primitive di punto, fissalo arbi-
traviamente un punto P (x,, y,) di A, ogni tale funzione viesce com-
pletamente determinate con U assegnarle, in modo affatto arbitrario, 1
valori u(x) e v(y) che deve, rispettivamente, assumere per y=—1y, e per

m:xo.

Deve necessarviamente essere u{x,) = v(y,) —w, ove w indica il
valore assegnato alla funzione primitiva nel punto (%, y,). Sia F (x,
y) una particolare funzione primitiva della f, definita in A4; poiche
ogni altra tale funzione & data dalla formola (2), bisogna (e basta)
costruire le funzioni X(x) e ¥(y) per modo che risulti

( By, y,) + X@) -+ Yiy,) =u(z),

1)
‘ | 7,(@,, 9) + X(@,) + Yg)= v(y).
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Si deve quindi avere X(x,) -+ Y(y,) —=w — F,(x,, y,), ¢ percid, ¢
designando una costante arbitraria, X(x )=e¢, Y(y)=1w — F (x,, y,)—¢,
onde, dalle (4),

X(@) = u(x) — Fy(, :l/o) -+ Fo(xm Yo) — 0 + e
—Y(y) = U(y) - Fo(xm y)-—ec

el infine troviamo che la richiesta funzione primitiva

Y

& perfettamen-
te determinata e data dalla formola

(6)  Flw, y)="Fy®, y)+[n(@)—F (@, y)l-| [0()— F (g, )] +F (w5 y,)— 0.

Supporremo da ora in poi I’assegnata funzione f(P) limitata in
ogni insieme limitato contenuto in A4 ; facendo ricorso al teorema
Cauchy-Fubini del n° 100 si dimostra allora immediatamente,
anzitutto, il seguente :

V. Se, nel qualsivoglia dominio A, la funzione f(P) é dotate di
SJunzione di dominio ®(T) primitiva, la funzione di punto F (P), pur
essa primitiva della f, definitn dalle (1), riesce continua in A. Se poi
A ¢, in parvticolare, determinato dalle Limitazioni o << w=Ca”, V =
y=_0b", tutte e sole le¢ funeioni continue di punto, primitive della f,
sono date dalla formola

(6) Fa,y) = Fy, y) + X(@) + Yy
ove la Fyx, y) € definita dalle (1) e le X(x), Y(y) sono arbitrarie fun-
zioni continue, rispettivamente, negli intervalli (o', a”’), V', b"). Si ha pure
(1) Fla,y)=Fa,y)+u@) +oy) —w  [w=u@)=0v@,),
ove u(x) = Flw, y,), v(y) = Fux,, y.
Se ora, inoltre, supponiamo che la funzione f(P) sia integrabi-
le sopra ogni insieme limitato contenuto nel dominio 4 di sua de-

finizione, facendo ricorso al teor. VIII del no 100 e considerando che
’ ?
per un punto P di A, Pintegrale

SE, pyakdy
A R(P, P)

& nullo quando il prodotto 4. R(P,, P) non appartiene a [A]g, poi-
che allora & nulla Vestensione (sul piano) di quel prodotto, indican-
do ancora con IR (P, P) il segmento dei punti Pj e P, qnando w==w,
oppure y=y,, perveniamo al teorema:
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VI. L’ assegnata funzione flz, y) sia limitata e integrabile su ogni
insieme limitato contenuto nel suo dominio di definizione A, detlo
P, y,) un arbitrario punto del piano, se la f é dotata in A di fun-
zione primitiva di dominio, fra le funzioni di punto primitive di essa
trovasi la funzione continua definita dalle segquenti eguaglianze

= /f(E, n)dEdn se (-’1/‘ - wo)(y - yo) g 0 9

A.R©P,, P)
(8) F,y(x, y) N

=— [fE,MdEin  se  (@—a,)y —y)<0.
p: R\PO: p)

Dal teor. I del n°® pree. segue ancora che:

VII. Se, nelle ipotesi del teor. pree., & nota nel dominio A, una
Sunzione di punto F(x,y), primitiva della f, per ogni dominio rellan-
golave T di punti estremi («, B') e (&«”, B”) ¢ contenuto in A, si ha -
sempre

(9) ff(m, YAz dy = Fo", ") + F(o, ') — F(a, ") — F(a”, B).
T

Questa formola fornisce dunque immediatamente il calcolo del-
I"integrale della f esteso ad un qualsiasi dominio rettangolare, non
appena di essa sin nota una particolare funzione primitiva di pun-
to. Si noti Ja perfetta analogia con le funzioni di una variabile
(104, II).

L’ assegnata funzione f(x, y) sia ora supposta continua nel do-
minio A di sua definizione, essa (100, IX) vi & allora dotata di fun-
zione primitiva di dominio, ed i risnltati precedenti danno percid
luogo al seguente teorema:

VIII. Ogni funzione f(z, y) continua in un dominio A vi é do-
tata di funzioni primitive di punto. Una fra queste é definita dalle (8),
ed & pur essa continua. Se, in pavticolare, il dominio A é determinato
dalle limitazioni o' <z <<d’, V=y=<b", le (8) si riducono all’uni-

ca seguente

r oy y
9) F(x, y):]dgff(g, N dy :/d*qff(é, ) ak ;
Yo

Ty Yo %
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in tal caso, la funzione di punto primitiva della f, verificante le con-
dizioni F(z, y,))—=u(x), Iz, y)=—v(y), ¢ data da

o3 y
(10) P, y)—=u(x)+-v(y)—w-|- j ag / JE may (wo—=ulw)==v(y,)].
%o Yo

Dualle (9) si trae

y © ,
S = [reman L= [repez, L0 sy,
Yo %o

e si ha percio che: Se la f(x, y) & continua nel dominio A determi-
nato dalle limitazioni o' <@ << a”, V' Zy<<b”, vi esiste nua funzio-
ne di punto continua primitiva della.f, parzialmente derivabile una
prima volta rispetto alla x e rispetto alla y, con derivate continue,
la cui derivata seconda mista da pure la f. I8 bene altresi tenere
presente che, anche quando la f non & continna, se Ia funzione di
punto F, primitiva della f in qualsivoglia dominio 4, & in R4 par-
zialmente derivabile una prima volta rispetto alla o e rispetto alla
y, la f & (53, I) la derivata seconda mista Fp—F,, si ha ciod
che: la dervivata F, é un integrale parziale di f rispetto alle y e la
derivata I, un integrale parziale rispetto alla x.

Osserviamo infine che: Quale si sia il dominio A, ogni funzione
_continua f vi possiede una Junzione di punto primili?}a, continua e
dotata di devivate parziali del primo ordine del pari continue in A.

Ed invero, detta g(@,y) (n°118) una funzione continua in tutto
il piano che, in A, coincida con la flw, y) e detto P (2, y,) un fis-
sato punto del piano, la funzione ‘

® Yy

B, (0,9 = [at [o(Em an
%o ?}0

&, in A, primitiva della f; & continua ¢ dotata di derivate pavziali

del primo ordine del pari continue,

129. Riduzione degli integrali delle funzioni continue este-
si a dominii regolari. — Nelle pitt importanti applicazioni si devo-
no considerare integrali di funzioni continue estesi a- dominii rego-
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lari; tali integrali sono suscettibili di nuove formole di riduzione che
si devono aggiungere a quelle gia date in generale al n® 92. A tali
formole presiede il seguente teorema di Green di fondamentale
importanza nell’ Anqglisi: '

L. 8e¢ le funzioni flx,y) e glx,y) sono definite nel dominio regolarve
A e vi sono continue, la prima con la derivata parziale f, e la se-
conda con la derivata parziale gy, , sussistono le relazioni:

(1) [-—dxd./——/‘/dy, /—dwdy_—— gdzx.

+F4
Osserviamo,” anzitutto, che questo teorema & gid stato stabilito
“al n® 125 nel caso particolare che sia fla,y) ==, g@, y) =y, ¢ noi
ora lo dimostreremo in generale con una dimosirazione analoga a
quella data allora. Limitiamoci, per esempio, a dimostrare la prima
delle (1). Siano I, T,,..., T, i dominii normali di cui 4 & somma
clementare, poiche

1, n 1,n
fda'(h = /af drdy, /j(]J_ j}dy,
Fra ‘tr,

avremo, in generale, dimostrata la prima delle (1) se essa lo sard nel
caso particolare di un dominio normale 7. Sia, dapprima, T normale
rispetto allasse y e definito dalle limitazioni ¥'=Sy=Cb”, B'y==e<p"y)
Si ha:
b’ b B//(J)
[rio=[ 170180001 d«/—f ay [L aw=(p. 392)= f axdy.
+F v B(y,

Sia, in secondo luogo, ' normale rispetto all’asse x e definito

dalle limitazioni & <2 <d", /(@) <y << «'(x). Poniamo

y
vl 9) = [£o (o)
o'(@)
le funzioni f e ¢ sono continue in 7' e vi possiedono, in ogni punto
interno di 7, la prima, la derivata f, e la seconda derivata g, , con-
tinue ed eguali fra loro, si-ha allora (124,II o 1V)
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f (pda +fdy) =
+Fr
e quindi
o
[fdy_—[p(im_[(imfafdJ o da:th
+Fr —+Fr a d@)

Diverse espressiont del teorema di Green. Le formole (1)
equivalgono all’unica segueute:

‘ af 3
(2) f(&x + ay)dmdy _f dy — gdx);.
4

introducendo 1’asse t tangente posxtxvo a FT e le normali interna

ed esterna n; ¢ n, , avendosi
cos{w,7)= cos(y,n; )— —cos(y,n,),
cos (¥, T) = —cos (@, n; )=  co8(®,n, ),

se ne deduce

ﬂ—gM+ﬂm:ﬁ-wmmﬂ+ﬂwmmm:
F4a

¥4
— —-f [geos(y,n; Y feos(w,n; )|ds—|[[gcos(y,n, ) feos(x, n, )]ds.
F4

Pertanto la formola (2) traducente il teor. di Green si scrive

anche
af oy .
3) j(aw -+ o )dmdy_
A
:f[fcos(w, ne ) 4 geos(y, n, )] ds==— /fcos (%, n; )—]—gcos Y, n; Y] ds.

F4a F4a
Se, interpretando le funzioni f e g eome le componenti di un
vettore I, si pone, come in Fisica,

P

2w 2 =divl,

indicando con n; e con M, i vettori unitarii che, in ogni punto di
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FA hanno la direzione e il verso, rispettivamente, di n; e di n,, la
formola (3) di Green si scrive anche al modo seguente

(4) f(div Hdedy= [(l X n, )ds :——f(l X n; )ds.
F4a F4a

4

Formole di integrazione per parti. Tali formole si ot
tengono dalle (1) ponendovi, in ciascuna, in luogo di fe di g il pro-

dotto uv di due funzioni u e v continue, in 4, con le loro derivate
parziali del primo ordine; si ha allora

fu% dedy = [uvde/—[—v(lxdj,

A
ov
u—adedJ—-—- wuv do — —_vdwtiy_
4

Riduzione degli integrali. La funzione f(x, y) sia definita
nel dominio regolare A4 e vi sia continua. Indichiamo con i simboli

(5) ff(E, f’/)dgy /f(ﬂﬂﬂidﬂ,

due funzioni continue in A, ottenute (no 118) con una integrazione
parziale della f rispetto alla @ e rispetto alla y. In ogni punto in
terno di A riesce

i y .
d
2= [r& wag =L [, nan=ris, 9,

e quindi, per il ‘teorema di Green ,

(6) fj z, y) dxdy—*’/dy[f(g Y) dE [(Iw flx, p)d

Adunque: Il caleolo di ogni mtegmle di una funzione continua
S, esteso ad un dominio regolure A, pud ricondursi o quello di due

successivi integrali semplici (anche) nel modo indicato dalle formo
le (6).

Sono evidenti i vantaggi che possono presentare le formole di
riduzione (6) sulle formole (16) del n° 92. Sia nota, per esempio, la
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prima delle (5) ed indichiamola con X(z, y) e il dominio regolure A
sia ad unico eontorno e sia (¢, t”) 1 intervallo base dell’ unica cur-
va regolare continua, semplice e chiusa € costituente la frontiera
di A4, siano z =M\¢), y = p(f) le equazioni parametriche di C, sta-
bilenti su € il verso positivo che a questa compete come frontiera
di A. Secondo le (6) si ha

t”
dp.

(7) [f(w, ) dmdy:[X[l(t), ()] A de,
¥

A
laddove le (16) del n° 92 potrebbero (praticamente), pur conoscendo
la funzione X(z, 9, non fornire alecun utile risultato poiche la se-
zione S(y) del dominio A4 potrebbe anche, talvolta, essere costituila
da infiniti intervalli.

I! dominio regolare A sia, per esempio, normale rispetto all’as-
se ¢ e determinato dalle limitazioni a <2 <D, 0 <<y << a(r), essen-
do a(a)=—=a(b)=0, la (7), nota la funzione X(=,y), riconduce subito
il calcolo dell integrale doppio della f esteso al dominio A, al cal-
colo del seguente integrale semplice “

b
—_ [X [, a(@)] &' () Az .

E nota una funzione primitiva*. Se & nota in 4 una fun-
zione F(x,y), primitiva della f(x,y), dotata della derivata parziale F,
(della derivata F, ) finita e continua in 4, si pud porre

y x
[f("";m dn = Fy (v, 9), (ff(g’?/)dE:Fy (ma?/)),
e si ha pertanto

ff('% y)de dy = ‘_/F:v ('”7 y) dw,
A : 4-F4

([rem aoay= [2 @ ).
A +Fa
Adunque: Ogni integrale esteso ad un dominio regolare A, di una
JSunzione continua f(x,y), delle quale si conosce una funzidne primiti-
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va F(xz, y), dotata della derivata parziale F, (della derivate parziale Fy, )
Jinita e continua, si caleola mediante un’integrazione semplice.
Se, in particolare, 4 ¢ il dominio rettangolare di punti estremi
(@, ) e («”,B") si trova:
[f(x,y)dwdy = —/ 2 (%) dw — —-/Fm (z,") da;-—{-—/lf’x (2,p"yde =
A 44
= F a”’ BH)— F(“’? 3”) - F(a”7 B’) + F(a,’ B’)’
come gid sappiamo (128* VII).
Applicazioni* 1*) Sul potenziale logaritmico di deppio
strato. Sia P (a,d) un punto arbitrariamente fissato nel piano, ester-
no al dominio regolare A, e per ogni altro punto Q(z, y) del piano

si ponga PQ—=7, e si denoti altresl con » ’asse avente la direzione

e il verso del raggio vettore PQ. Si osservino le relazioni.

%:mra:cos(w,’r) , g—;:u

Sia U la pit arbitraria funzione definita in 4, ivi continua con
ambo le sue derivate parziali del prim’ordine ; se poniamo, nella (3),
f=(@—a) U/i? g=(y — 0) U/»* ¢ se conveniamo di indicare sempli-
cemente con n la normale esterna n, alla FA, si trova la relazione

) 0_/ cos(v n) __fl EZ_T]T

Sia ora P(a,b) ua arbitrario punto interno al dominio 4 e di-
ciamo I un intorno circolare di P, di raggio p, interno, con la fron-
tiera, al dominio A ; possiamo applicare la (9) al dominio regolare
A —1, e si ottiene

; cos(r, n) cos(r, n) 1 d_U
(10) 0~_fU—1—_—-ds+fU—r ds——‘ e aT.

(8) =cos(y,r) .

Ma, su FI, si ha cos(r,n) = — 1, r costante —p, e quindi
/UCOSY’ n) —oru(M) |
FI

ove M & un certo punto della circonferenza FI. Per la evidente
M. PICONE — Lezioni di Analisi infinitesimale — 42.
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‘ - . 4aUu 1 L C o .
sommabilita su A4 di o passando al limite per p infinitesimo, si

deduce dalla (10)

(11) ZwU(P)—f cos( ) gy ’i(}j—UiT

A
Le formole (9) e (11) sono assai importanti nella teoria del po-
tenziale logaritmico. In virtu delle (8) si puo scrivere cos(r, n)/r =
=dlogr/dn, ed & facile vedere che per ogni punto P del piano (an-
che se P & su FA) ha senso I’ integrale
)ds ,

/cosrn)d /‘dlog;d ](

esso chiamasi potenziale logaritinico di doppio strato, di
momento U della linea o del sistema di linee costituenti FA. Si
dimostra” immediatamente la uniforme sommabilita su 4, nelle vici-

: . . . . dU 1
nanze di ogni punto del piano, della funzione i) onde segue

(95*, III) che Dintegrale esteso ad 4 di tale funziene & una fun-
zione continua in tutto il piano, e pertanto, dalle (9) e (11), la
classica relazione di limite del potenziale logaritmico di doppio strato:
In ogni punto P, di FA si ha:

o W(P)[su 4 —FA| — 1% W(P)jsu 0A]=220(P,).

Nelle (9) e (11) si faccia U==1, si ha allora
(12) ff_()s(f_‘,n)ds (—0 , se P & esterno al dominio 4 ,

=2z, se P & interno al dominio A .
Fa

A queste importanti formole si suole — per lo pit — perve-
nire col ragionamento seguente di natura affatto intuitiva: Se si
considera un' archetto ds della frontiera FA subito si vede che la
quantita cos(r, n) ds/r misura, approssimativamente, con un segno de-
terminato, ’angolo sotto cui si vede detto archetto del punto P; se,
pertanto, supponiamo, in particolare, che FA si riduca ad un’ unica
curva regolare continua semplice e chiusa €, la somma di quegli
angoli, cioe Pintegrale (12), dovra dare l’intiero giro se P & interno
a C, lo zero se P & esterno, Con tale (dal punto di vista awalitico
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inammissibile) ragionamento, si intuisce che Pintegrale (12) deve va-
lere © per ogni punto regolare di FA; lo studioso dia di cid la di-
mostyazione analitica. :

2*) Proprietd fondamentali delle funzioni armoniche nel
piano. Le fanzioni fiz,y) e g(x,y) siano continue nel dominio D del
piano (#,y) e, in ogni punto interno di D, siano dotate delle deri-
vate fz, fazy Sy s Jyyy 9z Gazy Oy s Gyy, finite e continue. Sia 7T un
dominio vegolare variabile sempre completamente interno a I, in
virti delle formole di Green si ha

0 L% o (of 89 of 89
[(Gro—r 5 / selir =1 =[G oG Joosm s,
T

Fr

8 o Lo
] ( T f_) / (ay d 8y)cosw’ s
T Fr

o quindi, sommando membro a membro,

W [uds—ra dT-—]( o s :
T
Ne segue: Se U e V sono (p. 259) due funzioni armoniche in D

aU

(14) ](V(—i;—U )d =0,

Fr
ed in particolave, per V=1,
iU

(15) fa?ds =90.

FT

Dalla (13), per g==1, segue che: Il wverificarsi della (15) per
ogwi dominio circolarve o per ogni dominio quadrato, interno a I, é
condizione sufficiente per U armonicita in I della funzione U.

Sia P(a, b) un fissato punto interno ad un dominio regolare 7'
(interno a D) e sia I un intorno circolare, di P, di raggio p, con
la frontiera interno a 7', poiché logr =log[(x — a)*+ (y —b)*]1/2 &
(p. 497) funzione armonica nel dominio regolare 7'— I, si. deduce
dalla (14), per V =—logr,

/(d_Ul Udlog")d —|-[(—-1 ogr —Udl"g’) 8=0,
Fr
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@’ onde, in forza della (15), passando al limite per p infinitesimo,

- d
:%{— (Ud10g1 — —Ulogr) ds .
F

(16) up) dn dn

Questa formola e fondamentale nella teoria delle funzioni armo-
niche. Essa fa conoscere la funzione armonica U nell’interno di 7
non appena siano noti sulla frontiera la U stessa e la sua derivata
secondo la normale. Lo studioso ne deduca che: Se la funzione U &
armonica in I essa € analitica (p. 299) nell’ interno di D.

Sia T un dominio circolare di centro in P e di raggio R, dal-
la (16) si trae

(17) | U(P):L/ Uds
21R. !
Fr
cioe: La media dei valori che una funzione armonica in un dominio
D prende su una circonferenza interna a I da il valore dellu fun-
zione nel centro della circonferenza. Data la continuitd di U cid si

Y

verifica, di conseguenza, anche se la circonferenza & soltanto conte-
nuta in . Questa proprietd & caratteristica delle funzioni armoni-
che? Si risponde affermativamente col seguente teorema:

La funzione U sta continua nel dominio D, e, nell’ interno, con le
sue derivate parziali dei due primi ordini; se, per ogni punto P, in-
terno a I, le media dei valori della funzione su ogni circonferenza
di centro in P, interna a D, non dipende dal raggio della circonferen-
za, la funzione U é armonica in ID. Dette, invero, p e 8 le coordi-
dinate polari col polo in P, riesce

2w )
/U(p, ) A6 — costante ,
0
e quindi
2%
/Up (p,ﬁ)dﬂ:fﬁ—fds:O s
0 FT

per ogni dominio circolare T'; d’onde, come abbiamo visto, segue
I’ armonicita di U.




'
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130. Cambiamento delle variabili. — Una prima trattazione
del problema del cambiamento delle variabili negli integrali (anche)
a due dimensioni & stata gid fatta al n® 101; riprendiamo ora qui
lo stesso argomento per completarlo e col calcolo — in tutta genera-
lita — della funzione J(Q) introdotta nei teoremi cold stabiliti e con
nuovi teoremi che non rientrano in quelli. Siano

(1) v =&, y=$En),
le equazioni esprimenti le antiche variabili di integrazione x e y in
funzione delle nuove £ e 7; una notevolissima semplificazione riceve
tutta la trattazione se si suppone, come appunto noi vogliamo qui
farve, che: Le funzioni ¢ e ¢ siano definite in un dominio rettango-
lare RETI del piano (5, ) e vi siano parzialmente derivabili una prima
volta, con derivate continue ed esistano inoltre, in ogni punto di REm
le derivate seconde miste
8%o ) .
) okam ' oSam

pur esse finite e continue (*).
Sia 4 un dominio del piano (x,y) e f(x,y) una funzione integra-
bile definita in A, vogliamo esprimere Vintegrale doppio

(2) ff(w’ y)dedy,

4 .
mediante le variabili § e 4. Cominciamo dal supporre che il dominio
A sia regolare e, per semplificare, ad uunico contorno C. Siano x—=ux(t),
y=—=y(t) le equazioni parametriche di C e (t,1") ne sia Vintervallo base.

Supponiamo ora, per le (1), che nel dominio rettangolare RETI del
piano (E,7) esista una curva regolare semplice e chiusa I, di equa-
zioni parametriche £=§(t), y="m () e di intervallo base (7, t") tale
che: Mentre il punto Q(&,7) la percorre per intiero, il punto P(z,y),
che le (1) fanno corrispondere a Q nel piano (z,y), percorra per intiero
la curva C, non importa se non sempre in un verso, purché non olirve-
passi mai il punto di partenza e vi ritorni muovendosi nel verso del
suo moto allinizio, tale ciod che le equazioni

(* Quest’ultima condizione & superflua per la validitd dei risultati che ot-
terremo, noi perd ad essa non rinunciamo perche semplifica assai i ragionamenti.
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(1) =¢l& (1), 1 (9],

y (=9, n)],

possano essere simunltaneamente verificate da una medesima funzio-
ne t=—1t(t) della t, definita in tutte ¥V intervallo (v,<”), avente per
minimo ' e per massimo t”, mentre, agli estremi di (t/,7”), o &

3)

(4) t(th)y=¢t, t(")=1",
oppure '
(5) t(_cl) — t,,, t (_tll) f— t’.
Diciamo 1,71, ,..,7, i valori di T a eui corrispondono i punti sin-

golari di L, la funzione ¢(t) riescira (n' 75 e 76) continua in (v, 1)
e derivabile, con derivata continua in ciascuno degli intervalli (t,t,),
(T Ty) gouey ( Ts—1y Ts )y (Ts 5, T7), €i0 perchd le derivate &’ (¢) e y'(£) non so-
no mai contemporaneamente nulle. Si ha:

[ de
w'(t)—(T'c— BE E + o 7]’(7),

d¢ o) aq)
dt 5§E + Yl (T)a

Cid premesso, facciamo le ulteriori seguenbl ipotesi: @) la fun-

(6)
¥ ()

zione f(a,y) sia definita in tutto un dominio rettangolare B, del
piano (#,y), di punti estremi (a’,d’) e (a”, ") e contenente il dominio
regolare 4, e sia in My parzialmente derivabile una prima volta,
con derivate continne; b) al variare del punto (&, ) in REn il punto
P, che le (1) fanno corrispondere a @, non esca mai da R,,.

In queste ipotesi, posto

x
X (9 :ff(-?,?/) ds,
o«

la X(x,y) & in R, una funzione finita e continna con le sue derivate

parzmll del primo ordine e riesce X, =—f; le due funzioni di Eedi i
Slg( 4"’1) ‘P(E"’]], X[e E,‘ﬂ) ‘P(E:m]

risultano entrambe definite in RE’I e ivi finite e continue con le lo-

ro derivate parziali del primo ordine. Si ha
t”

ff(w, ) dzdy = f X (2,9) dy = f Xiw 0,y 0]y (8 de,
C t

p: |
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e se nell’integrale definito facciamo la sostituzione t— (1), ottenia.;
mo (106, III) in virth delle (2) e (6),

ff(w,wdxdy:ifm, | 2em+2re o=
' A 4
"|_‘ [ dE 4 X (9, $) —;I:— qu__(teor di Green)—

a o o | kg _
/TpmaJ 2 [ren 2 fazan—

DiL
—t 102520,
DL

col segno -}~ o col segno — secondoche volgono le (4) o le (5). Se po-
niamo B=—D,;L si ha infine 1a formola

Bl d)
(7 f(xy)dwd —+] dEd
) /@, y o) aE Edn,
A
che provvede, per lintegrale (2), al cambiamento delle variabili e
y nelle § 7. Riepilogando si ha dunque il teorema:

I. Le equazioni (1) facciamo corrispondere ad un punto qualsivo-

by

glia del dominio rettangolare REYI’ in cui é contenuto il dominio re- .
golare B, la cui frontiera é costituita da un’unica curva regolare con-
tinua semplice e chiusa L, un punto del dominio retlangolare Ry, in
cui € contenuto il dominio regolare A la cui frontiera é del pari co-
stituite da un’unica curva regolare continua semplice e chiusa C, ¢ ad
ogni punto Q di L un punto P di C, in maniera che menire ¢ per-
corre per intiero L, in un determinato verso costante, il punto P per-
corra per intiero C, non importa se non sempre in un verso, purché
non oltrepassi mai il punto di partenza e vi vitorni muovendosi nel
verso del suo moto all’inizio. Se¢ la funzione f(x,y) é definita in I,y
e vi é parzialmente derivabile con derivale continue, si avrd

(8) ff(w,y) dwdy:%—ff(%% g—ig—’—;ﬁ—)dEdn,
i B ’
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se @ e P si muovono, su L e su C, nello stesso verso all’inizio, si
avra invece, nell’altro caso,

T I
®) Jf(w,_wdmdym Bff(% 28 azan

L’ enunciato di questo teorema si semplifica se si fa 1’ ipotesi
che lo jacobiano delle (1) si mantenga diverso da zero su L, po-
tendo allora, dalle (6), poichd |5'(t)]|4-|7'(x)[>0 e |2(t)| + | ¥'(t)| >0,
dedurre che, in (v, t”), sard sempre d¢/dt==0, ciod che, mentre @
percorre L in un determinato verso costante, il punto corrisponden-
te P percorre C muovendosi sempre in uno stesso verso. Si ha per-
tanto P’ ulteriore teorema:

II. Le equazioni (1) fucciano .corrispondere ad wun qualsivoglia
punto del dominio regolare REYI’ in cui é contenuto il dominio rego-

lare B, ad unico contorno L, un punto del dominio rettangolare R,y
in cui é contenuto il dominio regolare A del pari ad unico contorno
C, ¢ ad un punto Q di L un punto P di C, in maniera che, essendo
lo jacobiano delle (1) sempre diverso da zero su L, mentre Q percorre
per intiero L il punto corrispondente P percorra per intiero C. Se lu
Junzione f(x,y) é definita in R,y e vi é parzialmente dervivabile con
derivate continue, si avra la (8) o la (9) secondoché Q e P si muovono,
su L e su C, nello stesso verso o in verso opposto.

" Cirea la corrispondenza stabilita dalle (1) fra i punti delle due
curve regolari continue semplici e chiuse C e L & interessante il
seguente teorema:

I1I. Le (1) facciano corrispondere ad una curva vegolare continua
semplice e chiusa I, del dominio rettangolare REYI un’ altra tale cur-

va C del piano (z,y) e pongano una corrispondenze biunivoca fra i
punti di queste curve; allora, secondoché, in DL, vrisulta sempre
3, $)/8(E, ) =0 o sempre (¢, $)/8(E, ) =<0, i punti eorrispon-
denti @ ¢ P, su L e su C, si muovono nello stesso verso o in verso
opposto.

Ed invero, se facciamo, nel teor. I, f(x, y)= 1, soddisfatte le
ipotesi ora enunciate, riescono verificate tutte le ipotesi del teorema
indicato. Se, pertanto, essendo sempre §(p, $)/9(§, 1) =0 in DL,
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i punti corrispondenti @ e P si muovessero, su L e su C, in verso
opposto, si avrebbe
/(1wdz:—fi((g’—¢)—d2(1n§0,

a(g, M)
D:C DiL

il che & assurdo. Ne segue:

by

IV. Nelle ipotesi dei teorr. 1 e III, se, inoltre, lo jacobiano delle (1) é
prive, in B, di valori di segno opposto, si avrd:

noy  [re masiv=re 4
A B

a(e, ) J
E akdm.

Sarebbe facile estendere i teoremi ora stabiliti per il cambia-
mento delle variabili negli integrali doppii al caso che, ferme re-
stando tutte le altre ipotesi, le frontiere dei dominii regolari 4 ¢ B
fossero costituite, cinscuna, da pilt curve regolari continue semplici
e chiuse, in numero eguale. Ma non voglianmo insistere su ¢iod. Pre-
feriamo piuttosto, abbandonando Vipotesi della regolaritd dei dominii
A e B, tornare a considerare le condizioni di cose poste al ne 101
per dimostrare, in tutta generalitd, secondo quanto gia annunziam-
mo a pag. 471, che la funzione J(Q) considerata ai n' 99 ¢ 101 & ef-
fettivamente data dal modulo dell’jacobiano delle (1). Si ha, al ri-
guardo, il seguente teorema:

V. Le equazioni (1) pongano una corrispondenza biunivoca fra ¢
punti dai dominii H e K del piano (w, y) e del piano (§, ) e facciano
corrispondere : ad ogni dominio B contenuto in K(<R€Yl) wn domi-
nio A contenuto in H, ulla frontiera FB la frontiera FA, ad ogni
dominio rettangolare contenuto in K un dominio regolare ad unico
contorno di H. Sia inoltre, in K, lo jacobiano delle (1) prive di va-
lori di segno opposto. Si ha allora che se B é un qualsivoglia domiiio
quadrabile, totalmente costituito di punti internt o K, il dominio cor-
rispondente A é del puri quadrabile e riesce :

(11) ‘ area A :f dgdn.
B

o(P, $)
EX)

Supponendo, per esempio, lo jacobiano non negativo, ripeteremo
un ragionamento fatto al n® 92 per dimostrare il teor, VII cold ot-
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tenuto. Sia 9, la distanza fra FB e FK, e, mediante il solito reti-
colato, formato di vette parallele agli assi coordinati £ e n, dividia-
mo un dominio rettangolare contenente BB in dominii rettangolari
parziali Ry, dei quali diciamo 3 la massima diagonale che, suppor-
remo minore sempre di 3, Affetteremo di un apice le somme estese
a tutti i rettangoli Ry interni a B e di due apici quelle estese a
tutti i rettangoli Iy, aventi, almeno, un punto in comune con B. Por-
remo poi B'= 3, R,,, B" = X}, R, .Siano Dy, D' e D" i dominii
del piano (z,y) corrispondenti, rispettivamente, ai dominii By, B’ e B”.
Si ha: DI:Z‘;LIC th, D= ng .th, D'< A< _D”, FA -< D’ — ,D’,

area Dy — [ (g’¢ dgdy, area D'= 3, arvea Dy _/3(4” dtdn,
Rux
area D" — (g’ b dgdn,
' ‘< Mdg dn<
(12) [8(?4) dedy! B & )» %(((g’ 4)3 dtdy,
& (< est A gsig“ i

' a(e, )
3 = | ———dtdn.
est FA =f T Edy

Ma area (B”"—B'), in virti della supposta quadrabilitd di B, &
infinitesima con 3, onde segue la quadrabilitd di. 4 e, dalle (12), Ia
formola (11).

Manterremo ora le ipotesi di quest’ ultimo teorema. Sia B un
fissato dominio ‘misurabile interno a K e sia U un dominio misu-
rabile, variabile nella famiglia [B] dei dominii misurabili contenuti
in B. Diciamo T il dominio che le (1) fanno corrispondere, in H,
al dominio U, posto T—=y(U), A =y (B), si ha evidentgmente

X(U’_i_ U —“X(U,)—}“X(Uﬂ);
percio la funzione di dominio t(U), definita in [B)], esprimente area
di T—=y(U) & additiva, Abbiamo inoltre or ora dimostrato che

T—4t U)__[) 4’)'(15(“1’
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e se ne deduce, per la continuitd dell’ jacobiano,

"o dT | 89, )
) 1=

Adunque: Nelle ipotesi poste in principio per le funzioni (1) con le
ulteriori del teor. prec., per la funzione J(Q) introdotta ai ni. 99 e
101, si ha :
(¢, $)
=] 258 |
D=1

Lasciamo al lettore il compito di enunciare, di nuovo, i teore-

mi I, IT e III del n. 101 con le particolarizzazioni provenienti dalle

condizioni ulteriori qui poste. Per le applicazioni & importante rile-
vare che:

VI. Nell’ipotesi che lo jacobiano delle (1) si mantenga in K
sempre diverso da zero, tutte le proprield della corrispondenza stabili-
ta dalle (1) fra ¢ punti dei dominii H e K, supposte nel teorema V,
SONo conseguenza della biunivocity della corrispondenza.

Basta evidentemente soltanto dimostrare che ad ogni dominio
rettangolare U contenuto in I, le (1) fanno corrispondere in H
un dominio regolare T. Poichd in U & sempre ¢p by — oy g = 0,
le due funzioni continue ¢g b, e @, bz non sono mai, in U, simul-
taneamente nulle. B percid possibile decomporre il dominio rettan-
golare U in dominii rettangolari parziali Uy per modo che in cia-
scuno di questi dominii una delle due funzioni or <pn 0 ¢y ‘I’E si man-

\

tenga sempre diversa da zero. Ed & facile dimostrare che il do-
minio T4 che le (1) fanno corrispondere a Uy & regolare. Ne segue:

VII. Se le funzioni (1) sono definite in un dominio limitato e
misurabile B del piano (E,n), vi sono continue con le loro derivate par-
ziali prime e seconde miste, stabiliscono, con le equazioni (1), una cor-
rispondenza biunivoca fra i punti di B e di un dominio misurabile A
del piano (x,y) e il loro jacobiano si mantiene sempre diverso da zero
in B, allora se la funzione f(x,y), definita in A, é limitata e integra-
bile su A, tale risulte pure la funzione

FACAY ACR)

TN ey | Y
su B, laddove sussiste sempre la (10),

&M
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Ed invero, ad una successione U,,...,Uy,..., di dominii misura-
bili interni a B, invadente.B, corrisponde, per le (1), una succes-
sione T,,...,T,,... di domiuii (teor.V) misurabili interni ad A4, inva-
dente A, e dalla relazione gia stabilita (teor. V)

area Tn*—[ J dE dy,

passando al limite per = dlvcrgente segue, di-nuovo, la (11).

Eﬂi

Coordinate curvilinee nel piano. Per le funzioni (1)
manteniamo le ipotesi contemplate nel teor. V ed aggiungiamovi
quella che lo jacobiano J(§ %) si mantenga diverso da zero nel
dominio K, e, per fissare le idee, supponiamo che sia J( 7)>0.
Cousideriamo in K il-dominio rettangolare di punti estremi («’, d')
e (a”,0"), a questo corrisponde nel piano (z,9) il dominio regolare
D[, V)5 («’,b")]. Tale dominio pud ben riguardarsi (n. 58) come
una porzione di superficie regolare dello spazio (#,y,2) avente per
equazioni parametriche le seguenti

r=¢Emn, y=49En, 2=0,
e per base il dominio rettangolare [(¢/,d"); (a”,b”)] del piano (§ )
Il dominio I & pertanto:(pag. 232) solcato da un doppio sistema
di porzioni di curve regolari: dalle curve E, ottenute dando a & un
valore costante dell’ intervallo (¢, a”) e facendo variare 7 da b a b”,
. e delle curve 7, ottenute dando a v un valore costante dell’ inter-
vallo (0,4”) e facendo variare & da «' a o”. Per ogni punto del do-
minio D passano una ben determinata curva £ e una ben determinata
carva 7 e due tali quali si vogliano curve hanno sempre un sol punto
comune di I; queste curve possono pertanto assumersi come coordi-
nate (curviliuee) dei punti del piano (z,y) contenuti in . Posto

8¢ 3¢ 8¢ | 8% od (8? )” ( 9 )2
B={— e — " 4 1 @=|-" s
(a§)+(az) o o | o on’ an) Tan )
(pag. 230) per la forma quadratica
(13) BV 2P - Gp?
si ha JE, )= (HG —-—F"Z)li2 e che le due curve & e n passanti per

un punto del dominio I) di coordinate (curvilinee) £ e v si tagliano

sotto un angolo w il cui coseno & dato da F/(EG)llz. Le coordinate
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curvilinee £ ¢ 7 sono dunque ortogonali, le c¢urve § e n si tagliano
cioé sempre mutuamente ad angolo retto, allora ¢ allora soltanto che
sin. F=0. Per tracciare in ID una porzione C di curva regolare,
basta considerare & e v tali funzioni di un parametro ¢ che la curva
E=E(¢), n=m(t) del piano (§, n) sia, essa stessa, una porzione di
curva regolare. Per il differenziale ds dell’ arco di C si ha
(14) ds® = BAL? -} 2Fatdyn + Qan?,

e quindi, se (¢, ") & Vintervallo base di C, la lunghezza 1 di C &
data dall’integrale

1
]

[ VEdg* 4- 2F dgdy - Gdn®.
t;

La forma differenziale quadratica (14) fornisce cio che si chiama
il quadrato dell’ elemento lineare del piano (x,y) nelle coordinate
E e 7. Sappiamo poi (per quanto precede e per le definizioni poste
alle pp. 470e 471) che I elemento @ area del piano (z, y) nelle coor-
dinate § e v & dato da

(15) J (&n) dEdq =} EG — F* dt dy,

esso esprime, approssimativamente, 1 area del dominio elementare
relativo alle coordinate & e 7 cioe del dominio D[i&, %), (E4-dE, n4dn)].
Tale dominio {con tanto maggiore approssimazione quanto piu pic-
coli sono dt e dn) si pud considerare come un parallelogramina
avente [per la (14)] i lati di lunghezza JE dt e JG dy, formanti fra
di loro Pangolo ®, e pertanto avente 1’area '
VEG — F?

VEG

=J(E, n)dEdy. ‘
Si ottiene cosl una giustificazione intuitiva delle formole (11" e (11).

VE dE. V@—tln .seno —JEG AEdq=VEG — F? dtdy =

Coordinate ellittiche. Per dare nu efficace esempio delle
cose ora dette vogliamo accennare alle coordinate ellittiche nel piano,
le quali vengono usate in talune ricerche di Fisica. Indichiamo con
A Vinsieme aperto del piund (w, y) determinato dalle limitazioni
x>0, y>>0, e per ogni punto (»,y) di A consideriamo la seguente
equazione in A :
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o y?

g
ove a e b sono due costanti reali per le quali @ 0 <a<7b. B su-
bito visto che 1’ equuzione (16) ha sempre due radici reali u ¢ v,

(16) —1=0

per le quali riesce
w<a<lv<lb.

Per A==, la (16) &, in & ¢ in y, I’ equazione di un’ ellisse, aven-
te i fuochi nei punti fissi dell’ asse y di ordinate (b — a.)l/2 e —
(b—a,)]/z, per A=wv & I’ equazione di un’ iperbola avente i medesimi
fuochi. Al variare di w nell’ intervallo aperto (— oo, «) e di v nel-
D intervallo aperto («, D), I ellisse e ’iperbola ora menzionate sol-
cano-la regione A4, in modo che, per ogni punto di essa, passano
sempre una ed una sola ellisse, una ed una sola iperbola. Si ottiene
cosl ¢io che si chiama un doppio sistema di coniche omofo-
cali e le quantitd u e v diconsi coordinate ellittiche dei punti di A.
Si trova subito che, in funzione di w e di v, le coordinate x e y
sono espresse dalle equazioni:

(a — u)(a —v) o (b—u)(d—w)

X == —

b—a ’ - b—a B
¢ da cid che il quadrato dell’ elemento lineare del piano, in coordi-
nate ellittiche, & dato da

ds® =

V—1 ( du®  dv® )
4 Au) A )’

ove AN :==(a — A)(b — L), Adunque: le coordinate ellittiche sono
ortogonali e I’ elemento d’area nelle coordinate ellittiche & dato da
(v—u)du dv

4V ZAw) Ay

VA(u) V— A )

e si preudono, come nuovi parametri, le £ e 0 si avra

doedy =

Se si pone

ds? = —u(Ig_ (dE? 4 dn®)

Le § e v diconsi coordinate ellittiche isoterme nel piano.
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131. Sul calcolo numerico degli integrali a due dimensio-
ni. — A ¢id che abbiamo detto in generale, alle pp. 379, 462 e 463,
sul caleolo numerico approssimato degli integrali a due dimensioni
estesi ad un qualunque insieme del piano (z,y), vogliamo ora aggiun-
gere quanto segue. Se !’iusieme A al quale si estende I’ integrale
della funzione f(z,y) & un dominio regolare, pud darsi che (cfr. n° 129)
Pintegrale a due dimensioni, da calcolare, sia riconducibile — in mo-
do noto — ad un integrale ad una, ed allora possiamo, per il cal-
colo, senz’altro applicare i metodi trattati al § 2 del Cap. preceden-
te.. Supponiamo dunque che non si sia in grado di ridursi al cal-
colo di un integrale semplice. Faremo Vipotesi che la funzione inte-
granda f(x,y) sia continua ¢ dotata di quelle derivate parziali, finite
e continue, che occorrerd di dover considerare. P()x'relno; per abbre-
viare, fpg= OPTUf gu? Gyt , ed indicheremo con Ky, (7T') un numero non
inferiore all’ estremo superiore di |fp, | nell’ ingieme 7.
Cominciamo dal considerare il caso dell’integrale della funzione
f (z, y) esteso ad un dominio rettangolare B di punti estremi («/,d")
e (¢, b”). Diciamo 7' un dominio rettangolare variabile, contenuto
in R, di punti estremi («, ') e (a”, §”) e di centro (a, B), a=(a'-}-a")/2,
B=(@+F/2. i b

ff(m/ dwdy—/dwe/ w, y)dy ,

e integrando, rispetto a ¥,.col metodo del rettangolo (no 114)

B/r
. ) _ar "N o4 ‘gK 1(1' ﬁ” ﬁ')2/4’
(1) e[f(ws ?/)d?]——-(ﬁ _ﬁ)j(a/"ﬁ +G so | ) é o )(ﬂ” B/)3/24.

Ne segue
. o’ o’
/f(w, y) do dy = (" — B')ff(:v, B) dz -} [c (x)dz,
T 4 R
ma
o

" ST — )2/ 4,
[rapar=— s m+v (| gm0

al
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e pertanto: Se, integrando col metodo del rettangolo sia rispetto a
che rispetto a y, si pone

all BII

(2) //(-@7 y) da dy ::fdx_[f(x) ydy= (a'/—a’)(ﬁ”—ﬁ’)f(ay By=Tf(a, ﬁ);
T o B

a=(«+0a"/2, B=F+p/2,
si commetle un errove il cui modulo non supera ciascuno dei sequenti
due termini
T ., v or ‘ T. . v oo
T[(a — &) K, (T)+(B"—B") K, (T}, ”é‘z[(a ""a)2K20(11)+(B —B) K (T)].
Con lo stesso procedimento si trova: 8e, integrando col metodo
Cavalieri-Simpson sia rispetto o x che vispetto a y, si pone

[ #10, vidwdy =, B S B S B 1 B
T

+4[f(a, §) + fle, B") 4 f(, B) + f(o7, B)] -+ 16/(a, B) !,
8i commette un ervore il cui modulo non supera ciascuno dei seguenti
due termini :
T

s (@ — P Ky ) B — BV Koo T)),

192 (o —a'} I () A~ — ') K (1) -

2880

Per calcolare ora 1 integrale della f esteso al dominio rettango-
lare R, mediante i punti @, == a’, @y, Tny Caga =" 5 Y, =V, Yporsy
Yny Y1 =b”, dividiamo ambo i lati di B in n parti eguali e di-

, ciamo Ty il dominio rettangolare di punti estremi (xn, ¥z ) € (@np1,
Yrt1), indicando con &, , m; le coordinate del centro di T [En =
(Zn + @h41) /2, Nk == Ys + ¥ig-)/2 |5 applicando la (1) o la (2) calco-
liamo Vintegrale della f esteso a ciascun dominio rettangolare par-
ziale T} e facciamo poi la somma dei risultati ottenuti. Si perviene,,
in tal modo, alle formole

R Ln
® [remar="53 s&.m),
g7

1.n
R

4 [f(w, PAT= 2 B | Fln, g )+ gy 92 ) 7@ Yot) HS s, eg) +
n hE
B

4L Cny Y ) TS Croy Yor) S (@0 M ) F A ngry e )] 16/, )



R " ’ ” r
o e —a)) Ko + V'V K, (R)]
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ove

(" —a')y, y=0b -+ k=1 b -0,

n

h—
x,—=a' +

2%h—1 o’ —a’ L %k—1 b — ¥
o o=+

2 n 2

la prima, affetta du un ervore non superiore in modulo a ciascuno dei
sequenti termini ’

R
24 n?

la seconda da un errore non superiore in modulo a ciascuno det seguen-

ti termini

'R n 7 1"
19213 [(¢"—a )3 Kso (R) + b —b')? Koa (R)],

W[(“H— 10 () 4 ( V'V Ky, (R)).

Il dominio 4 del piano (x,y) al quale si deve estendere inte-
grale da calcolare della funzione f(x,y) sia ora non rettangolare; ma,
in secondo luogo, supponiamo che si possano trovare due funzioni
¢ e ¢, di due nuove variabili » e v ed un dominio rettangolare I
del piano (u,v) per modo che (cfr. n° prec.) risulti

/f(w,y)dx dy:/f[q) (u,v), ¢ (u, v)]J (u,v) dudo,
A B

ove J(u,v) =4 (¢, $)/8{n, v)|. Posto allora f( q),q) J (u, ) == g (u, v), per
il caleolo dell’integrale si applicheranno alla funzione g (u,v) e al do-
minio rettangolare R del piano (u,v), le formole (3) e (4).

Siano a, b, ¢ numeri reali, per i quali ac-— b*>>>0, e supponia-
mo, per dare un esempio, che il dominio A4 sia costituito dai punti
non esterni all’ellisse

, ax® -+ 2bxy ey =1.

Pouendo H (v) = (a cos®» 2b senv cosv ~+ ¢ sen?y) — l/2,

x == uH (v) cosv, -y — uH (v) senvw,
riesce oJ (4, v) —uH?*(v) e (130, T1)
1
ff(x, ) dxdy-——[adu/f uH (v) cosv, uH (v) senv] H* (v) dv.
A

M, PIOONE — Lezione di Analisi infinitesimale — 43,

s[(@"—a K, (R)-4 " —b )} K (R

)1,
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Sia, in terzo luogo, A il pitt generale insieme misurabile e limi-
tato del piano (x,y) e diciamo R il dominio rettangolare dello stesso
piano avente i medesimi punti estremi (a’,b’), (a”,b”) di A, porremo
R = (a"—a’) ()" — b’). Decomponiamo, come sopra, il dominio rettan-
golare B in dominii rettangolari parziali T4, di punti estremi (@, yi )
e (w;;_l_l,yk_l_l) e diciamo M un numero non inferiore all’estremo supe-
riore di |f(x,y)|in A4, g, la somma delle aree dei rettangoli T aven-
ti punti interni in comune con A4 e non contenuti in A4; si ha atlo-
ra che: Se, estendendo le somme at soli valori degli indici h e k& com-
petenti ai dominii rettangolari Ty, contenutt in A, si applicano le for-
mole (3) e (4), nelle quali si sostituisca R con A, si commette, con la (3)
un errore non superiore in modulo a ciascuno dei seguenti due termini:

A 1” ’ 1 ’
2o [ —d) K,y (4) (0" —V) K, (A)] + Mo,

(" —a")? Ky, (A) 4 (V"'—b') Koy (4)] + Mon

24:n2I

con la (4) un errove non superiore in modulo a ciascuno dei sequenti
due termini

A " I3 " ,
Togas (@' — 0 Koy () + 4" Koy (4)] + Mon,
\ A ’ ’ . " ,
2880n* [(a"—a'}* K, (A)} "= K, (4)])+ Moy,

ove A & una quantitd non inferiore all’ area di A (in particolare — R)
e puod pertanto essere quest’area stessa, quando sia nota.

Supponiamo ora, sino alla fine dell’articolo, che la funzione f(z, y)
non sia mai negativa nell’insieme 4 al quale si estende 1'integrale
da calecolare. Tale integrale rappresenta allora (p. 393) il volumme del
cilindroide di base A relativo alla funzione f(z,y); € percid che i
metodi di integrazione approssimata qui indicati possonsi anche ri-
guardare come altrettanti metodi di cubatura approssimata. Sia dap-
prima A4 un poligono (non intrecciato) del piano (x,y) e il luogo §
dei punti dello spazio determinato dalle condizioni: il punto (z,y) &
in A, z=f(2,y) sia (no 58) una porzione di superficie regolare, per
la quale supporremo verificate le seguenti circostanze @) o b):

a) Comunque si assegni un punto P, di 8, tutti i punti della su-
perficie non sono mai al disopra del piano tangente in Py alla §. Co-
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munque si prendano tre punti P, P,, P, di 8, tutti i punti del trian-
golo P, P, P, non sono mai al disopra della superficie S.

b) Comunque si assegni un punto P, di 8, tutti i punti della su-
perficie non sono mai al disotto del piano tangente in P, alla 8. Co-
munque st prendano tre punti P, P, P, di S tutti i punti del trian-
golo P, P, P, non sono mai al disotto della superficie 8.

Verificate le circostanze @) o le b) si pud istituire cothe segne
il calcolo approssimato dell’ integrale della f(x,y) esteso al poligono
A del piano (x,y). Si riconosce, anzitutto, assai facilmente, che se D
¢ un qualsivoglia dominio limitato e misurabile del piano (z,9) ¢ O
ne & il baricentro (vedi pitt avanti la def. generale) spiccato per O,
in una direzione 7, un segmento OP e condotto per P un qualsiasi
piano che non incontri il piano (x,y) in punti interni a D, il solido
limitato da questi due piani e dalla superficie cilindrica avente per
direttrice D e per direzione delle generatrici la direzione », & mi-
surabile ed ha un volume dato da OP.area D . senw, ove o & Pango-
lo di inclinazione della direzione » sul piano (,y).

Cio posto, supponiamo, per fissare le idee, che si verifichino le
circostanze ). Decomponiamo nel modo (elementare) pit arbitrario
il poligono A, in triangoli T, T,,..., Iv e diciamo (@, %), (@i, Y2 )y
(3, Yi3), (& , s ) 1 tre vertici e il baricentro del triangolo T; (i==1,2,...,v),
P, Py, Py, @; i corrispondenti punti di 8. Consideriamo il prisma
triangolare avente per base 7 e per direzione dei suoi spigoli quella
dellasse z e i due tronchi P; e P; di tale prisma determinati dal pia-
no (x,y) e, il primo, dal piano P; Py Py, il secondo, dal piano tan-
gente alla § condotto per ;. Diciamo &; il segmento intercettato
dal piano (x,y) e dal piano P; P; Py sulla parallela condotta per
Q: all’asse 2z e poniamo z; = f(& , % ). Si ha |

vol P, gjf(w, y) dw dy << vol P},
T;

e quindi

v v
X vol P,<|f(x,y)dx dy< X vol P},
i=1 =1
A i '
Ma, vol 1’;:51‘ area T; = &; T; , vol Pi” —#; T; , e pertanto: La
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somme X.C.T, & un 'valore'a,pprossimato per difetto dell’integrale del-
la f esteso al poligono A, la somma 2.2, T, & un valore approssimato
per eccesso. Detta 3 la massima fra le differenze 2; — &; , Vervore dap-
prossimazione é, per entrambe le somme, non superiove, in modulo, al
termine 3A. Detto t il massimo diametro dei triangoli T; di decompo-
sizione, si ha limd (t— 0)=0.

Si osservi che & — (@i + @io -+ 213)/3, i = (Ya + v -+ vi3)/3,
& = [f @a, ¥a) +/ @2y ¥i) -+ f (@3, 9:3)]/3 e si ha pertanto

v v

' ¢ 1
SVl P=3¢ T; :—-32 [f @y yir) - f (Xizy Yi2) + f (@3, ¥i3)] Ts

=1 =1 i

Zv‘VOIP::ZV,' 2 T :zv: f<z‘,-|—}—m,-_2—-]—wi3 ?/n—{—y:;’z—l—ya-; )Ti .

b
t=1 =1 t==1 3

Supponiamo, infine, che, verificandosi sempre per la superficie
8§ le circostanze @), la base A della superficie non sia pitt un poli-
gono, ma sia il pi generale dominio limitato e misurabile, interna-
mente connesso. Si decomporra allora, come sopra, il dominio rettan-
golare R, avente gli stessi punti estremi di A4, in #2 dominii rettan-
golari eguali e ciascuno di questi rettangoli, conducendo una diago-
nale, in due triangoli. Il dominio R verrd cosl decomposto in 2x2 trian-
goli rettangoli eguali, diciamo T',, T,,..., T, quelli fra questi triangoli
che sono contenuti in 4 e o, Ia somma delle aree di quelli non con-
tenuti in 4 ma aventi con A punti interni in comune. Si ha allo-
ra che: Le somme

v(n) v(n)
26 I, 2z T+ Mo,
=1 =1

ove M ¢ il massimo di f in A, danno valori approssimati dell’ inte-
grale della f esteso ad A, la prime per difetto e la seconda per ec-
ce880, con un errvove, per entrambe, minore in modulo del termine

A%, + Mg,

ove B, é la massima fra le differenze z; — &; [i==1, 2,..., v(n)]. Si ha
lim 3, =1im o, = 0, per n divergente.
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§ 2. lntegrali supérficiali.

132. Elemento lineare ed elemento d’area per una por-
zione di superficie regolare. Siano (ne 58).

(1) r—=a(u, v), y=—=yu,v), 2=—=zu, v),

le equazioni parametriche di una porzione di superficie regolare §
avente per base il dominio internamente connesso A4 del piano (u,
v), e e=alu), ot)], y=y[u®), 0], z=2[u(n), vt)], le equa-
zioni parametriche di una porzione C di curva regolare tracciata
sulla 8. Con le posizioni di pag. 230, che, insieme alle altre dello
stesso articolo, saranno sempre mantenute, per il differenzinle ds
dell’ arco s di C si trova

(2) ds®* = Bdu® -} 2Fdudv 4 GAv?;

per tale circostanza si dice che la forma differenziale quadratica
HEduw® 4 2Fdude -} Gdv® — che al n° 82 abbiamo chiamato la prima
forma fondamentale delle superficie — fornisce il quadrato dell ele-.
mento lineare della superficie S.

Per il differenziale dell’arco di ogni linea coordinata w si ha,
come si deduce dalla (2) per du =0, ds— G/ dv, e, analogamente,
per il differenziale dell’arco di ogni linea coordinata v, ds=E"2 qu.
* Per un punto P di 8, ad essa ‘interno, spicchiamo due linee coor-

dinate v e v, queste formano (pp. 232-233) un angolo o il-cui seno
¢ dato da (BG ——Fz)l/z/(EG)lﬂ ; diamo a u ¢ a v due incrementi non-
nulli du e dv, infinitesimi e su 4 — FA, la parte 8 di § avente
per base il dominio rettangolare (elementare nelle coordinate # e v)
del piano (u, v) del quale i punti (u, v) e (v - du, v + dv) sono due
vertici opposti, si dird I’ elemento di § nelle coordinate. u e v, esso,
con tanta maggiore approssimazione quanto pitt piceola e la somma
|du|-|dv], pud considerarsi un parallelogrammo piano i eui lati
hanno le rispettive lunghezze G2y e B'2du e formano fra di lo-
ro ’angolo . Si avrd pertanto, approssimativamente,

area 8’ =)@ dv.JVE du.seno =JEG — F? dudv.

Questa imprecise ma ben intuitiva considerazione, suggerisce la
definizione seguente :
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Denotiamo, al solito, con [A|g la fumiglia costituita dai prodotti
di A per ciascun dominio rettangolare R nel piano (u, v), avente con
A punti internt in comune; la funzione additiva di dominio o—=o(T),
definita in [A)g, tale che, per ogni punto (u, v) di A, risulti

(3) doc=JEG — F* dudv,

chiamasi, nell’ ipotesi che il dominio A sia misurabile, area della
parte S(T') di 8, descritta dal punto Pla(u, v), ylu, v), 2(u, v)]= Plu, v)
al variave del punto (u, v) nel dominio T di [A]g. DPer la continuitd

di (BG: F)'2 si ha
o(T) = area S(T) ::fl/EG — F?dudv

e quindi, se la base A é inoltre un dominio limitato,

(4) o(A) =area S :fVEG — F? Qu dv.

Se la base 4 & un dominio misurabile non limitato, alla por-
zione 8 di superficie regolare si attribuird un’area allora e allora
soltanto che la funzione (BG — F*)'/? riesca su A4 sommabile, e co-
me definizione dell’area si assumerd sempre la (4).

Caso particolare della rappresentazione cartesiana.
Nel caso particolare che la porzione di superficie regolare § abbia
per base un dominio internamente counesso A del piano (2, y), essa
puo essere rappresentata (p. 232) da un’ equazione del tipo z=f (2, y),
ove f(x, y) & in A finita e continua con le sue derivate parziali del
primo ordine. In tal caso, si avrd do=(1 4 p?® 4 ¢% 12dudfv, e se
A & misurabile e limitato, oppuxe se, essendo A illimitato, (1 p*~-

+q 1/2 & sommabile su A,
o(A) = area S:f]/l +-pP 4 ¢ dwdy,
4

ove p=gf/ow, q=2af/dy.

Superficie di rotazione. In an piano ruotante attorno 1’as
se # assumiamo due assi coordinati ortogonali: ’asse 2z e un asse r
a questo ortogonale. Siano 2z —=z(u), » = r(u) le equazioni parametri-
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che di una porzione di curva regolare C del piano indicato, avente
I’intervallo base finito (u’, ”) e per la quale inoltre sia sempre
r(u) > 0. Nella votazione la curva C genera una superficie di rota-
zione, della quale la curva C @& detta la curva weridiana. Sia v la
longitudine variabile del piano ruotante, longitudine contata a par-
tire dal piano (z, 2), tutti i punti della superficie si ottengono po-
nendo :
(5) r=r(u)cosv, y—r(u)senv, 2=—z(u),

al variare del punto (u, ») nel dominio rettangolare [(v/, 0); (u”, 2x)]
del piano (u, v). Se manteniamo v fra 0 e a, a« essendo un angolo
minore di 2w, avremo una parte (un fuso) della "superficie di rota-
zione, staccata dai piani meridiani di longitudine 0 e a; tale par-
te S, & una porzione di superficie regolare avente le equazioni pa-
rametriche (5) e per base il dominio rettangolare R, = [(/, 0);

(w”, a)]. Per quadrato dell’ elemento lineare della 8, si trova
[+ (u)® 2" (u)® ] du® 4 »(u)® do®.

Le curve w sono i paralleli e le curve » i meridiani della sa-

.

perficie di rotazione : poiche F=0, si vede che i meridiani e i pu-
ralleli si tagliano mutuamente ad angolo vetto. Per area s, della §,

8i ha

”

uw

_[1(u Vr(uyi4 2 dudv——a/ u)V1(u ® =+ 2'(w)? du.

’

w

. . - ¢
Mauntenendo v fra a e 2=, si ottiene un’altra porzione §, di

superficie 1'egolare, avente per equazioni parametriche le (5) e per
!

base il dominio rettangolare Ra__[(u a); (w”, 2x)]. Per area g,

della Sa si trova

u’//

c; = (2% — a) f () Vo' (w)? + 2 ()? du.

ul

Come definizione di area per I’intiera superficie di rotazione as-

[ . . ’
sumeremo la somma o, 4- g, delle aree di §, e di S,. Pertanto :

a*

by

L’ area di una superficie di rotazione la cui curva meridiane é una
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porzione di curve regolare avente le equazioni parametriche v — r(u),
#=2(u), Vintervallo buse finito (v', w”’) ¢ per la quale & v(u) > 0, &
data da '

ul/

(6) 6=—=—2x fr(u) Vr’(ﬁ)2 4+ 2(u)? du.

u’

Introducendo, come parametro di riferimento dei punti della
curva C, il suo arco s avente per origine il punto di € corrispon-
dente al valore u’ del parametro u, si trova, semplicemente,

l

(N c:27t/r(s)ds,
0

ove | & la lunghezza totale di C. A tale formola si pud snbito per-
venire anche con considerazioni di nataura intuitiva, qualora si con-
cepisea Ia superficie di rotazione come la riunione di tanti tronchi
di cono (circolare retto) di apotema ds e di raggio #(s) della sezione
mediana.

Per una qualsiasi curva regolare continua € di lunghezza I chia-
masi baricentro di essa, il punto (x, y,, 2,) le cui coordinate sono:

1 : 1 1
By = xds , y,== T yds , z,== 'l zds.
c

I subito visto che se la curva & piana, il baricentro di essa & si-
tuato nel piano che contiene la curva. Dalla (7) segue immediata-
mente il teorema di Guldino: L’avea di una superficie di rota-
zione 8i oitiene moltiplicando la luhghezza della curva meridiana per
la lunghezza della circonferenza descritta (nella rotazione) del baricen-
tro di éuella curva. La (7) pud scriversi invero

l B
1
] /r(s)ds:%p .1,

0

o—=2ml.

ove p designa il valore della coordinata » per il baricentro della
curva meridiana.

Porziont di superficie regolari con singolarita. 11
dominio internamente connesso e misurabile 4 (limitato o no) del
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piano (u, v) contenga un ben determinato insieme chiuso IV di esten-
sione nulla (sul piano). Allora, se: @) le funzioni z(u, v), y(u,v), 2(u, v)
sono simultaneamente definite in un certo insieme I contenuto. in
A e contenente A—N, b) il luogo descritto nello spazio dal pun-
to (1) al variare del punto (u, ) in un dominio 7' internamente con-
mnesso limitato e misurabile & una porzione di superficie regolare
allora e allora soltanto che il dominio 7' sia contenuto in A4 — N,
¢) la funzione (BG —F*'/? riesce sommabile su 4 ; il luogo S de-
scritto nello spazio dal pynto di coordinate (1), al variare del punto
(u, v) nell’insieme I, si dice una porzione di superficie regolare con
singolarita, di base A. 1 punti di 8§ corrispondenti ai punti di B
non contenuti in N diconsi regolari o punti di regolarita, gli altri
diconsi singolari o punti di singolarita.

L7 integrale di (EG——F*)UZ, esteso al dominio base A4, chiamasi
ancora aren della 8. '

Ad esempio, il lunogo descritto dal punto z::(rz-a:?——y?)‘m, al.
variare del punto (x, y) nel cerchio del piano (x, y), di centro nel-
I’ origine e di raggio r, & (una semisfera e) una porzione di superficie
regolure'c(m singolarita, avente per base questo cerchio; sono sin-
golari i punti per cui #® 4 y* =2

Si badi bene perd che una porzione di superficie .regolare con
singolaritd puo apparire tale dipendentemente dalla rappresentazione
parametrica adottata. Si consideri, per esempio, la semicalotta sfe-
rica di raggio »:

(8) &—=rsenu cosv, y=—1Senusenv, z2-—1 COSYU,
descritta al variare di u nell’ intervallo (0, @) e di v nell’ intervallo
(0, 7), essendo a una quantitad positiva minore di x/2. Poiché EG— F?
—r*sen’u, risulta FG — F*—=0, per u =0, e pertanto, con la rap-
presentazione (8), quella semicalotta ci appare una porzione di su-
perficie regolure con singolaritd; laddove, con Ila rappresentazione
cartesiana
p=|r—a—y, oHy<risen’s, y=0,

essa appare perfettamente una porzione di superficie regolare.

Siano r =—=1(s), 2 ==#(s) le equazioni parametriche di una ¢urva
regolare continua e semplice € di arco s e di intervallo base fini-
to (0, I) del piano (r, 2) ruotante attorno I’ asse 2, potendo la funzio-
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ne »(s) auche cambiare di segno, purché esistano soltanto un numero
finito di valori di s per i quali #{s) si annnlla. I luoghi S, e S;,
descritti dal punto @ =—r(s)cosv, y==1r(s) senv, 2 ===z (8), al variare
del punto (s, v), rispettivamente, nei dominii rettangolari [(0,0); (I, )]
e [(0,a); (4, 27)], ove 0 <Ta < 2w sono dune porzioni di superficie re-
golari con singolarita. Si trova, secondo la posta definizione,

l l
area 8, = af] r(s)|ds, area S'a —=(2r— a)fl r(s)|ds ,
0 0

e pertanto: Al intiera superficie di votazione descritta dalla C nella
rotazione del swo piano attorno U’ asse z si attribuira U arven

l
21![|1‘(8)|d8 .
0

Per la superficie sfervica di raggio k si trova cosi I’ aven 4zk?,
Nel piano ruotante (r, 2), gia considerato, sia situato un cerchio di
raggio k, il cui centro abbia dall’ asse z di rotazione una distanza p
maggiore di %, chimmasi toro il solido generato dal cerchio nella
rotazione del suo piano attorno 1’asse z. Per la superficie generata,
nella rotazione, dalla circonferenza, ciod per quella che si chiama la
superficie torica, si trova, secondo le poste definizioni, Varea 4npk (*).

Nel piano p si consideri una retta 2, chiamasi tratirice di
asintoto z e di tangente k, ogni curva € sulla cui tangente la C e
“la retta 2z intercettano un segmento di lunghezza costante k. Chia-
masi  pseudosfera di asse z ¢ di raggio k, la superficie generata
dalla trattrice nella rotazione del suo piano attorno 1’ asintoto z.
Nel piano p assumiamo come assi coordinati un asse 2z sull’ asinfoto
dalla trattrice ed un asse » a questo normale, si vede allora subito
che, a meno di una traslazione parallela all’ asse 2z, le equazioni pa-
rametriche di una trattrice di asintoto 2 e di tangente %, possonsi
scrivere al modo seguente

U
g==lksenu, r— k(log tang > -+ cosu) )
(*) Si dimostri che: Un punto della superficie torica & per questa (cfr. n. 82)

eilittico, parabolico o iperbolico, secondochd la distanza del punto dall’ asse di
rotazione z, ® maggiore, eguale o minore di k. ‘
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per u variabile nell’ intervallo (0, ). Per v =m/2, si ha r—Fk, 2—0;
tale punto della trattrice & una cuspide per essa. I punti della pseu-
dosfera di asse z e di raggio k si hanno tutti ponendo

x=—Uksenucosr, y—Lksenusenv,
u
z=—=Ik|log tang?—l— cosu| ,

per (u, v) variabile nel dominio rettangolare [(0, 0); (x, 27)]. Essen-
do 0 <a <2m, ciascun fuso della pseudosfera ottenuto mantenendo
v sia nell’ intervallo (0, a) che nell’ intervallo (a, 27) & una porzione
di superficie regolare con singolarita. Per esempio, il primo ha per
base il dominio rettangolare [(0,0); (7, a)], in questo Y insieme N
¢ dato dal segmento u —mx/2 e dai segmenti ¥—0 e u—m=: lungo
il primo segmento rviesce EG — F?=—=0, lungo i due ultimi manca
la definizione di 2. Poichdé EG — F? —=1F* cos®u, per area della pseu-
dosfera di raggio & si trova 4zk?, precisamente come per la sfera di
raggio k. La pseudosfera offre un esempio di superficie di rotazioue
avente un’area finita, la cui curva meridiana non ba lunghezza fi-
nita (*). ‘

Cambiamento dei parametri. Ritorniamo a considerare la
porzione § di superficie regolare, affatto priva di singolarita, avente
le equazioni parametriche (1) e il dominio base internamente con-
nesso A, del piano (u,v). Nel piano (a,B) sia situato in dominio B,
del pari internamente connesso, e siano definite in esso due funzioni
u (a,B) e v(a,B) finite e continue con le loro derivate parziali del pri-
mo ordine. Supporremo inoltre che: @) le equazioni

(9) u=u(ef), v=o(xf),
pongano una corrispondenza biunivoea fra i due dominii 4 ¢ B dei
piani (u, v) e (a,B); D) lo jacobiano J (a,B) =g (u,v)/8 (e, B) si conser-
vi sempre in B diverso da zero. Ponendo x[u (a,B), v(a, )| =E (a, B),
ylu(eB) via,l=n(e,p) 2[u(e,B), v B)==C(aB), le equazioni
(10) r=%(a,f), y=mn(a,p), #=2C(e,B),
danno, col dominio base I3, una nuova rappresentazione parametrica
della stessa porzione § di superficie regolare. Si ha (p. 227)

(*) La sfera di raggio k ha curvatura costante ."posil:iva = 1/k?, si dimostri
che la pseudosfera di raggio k¥ ha curvatura costante negativa = — 1/k2,
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58 e @B e

e poiche J (a, B) &= 0, possiamo dire che: Le equazioni parametriche (10)
conservano ‘il carattere di porvzione di superficie regolare alla 8.

(11)

Detti A, B, C i coseni direttori dell’asse normale positivo rela-
tivo alla rappresentazione (1) ¢ 4,, B,, 0, quelli delPasse normale po-
sitivo relativo alla rappresentazione (10), si ha

J J J

AT BEBT 6= 0

o pertanto: I due assi normali positivi relativi alle due rappresenia-
zioni parametriche.(1) e (10) coincidono o sono opposti secondoché Uja-
cobiano J(a,B), cioé, come lo chiameremo, U jacobiano della trasforma-
zione di coordinate curvilinee, & positivo o negativo.

Detti B,, F,, G, i coefficienti della prima forma fondamentale
della § relativa alla nuova rappresentazione (10), si trova

E_F<‘9“>+2 ﬁlﬂ_{_ ( ) ,—L’(a“>—}— Fau av+ (av>2,

12) o 0% fu a8 ép o8 op
ou ou on gv ou ov oy av
PF=E_— — G——
oo 8B T (Ga af T ap 8“)+ du op’

e quindi, poiché du==u,da-{-ugdB, dv—=rv,da -+ vgdf,
Eduw*-L2Fdudv + G Av* = B, da’ -} 2F, de df + @, 4f?,

ciod: In una trasformazione di coordinate curvilinee la prima forma

Sondamentale si trasforme in se.

Posto L=0(y,2)/0 (1, 0) ey I, = 9 (3,2)/ 8 (¢, B) yor, in virth delle
(11), si trova :

(18) B, G,—F?=L*+ M?+ N?=(L*+4M*4N*)J*=(BEG—F*)J*
cido che, con facile calcolo diretto, si deduce anche dalle (12).

Restriziont nella definizione di porzione di superficie
regolare. Come gid facemmo al'n® 82, vogliamo anche ora consi-
derare quelle porzioni di superficie regolari che sond suscettibili di
una rappresentazione parametrica (1) nella quale le funzioni x (,v),
¥ {(u,v), %(u,v) possiedono altresi le derivate parziali del second’ordi-
ne finite e continue in tutto il dominio base 4. Il maggiore interesse
¢ offerto — anche in tutte le applicazioni — da tali porzioni di super-
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ficie regolari, e noi converremo di limitare, da ora in poi e per tutto
il corso, il campo delle nostrc considerazioni esclusivamente a queste
‘superficie. Dopo questa convenzione, dobbiamo, naturalmente, anche
convenire cheq in ogni trasformazione (9) di coordinate curvilinee, le
funzioni u(a, B) e v(a, B), oltre alle gia poste proprietd, devono anche
possedere in tutto il dominio B le derivate parziali del second’ordine
finite e continue.

Cio posto, se consideriamo (n° 82) la seconda forma fondamen-
tale della superficie §

Ddu? 42D’ du dv 4 D" dv?,

troviamo subito che: Mediante la trasformazione (9), essa si trasforma
in se o nella cambiata di segno, secondoché lo jacobiano della trasfor- !
mazione € positivo o negativo. Si ha invero, per esempio,

'Di — Al Eaa + Bl naa + 01 Caa —¢& (AEaa + Bnaa + O&aa):

. 2 4 2
:S[D(ﬁ>+2l)"9—“ 9 D"(a—”) ],
oo o fa oo

ove g vale -1 o — 1 secondoché J >0 oppure < 0. Se ne deduce
D, Dy — D= (DD" — D'*) J*,
¢ tenendo counto della (13)

DD —D? DD —D"
BE.G —F  EBG—F

Pertanto: La curvatura totale di una porzione di superficie regolare
é, in ogni punto, una quantité affatto indipendente dalla speciale rap-
presentazione parametrice adottate per la superficie.

Un’ ulteriore proprietd che riterremo sempre soddisfatta quando
parleremo di porzione di superficie regolare & che la sua base sia
un dominio (internamente connesso) misurabile e limitato, ed inoltre
totalmente costituito di punti interni ad un altro dominio A* nel
quale le funzioni x(u, v), y(u, v), 2(u, v) gia verificano tutte le. poste

condizioni. Talche, in definitiva, da ora in poi, sard per noi una por-
zione di superficie regolare soltanto: Ogni luogo 8 di punti dello
spazio, descritto dal punto P(x,y, 2), le cui coordinate sono date dal-
le 1), al variare del punto (u, v) in un dominio A internamente con-
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nesso, limitato e misurabile, del piano (u, v), quando si ha che: a) le
tre funzibni x(u, v), ylu, v), 2(u, v) sono, in tutlo un dominio A* al
quale ognt punto di A é
vate parziali dei due primi orvdini; b) la matrice jacobiana o(x, ¥,
2)/ d(u, v) conserva caratieristica 2 in tutto A*; ¢) le (1) pongono
una corrispondenza biunivoca fra i punti di A* e quelli del luogo S*,

descritto da P al vaviare di (u, v) in A¥,

interno, finite e continue con le lovo deri-

Di conseguenza, per ogni trasformazione (9) di coordinate, do-
vremo sempre supporre che: Le funzioni u (a, B) e v(a, B) siano finite
e continue, con tulte le loro derivate parziali dei primi due o;dtm, in
un dominio B* del piano (a,B) in cui é sempre d(u, v)/9(a, B) == 0,
il quale dominio é dalle (9) posto in corrispondenza biunivoca col do-
minio A* del piano (u, v).

In tali ipotesi risulterd sempre, in 4 —FA4, §(a y B/ olu,v) =0
e quindi (p. 309 e n® 130, V1) I’insieme B che le (9) fanno corri-
spondere al dominio 4 sard del pari un dominio internamente con-
nesso, limitato e misurabile.

Giustificazione rigorosa della data definizione di
area. Siano 8,, 8,,..., 8, porzioni di superficie regolari, diremo
che la porzione § di superficie regolare é decomposta nelle porzioni
S, S5y Su,y se fra la base 4 di S e le basi 4, 4,,..., 4, del-
le §; (i=1, 2,..., n) sussiste la relazione

(14) A=A, +A,F ..+ 4,.
Sara allora §=8, + 8§, -} ... -+ 8, e due quali si vogliano super-
ficie §;e §; (i, =1, 2,...,, ») avranno in comune, al pilt, punti dei

loro bordi. Cid posto, la rigorosa giustificazione della data defini-
zione di area per una porzione di superficie regolare sard eviden-
temente raggiunta se faremo vedere quanto segue: I) Se § é de-
composta nelle §; , risulta area §=— X area 8;; II) Vareca di § ¢é
indipendente dalla speciale rappresentazione parametrica adottata; III)
se la 8 si riduce ad un dominio piano misurabile, I’ avea di S, com’é
stata ora definita, coincide con U area di tule dominio com’é gia stata
definita al § 1 del Cap. IV,

La prima proprietd si deduce immediatamente dalla (14) e dal-
1 additivita dell’ integrale di (E’G———If’2)1/2. Per dimostrare la secon-
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da osserviamo che operando la trasformazione di coordinata (9) si
trova (130, VI)

[VEG—'_F“zdudv:[VEG—F‘nggduav , g
4 B ‘

ma, per la (13), ¢ (BEG ——F2)1/2 |J|=(E, G, — F; )1f2. Dimostriamo
ora la terza proprieta. Se la 8§ non & che un dominio di un certo
piano p le quantita
L | M N

B—

’

~ YEG —F?
devono rappresentare i coseni direttori della normale al piano p e
devono, pertanto, ciascuna, ridursi ad una costante. Fra le costanti
A, B e C ve ne deve essere almeno una diversa da zero, sia questa
la C. Il dominio misurabile § del piano p si proietta sul piano (x,¥)
in un dominio 8, del pari misurabile e le due corrispoudeuie biu-
nivoche intercedenti fra i punti di 4 e quelli di S e fra i punti di

8 e quelli di S, hanno per prodotto nna corrispondenza biunivoca
fra i punti di 4 e di 8,y, posta dalle equazioni x=2x(u,v), y=y (u,v).
Ne segue, per essere N=—279(x,¥)/d (u,v) == 0(130, VI),

area Smy:ﬁ N|dudv.
A

Se ne deduce, intendendo parlare di area com’é stata definita

al n° 86,
1 1 N| [w—_
area §S————area S, —m=———/ IN|dudv = | — - du dv =} FG—F?*du dov.
ror e S =7/ IV 0] |
: A A A

138. Superficie regolari e biregolari. — Se¢ un insieme 8 di
punti dello spazio & tale che sia possibile costruire, in un certo or-
dine, un determinato numero n di porzioni di superficie regolari §,,
8;yeey Suy per le quali si abbia: I) 8= 8,48, + ...+ S, I) la §; ha
punti in comune con la 8;11(i=1,2,..,n — 1), III) prese due quali
8i vogliuno §; e §; (i,j=—1, 2,..., n) esse hanno, al pitl, in comnne punti
dei loro bordi; Pinsieme § .chiamasi una superficie regolare (continua
e semplice). Le porzioni di superficie regolari §, §,,..., 8, diconsi
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facce della superficie 8. Evidentemente, una superficie regolare &
un continuo limitato, essa dicesi aperta o chéusa secondochd non
esiste od esiste un dominio limitato internamente connesso che ammette
la- 8§ come sua completa frontiera. Se la superficie § & chiusa, con
DS denoteremo ¢l dominio limitato di cui essa & frontiera e con D.S
il dominio illimitato C (D:8)-+ 8 (*). Un punto dello spazio, non si-
tuaato sulla superficie chiusa 8, dicesi interno od esterno ad essa
secondoch® & interno al dominio Di§ o al dominio D,S. Area di una
superficie regolare & la somma delle aree delle sue facce.

Per esempio, una superficie sferica di raggio B e di centro nel-
I ovigine & una superficie regolare. Sia, invero, » un qualanque nu-
mero positivo minore di B e a I’angolo positivo e minore di w/2
che ha per seno »/R; la superficie sferica & la superficie regolare
avente le seguenti quattro facce

z:—_(Rz—w2—y2)1/2, w2+y2§r2 ,

2= — (R? — zcz—;é y2)1/2, oyt =?,
x—Rsenucosv, y— Rsenusenv, z—RKcosu, (u,v) in [(a, 0); (x—a, =)
x=Rsenucosv, y— Rsenusenw, 2= Rcosu, (u,v) in [(a, 7); (=—a,2n)].

Cosl pure si vede che una superficie torica & regolare. Tanto
la superficie sferica ehe la toriea sono chiuse.

Nel piano (u, v) si abbia un dominio A4 misurabile, limitato e
internamente connesso, ed in esso siano definite le tre funzioni con-
tinue x(u, v), y(u, v), 2(u, v). Se & possibile un’elementare decompo-
sizione del dominio 4 in dominii misurabili e internamente connes-
si 4, 4, ,.., An, tale che il luogo §; descritto dal punto

(1) v —ww, v), y—=yu,r), z2=2u, v),

al variare del punto (u, ») in 4; (i =1, 2,..., n) sia sempre una por-
zione di superficie regolare e se inoltre le (1) pongono una corri-
spondenza biunivoca fra i punti di §=28, 4 ...-}8, e i punti di
A, Vinsieme § potra evidentemente dirsi una superficie regolare di.
facce §,, 8,,..., 8n. In tal easo, diremo che la superficie regolare
S & dotata di base e il dominio A sard la base di §. Evidente-

(*) B subito visto che il dominio Di;§ & ben determinato.
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mente, una superficie regotare dotata di base, che non si riduca ad
un’ unica porzione di superficie regolare, & un particolare esempio
di porzione di superficie regolare con singolaritd. Se le facce di una
superficie regolare § sono poligoni piani, la § dicesi una superficie
poliedrica. Ogni tale superficie & dotata di base.

Un punto di una superficic regolare 8 che appartenga ad una
sola sua faccia, dicesi regolare o ordinario. Asse normale positivo in
un punto regolare di § & quello che compete ivi alla faccia a cui
appartiene il punto, asse normale negativo & VU asse opposto. Pagina
» positiva (negativa) di § & 1 insieme delle pagine positive (negative)
delle facce componenti 8. Se §; & una tale faccia, diremo bordo
libero di S; quella parte del bordo di S; che non & comune ad al-
cuna altra faccia di S, Contorno o bordo di § & 1 insieme som-
ma dei bordi liberi delle sue facce. Il bordo di § sara denotato
con la notazione BS. Se la § & dotata di base 4, ed ha le equa-
zioni parametriche (1), il bordo di § & il lnogo descritto dal punto
(1) al variare del punto (u, v) sulla frontiera di A.

Per le applicazioni in genere, e per le nostre in particolare, &
di grande interesse introdurre il concetto di ¢io che chiiameremo una
porzione di superficie biregolare. Queste sono le porzioni di
superficie regolari aventi per base un dominio regolare internamente
connesso. Il bordo di una porzione di superficie biregolare § & evi-
dentemente costituito da una curva regolare semplice e chiusa o da
un sistema di tali curve (a due a due senza punti comuni) che, me-
diante le equazioni imrametriche della superficie, corrispondono su §
alle curve regolari semplici e chinse costituenti la frontiera FA del
dominio A base della 8. Se le (1) sono le equazioni parametriche
della 8, diremo verso positivo o negativo su BS il verso (costante)
secondo cui si muove il punto (1) quando il punto (u, v) percorre FA
sempre nel verso positivo o sempre nel negativo. '

A questo punto ci torna ntilissima un’osservazione sull’asse nor-
male positivo, che possiamo fare per una qualsiasi porzione § di su-
perficie regolare. Sia @ (u, v) un punto della base A della superficie
e P il punto corrispondente su 8, se per @ e con asse tangente po-
sitivo d, spicchiamo una porzione L di curva regolare contenuta in
A, a questa corrisponderd su 8§ una porzione di curva regolare C
spiceata dal punto P con un asse tangente positivo ¢ (tangente alla

M. PicONE — Lezione di Analisi infinitesimale — 44.



690 " Carmtoro VL

S) avente i coseni direttori

ox ox
H<aua’*‘%§)’

ove @ e § sono i coseni direttori [nel piano (u,v)] dellasse d e
H=—(Ea® -+ 2Faf + GB31/2.

Orbene: Diremo che all’asse d del dominio base A corrisponde

8v %(é{a+ﬁi B)’

oy oy
(au +—B)’ Ju av

su § Passe t. L’osservazione alla quale abbiamo alluso & questa: Se
una coppia d, d, di assi ortogonali del piano (u, v), spiccati per un punto

N

di A é sinistrorsa nel piano (u,v), é cioé congruente alla coppia dei
due assi coordinati u e v, detti t ¢ t, gli assi corrispondenti sulla S
agli assi d ¢ d, e detto ny. Vasse normale positivo alla 8, la terna d’assi
(t,t,, ny) riesce sempre sinistrorsa. Bd invero per il determinante dei
nove coseni dirvettori degli assi ¢, t,, nq, presi nellordine scritto, tro-
viamo il seguente valore positivo

(BG — F2)1/2
[(Ba®+ 2Faf + GB*) (Ha; + 2Fa, B, + G5;)]'/2"

ove a e f designano i coseni direttori, nel piano (u,v), dell’ asse d
e a, e B, quelli dell’asse d,.

Cid posto sia S una porzione di superficie biregolare e P un
punto del suo bordo, regolare per questo, @ il punto di FA che cor-
risponde a P in A. Per Q e alla FA conduciamo 1’asse tangente
positivo d e la normale interna d,. A d corrisponde su § 1’asse tan-
gente in P al bordo BS, che fissa su questo il gia definito verso
positivo, a d, corrisponde un asse ¢,; ebbene quel determinato asse
T, per P, tangente alla S e normale al bordo BS, che fu con Pusse
t, un angolo acuto, sara, per ovvia ragione, da noi chiamato, nor-
male interna al bordo della S. Per la superiore osservazione
possiamo dire che: In ogni punto P del bordo di una superficic bire-
golare, punto che sia regolare per questo bordo, i sequenti tre assi mu-
tuamente ortogonali: I’asse tangente positivo al bordo, la normale interna
al bordo e Vasse normale positivo alla 8, formano, nell’ordine ora da-
to, una terna ortogonale sinisirorsa, congruente cioé alla terna (z,y,?)
degli assi coordinati. Con linguaggio meno preciso ma assai espres-
sivo, si usa dire cosl: Se immaginiamo un osservatore portato dalla
&, in un punto P del bordo di questa, il cui corpo sia attraversato,
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dai piedi alla testa, dall’ asse normale positivo alla § e che guardi
nella direzione e nel verso dell asse tangente positivo al bordo, 1a
normale interna a questo va dalla destra alla sinistra delPosservatore.

Una superficie regolare dicesi biregolare, se ogni sua faccia &
biregolare. Tanto la superficie sferica che la torica sono biregolari.
Se nella definizione di superficie regolare dotata di base, si aggiunge
lIa condizione che i dominii 4,, 4,,..., 4, , basi delle facce §,, §,,..., S,
di 8, siano regolari, si ottiene la definizione di superficie biregolare
dotate di base. In tal caso, se le due facce §; e §; hanno punti co-
muni, i versi positivi su BS; e su BSj sono, evidentemente, opposti
lungo gli archi comuni a BS; e a BS; . Il verso positivo sul bordo
BS di una superficie biregolare qualsiasi & quello che compete ai
vari bordi liberi delle sue facce. Se la superficie biregolare & dotata
di base 4 e le (1) sono le sue equazioni parametriche, mentre il pun-
to (u,v) percorre, nel verso positivo, la frontiera di 4, il punto (1)
percorre BS nel gia definito verso positivo. “

134. Definizione di integrale superficiale. Teorema di Sto-
kes. — Sia H un insieme di punti dello spazio (z,¥,2) e § una por-
zione di superficie regolare, di equazioni parametriche

(1) x:l(u,v), y=p(u,v), 2=v(%,9),

e di dominio base A del piano (u,v). Diremo (cfr. n° 121) che § &
quasi contenuta nell’insieme H, se l'insieme dei punti di § che
non sono contenuti in H o non esiste, o & tale che il corrispondente
insieme IV di A ba estensione nulla, sul piano. Nell’insieme H sia
definita una funzione f(, y,2) reale o complessa delle tre variabili
reali x,y, 2; diremo che la f(x,9,2) é sommabile (é sommabile e inte-
grabile) su 8, se la funzione di u e di v }

SIM(u,v), p(u,v), v(u,0)],
riesce sommabile (sommabile e integrabile) sulVinsieme 4. In tal ca-
s0, diremo (massimo o minimo) integrale superficiale della f esteso alla
superficie S, e lo indicheremo con la notazione

@) [f(x, v,2) do,

s
Vintegrale (massimo o minimo) della funzione

S (uyv), p(u,v), v(u7”)]‘/EG—.‘E2,
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esteso al dominio 4. Talche, per definizione, si ha

ff(w, y,2) do=/[f(\, 1, ) VEG — F* dudv.
S A '

Ha interesse il notare un modo di pervenire al valore dell” in-
tegrale (2), che ripete sulla superficie S i procedimenti di decompo-
sizione in parti di diametro infinitesimo seguiti ai n' 89 e 97 per gli
integrali delle funzioni limitate estesi ad insiemi limitati dello spazio.
Ci limiteremo a considerare il caso che la § sia totalmente conte-
nuta in H e che la f sia limitata e integrabile su §. Per una porzione
di superficie regolare diremo diametro base il diamctro dolla sua
base. Sia §(T') una porziohe di superficie regolare contenuta nella S,
di base T (< A), data la continuitd delle fanzioni X\, p, v, si dimo-
stra immediatamente che:

diall)lu;» o liam §(T)=0.

Dico che: Operata la pin arbitraria decomposizione della porzione
di superficie regolave S in porzioni di superficie regolari 8,8, ..., 8n,
delle quali sia B il massimo diametro base, posto o, ==ure: 18, (i=1, 2,...,m),

preso, nel modo piw arbitrario, un punto P, in 8,(i=1,2,...,n), si ha
lnn Zf P )o; :ff(w,y,z)dc.
S

Diciamo invero T la base di §; e @; il punto di A4 che corri-

sponde a P;, e poniamo H(u, v) = (HG — F*? 1/2, =f(hp,v
si ba
1, n 1, n L, n
Ef o = 3 0@ )]Hm, Wdudy = 3 ¢(¢ ) A(Q) T
T, ,

ff(“’; Y, z)dc~ hm 2 o(Q: YH(Q: ) T,
S

1, n

2‘?@3 H(Qt —‘EQQ; i

avendo designato con ¢; e Q; due punti di 75, con L P’estremo su-

< LAw,
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-periore di | f] in 8, con o la pitt grande fra le oscillazioni che Ia
funzione H(€)) subisce nei dominii T,, T,,

Siano ora X(#, y, 2), Y@, v, z),‘- Zz, y, 2) tre funzioni (reali o
complesse) definite nell’ insieme H e prendiamo a considerare la
forma differenziale quadratica seguente:

(3) Xz, y, 2) dydz | Yz, y, 2)dedx 4 Z(z, y, 2)dz dy.

Denotiamo con n 1’ asse normale (positivo o negativo) alla por-
zione (i superficie regolare §, supposta sempre quasi contenuta in
H. 1 tre coseni direttori di n.: cos(x, n), cos(y, n), cos (2, n), riesco-
no tre determinate funzioni finite e continue dei parametri v e wv.
Diremo che la forma differenziale (3) é sommabile (¢ sommabile e in-
tegrabile) sulla superficie S, se le tre seguenti funzioni di » e di v

X [Mu, v), p(u, v)’ v(u, v)] cos (2, n) ,
Y ("7 '”)7 u, v), v(u, v)] cos(y, n),
Z[h ("7 W, v), v(u, v)]cos(z n),

sono sommabili (Sommabili e integrabili) sul dominio 4 base di 8.
Diremo, in tal caso, (massimo o minimo) integrale superficiale della
Jorma differenziale (3) esteso alla superficie S, secondo la pagina posi-
tiva, e lo indicheremo con la notazione

(Xdy dz + Ydzde 4 Zdz dy),
+$ '

il seguente integrale

/[Xcos (@, ny) + Ycos(y, ny) -+ Zcos(z, ny)] do =
8

:f[ C(h, V) cos(@,ny )+ ¥( h ,14,v) COS J,n+ —]—Zl wyjeos(zny) [V EG—F* dudo

_f[ M%) 4 ity 200N, 208 gy g

3l v) 3ty v) aluy v)

ove con iy abbiamo designato 1’asse normale positivo alla 8.

Integrale superficiale (massimo o minimo) della forma differen-
ziale (3) esteso alla superficie S, secondo la pagina negativa, indicato
con la notazione
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[(Xdy dz 4 Ydzdex -~ Zdx dy) ,
-8

sard, naturalmente, I’ integrale

f[Xcos (¢, n_)+ ... ]do :.—f[X(l, 12y V)
A

S

o, v)
olu; v)

+ .. dudv

ove con n_ abbiamo designato I’ asse normale negativo alla 8.
Se, per esempio, la porzione di superficie regolare § ammette
la rappresentazione cartesiana z—f(x, y), si avra

/'(Xdy dz+ Yde dow + Zdx dy) —
+§
of

:f;_X[x}yaf(xy ) % — Y[y, f(x,9)] ai.;; +Z[2, y,f(2,9)] 2‘]“"]?/-
4
Sia ora 8§ una qualsiasi superficie regolare. Essa si dird quasi
contenuta nell’ ingieme H se & tale ogni sua faceia; diremo allora
la funzione f o la forma differenziale (3) sommabile (sommabile e in-
tegrabile) sulla § se la fanzione o la forma lo & sopra ogni faccia
di 8, e in tal caso porremo, per definizione,

1, n
ff(wy Y, z)dc-::z_ ff('% Yy, 2)da,
8 8

1,n
f(Xdy de + ...):2f(Xdydz + ),
+8 ‘f:Si
f(Xdydz +...):2_f(xay(1z+ ),
-8 _Si

se 8,8,,..,8, sono le facce di 8.
Queste definizioni poste, siamo in grado di enunciare ¢ di di-
mostrare il classico teorema di Stokes (*):

I. Se le funzioni X, Y, Z, con tutle le lovo derivate parziali del

(*) Che per noi serve di fondamento alla teoria degli integrali tripli.
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primo ordine, sono continue nell’insieme H, per ogni superficie birego-
lave, dotata di base A, contenuta in H, sussiste la relazione

o [l (- et (-5 o] =

Yy 0% oy

:f(de—{— Ydy -+ Zdz).
4388
Poiche, se 8,, §,,..., 8, sono le facce di §, si ha

-2 =5, - e

oy

1,n
[(de+...):2 f(de+...),
R i
~+BS ~+BS;
basterd limitarsi a dimostrare il teorema nel caso che la § si riduca
ad un’unica porzione di superficie biregolare. Ma si ha allora

[(de—{— Ydy 4 Zde)=
+Bs
— %[X(kp.v)%—}—Y(l X 1z ]du—}—
+Fa
[XMJ.V —+ Y@ S—{—-Z(MJ.V)%](IU%:

(per il teorema di Green)

7.9 0 [ 0k , o M\ 4
f{ (X + ¥ 60 60)_:9_1;(Xau -+ X %—}-Za—)]dudv__
4

a (A, )
o (u,v)

a1y v) _ a(v, M)
a(u v)'HX" Z’”)a(u,w

== [( Zy — X,) }dudv::

4

+(Yw—Xy)

:[[(Zy — Y, Ydydz 4 (X, — Z, ) dz da - ( Yw—Xy)dmdy],
+8

come dovevasi dimostrare,
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Il teorema. di Stokes riceve, anche in Figica, frequenti ed im-
portanti applicazioni, per le quali & specialmente utile la forma vet-
toriale del teorema. Tale forma si ottiene qualora si interpretino X,
Y, Z come le componenti di un vettore v; allora il vettore che ha
per componenti le quantita

Z?f"'—Yza X — 9 Yw“XyJ
chiamasi rotazione di v e denotasi con la serittura
rotv.

Denotiamo con 2 il vettore unitario avente la direzione e il
verso dell” asse normale positivo alla 8§ e con £ il vettore unitario
avente la direzione e il verso dell’asse tangente positivo al bordo
di 8. La (4) si traduce allora nella seguente:

(5) /(nthv) do :f(t Xv)ds.
S BS

Detto, u; il vettore unitario avente la direzione e il verso della

normale ihterna al bordo di 8, si ricordi (pag. 690) che, lungo il

bordo, la terna (¢, «#; , n) deve risultare sinistrorsa.

Applicazione all’integrazione delle forme differenziali
lineari. 11 teorema di Stokes offre anche, immediatamente, un’ul-
teriore risposta al problema dell’integrazione delle forme differenziali
lineari in tre variabili, postoh al n° 122 e cold gia risoluto in taluni
casi; esso teorema consente invero di dimostrare il seguente:

11. Il dominio limitato e internamente connesso ID) goda delle se-
guenti due proprieta : @) della proprietd posseduta dai dominii consi-
dérati nel teor. III del n° 122, D) comunque si consideri una poligo-
nale (piana o gobba) chiusa e non intrecciata interas a I, si puo
sempre costruive una supevficie poliedrica interna « I che ammetta
quella poligonale come completo suo bordo. Allora se le assegnate fun-
ziont X, Y, Z sono continue in ID ed in ogni punto interno sono do-
tate di derivate parziali del primo ordine, finite ¢ continue, ¢ tali inol-
tre che sia sempre

84 Y 49X o4 Y _ 0X
oy e’ o ax’ gw T 9y
la forma differenziale Xdo -+ Ydy - Zdz sara integrabile in D,

(6)
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Se i1 lettore riconsidera la dimostrazione del teor. V del no 124,
vede immediatamente che Vattuale teorema sard dimostrato non ap-
pena sard stabilito che 1 integrale della’ forma differenziale Xda -
~+ Ydy -} Zdz, esteso ad una qualsiasi poligonale chiusa, non intrec-
~ciata, interna a D, & sempre nullo. Ora una tale poligonale & sem-

pre, per ipotesi, il completo bordo di una superficie poliedrica § in-
terna a D, e, per il teorema di Stokes, lintegrale della forma
Xdzx -} ..., esteso alla poligonale ha il valore

oZ Y (90X 0% 3Y  oX

il quale & nullo, in virtt delle (6).

Nelle sole ipotesi testd fatte sulle funzioni X, ¥, Z, il teorema
ora dimostrato arricchisce assai la classe dei dominii ove si pud as-
sicurare 1" integrabilita della forma differenziale Xda 4 ... . Ai teo-
remi IV e V del n® 122 sfuggivano, per esempio, i dominii formati
da tutti i punti non esterni ad una sfera 8 e non interni a ciascu-
na delle sfere 8,, §,,..., 8., esterne I’ una all’ altra e tutte interne
alla §; laddove, valendo le (6), il teorema ora ottennto assicura Pin-
tegrabilith della forma anche in un tale dominio. Si consideri, in-
vece, come dominio ove si vuole integragg, la forma Xdz -+ ..., un
toro. BEsso non presenta le proprietd volute dal teor. II, precisa-
mente non presenta la proprietd b). Se, invero, si considera il cer-
chio € generato dal centro del cerchio (ruotante) generatore del toro,
8i vede che per qualunque poligono inscritto al cerchio C e interno
al toro & impossibile costruire una superficie poliedrica, pur essa in-
terna al toro, che ammetta quel poligono come completo suo bordo.
Ed effettivamente, come si pud vedere con esempii, la forma diffe-
renziale Xdx -f ..., pur verificandosi per le funzioni X, ¥, Z tutte
le ipotesi del teor. II, pud non essere integrabile in un toro.

135. Dominii normali, binormali e regolari dello spazio.
Corollarii del teorema di Stokes. — Nel dominio regolare e in-
ternamente connesso A,, del piano (u, v) siano definite due funzioni
S (u, v) e f,(u, v), finite ¢ continue con le loro derivate parziali dei
due primi ordini, tali che: @) sia sempre f,(u, v) > f,(u, v), per ogni
punto (u, v) interno al dominio Ay, b) i punti della frontiera FA



698 Cariroro VI,

nei quali & f,(u, v) = f, (u, v) costituiscano sempre, quando esistono,
un numero finito di archi i quali, eventualmente, possono, tutti o
taluni di essi, anche ridursi a punti, come puo anehe avvenire che
sia f,(u, v) = f, (, v) in tutto F4. Ciascuno dei tre dominii dello
spazio (x, y, 2) definiti dalle condizioni:

1) W, 2) ein 4y, fily,)<2=</1,(y, 2,
2) () @) & in Aoz y [fi(2 ®) Y=< fy(2 2
(3) (.’l‘, .1/) é i" Azya f‘(d‘, y)ézéfz(my :‘/) b

dicesi dominio mnormale dello spazio, i1 primo, normale rispetto al
piano (y, z) e avente per base il dominio A, il secondo, normale
rispetto al piano (2, x) e avente per base il dominio A, il terzo,
normale rispetto al piano (x, y) e avente per base il dominio Agy .

Ogni dominio normale 7' & internamente conunesso, limitato e
(cfr. dim. del teor. V del no 92 e teor. I dello stesso numero) mi-
surabile con un volume dato da

(4 1‘:/[]'2(14, v) — f(u, v)]du dv.
. Auwr

La frontiera di un dominio normale & costituaita da una super-
ficie biregolare chiusa 8, della quale, per esempio se il dominio &
normale rispetto al piano (z, ), le due superficie aventi la comune
base Az e le equazioni cartesiane z=—f,(», y), 2 =f,(x, y), sono pre-
cisamente due facce (le diremo facce basiliari) e sono le uniche
- facce se riesce f,(x, y)= f,(x,y) su FA; diversamente, la § avra
pure un certo numero di facce su superficie cilindriche (le diremo
facce laterali) ; se v — a(s), y=— B(s) sono le equazioni parametri-
che di un arco di porzione di curva regolare facente parte di FA,
nell’ interno del quale riesce f,[a(s), B(s) ] > £, [a(s), B(s)], ed agli estre-
mi s, e 8, fla(s,), Bs,)] = filu(s,), Bis,)], filals,), Bls)]=1,[u(s,), B(sy)],
la porzione di superficie biregolare avente le equazioui parametriche

r=—uqa(s), y=4Ps), 2=+ ’
e per base il dominio normale del piano (s, é)

§=88,, [ las), Bis)l=2=1,[«(s), Bis)],

& appunto una faccia laterale di § (*).

(*) Per rispettare le convenzioni delle pagg. 685-686, dobbiamo supporre,
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Un dominio normale dello spazio che ha per base un dominio
del pari normale del piano, sard detto binormale. Siano g,(w) e g,(w)
due funzioni finite e continue con le loro derivate prime e seconde,
definite in un comune intervallo’ (d,, d,) dell’ asse w0, e sia g, (w) >
>g,(w) se d, <w<d,, si hanno sei specie di dominii Dbinormali,
definiti, rispettivamente, dalle limitazioni seguenti :

(8) d=x<d, g,@) =y=g,), fi(w,y)ézgfg(w,f),
(6) d=y=d, 9y=rv=901), flr,y)=2=<f (1Y),
(7) d<z=d,, 9,(?)§y§92(2), f1 Y, )<w§f2(y, ?),
8) d=sy=d, g9, fily,?:)=x=/f,y,2)
9 d==z=<d, 9=2x=9¢,2), [z o)==y f,(3 x)
10) d,=r=<d, g9@=2=9,®), [,z 0)=YyY=/,(2 )

)

?

i dominii (5) e (6) sono normali rispetto al piano (x, ¥}, i dominii (7)
e (8) rispetto al piano (z,y) e i dominii (9) e (10) rispetto al piano (2,:0).

Evidentemente : Ogni dominio normale & elementarmente decom-
ponibile in dominii binormali.

Dicesi regolare un dominio dello spazio (z, y, 2) quando esso &
suscettibile di un’elementare decomposizione in dominii normali, Evi-
dentemente: Ogni dominio regolare & elementarmente decomponibile
in dominii binormali, & limitato, & misurabile ed ha una frontiera
composta di porzioni di superficie biregolari. Esempii: La sfera, 1’el-
]/issoide, il toro, i poliedri, sono dominii regolari; la totalita dei pun-
ti non esterni ad una sfera § e non interni a pit sfere §,, §,,...,
8., esterne P una all’ altra ed interne alla 8, costitnisce pure un
dominio regolare,

Come per i dominii regolari del piano cost per quelli dello spa-
zio si definiscono i punti regolari della frontiera, la retta normale
e il piano tangente alla frontiera in un suo punto regolare, I’ asse
interno e fasse esterno in una data direzione, la normale interna e
la normale esterna. Sia T un qualsiasi dominio regolare dello spa-
zio, ogni porzione di superficie biregolare § facente parte di FT,
dicesi faccia di FT, noi converremo sempre di adottare (cid che &
evidentemente possibile) per ciascuna faccia § di FT una tale rap-
presentazione parametrica che I’ asse normale positivo alla §, rela-

per tutti gli archi .di Fd, privi di punti singolari, a(s) e B(s) finite e continue

con le Joro derivate dei due primi ordini. ,
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tivo o questa rappresentazione, coincida con la normale esterna alla
FT, nei punti di § ad essa interni. L’ asse normale positivo alla 8§
nei punti del bordo di § dicesi allora ‘normale esterna «lle B re-
lativa alla faccia 8. In un punto non regolare di FZ' vi sono dun-
que tante normali esterne quante sono Te facce distinte alle quali
quel punto appartiene. Lungo il bordo di ogni faccia di T' viene, do-
po quanto precede, fissato il verso positivo al modo seguente: I dato
da un asse tangente al bordo, il quale, con la normale interna al bordo
e con la normale esterna alle T rvelativa alla faccia in considera-
zione, forma una terna ortogonale sinistrorsa.

Per ogni faccia di FT' diremo pagina esterna. (interna) la pagina
di essa volta verso Ia normale esterna (interna) (*). Pagina esterna (in-
terna) di FT & 1’ insieme delle pagine esterne (interne) delle sue facce.

Come nel piano, si. definiscono nello spazio i dominii regolari con-
nessi ad uno o a piu contorni.

Sia Z il pitt generale dominio regolare dello spazio ¢ f, X, Y, Z
tre funzioni (reali o complesse) che, per semplificare, vogliamo sup-
poh‘e ovunque definite in ' e ivi continue. Siano §,, 8, ,..., 8, le facce
di cui si compone FT. Come integrale superficiale della funzione f esteso
alla frontiera di T, indicato con la notazione

[f(w, ¥, 2)da,
Fr

si intende la somma
Ln
2 ff(w’ y,%)da.
i
8;

Come integrale sizperﬁciale della forma .diffevenziale
(11) Xdyde+ Ydzde + Zdzx dy,
esteso alla frontiera FT, secondo la pagina esterna, indicato con la

notazione

[[X dydz | Ydz do 4+ Zdo dy],
(¥F1), '

(*) Per la convenzione test® fatta questa pagina @& la positiva relativa alla
adottata rappresentazione parametrica della faccia.
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8i intende la somma

i,
S,

T

1,7
E /[Xcos(w,we )+ Yeos(y,n, )+ Zcos (g, n, )] do,

ove 7, designa la normale esterna a FZ. Analogamente si definisce
e si designa lintegrale superficiale della (11) esteso alla FZ, secondo
la pagina interna.

Il dominio regolare’ T' sia ora comunque variabile entro il fis-
sato dominio re'golare H, ove sono definite le tre funzioni continue
X, Y, Z. Popendo

(12) I(T) ::f(Xdy dz - Ydz de+ Zdx dy)
(FT),

si definisce, in H, una ben determinata funzione di dominio regolare.
Ebbene, come per il piano (124, ITI) si dimostra il teorema:

L La funzione di dominio regolare I(T), definita dalla (12), &
additiva.

Ed ora passiamo a dare taluni notevolissimi corollarii del teo-
rema di Stokes sui quali ¢i fonderemo mnel prossimo paragrafo per
trarne importanti conseguenze.

I1. NelPinsieme H dello spazio, le funzioni X,Y, Z siano finite e
continue con te lovo derivate parziali del primo ordine, se T é un qual-
siasi dominio regolare contenuto in H, si ha sempre:

(13) /[(gg«—g)dydz—%(éi—y—g—z—)dzdw~{—<£—-g)dwdy]:0.
. 0 or oy
(

Gy 82 8z o
T), :

In virth del teorema precedente, e per essere un dominio rego-
lare sempre decomponibile in dominii binormali, possiamo limitarci
a dimostrare il teorema nell’ipotesi che 7' sia un dominio binormale.
Supporremo che il dominio 7' sia normale rispetto al piano (z,y) e
che la base A, abbia per contorno un’unica curva regolare semplice
e chiusa C, priva di punti singolari, di areco s, di equazioni ==« (s),
y=P(s), e di intervallo base (0,10), s crescente nel verso positivo di
C. Diciamo C, e C, i bordi delle facce basiliari, 8, e §, di FT, di
equazioni 2 —Jf, (#,y), 2=/, (x,y), e supponiamo, per esempio, che
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C, e C, coincidano lungo un arco avente i‘punti terminali P e @
e abbiano inoltre un ulteriore punto comune R fuori di quest’ arco,
mentre i punti di €, proiezioni ortogonali di P, @, R sul piano (&, y),
hanuo su Cle ascisse curvilinee 0, g, r, 0<g < <. Gli-archi C,(Q, R

(@, R) costituiscono insieme il completo bordo di una faccia la-
terale 8" di FT e gli archi C, (R, P), C,(R, P) il completo bordo della
rimanente faccia laterale 8”7 di FZ. Ora, se per comodita di scrittura
poniamo '

Zy—Y,=U, X,—Z,=V, Y,— X, =W,

8i ha:

f(Udydz—!—v...):/.[Ucos (2,1, )+ .. ]do —I-[[Ucos(x,no )4-..]de -
S S

(FT),

+/[Uoos (2,0, ) .. ]dc—{—f [(Ucos(z,n, ) 4,..]da,

s s
ed evidentemente, in virtit del teorema di Stokes, se supponiamo
che, in dgy, sia f, (@,y) =f, (», y)

R
[[Ucos (zyn, )+ ...]de = (C,) j(de-}— )+ (C /Xday_}_ B
@

+(C,)f(de )y
'R

Q R
[[U(,Ob(x,ne)—I» Jdo—=— (Ci)/.(de—l—...)——(C,)f(deﬁ—...)-—
8 P Q
P
— ()| (xaz+..),
R

R R
f[Ucos(a;,ue Y+ ...]dc:(Ci)f(de—}—...)—(C,)/(de-l—...), :
s ¢ ' Q

P P
/[chs(m,ne )~} ...]dcs::(C‘)[(Xda:—}—...)-—-—(C’,)ﬁde—}—...) .
R R

S/I
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‘

Ne segue, sommando membro a membro, come volevasi dimostrare,
/(Udg/ dz4.0)=
(Fm),

II1. 8¢ F ¢ una qualunque funzione di x,y, 2, che possiede, in H,
le derivate purziali seconde miste, finite e continue, ¢ se T & un qua-
lunque dominio regolave contenuto in H, si ha:

82
d x dedy.
f&y oz 8 ,[owa

(FT), (FT) (¥m),

Ed invero, se si pone nella (13), Z—=F,, X==Y =0, si trova

“ne 2
[( o°F dy dz — o°F dzdw):O.
dy 0% 0% ox
(Fm),

IV. 8e U, V, W sono, rispettivamente, funzioni continue soltanto
diyez di zewx di © ey, definite in un dominio rettangolare H
dello spazio, per ogni dominio regolare T contenuto in H, si ha:

/U(y, 2)dy dz :/V(z, z)dzde :fW(m, y)dedy = 0.
), @, (),

Ed invero si pud definire in H una funzioue F delle sole due

variabili y e 2, mle che riesca Fy, — U, onde segue
o*F
= = zde — 0
f (¥, 2)dydz —= fa py dz [azaw dzdx )
(F1), (Fm), (rr,

poiche F,, = 0.

V. 8¢ U e V sono due funzioni delle variabili x, y, 2z, continue
nel dominio regolare T, che possiedono, nell’ interno di T, la pri-
ma, la derivata rispetto ad una delle variabili, la seconda, la devi-
vata rispetto ad un’ altra delle variabili, continue ed eguali fra loro,
8t ha :

(14) fUdydz :dezdw, se aU aV ,
ax a’ll
(FD), (FiD),
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(15) Udzde— | Vdxdy, se U = A ,
: oy 0%
(F1), (¥,
; oU. oV
1 1 ] - e IS e,
(16) fU(x(y -/Vdg/dz, se o o
(FI, (F),

Al solito, possiamo supporre binormale il dominio 7. Sia esso
definito dalle limitazioni

d=x=d, ¢@=y=¢,®), fi&y=+=/f19)
dimostrare la (15). Poniamo f==(f, - f,)/ 2,
esiste una funzione H(x, ), continua nel dominio Ag, base di T,
funzione solamente di » ¢ di y, per la quale si ha
O = Vin, v, /10, ) + Uley 3, S0, 9] o
Pounendo, per ogni punto (z, y, 2) di T,

Cominciamo dal

z

F(z, y, ?) :fU(w, y, )48 + Hz, v) ,
Sz, )
i viene a definjre in ' una fanzione continua, per

la quale, in
ogni punto interno di 7 si ha

oF
F = Ul 9,9,
. \
BF of oH
8:‘/ fU (w; yy )dc—' U[.’ﬁ, yvf(wa ?/)]W I TJ—
J (@, )
z .
= [V to, 9, 908 4 Vi, 3, 0, 9} = Vi 3, 2
Sz )

Ma allora, se 77 & un qualunque dominio regolare interno a
- T, si ha

(17) /( Udz de — Vdx dy) [(—-— dzdx — g—f- dx d_/)
Fr), (Fr),

come si deduce dal teor. I, per ¥Y=—=Z-=—=0, X=—F. Presa una
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quantitd positiva infinitesima e <(d, — d,)/2, ne esistono evidente-
mente due altre d'(e) e 3”(g) tali che le limitazioni
dtese=d, —e, g@+‘=y=g@)—¢,
Lyt <=Ly — ¢,
se 0 <e'<<¥(e), 0 <& =<?¥'(c), definiscono un dominio binorma-
le 7', completamente interno a 7. Posto

I, ¢, &)= [(Udzds — Vdxdy),
(FT),

si ha, per la (17), I(g, €/, &")=0 e d’altra parte

(e, &', )0

m  pe ¢, ¢) = f (Udz dz — Vdzdy),
(FrT),
onde finalmente segue la (15). In modo perfettamente analogo si di-
mostra la (16). Per dimostrare la (14), definiamo, nel dominio 7, una
funzione continua W(z,y,2) ponendo
z z
W(x,y,2) :/.Ugc (x, y, &) dg :[Vy (z,y, &)dE.
S (x,y) J(@,9)

In ogni punto interno di Z'si ha W, = U, = V,, e quindi, per
.quanto abbiamo gia dimostrato,

Udy dz:dewdy:dezdx.
(F1), (Fr), (FT),

Osservazione. Se la funzione F(z,y,z) possiede in H le de-
rivate parziali seconde miste e la derivata parziale terza mista, finite
continue, posto U—=Fy,;, V=_Fy,, W=F,, riesce, in H, U, =V, =W,,
e quindi, in forza del teorema ora dimostrato, per ogni dominio re-

golare 7' contenuto in H,
[FW dy dz :andqus:foy dxdy,
(F1), (F1), (Fm),
precisamente come, in ipotesi pilt larghe, gia asserisce il teor. IIL

136. Formole di cubatura per i dominii regolari dello

M. PIcONE — Lezione di Analisi infinitesimale — 45.
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spazio. — Sotto forma di integrale superficiale, il seguente teorema
da subito il volume di un qualunque dominio regolare dello spazio.

I. Ogni dominio regolare T dello spazio ha un volume T dato da

(1) :[wdydzzfydzdx: zde dy =
(FT), (FI), (FT),

——fydzdm—{—zdxdy f(zdwdy—l—mdydz /wdydz—{—ydzdm)__

(Fm), (F1), (FT),
:—g—f(wdydz-l—ydzdm—l—zdmdy).
(FD),

L’eguaglianza dei sefte integrali superficiali ora scritti discende
da quella dei primi tre, e V'eguaglianza di questi discende dal teor.
II1 o dal teor. V del no prec. Possiamo limitarci a dimostrare che
per un dominio normale 7', normale, per esempio, rispetto al piano
(w,y) e di base Ay, s8i ha

(2) T :fz dz dy .
(FT),

Diciamo 8, e §, le facce basiliari di FT e §', §,..., 8™ le facce
laterali. Siano z2=f, (#,y) e 2=, (#,y) lé equazioni di S edi S, e
sia, in Ay, f, @9 =1, (@,y). Si ba

1,n
[zdxdy——z fzcos(z,ne d°+2 /zcos(z,ne)dc.

Fm), S

Ora, su ogni faccia laterale 8% si ha costantemente cos( 2, n, )_0

mentre &
fzcos(z,n, )dc_—ff1 x,y)dzdy, /zoos(z,ne dc_ff2(w,y dwdy,
S, Azy S, Azy

onde segue
de”dy:[Vz @ y)—/, (@, y)]dedy,
(FT), Azy

e cio da la (2), per la (4) del no prec.
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Le (1) contengono tutte le formole note di cubatura dei domi-
nii regolari ed anche di talani altri dominii la frontiera dei quali & |
costituita da porzioni di supérficie regolari con singolarita. A propo-
sito di cid dobbiamo anzi rilevare che i concetti e i teoremi stabi-
liti ai n' 133, 134 e 135 possono, in gran parte, essere estesi al caso
che nelle superficie considerate e nelle frontiere dei dominii conside-
rati si presentino porzioni di superficie regolari dotate di singolaritd
e lo possono, pilt .largamente e pitt facilmente, specialmente se per
ogni tale porzione di superficie regolare il discriminante FG — F?
della prima forma fondamentale si mantiene limitato, e singolarita
consistendo, per esempio, soltanto. nella presenza di punti di zero
per tale discriminante. Il lettore indaghi, in queste ipotesi, le pos-
sibilita dellestensione indicata.

Cos), per esempio, prendiamo a considerare una curva regolare
continua semplice e chiusa € di un piano p, di equazioni parame-
triche = a(v), y =B (v), 2==7(v) e di intervallo base (v’,?"), ed un
fissato punto P, (x,, y,, 2,) fuori di p. Poniamo 4 — D;C e consideriamo
il cono T di vertice P, e di base 4. Data la misurabilitd di 4, gia
sappiamo (87, XII) che il cono riesce misurabile e che ha per volume
Ah/3, avendo designato con h Paltezza del cono. La frontiera di T
¢ composta della porzione di superficie biregolare nella quale consi-
ste i1 dominio base 4 e del luogo § (superficie conica) descritta
dal punto

&=, + u [a(”) - xo]) Y=Y, + u [B(v) - yo]a B==2, + M[T('D) - zo])
al variare del punto (u,v) nel dominio rettangolare [(0, v), (1,9”)]. Per
la 8 risulta EQ — F?=—0, per =0, e subito si vede che § & una
porzione di superﬁcie'birego]are con singolaritd. Non ostante, io dico
che per il volume T del cono si ha sempre

(3) T::%f(mdydz—]—ydzdx+zdm‘dy).
Fm),
Ed invero
[(a: dydz - .,_.):f[wcos (@, ne ) +...]do +f[mcos( z,n, )...]do,
(¥T), s A

laddove, su 8, zcos(w,n, )Fycos(y,n, )4 zcos(z,n, )=0, ¢ su 4,
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x co8 w, ne Y-} ycos (y,n. )} 2cos(z n, )=nh; la (3) fornisce quindi
T—Ah/3.

Allo stesso modo, se T' & un settore sferico di una sfera di raggio
R, avente per base una porzione di superficie sferica, di area 4, la
(3) da, come effettivamente 8, T——AR/3.

Formole di cubatura in coordinate polari. Dalla (3) de-
duconsi immediatamente le formole di cubatura in coordinate polari
0,9, 0. Al n° 92 abbiamo imparato che un settoroide 7" dello spazio
(w, y, ), relativo alla funzione positiva e continua f(g, 0), avente per
base un insieme A4 chiuso e misurabile, del piano (g, 6), contenuto
nel dominio rettangolare | (0, 0); (%, 27)], & misurabile ed ha per volume

(4) T:%f[f(% 0)]°sen¢ de df;
A

orbene, alla stessa formola conduce immediatamente la (3) quando si
supponga, per esempio, che A sia un dominio regolare internamente
connesso e la fanzione f(g, 0) sia in A continua con le sue derivate
parziali. In tal caso, la frontiera di 7' si compone della porzione di
superficie biregolare § avente le equazioni parametriche

(5) @@= flg,B)cosOseny, y— flp, O)send seny, 2= flo, B)cos ¢,

e la base A e della superficie conica 8 proiettante, dall’ origine O
delle coordinate, i punti di BS. Nei punti di 8" & wcos(z, n,) + ¥
cos (y, n, } }-2co8(z, n, ) = 0. Detto n 1’ asse normale positivo alla
8 relativo alla rappresentazioune parametrica (5), si trova che

[2cos (x, n) - yeos (y, n) -+ zcos (2, n)]do = f* sen ¢ dp 0.

Ne segue che il detto asse normale positivo, in ogni punto P
di 8§, fa sempre un angolo acuto col raggio vettore Ohlb’, cioe che
quell’ asse coincide con la normale esterna a FT nei punti di 8§,
e che la (3) si traduce nella (4).

Ma ad ana formola poco diversa dalla (4) si perviene anche nel-
I’ ipotesi del pilt generale dominio regolare 7. La faccia 8; (1 =1,
2,..., n) della FT' abbia le equazioni parametriche

x=p; (u, v)[cosb; (v, v)][senq; (u, v)], y=p: (u, v)[senb; (u, v)][sen ¢; (v, v)]

2=yp; (%, v)cos ¢; (u, v),
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_e il dominio base A4, ; essa, in coordinate polari, avra le equazioni
(7) p=e (ue, ’0), Nt (u? 'v)’ 0= Bi (“7 ’U)'

In virth della relazione

8,2 __ 84,2 8¢, 0) +a(y, 2) (0, p) + d(z,@) alp, @)

3w, v) a9, 0) 8w, ©) ' 86, p) Bw;v) " alp, @) dlu, v)’
e delle altre due che da questa si ottengono con la sostituzione cir-
colare (x, y, #), poiché:

3y, 2) (2, ) e, y)
oo 0 T ats, e>+za<<p > = ¢iseng,
oy, 2) a(z, ) oz, )
=0
v 0,0 TVan e Ta0, e ="
0w, 2) |, o @) | 8@y
—=0
S TV e T g =0

si trova

0y, 2) 8(z, @) a, y) (¢, 0)
“awn T dae T o o =P Gy
e quindi, se — secondo quanto & stato gid convenuto — supponia-
mo che 1’ asse normale positivo alla 8 relativa alla rappresentazione
pqrametrica (6) coincida con la normale esterna a FT' nei punti di
8; , si ricava dalla (3

(8) fpz sen ¢; ‘P‘ 2 e)l du dv.

Supponiamo ora che, nello spazio (p, ¢, 0) le equazioni (7) siano
equazioni parametriche di porzioni di superficie biregolari costituen-
ti, nel loro insieme, la frontiera di un dominio regolare 7" e che le
pagine positive di queste superficie coincidano o sempre con le pa-
gine esterne di esse, considerate come facce di FZ", o sempre con
le pagine interne; la (8) si serivera allora

1 1,n
:igziv/‘p%encpdcpdﬂ,
(¥r),

col segno « - » o col segno « — » secondochd si & nel primo o
nel secondo caso.
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Formole di cubatura per i solidi di rivoluzione. Pri-
ma di dare queste formole conviene premettere alcune brevi consi-
derazioni sui baricentri degli insiemi del piano. Sia A4 il pilt ge-
nerale insieme del piano (z, ¥) limitato e di estensione (sul piano)
non nulla A. Il punto di coordinate

1 : 1
wo::'szdT, yO:I/ydT’
4 4
chiamasi baricentro di 4. Si vede immediatamente che: Se A4, 4,,..,
A, sono insiemi del piano (x,y) limitati e misurabili, a due a due sen-
za punti interni in comune, di baricentri {x,, y,), (@, Y,)yerrs (Tny Yu),
detto (x,, y,) il baricentro di A—A + A, ...+ A, , risulta
n n
(9) .’IJOA :2%‘1‘ Ai, yOA:“:y" Ai'
. i=1 =1

Si ha invero

1, n 1,n
2, A= | 2dT= 2 fde::E x; A; .
4 '

A

Ed ora, in un piano ruotante attorno I’ asse z, -assumiamo due
assi coordinati ortogonali: 1’ asse 2 e un asse r a questo normale.
Nel piano (r, 2) sia situato un insieme di punti 4 misurabile e li-
mitato, contenuto in un dominio rettangolare K di punti estremi
(', &) e (+", "), e sia v = 0. Diciamo » la longitadine variabile del
piano ruotante, ed essendo « un fissato numero positivo non supe-
riore a 2w, consideriamo il solido T« dello spazio staccato, dal so-
lide di rivolnzione generato da A nella intiera rotazione del piano
(r, 2), dai due piani di longitudine v, e v, -}- @. Vogliamo dimostrare
la misurabilitd di T¢ e determinarne il volume.

Quando parleremo, qui appresso, di solido generato da un qual-
siasi insieme B di punti di (», 2), intenderemo sempre di parlare
della parte staccata, dal solido di rivoluzione generato da B nella
intiera rotazione del piano (r, 2), dai due piani di longitudine v, e
v, + a. Cid posto, cominciamo dall’ osservare che il solido generato
da un dominio rettangolare di punti estremi (r, 2) e (r4-Ar, z-}-Az),
contenuto in KR, ha il volume

(10) « (r + AZ'—) ArAz < ar” Ar Az
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Mediante un reticolato di rette parallele agli assi r e 2, divi-
diamo il dominio rettangolare R in 22* dominii rettangolari parziali
eguali e diciamo A4, la somma di quelli fra questi dominii che sono
interni ad 4 e A;, la somma di quelli contenenti punti della fron-
tiera di A. La frontiera di 7¢ & contenuta nel solido generato da
A;,, tale solido — per la (10) — ha un volume minore di ar"A; e
poich® lim A, (n ~o00)==0, ne segue la misurabilitd di Ze. Diciamo
B, il solido generato da A4, ed osserviamo che B,, B,,..., B,,.. &
una successione di‘'dominii invadente Zq. Il volume del solido ge-
nerato da uno, R, dei dominii rettangolari di cui si compone 4,
& dato [per la (10)] da ary Rux, ove 7y, rappresenta la coordinata
r del baricentro di Ry.; se p, designa la coordinata r del baricen-
tro di A,, poiche, per le (9), si ha

Pudy =" Brr»

ne segue che il volume B, del solido B, & dato da ap, 4, . Ma '

lm B, = Ta,

n—- 00 n

im 4 —a, 10 fqr—|rar,
- 00 N —

(e @]

An A

e quindi lim p, (n — co) = p = coordinata r del baricentro di 4 e si ha
percio il teorema di Guldino:

Il piano p ruoti attorno Vasse 2, in esso contenuto, e¢ Vinsieme li-
mitato A sia di punti di p giacenti tulti da una medesima banda di
. Il solido T staccato, dai piani per z di longitudini v, e vy -}- «, dal
solido generato da A nella rotazione intiera di p, é misurabile se é mi-
surabile A, ed in tal caso ha il volume

(11) Ta—ap.area 4,
ove p € la distanza del baricentro di A dall’asse z di rotazione. Per
a=—=2x &i trova che il volume generato da A nell’intiera rotazione di p
i ottiene moltiplicando Parea di A per la lunghezza della circonferenza
descritta dal suo baricentro.

Assicurata la misurabilitd di Ze, nel caso particolare che Pin-
sieme A sia definito dalle limitazioni

z’g 2 é z”, 0 gf;(z) gréfg (z)7

ove f,(2) e f,(2) sono funzioni continue di 2 in (¢,2"), si pud imme-
diatamente pervenire alla (11) anche applicando il teor. I del n° 92,
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La sezione di 7, secondo un piano perpendicolare all’asse di rota-
zione z ha invero Varea a[f, () — f, (2)*]/2 e pertanto (92, 1)

2" 2" fole)
T :_29‘_/[_/.-2(,&)2_]; (2)*1dz = afdzfrdr = a[r dedr=—uapA.
Py 2 fi(2 A

Nel caso che l'insieme A generante il solido di rivoluzione sia
un dominio regolare, vogliamo rilevare che nelle formole generali (1)
¢, sotto altra forma, pure contenuta la (11). Per semplificare suppor-
remo che il dominio regolare A sia ad unico contorno € e che C
sia una curva regolare continua semplice e chiusa e priva di punti
singolari. Siano r = r(s), z=2(s) le equazioni parametriche di C, s
l’aréo, (0, 1) Vintervallo base. Supposto a < 2x, la frontiera FTy & una
superficie biregolare composta di tre facce: delle facce piane 8, e 8,
sui piani di longitudine v, e v, + a e della faccia 8, generata dal-
Ia curva C, faccia avente le equazioni parametriche x—r(s)cosv,
y==r(s)senv, 2==2(3) e il dominio ‘rettangolare [(0,v,); (I,v, 4 a)]
del piano (s,v) per dominio base. Se assumiamo la formola

Tazéf[mcos(w,1ze )+ yeos(y,n, )]ds,
FT,
tratta dalle (1), poiché su 8, e su §,, xcos (z,n, )} ycos (y,n, ) =0,
esu S,xcos{@,n, )+ ycos(y,n, )==r(8)2'(s}—=r{s)cos(r,n, ),da=r(s)dsdv,

si trova

vta U ’
1

Ta:—z—fdvfrz(s)cos(r,m )ds—_——;—/rzcos(r,ne yds.
vg O C ‘

Si ottiene cosl effettivamente il volume di 7%, poichd, per la
formola di Green, si ha

—%—/rzcos(r,ne)ds:frdsdr:pA. .
c 4
E possiamo infine dire che: Un dominio regolare A, del piano
(1,2}, ruotante intorno all’asse z che non lo attraversi, genera un solido

tl cut volume é dato da

n[r”cos(r,n, yds,
. Fa
‘ove n, € la normale esterna o FA.

¢
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§-3. Sul calcolo degli integrali nello spazio.

137* Teoremi.di Rolle, di Lagrange, di Cauchy, di ’'Hospi-
tal (terza forma) e teorema di Darboux per le funzioni di tre va-
riabili. — Sia A4 il dominio dello spazio (r,y,2) determinato dalle
limitazioni

d=rx=ad’, Vy=b', e /",

7 .
ove taluni o tutti i numeri &, a”,¥’,0"”,¢',¢” possono essere infiniti.
In A4 sia definita una funzione reale F (x,y,2) delle tre variabili reali
%, 9,2, ovunque totalmente derivabile e f(x,y,2) ne sia la derivata
totale, sussiste il seguente teorema, perfettamente analogo-al teor. I
del n° 127% dimostrabile con lo stesso ragionamento:

I. Se per ogni dominio rettangolave ', di punti estremi (x,y,2) e

(@-+ hy y-+k, .2 1) contenuto in A, poniamo (cfr.. n° 54)
D)= A; A Ap Fla, y, 2),

nella famiglia [A]g dei dominii rettangolari contenuti in A, si defini-
sce una funzione additiva e primitiva della f. i

Anche per le funzioni di ¢re variabili, dai teoremi del n° 102*
seguono dunque il teorema di Darboux e, in una terza forma, i teo-
remi di Rolle, di Lagrange, di Cauchy, di I Hospital.

138*. Problema della ricerca delle funzioni di punto pri-
mitive di una data. — Questo problema per le funzioni di tre va-
riabili reali, si pone come per le funzioni di due, ed esso & suscet-
tibile di una trattazione perfettémente analoga a quella data al n° 128%,
per le funzioni di due variabili. Sia. 4 un qualsiasi insieme di punti,
dotato di punti interni, dello- spazio (&, y, 2); se F(P) & definita in 4
ed & una particolare funzione di punto primitiva della. f(P), pure de-
finita in A4, dette X (y,2), Y(3,%), Z(x,y) le pitt arbitrarie funzioni,
rispettivamente, delle sole y e 2, delle sole z e x, delle sole x e y,
definite per quale si voglia valore delle variabili, la funzione

F(x,y’,z)—_-Fo(w,y,z)—}-X(y,z)—}-Y(z\,m)—{—Z(w,y),
¢, anch’essa, definita in 4 e primitiva della f.

Sussistono, con analoghe dimostrazioni, teoremi analoghi ai teo-
remi I, II, III, IV .del n° 128* Il. teorema analogo al teor. IV si
enuncia al modo seguente:
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IV. 8¢ la funzione f(P)é definita nel dominio A determinato dalle
limitaziont

(1) d<=o<<a’, V=y<?b', d=sz</",
ove taluni o tutti i numeri estremi possono essere infiniti, ed é ivi do-
tata di funzioni primitive di punto, fissato arbitrariamente un punto
P, (x,,Y,,2,) di A, ogni tale funzione riesce completamente determinata
con U assegnarle, in modo affatto arbitrario, ¢ valori u(y,2), v (2, x),
w (w,y) che debe, rigpettivamente, assumere per ¥ =— x,, per Yy —1Y,, per
r=z,.

Deve necessariamente essere

v(2gy @) = w(@, Yo) == ), w(xy Y) =u(y, 2,) =m(y),

wy,y, 2) = (2, x)) = n(z), llx,) =my,) =n{z,)=1p,
ove l(z), m(y), n{z) designano, rispettivamente, i valori che risultano
assegnati alla funzione primitiva, per y—y, e 2=z, per 2 =2, e
x—uwm,, per x—x, ¢ y=—y, 6 p designa il valore che risulta as.’
segnato alla stessa funzione nel punto (x,, y,, 2,). Se F (x,y,2) &
una particolare funzione primitiva della f, per la funzione primitiva
Fx, y, 2), verificante le condizioni F(x,, y, 2) =u(y, 2), Fl=, y,?) =
(2, @), Flz,y, 2,) = w(x, y), si ha

Fx, y, 2) = F(x,y,2) + [ — Fy(®y, 9,2 )]+ [7(2y #) — F(®, ¥,y 2)] +
+ [w(a", y)— Fo(wy Y, zo)] [ @) — "‘v; Yor # ] -
- [’m(?/) - F(xo, Y, 20| — [n(e) — Fy(@y, ¥,y 2)]
0 — F(x,, Yoy %)

- Sussistono pure i teoremi analoghi-ai teoremi V, VI, VII, VIII
del n°® 128* I teoremi analoghi agli ultimi due si enunciano al mo-
do seguente:

VII. La funzione f(x,y,?) sia definita nel qualsivoglia dominio
A dello spazio e sia limitata e integrabile su ogni insieme limitato
contenuto in A ; se & nota in A una funzione di punto F(z,y, 2),
primitiva della f, per ogni dominio vettangolare T, di punii estremi
(x,y,2 e (@ hy, y+ & 2z-1), contenuto in A, si ha sempre

f FE, 1, &) AEdnds=A; Ay Ay Fiw, y, 2).
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VIILI. Ogni funzione f(x, y, 2) continua in un dominio A vi é do-
tata di funzione primitiva di punto. Una fra queste ¢ definita dalle
equaglianze : '

SE,8)ACdnds , se (@—z ) y—y,)e—2)=0,

(2) (D, Y, 2 s Aa. R\Po, p)
|

H

fﬂE, 7, &) dGdndZ , se (@—ax)y—y,)z—2,)=0,
A.R(Py,P)

Y

ove Py(x,, ¥y, 2,) € un punto dello spazio arbitrariamente fissato ; tale
Junzione riesce pur essa continua. Se, in particolave, il dominio A &

determinato dalle limitazioni (1), le (2) si riducono all’ unica sequente

X . 2z Y © x 2 Yy
(38) Fya,y,2) :fd&/dnff(e, , &) A& :fd’é[d& [f(E, N &dy=..;
Yo %o Ty 0 y‘:,

%o
in tal caso, la funzione di punto primitiva della f, verificante le con-
dizioni R, y, 2) = w(y, 2), F&, y,, 2) = v(z, ), Fx,y,2)=w(,y)
é data da

Flx, y, 2) —uy, ) - o —l—w(w,y——l(w)—mm——n )+ p+

-+ d?:]d*q/j(&', n, &) dE.

% Y %

Dalle (3) si trae

y oz
§f°:f(1nff(w?'q,i:)(1§, oF, dCff(Em&)dE
7

8?/

F4
icT I SE& 2 = fwnz)dn e = | flz,y,8)dE
ayaz 1J? 7 8za“‘ ? ) amay Y J? ?
2y

0 F,

0w 9y 9% = f(x 7?/;

Ma, come al n° 128* si ha, pidt in generale, che: Quale si sia
il dominio A, ogni funzione continua f vi possiede una funzione di
punto primitiva F, continua ¢ dotata delle derivate F,, F,, F,, Fy,,

—'—ﬁk[f (G 2 d"b
Zo
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Fyey Fay, pur esse finite e continue. Se ne deduce F,, — f, e pertan-
to che Fy,, F,, F, sono altrettanti integrali parziali della f, rispet-
tivamente, rispetto alla @, rispetto alla y, rispetto alla 2.

139. Riduzione degli integrali delle funzioni continue este-
si a dominii regolari dello spazio. — Anche nello spazio sussiste
un teorema di Green, perfettamente analogo a quelio gia dato
nel piano (al n° 129), di fondamentale importanza per la continua
applicazione che se ne fa in Analisi e in Fisica. Noi ci fonderemo
su questo teorema per dare nuove formole di riduzione degli inte-
grali delle funzioni continue estesi a dominii regolari. Eccone Ienun-
ciato e la dimostrazione:

I. Se le funzioni X (2,9,2), Y (#,9,2), Z (»,y,2) sono definite nel
dominio regolare T e ivi sono continue, la prima con la derivata X, ,
la seconda con la derivata Y, e la terza con la derivala Z,, sussistono
le relazioni

(1) —dT fXdydz,/ dT—/de dw,/—dT— Zdxdy.

(F1), (¥1), (Fm),

Dimostreremo la terza di queste relazioni. Basta dimostrarla nel-
Pipotesi che il dominio 7' sia normale. Supponiamo, in primo luogo,
che il dominie sia normale rispetto al piano (%, y) e definito dalle
condizioni

(17 y) é iIl A?’?J’ fi(w7y)§z§fg(wiy)‘
.Si ha

/Zdwdy: Z cos(z,n, )dc_f{Zm,y,f2 Z (@, y,f)} do dy =
(Fm, Fr

Agy
f2 (x’ Il)
dx dy[Zz (@, y,2 dz_f—— ar.
AW Ji@,y)

Sia, in secondo luogo, il dominio 7' norinale rispetto al piano
(y,2) e definito dalle condizioni

2 &.in Ay, fily,2) <= =/, y,2).
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Per ogni punto (r,y,2) di T poniamo
x
| X (% 9,2 :sz (Ey?/, 2)dg,
Si(y,2)
lIa funzione X cosl definita e la Z sono continue in 7' e vi possiedono,
in ogni punto interno, la prima, la derivata rispetto alla x, la seconda, -
la derivata rispetto alla z, continue ed eguali fra loro, ma allora, in
virt del corollario V del teor. di Stokes, dato al n° 135, si ha

Z(imdy:/Xdydz,

(F), (F1),
e quindi
f2 (?/7 z)
[Zdwdy— dydszz (2, 9,2) dw:f———dT
(FT)e Ayz Ji(y,2)

Con ragionamento perfettamente analogo si dimostra la terza
delle (1) se, in ultimo luogo, si suppone il dominio 7' normale ri-
spetto al piano (2, x).

Diverse espressioni del teorema di Green. Le relazioni
(1) equivalgono all’ unica seguente

aX  8Y , 4
f(52+5§+ 3 ) fXdydz_f- Y dzdo 4 Zd dy),
T

(F1),

che 8i scrive anche

/<8X+6Y+ )dT__/X(,oq x,n,) -} Y cos (y,n,) + Zcos(z,n,) |do—=
T

= — f [ X cos(x, n;) + Y cos(y,n;) -} Zeos(z,n;)]ds.
Fr
Se interpretiamo le X, ¥, Z come le componenti di un vettore v,
la somma X, 4 Y, 4 Z, si chiama, in Fisica, la divergenza del
“wvettore v e si denota con la scrittura
divw,

indicando con n, il vettore unitario avente, in ogui punto regolare
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di FT, la direzione e il verso della normale esterna a FT, 1a (2) si
traduce, vettorialmente, nella seguente

[divvdT:/(vxn;)da
T Fr
‘Con le notazioni del Calcolo vettoriale (*), se ¥ & un vettore, di
componenti X, Y, Z, funzione del punto P (x,y,2), con i simboli

f’vds, /vdc, /fvdT,

C S T

si indieano, rispettivamente, i vettori aventi le componenti
fde, [Yds,[st; (Xdc,...; /XdT,...;
c ¢ ¢ 8 T

8i ricordi anche che se v, e v, sono vettori aventi, rispettivamente,
le componenti X,,Y,,Z, e X,,Y,,Z, il vettore v di componenti

X=Y,2,—Y,2, Y=2X,—2,X, Z=X,Y,—X,Y,,
¢ il prodotto esterno di v, per v, e denotasi con la scrittura
' v, \v,.
Cid ricordato, deduconsi immediatamente dalle (1) le seguenti
relazioni vettoriali

.f(gradf)d’_l':f(fne yde ,
Fr

T

f(rotv)dT:[(ne Awv)de
Fr

T
Formole di integrazione per parti. A queste danno luo-

go le (1) quando, in ciascuna di esse, al posto di X, Y, Z si sosti-
tuisce il prodotto UV. Esse sono:

[U—dT fUdedz—-— a—ngT
(F1),

(*y Burali-Forti e Marcolonge, Elementi di Calcolo vettoriale | Bologna, Za-
nichelli].
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/U dT:[Udedw— ZUVdT
(FT)

/ dT_fUViwdy—[— var.
(¥T),

Riduzione degli integrali. La. funzione f (%, y, 2) sia defi-
nita nel dominio regolare T e vi sia continua. Con i simboli

x y z
(3) ff(E; Y;2) dE s [f(w; 7, 2) dy, ]f(wy ¥, €)dg

indicheremo tre funzioni continue in 7, ottenute (no 118) con un’in-
tegrazione parziale della f rispetto alla x, rispetto alla y e rispetto
alla 2. In ogni punto interno di 7' riesce

x y z
0
2 ff(e, nadi=2 ff(w, n8) dn= 2 ff(m, 3, )8 =7, 3, )

e quindi, per il teorema di Green,

@ [ri@,9,5) 00 ayas =
) ‘

P y 7 z
= [ay dz [1, 9,08 = a5 a0 [r(e,1,5) tn= [aw y [1(5,9,0) a2

(Fm), (Fm), . Fr),

Queste sono nuove formole di riduzione degli integrali a tre di-
mensiont, per le funzioni continue, estesi a dominii regolari dello spa-
zio, le quali, sulle formole generali date al ne 92, analogamente a
quanto abbiamo gia osservato al ne 129 mnel piano, possono avere
grandi vantaggi in molti casi. Sia, ad esempio, il dominio 7 nor-
male e definito dalle condizioni: (@, y) & in 4, 0 <<z =<Ca(x, ¥), es-
sendo a(z, ¥) = 0 su FA4, e sia noto il primo degli integrali parziali
(3), che indicheremo con X(w, g, 2), si potra allora scrivere:

o
[958 a2 = — [X(0,9,20,91 Sravay.

E nota una funzione primitiva®. Supponiamo ora di co-
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noscere in 7' una funzione di punto F, primitiva della f, dotata
. 4 . . . .
della derivata totale Fy, , rispetto alla coppia y e 2, finita e conti-
nua in 7T, si ha allora, com’ ¢ facile riconoscere,
x

ff(gy Y, 2) &= F’(y, 2 (@, ¥,2),

e pertanto:

ff(w, ¥y, 2) de dy dz:[F('y‘z) dy da.
T (Fm),

Adunque: Ogni -integrale «-tre dimensioni, esteso ad un dominio .
regolare, di una funzione continua f, delle quale si conosce una fun-
zione primitiva F dotata di derivata totale finita ¢ continua, rispetto
ad una coppia delle variubili x, y, 2, si riduce ad un integrale a due
dimensioni. _

Applicazioni*. 1a) Sul potenziale newtoniano di doppio
strato. Sia P(a, b, ¢) un punto arbitrariamente ftissato nello spazio,
esterno al dominio regolare A, e per ogni altro punto Q(=, y, 2) dello
spazio si ponga Eé:r, ‘e si denoti altresi con r I’asse avente la

direzione e il verso del raggio vettore PQ. Si osservino le relazioni-

31‘_00——
ox

(3)

1] or ar
= cos (x, 1), m = cos(y,7), 2 ==co8 (2, 7).

Sia U la pid arbitraria funzione definita in A4, ivi continua con
" le sue tre derivate parziali del prim’ordine; .se poniamo, nella (2),
X=(@—a)U/?, Y=y —bU/®, Z—=(2— c)U/r®, e se conveniamo
di indicare, semplicemente, con n la normale esterna n, alln FA, si

trova la relazione

: [ ,,cos (r,n) 14U
Fa 4

Sia ora P(a, b, ¢) un arbitrario punto interno al dominio 4 e
diciamo I un intorno circolare di P, di raggio p, interno, con la sua
frontiera, al dominio A4 ; possiamo applicare la (6) al dominio rego-
lare A — 1, e si ottiene

cos (r,n) cos (r, n) 1 dU
7 00— R 4 P e B4 — =
(7) /U o do-l—.[U e do 2 ar
F4 FI -
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Ma, su FI, si ha cos(r, n)— —1, r costante =p, e quindi
[de = — 4z U(M),
FI

ove M & un certo punto della superficie sferica FI. Per la somma-

bilita su 4 di au ‘:Tv passando al limite per p infinitesimo si de-

dr
duce dalla (7)

8) AU (P) ——f M’—) d»c——f;_l? %g—di’.

Le formole (6) e (8) appartengono alla teoria del potenziale new-
toniano. In virth delle (5) si ha cos(r, n)/r? = — d(1/r)/dn, e si pud
vedere che per ogni.punto P dello spazio (anche se P & su FA) ha
senso I integrale '

W) _f cos (r n)d _ [ d(1/1 do _f 1/7)

esso chiamasi potenziale newtoniano di doppio strato, di
momento U, della superficie o del sistema di superficie costituenti
FA. Come a pag. 658, dalle (6) e (8), si deduce la classica relazione
di limite del potenziale newtoniano di doppio strato : In ogni punto
P, di FA sl ha : ’

m  w p)sud —Fd]— J® W(P)[su CA) = 4xT(P,).

PP, PP,
Dalle (6) e (8), fattovi U=1, si deduce
9) fcos(r, ) 4! = 0, se P & interno al dominio A,
r? == 47, se P & esterno al dominio 4.

F4

I’ integrale (9) va sotto il nome di integrale di Gauss.

Data una superficie regolare § di bordo BS, chiamasi angolo

solido secondo cui si vede la superficie S da un punto P dello spa-

zio, I’ area della parte -di superficie sferica, di raggio uno e di cen-

tro in P, staccata dalla superficie conica proiettante BS da P. Sia
§ una faccetta piana @ area do, » la distanza di un suo punto @
dal punto P, n un asse normale alla §, la parte di superficie sfe-
rica, di centro in P e di raggio PQ, staccata dalla superficie conica
M. PiCONE — Lezione di Analist infinitesimale — 46.

I S P T ST ST DU
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proiettante B.S da P, ha, approssimativamente, un’ area data dal va-
lore assoluto di cos (r, n)do, e pertanto, 1’ angolo solido secondo cui
si vede la faccetta piana 8 dal punto P, risulterd approssimativa-
mente dato dal valore assoluto di cos (r, n)do / ¥%. Questa considera-
zione, se si suppone in particolare che FA si riduca ad un’ unica
superficie regolare chiusa incontrata, al pili, in un numero finito di
punti da ogni retta che non giaceia su di essa, offre subito una
convincente dimostrazione intuitiva, della quale d’ordinario ci si ac-
contenta, delle formole (9). Subito si intuisce cosl che se P & un
punto regolare di FA 1 integrale (9) deve valere 2z ; lo studioso
dia di cid la dimostrazioue analitica.

2°) Proprietd fondamentali delle funzioni armoniche nello
spazio e nel piano. Le funzioni f(x, y,2) e g(x, y, 2) siano conti-
nue nel dominio I dello spazio (x, y, 2) e, in ogni punto interno di
D, siano dotate delle derivate fi, fy, fi, fery four Sory 92y 9y 92 5
9zzy Oyysy 0z, finite e continue. Sia 7' un dominio regolare variabile
sempre interno a D, in virth delle formole (1) di Green si ha:

[(g?: %gf) fat(afg gz f)dT f(%{' —f= ag)(,os(t n)da,
T Fr

per t=—ua, y, 2. Sommando membro a membro queste tre relazioni,
si ottiene, precisamente come nel piano (cfr. pag. 6539), la seguente
formola fondamentale

d d
(10) f (9A.f —fAy9) AT = f (9 %: - E%)d‘"
7 Fr

Ne segue: Se U e V sono (pag. 487) due funzioni armoniche in D,
1) | ](V‘i’_ Udv)dc:_—o,
¥rr

ed in particolare, per V=1,

(12) fﬁ do=0.
. Fr

Il verificarsi della (12) per ogni dominio circolare o per ogni do-
minio quadrato, interno a D, & condizione necessaria e sufficiente af-
Jinohe la funzione U sia armonica in D.
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Sia P(a, b, ¢) un fissato punto interno ad un dominio regolard
T interno a D e sia I un intorno circolare di P, di raggio g, con
la sua frontiera interno a T, poiche 1/r=1/[(x —a)®+ (y — b)* -}
+ (2 — 0)2]1/2 & (pag. 487) una funzione armonica nel dominio rego-
lare T'— I, si ha dalla (11) per V=1/r

aU 1 a(1/r) dU 1 d(1/v) P
/(FJT" )‘+f(a77‘ an )“"—0’
Fr
e ne deduciamo, in forza della (12), passando al limite per p -0,
1 (_l_g_q_Ud(l/r) o

s r dn dn
Fr

(13) UpP) = )dT *).

Ne segue, come il lettore pud dimostrare, che: Ogni funzione
armonica in un dominio I dello spazio, & (pag. 299) analitica nell’ in-
terno di D. ‘

Dalla formola (13) — fondamentale per la teoria delle funzioni
armoniche nello spazio — segue nel caso che 7' sia una sfera, di
raggio R e di centro in P, interna a I od anche, soltanto, conte-
nuta in D, il teorema della media di Gauss :

47 R?

(14) U@P)= -2 f Udo.
Fr '

(*) Le formole (10) e (13) si conoscono sotto il nome di formole di Green.
Per ogni punto P interno a T poniamo nella formola (10) g = 1/r ed applichia-
mola al dominio regolare 7T — I, passando poscia al limite per p— 0; si ottiene
cos) la seguente formola di Stokes: :

snf Py L (1 af fau;n) fA,de

AT r dn
Fr

Da questa formola, postovi Ayf=—y, si deduce

dnhy e — AJ ar,
T

) si ha cio® una brillante verifica della formola di Poisson:

A%/-‘:_— AT = — dxp.(P),

formola gid data al n° 101, esercizio 4°.
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.

Ne seguono le considerazioni perfettamente analoghe a quelle
fatte a pag. 660, per le funzioni armoniche nel piano.

Si deduce da (14) il teorema: Una funzione armonica U in un
dominio limitato e internamente connesso D, diversa da une costante,
assume il suo massimo e il suo minimo "assoluti esclusivamente in punti
della frontiera di . Ed invero, se esistono punti interni a I, ove
la funzione armonica U assume il valore M del suo massimo asso-
luto in I, detto B 1’ ingieme da essi farmato vediamo che B =
D — FD. L’ insieme B non ha infatti punti della sua frontiera in-
terni a I, poich® in un tale punto P si ha U(P)=—M e se @ & un
qualsiasi punto di un intorno circolare I di P contenuto in D, det-
ta T la sfera di centro in P e di raggio P@, dalla (14) si deduce

[(U— M)ydT=20,

FrT
QPonde U—~ M=0 su FT e di conseguenza U(Q)— M, poiche &
sempre U — M =0, ,

Lo stesso teorema, con la stessa dimostrazione, sussiste eviden-
temente, per le funzioni armoniche. nel piano. Se ne deduce: Una
Junzione armonica (nel piano o nello spazio) in un dominio limitato
e internamente connesso D, che sulla frontiera di questo é di valore
costante ¢, & la costante ¢ in tutto il dominio. Ne segue (nel piano o
nello spazio) il classico teorema :

Una funzione armonica in un dominio limitato e internamente
connesso I & perfettamente determinata quando di essa si conosoono ¢
valori che assume sulla frontiera del dominio.

Ed invero, se U, e U, souo due funzioni armoniche in I che
assumono gli stessi valori sulla frontiera, la funzione U—=U,— U,,
del pari armonica in I, assume sulla frontiera costantemente il va-
lore zero.

La formola (11), che fa conoscere nel dominio regolare 7' la fun-
zione armonica U, richiede un dato, la derivata dU/dn su FT, che,
come si deduce dal teorema ora dimostrato, & assolutamente superfino.
In Analisi e in Fisica & classico, ed estremamente importante in Fi-
sica, il problema di calcolare una funzione armonica per i punti in-
terni ad un dominio limitato e internamente connesso I» quando
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della funzione sono soltanto assegnati i valori che assume sulla fron-
tiera. Tale problema va sotto il nome di problema di Dirichlet.
Esso & di facile soluzione quando I & un dominio circolare, nel
qual caso si vede che per la risolubilitd del problema basta (cid
che del resto & anche necessario) che i valori assegnati alla funzione
armonica su FI) costituiscano una funzione continua su FID. Ma
per quanto gia in grado di farla dobbiamo rimandare al secondo
volume di queste lezioni la sistematica trattazione del problema di
Dirichlet.

140. Cambiamento delle variabili negli integrali a tre
dimensioni. Le equazioni :

¢z, ¥, 2),
b=, v, 2),
X, 5 2) '
facciano corrispondere ad ogni punto P(w, y, 2) del dominio rettan-
golare K., dello spazio (x, y, ), un punto P’(x’, y, 2) del dominio

wl
(1) ¥
N z!

Il

! . e ’ .
rettangolare Ry dello spazio (', 9', 2/). Nel dominio Ry sia de-
finita una funzione f(@',y’,2’) limitata e integrabile; per ogni dominio

T’ contenuto in R,y vogliamo imparare ad esprimere ¥ integrale

@ [re,9, 9100 ay e,
. T

per mezzo delle variabili x, y, 2, legate alle ', ', 2’ dalle relazioni
(1). Nella nostra trattazione faremo Pipotesi che le funzioni ¢, d, 1
siano continne in Ray, con le derivate parziali prime e seconde.

Cominceremo dal supporre la funzione f(«',y’, #) continua con
le sue derivate parziali prime, allora la funzione di =, y, 2:

Sfle@, 9, 2) 5 diw, 9, 2), Y(@, 9, 2)] |

risultera ben definita in tutto R, e ivi continua con le sue deri-
vate parziali prime. Sia, in primo luogo, 7" un dominio regolare e
siano S;, S; yorey S:, le facce che ne compongono la frontiera, le
quali, per semplificare, sono supposte, ciascuna, ad unico bordo.

Siano ‘

a'=a (W, V), Y=y, ), ==, ) (i=1, 2,..., v)

.
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le equazioni parametriche della faccia S; e A; il dominio del piano
(W, v), regolare e ad unico contorno, base di §). Supporremo che

nel dominio rettangolare R,,, dello spazio (%, y, 2) esista un domi-
nio regolare 7' per il quale si verifichino le seguenti circostanze :

@) la frontiera di 7' & costituita dalle facce 8, S,

na ad unico bordo, nello stesso numero v delle facce di FT'; b)

N -l »
yeeey S, , clascu-

mentre il punto P varia descrivendo una qualsiasi faccia 8; (i==1,
2,..., v) di FT, il punto P’ corrispondeiite — per le (1) — nello spa-
zio (@, y', /), non esce mai dalla faccia §;, che diremo corrispon-
dente alla §;, di FZ"; ¢) mentre il punto P percorre, costantemen-
te nel verso positivo (o costantemente nel verso negativo) per in-
tiero BS; il punto P’ percorre per intiero BS; ,‘ non importa se non
sempre in un verso, purche non oltrepassi mai il punto di partenza
e vi ritorni muovendosi nel verso del suo moto all’ inizio; d) qua-
lunque sia la coppia, che si considera, di facce corrispondenti, i
punti P e P’ si muovono, all’inizio, sopra i bordi delle facce, o
sempre nello stesso verso o sempre in verso opposto.
Siano

r=ux; (u,v), y—y; (u,v), 2 =2 (u,v),
le equazioni parametriche della faccia §; di FT e A; il dominio byse
(regolare e ad unico contorno) di 8;, nel piano (u,v). Ad un punto
Q(u,v) di A; corrisponde un determinato punto P di S;, a questo
un determinato punto P’ di §; e a quest’ultimo un determinato
punto @ («', ') di A4}; le coordinate v’ e v’ di @  saranno dunque ben
determinate funzioni

(3) w = (u, v), v ="u,(u,v),

di % e di v, implicitamente definite in A; dal sistema di equazioni:
x; (v, v") =@ [2; (u,v), y; (u,v), 2; (u,v)],
(4) Y (', ) = (i (u, ), ¥i (w,0), 2 (u,9)],
Z (W, v )=y [ (u,0), ¥ (u,0), 2 (u,v)].

La corrispondenza, posta dalle (3), fra i punti di A; e quelli di

A;, per la corrispondenza biunivoca esistente fra i punti di A4; e

quelli di 8; e fra i punti di 4; e quelli di 8}, & tale che mentre ¢(u,v)
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percorre per intiero F.4; , sempre nel verso positivo (o0 nel negativo),
il punto corrispondente Q’(«’,v') percorre per intiero FA4;, forse non
sempre in un verso, non oltrepassando perd mai il punto di partenza
e ritornandovi con un moto il cui verso coincide con quello del moto
all’inizio.

Per essere S; una porzione di superficie biregolare (priva di sin-
golaritd), in ciascun punto di A dei tre jacobiani

’

dWrd) 9 oY)
a(u’,'v’) b a(u’,v’) 7. a(u’,v') ?

almeno uno risulterd diverso da zero; c¢io ha di conseguenza che le

funzioni u; (u, v), v;(u,v) verificanti le (4) sono in 4; continue con le
loro derivate parziali dei due primi ordini. Dalle (4) si deducono poi
la relazione (p.. 227)

a(y:,zh AWLT) o) 8Wes) | 8,y 0CaT)  a(p,y) 8@, )

b =
© 3(“‘7 N IU )] 0¥,2) o8(u,v) d(%,w,) o (u,v) 0@,y o(u,v) ’

e le altre due analoghe che da questa si traggono simultaneamente
operando le sostituzioni circolari (z},¥;,2) e (¢, ¢, %)

Poniamo
@x
X (w’y ?/’7 2’ :/f(gy ?/7 7) dg,
si ha
ff Y, 7 ) A’ dy’ a2 —jX(w,y, ydy' d’ :2 fX (@y'2)dy de'—=

(¥Fr), +s’

8y 2)
fX (@,,9;,% (?/—,Tdu a’.

Nell’ integrale a due dimensioni
;%)
. X (@, y,,2) ——— du’ dv’, i=—=1,2 .,V
f(,)?f,a,)a(u,) ( ’ 77)
4,
13
operiamo il' cambiamento di variabili espresso dalle (3), si ottiene
(cfr. n° 130), secondoche P e P’ si muovono all’inizio, su BS; e su
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) BS:., nello stesso verso o in verso opposto, ed indicando con ¢, ¢, %, 1
secondi membri delle (4),

8(?/, ) oW, 2) ol
) ) 2% 'd ___+ 7% i) 'L .
fX(x,,y.yz,) 3( du’ dv fX?,, b5 % ,) 2w, ) B (u,) du dv —

’

4.
[ o, x) 0W;y2) 8y o, a1 ax,,y) ]
:_I... X (0. ) } T 3 1?7 1AL 2N ¢ i PRE-A
_A[.(?.A»,,x,) [a(y,.,z,» 5,0 T ae,a) o, n T e, y) sw,0) }d“d‘

o+ a(d, 1) 8, CACTRY,
= -_f-/X@, %x)[ 5.0 dy dz 206, 2) dz dz 4 2y) dw dy]
S; ,

Si deduce percio, dalle (6),

ff(m’, ¥ 2)de’ dy' d2' =

’ 0 (%) o,
:+f (5% ) {((ﬂl:;,x)) ydz+a((isg)dzdw—{-%dwdy]:

(teorema di Green)

2L+ 2|, 4),x>‘9—("”—1’}-+—'9~[xm 4, x>"’””x’]§d1’

?) oy d(z, @) 0% o, y)
T
= [7(e, 4, 1) ‘9";’ ey Wy,

.
Si ha dunque il teorema:

1. Nelle ipotesi fatte sulla oorri,épondanza Sra i punti P(x,y,2) e
P (@, y', ?), posta dalle (1), si ha

e S
ff(w', v, ) da’ dy' 47 = T ]f@, 43 I(w,9,2) o dy dz,
B ‘ T

ove I(x,y,2) é lo jacobiano delle (1); col segno ~+ o col segno —, secon-
doché i punti P e P’ 8i muovono allinizio, sopra i bordi di una qual-
siasi coppia 8; ¢ S; di facce covrispondenti di T e di FT', nello stesso

Yerso o in verso opposto.
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Seguono ora considerazioni perfettamente analoghe a quelle svol-
te al n° 130, dopo il teor. I, per il cambiamento delle variabili ne-
gli integrali a due dimensioni. E facile dimostrare, anzitutto, che se
lo jacobiuno delle (1) si mantiene diverso da zero su FT, le (1), in
virtll delle circostanze @), b) e ¢), pongono una corrispondenza biu-
nivoca fra i punti P e R di FT e di FT’ e si ha allora che mentre
P percorre per intiero BS; , muovendosi sempre in un verso, il punto
P’ percorre per intiero BS;, muovendosi pure sempre i un verso,

Come al no 130 si dimostrano i teoremi:

II. Le (1) pongano una corvispondenza biunivoca fra i punti delle
JSrontiere dei considerati dominii vegolari T e T, allora, secondoché,
in T, visulta sempre I(x,y,2) =0 o sempre I (x,y,2)=<0, 1 punti cor-
rispondenti P e P', su BS; e su BS,(i=1,2,..,v), si muovono nello

stesso verso o in verso opposto.

I11. Nelle ipotesi dei teorr. I e II, se inoltre lo jacobiano delle
(1) & privo, in T, di valori di segno opposto, riuscird

ff(m’? y', ) da’ dy’ a2’ :ff(?, b0 [ (2, y,2) | dzx dy dz.

T . T
Sussistono pure inalterati i teorr. V, VI e VII del n° 130.

Coordinate curvilinee nello spazio. Le equazioni
( w=2N(u, v, w) , '

(7) y=p(u, v, w), -
z2=v(u, v, w) ,

pongane una corrispondenza biunivoca fra i punti dell’ insieme K
dello spazio (u, v, w) e quelli dell’ insieme H dello spazio (z, y, 2),
mentre le funzioni A, p, v sono in K continue, con le loro derivate
parziali dei due primi ordini, e hanno lo jacobiano I(wz, y, z) sempre
diverso da zero. Ad un fissato dominio rettangolare R (< K) dello
spagio (u, v, w) corrisponde un dominio regolare ID(< H) dello spa-
zio (&, y, 2); siano (a/,. b, ¢') e (a”, 1", ¢”) i punti estremi di R, la
frontiera di D risulta costituita da sei facce, delle quali le rispet-
tive equazioni parametriche si otte‘ngono' dalle (7) gonendo, succes-
sivamente, w=2¢', ¢’, v =V, b”, u=4¢’, a”. 11 dominio regolare
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D risulta soleato da un triplo, sistema di porzioni di superficie re-
golari: dalle superficie u, ottenuté dando ad » un qualsiasi valore

costante dell’ intervallo («/,

a’’y e facendo variare il punto (v, w) nel
dominio rettangolare [(V,¢'); (b”, ¢”)]; dalle superficie v, ottenute
dando a » un qualsiasi valore costante dell’ intervallo (o', b”) e fa-
cendo variare il punto (w, ) nel dominio .rettangolare [(¢/, a); (¢”,
a”)] e dalle superficie w0, ottenute dando a w un qualsiasi valore co-
stante dell’ intervallo (¢, ¢”) e facendo variare il punto (u, v) nel do-
minio- rettangolare [(a’y b’); (a”, b”)]. Comunque si scelga in D un
punto P (z,, y,, 2,), per questo passano sempre una determinata su-
perficie u, una determinata superficie v ed una determinata superfi- -
cie w. Ed invero, per la corrispondenza biunivoca posta dalle (1)
fra i punti di H e di K, il punto P, ha un determinato punto
Q. (uy, vy, w,) ad esso corrispondente in R, e pertanto, per il punto
P, passano le tre superficie u,, v, w,. Viceversa, presa una qualsia-
si superficie u(a’<<u = a”), una qualsiasi superficie v(b' << v<1"),
una qualsiasi superficie w (¢’ << w <{¢”), queste hanno in comune
uno ed un sol punto di D. Le superficie u, v, w possono percid
essere riguardate come swuperficie coordinate dei punti di D
e i parametri u, v, w come coordinate di questi punti. Hsse diconsi
coordinate curvilinee dei punti di D.

Una qualsiasi superficie #(a’ =<~ u="a") ed una qualsiasi super-
ficie v(b'=<=v={0"), hanno in comune una ben determinata porzione
di curva regolare, le cui equazioni parametriche si ottengono dalle
(7) ponendovi % e v costanti e facendo variare il parametro w nel-
I intervallo (¢, ¢”). Si hanuno cosi tre distinti sistemi di curve: le
curve C,y, le curve C,y e le curve C,. Per ogni punto P di D
passa una ed una sola curva di ciascun sistema. Queste curve di-
consi linee coordinate dei punti di D.

11 dominio elementare (p. 471) dello spazio (z, ¥, 2), relativo alle
coordinate u, v, w, si ottiene prendendo il dominio regolare I cor-
rispondente, in H, ad un dominio rettangolare variabile U, conte-
nuto in K. La frontiera del dominio elementare 7' & costituita da
sei facce, ciascuna ad unico bordo, composto sempre di quattro
porzioni di curve regolari.

Per tracciare in I una porzione di curva regolare, tracceremo
in R una tale carva L, il luogo €' dei punti corrispondenti in 1D
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ai punti di I riesce evidentemente una porzione di curva regolare.
Per il differenziale dell’arco § di C si trova

(8) ds*=A, duP+A,,dv*+A4,,dw*}-24 ,dudv4-24,,dudw |24 ,,dvdw,

ove
a=(GHE 0 =SB R
A”:g—z%-{'gt j:; a;% A = j: §;+?§ §Z+a:, ow’

La forma differenziale quadratica (8), evidentemente definita po-
sitiva, da percio il gquadrato dell’ elemento lineare dello spazio (,y,?)
nelle coordinate u, v, w. Per il discriminante della forma (8) si trova

A A A

Au A‘-2 Als . 3()\, Iy v)\'z;_ I -
12 22 23 | — a(u’ v, w)/ —[ (’ll, v, M)] .

A13 Ass Ass

Ponendo, nella (8), w — costante, dw :O, si ha il quadrato del-
1’ elemento lineare di una superficie coordinata w, ponendovi v—co-
stante, w — costante, dv —=dw =0, si ha il quadrato del Qifferen-
ziale dell’ arco di una linea coordinata €y, Per un punto P di D
spicchiamo le tre linee coordinate Cyy, Cuy, Cuy, esse hanno gli
assi tangenti positivi rispettivamente di coseni direttori
1 ok 1 op 1 v
VA, o' VA, o' VA, ou
1 8 1 op 1 4
VA, o' Vi, o 4, o
1L ok 1 oy 1 ov
V4,, v’ J4,, 6w’ ya,, 6w’

Tam !

9)

il determinante dei nove coseni per gli indicati tre assi vale percio
I(u, v, w)
VA11A22A33

esso & dunque sempre diverso da zero, ed ha il segno di I; ciog la

(10)

’

terna di questi tre assi tangenti & destrorsa o sinistrorsa, secondo-
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ché I & positivo o negativo, si ha cosi il significato geometrico del
‘segno dell’jacobiano delle (7). Poiché il determinante delle (9) & sem-
pre diverso da zero, le tre linee coordinate spiccate da un qualsiasi
punto di D, si intersecano ivi mutuamente, e c¢ido ha di conseguenza
che due quali si vogliano superficie coordinate si intersecano pur es-
se lungo la linea coordinata comune.

Dalle espressioni (9) dei coseni direttori degli assi tangenti alle,
linee coordinate Cy,, Cuu, Cu spiccate da un punto P, segue che -

A A A
-ﬁ—, Ccos (Cwuy Cuv) = ﬁ, COoS8 (Cm;, Cv =
t1fhae ‘

227338 W) 'VAMA33

Pertanto : Se, ideuticamente in R, riesce A4,,—A4,,—A4,,—0,
le linee coordinate spiccate da ogni punto P di I sono a due a due
ortogonali fra loro, il che ha di conseguenza che due quali si vo-
gliano superficie coordinate hanno allora, lungo la linea coordinata
comune, piani tangenti fra di loro ortogonali, quelle superficie sono
ciog, come anche si dice, ortogonali fra loro. Le superficie u, v, w

¢08 (Cy ’ Cu) =

formano allora ¢id che si chiama un triplo sistema ortogonale di su-
pevficie e si dice anche che il sistema di coordinate u, v, w & orto-
gonale. ‘
Consideriamo il dominio elementare 7 dello spazio (z, g, 2), re-
lativo alle coordinate curvilinee w, v, w, corrispondente in I al do-
minio rettangolare U(<R) dello spazio (u, v, w), di punti estremi
Qu, v, w), Q(u-+tdu, v-4dv, w-dw). Il dominio 7, con tanta
maggiore approssimazione quanto piut piccoli sono du, dv, dw, pud
considerarsi un parallelepipedo di cui un vertice & nel punto P, cor-
rispondente in D al punto @, ed il cui triedro di vertice in P ha
le costole rispettivamente di lunghezze VA—“du, VZ:;dv, /A_%dw ,
ed il seno dato dalla (10). Ne segue il valore approssimativo del
volume di 7':

| I(u, v, wy| du dvdw
e quindi una dimostrazione intuitiva della formola

arT ok, 1y V) -
I\ 8 (u, v, w)

=|I(u, v, w)| =

Esempii famigliari di sistemi ortogonali di coordinate curvilinee
" nello spazio sono dati dalle coordinate polari e dalle coordinate ci-
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lindriche; vogliamo dare altri tre esempii, particolarmente interessanti
per le applicazioni. '

Fsempii 1°). Coordinate ellittiche. Indicheremo con A Vin-
sieme aperto dello spazio (%, y, 2) determinato dalle limitazioni # > 0,
y>0,2>0, e per ogm punto P(x,y,2) di A considereremo la se-
guente equazione in A:

(11) a—l—l— 1+

ove a, b, ¢ sono tre costanti reali per le qun]i  0<Za<<b<lec B
subito visto che 1’ equazione (11) ha sempre tre radici reali u, v, w,
per le quali riesce -

(12) u<la<lov<lblw<ec.

Per R==u 1a (11) &, in =,y,#, I’ equazione di un ellissoide, per

k=9 Vequazione di un iperboloide ad una falda, per A —=w Vequa-
zione di un iperboloide a due falde. Queste tre quadriche hanno sem-
pre — comunque varii il punto P in 4 — in comune e fissi i piani
diametrali e le coniche focali, ed & percid che il triplo sistema di
quadriche ottenuto, dalle (11), al variare di A =—wu nell’ intervallo
aperto (— oo, a), di X == v nell’intervallo aperto (a, b), di A == w nel-
Pintervallo aperto (b, ¢), dicesi un ¢riplo sistema di quadriche
omofocali. Queste quadriche solcano A in modo che, per.ogni punto
di esso, passa sempre una ed una sold quadrica di ciaseun gistema,
laddove presa, arbitrariamente, una quadrica in ciascuno dei tre si-
stemi, si ottengono tre quadriche aventi in comune uno ed un sol
punto di 4. Le quantita u, v, w,
(—oo<lu<a) (a<v<lb), O<w<c),

possonsi pertanto assumere come coordinate dei punti di 4, esse di-

consi coordinate ellittiche. Con facile calcolo si trova che, in funzione
di u,v,w, le coordinate x,y,2 sono date dalle equazioni

(@ —u) (& —v) (& — w)
“b—a)(c—a) '’
b—u) (b—2v) (b—w)
(¢ —b) (@ —b) !

2

(13) Y=

{c—u) (6 —v) (¢ — w)

o= (@ —¢) (b—e¢) ’
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e da cid che il quadrato dell’elemento lineare dello spazio, in coor-
dinate ellittiche, & dato da

(w—2) (w—w) ., (O—w) (v—u) (w—u) (w—0v)
W=y W= W= TR qer L M T T
N L V. R v
ove A(M)=(a—1N) (b — ) (¢ — L). Adunque: Il sistema di coordinate
ellittiche @ ortogonale, Pelemento di volume in tali coordinate & dato da

ds? = (1’&02,

(w—u) (w—2) (v —u)dudvdw
8V — A(w) Alv) Adw)

20), Generalizzazione del teorema di Guldino e coordina-

te canali. La porzione di curva regolare € dello spazio, riferita al

*

AT —=dw dy dz =

suo arco s, abbia le equazioni parametriche
x==9(s), y=9), 2=30),

e Pintervallo base (0,1). Sia A4 un insieme di punti rigido, limitato,
misurabile, di area A, di un piano mobile (u,v) e supponiamo che
il baricentro O di A descriva la curva C; vogliamo stabilire delle
condizioni sotto le quali si pud agsicurare la misurabilitd dell’insieme
di punti T descritto dai punti di 4, e determinare, in tal caso, il
volunme di 7. Il piano mobile (u, v) sia riferito ad una coppia d’assi
ortogonali aventi origine in O e siano a,(s), B,(s), 1,(s) i coseni di-
rettori dell’asse wu, a,(s), B,(s), y,(8) i coseni dlrettorl dell’asse v. De-
noteremo con a(s), B(s), 7(s) i coseni direttori della tangente alla C.
Le coordinate dei punti dell’insieme 7' si ottengono ponendo

2 =9(5)F ¢, ()u 1 a,(8)v, y=9(8) B, ()u+ B, (s)v
z:X(s + 1. (8)u +Ts(3)'v
¢ imponendo ai parawmetri 8, u,v le condizioni:
(15) 0="s="1, il punto (u,v) in A.

(14)

I punti dello spazio (s, u,v) le cui coordinate verificano le condi-
zioni (15) costituiscono un cilindro retto 77, di base misurabile 4 e di
altezza . Esso cilindro & misurabile. Per jacobiano delle (14) si trova:

do, dB, dy, da, dB, dye
« By & 4 de 45 dr ds

(16) I(s’ u’ ”): ai Bi Tl + a! Bi Ti u+ al Bi Tl v,
%y 32 Te a, Bz Te ] e, B2 Te l

(*) Si consideri che A (u) >0, A@®) <0, Aw) > 0.
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Se diciamo w(s) 1’angolo del quale la tangente in O alla C &
inclinata sul piano (u, »), il modulo del primo determinante D, del
secondo membro della (16), & precisamente sen w(s); se supponiamo
che tale angolo non sia mai nullo, si potra determinare un numero
positivo 3 tale che, se riesce sempre, in A, u® v* <3, se cioe
I’ insieme A4 & contenuto nel cerchio del piano (u, v) di centro in O
e di raggio 3, si abbia sempre lo jacobiano I diverso da.zero e del
costante segno di D. Se occorre, si impicciolisca ancora 3 per modo
che le (14) pongano una corrispondenza biunivoca fra i punti di 7T
e quelli di 7", sard allora assicurata la misurabilitd di 7 ed inol-
tre che

- l
(17) =volT= [fI(s, %, v)|dsdu dv :fdsf]I(s, u, v) |[du dv =
. 0 4

l
= A/sen w(s) ds.
0

Si ha dunque il seguente teorema éhe, evidentemente, genera-
lizza quello di Guldino, dato al n° 136 : Durante il moto del pia-
no (u, v), ove é situato U insieme rigido, misurabile e limitato A, di
area A, il lavicentro O di A descriva una porzione di curva regolare’
C, di lunghezza 1 e di arco 8, la quale intersechi sempre il piano mo-
bile secondo un angolo non nullo w(s); s¢ U insieme A & contenuto en-
tro un certo cerchio del piano (u, v), di centro in O, U insieme 1 de-
. seritto dai punti di A riesce misuradile ed ha il volume

1
(18) ' T— Afsenw(s)ds.
0

Se, in particolare, é sempre w(s)—mn/2, se cioé il baricentro O de-
serive una traiettoria ortogonale alle suscessive posizioni del piano mo-
bile, 8i trova T=—1.4 (*).

Se ne ricava la seguente definizione alla Minkowski di lun-
ghezza per una porzione di curva regolare :

(* I1 teorema di Guldino si ottiene se, ancor pilt in particolare, si suppone
che la € si riduca ad un arco di cerchio.
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N

Sia C una porzione di curva regolare e sia A un insieme piano,
mobile, rigido, limitato ¢ misurabile, di avea A, e di bavicentro 0, il
cut piano tagli sempre, in O, m'togonalme'nte la C. Dictamo T U’ esten-
sione dell’ insieme descritto dai punti di A mentre che il baricentro O
descrive la C e diciamo v il raggio di un cerchio del piano di A edi

”
centro in O, contenente I’ insieme A. Si potra determinare un numero

positivo ¥ tale che, per r variabile nell’ intervallo, aperto a sinistra,
(0, ), il rapporto T': A rimanga costante; ebbene, tale rapporto costan-

te chiamasi lunghezza della curva C. Piv semplicemente, ma meno

compiutamente, st puod dire anche cosi: Chiamasi lunghezza della
curve C il limite sequente :
| Jim (7 4).

Poniamo, nelle (14), w —pcosf, v — p senfl, e supponiamo che il
piano mobile (u, v) si conservi normale alla curva C; i punti di 7T
riescono allora riferiti alle coordinate 8, p, 0, che diremo coordinate
canali. Ogni superficie coordinata p & descritta da una circonferenza
di raggio costante p, il cui piano interseca normalmente la curva C
nel centro O della circonferenza, il quale descrive la curva € stessa.
Una tale superficie dicesi appunto superficie canale.

Domandiamoci ora: Un sistema di coordinate canali pud mai es-

sere ortogonale? Per il considerato sistema di coordinate canali, ove

nella (8) si sostituisca w, v, w, rispettivamente con s, p, 6, si trova

d dy
A,=4,,=0, Am:Pz( a, s +Bz Bl‘*‘ T2 ‘)

e quindi per '1’01‘togondlite‘m del sistema occorre e basta poter deter-
minare, in (0,1), una funzione continua %(s) per la quale risulti

de, . ap dy
— —ka, - —Fk —‘ .
ds ds B gy ="

Le costanti a, b, ¢ rappresentino i coseni direttori di un arbi-
trario asse normale alla tangente alla C nel punto iniziale 8 =0, si
trova subito che & necessario e sufficiente che k(s) verifichi equa-
zione seguente

U9+ o1+ [KO w050+ B9 B0 + 1) 10] Q=0
0
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Ia quale, per essere sempre soddisfatta per s = 0, equivale a quella

che si ottiene eguagliando a zero la derivata del primo membro, equi- -

vale cioé alla seguente
(18] ad/ 4"+ oy + k(s) + f k(O[2)a () +FEBO + 76 1(0] e =0,
_ 3 .

Questa & un’equazione nella %(s) appartenénte alla classe delle co-
81 dette equarioni integrali lineari di seconda specie tipo
Volterra, le quali equazioni saranno diffusamente trattate nel se-
condo volume di queste lezioni., Si vedra allora, in particolare, che
V’equazione (18) possiede sempre una ed una sola soluzione finita e
continua in tutto Pintervallo (0,1) e si potra dire che: La pin gene-
rale porzione di curva regolare da luogo, mel modo sopra indicato, a
ool gistemi ortogonali di coordinate canali.

3°). Coordinate a superficie parallele. Si abbia la porzione
di superficie regolare § di equazioni parametriche

(19) r=qu,v), y=9¢(u,v), 2=y u,v),

e di base A4 nel piano (u,v). Cominciamo dal dare talune formole
che eéprimono le derivate parziali del primo ordine dei coseni diret-
tori A4, B, 0, della retta normale alla §, in funzione delle derivate
parziali prime delle &x,y,z e dei coefficienti E, F, G, D, D', D" della
prima e della seconda forma fondamentale della §. Osserviamo che
se deriviamo, sia rispetto alla u che rispetto alla », le identita

Az, + By, + Cz, =0, Ax, -4 By, + Oz, =0,
8i ricava (cfr. pag. 341) '

Ay @y -+ By Yu~+ Cu2u=—D, A,x,-+ B,y,+ Cy2y—=— D"
Ay 2+ Buyy -+ Oy 2o = Ay @y + By Yy -+ Cp2u =— D,
osserviamo anche che
L, Yu Ru
Ly Yo %y :VEG — F*,
A BC

onde, dai due seguenti sistemi di equazioni

‘quu+yuBu+zu0u:_Dy quv—l_yqu’l_zuOv:_D"
).’UDAN-I—:I/”BM—{—Z”O“:—D', vav+vav+?vov:—Dlly.

AA, + BB, + 00, =0, A4, -+ BB, + 00, =0,

M. PICONE — Lezione di Analisi infinitesimale — 47.

|
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si ottengono le identita

94 —1 g, Yu Z" _FD'—GD gz | FD—ED o=

ou VEG—F* || g’g T HG_F gu BG—TF gv’
(20) '

oA__=1 |0 _FD'—6D g FD—ED"

v VBG—F | 2"0 TEG—F ' BG—F° v’

e le altre quattro che da questa si ricavano con le simultanee so-
stituzioni circolari (4, B, 0), (%, ¥, 2). Sono queste le formole alle quali
avevamo alluso,

Cio premesso, diamo la nozione di coppie di porzioni di super-
ficie regolari parallele. Due porzioni di superficie regolari §e 8 di-
consi parallele se fra i loro punti & possibile porre una tale corri-
spondenza biunivoca che la congiungente di un qualsiasi punto P di
8 col corrispondente punto P’ di 8 sia normale in P alla § e in
P’ alla 8. Se le (19) sono le equazioni pavametriche della 8, le equa-
zioni della 8§ si potranno mettere nella forma

(21) x=¢-+Aw, y=9¢4 Bw, 2=y Cw,
ove w rappresenta una funzione incognita, da determinarsi in A4 in

guisa che i coseni direttori della normale alla 8§’ siano ancora
4, B, C. Si vede immediatamente che percid occorre e basta che
riesca, in A4, w, = w, = 0, ciod w costante. Adunque: Due porzioni
di superficie regolari parallele staccano sulle normali comuni un
segmento costante; data Ja § con le equazioni parametriche (19),
le equazioni parametriche di ogni saperficie 8 parallela alla § sono
date dalle (21) ponendovi per w un valore costante. Per assicurare
poi la biunivocita della considerata corrispondenza fra i punti di 8§
e di &, basta evidentemente dare a w valori in modulo superior-
mente limitato da un certo numero positivo 3(8) dipendeute dalla

" superficie.

Sia » un’ arbitraria quantitd positiva minore di 8(8) e conside-
riamo il dominio 7' dello spazio (®, y, 2) descritto dal punto di coor-
dinate date dalle (21), al variafe del punto (u, v, w) nel cilindro retto
T, dello spazio (u, v, w), definito dalle condizioni

il panto (4, v) 8 in 4, 0w = 7.
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Il dominio 7' chiamasi uno strato sulle 8, di spessore r. Se si
calcola lo jacobiano I(u, v, w) delle (21) si trova, con facile calcolo;
tenendo conto delle (20),

I(u, v, w)=(1 4 Hw -+ Kw*)VEG—F*,
ove.

Ko PD" — D = 2FD — ED" — GD
 EG —F*’ _ EG — F*

La quantitd I & (p. 341) la curvatura totale della superficie, la
quantitda H porta il nome di curvatura media della superficie
stessa. Evidentemente, se occorre, si pud impicciolire il termine 3(8)
in guisa che riesca, in tutto 7", I(u, v, w) >0 ; dopo cid, data la
corrispondenza biunivoca esistente fra i punti di 7' e quelli di 717,
data la misurabilitd di 4 e quindi di 77, si pud asserire che auche
T & misurabile e che ha per volume

(22) T— / (14 Hw + Kw®)VEG — F? dudv =
TI

,
:fdw[(l —+ Hw + Ew?) VEG — F* du dv =
0 4

r? r3
:7'c+7/Hdc+?[Kdo,
s s

ove ¢ designa I’ area e do Velemento @ area della 8. La formola
(22) esprimente il volume di uno strato sulla superficie § di spes-
sore + & nota sotto il nome di formola di Steiner. Da essa si
trae la seguente notevole definizione di Ménkowskié di area per
una porzione di superficie regolare S :

Sia T il volume di uno strate sulla S di spessore v, chiamasi
area di 8 il limite

oy,

r—0 .
Le coordinate u, v, w dei punti dello strato T diconsi coordinate
a superficie parallele. Le superficie w sono, a due a due, sempre fra
loro parallele, ogni superficie u @ il luogo delle normali alla § lungo
i punti di una linea w e ogni superficie v & il luogo delle normali
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alla § lungo i punti di una linea ». Per i coefficienti della forma
quadratica che da il ds® nelle attuali coordinate, si trova A =A4,=0
e si vede immediatamente che affinche il coefficiente A, risulti pur
esso identicamente nullo, occorre e basta che per la § sia identica-
mente F= D' =0. Quando le coordinate curvilinee » e v a cui sono
riferiti i panti di una porzione & di superficie regolare sono tali che
risulti identicamente F = D'=0, le linee u e v diconsi di curva-
tura per la superficie. Nel secondo volume di queste lezioni torne-
remo su tale concetto — specialmente dal punto di vista geometri-
co — e dimostreremo che ogni porzione di superficie regolare & do-
tata sempre di un doppio sistema (ortogonale) di linee di curvatu-
ra (*). Si ha dunque: Data una porzione di superficie regolare S e
dato su di essa un doppio sistema di linee w e v, 8i considert il tri-
plo sistema di superficie costituito dalle superficie parallele alla S e
dalle superficie luogo delle normali alla 8 lungo i punti delle linee u
e lungo i punti delle linee v; condizione necessaria e sufficiente affinché
questo triplo sistema di superficie sia ortogonale é che le linee u e v
siano di curvatura per la 8. '

Teorema di Dupin. Negli esempi di sistemi coordinati or-
togonali precedentemente dati & facile constatare la notevole eirco-
stanza seguente: '

Comunque 8t fissi una superficie di ciascuno dei tre sistemi, la su-
perficie degli altri due la tagliano secondo un doppio sistema di linee
di curvatura. :

Orbene, il celebre teorema di Dupin stabilisce che questa cir-
costanza si presenta in qualsiasi sistema triplo ortogonale di super-
ficie. Riprendendo le notazioni delle pagg. 729 e 731, andiamo a dare
una semplicissima dimostrazione di questo teorema. Se il sistema delle
coordinate u, v, w & ortogonale, per ogni superficie w (per esempio) i
coseni direttori della normale sono dati da

1 o\ 1 or 1 av
VA33 610 ’ VA33i aw ’ VAS'S aw

?

(*) Si dimostri che: sopra ogni superficie di rotazione il doppio sistema dei
meridiani e dei paralleli @ di linee di curvatura; sopra ogni superficie luogo delle
rette tangenti ad una porzione di curva regolare, il doppio sistema costituito da
queste rette e dalle loro traiettorie ortogonali ® di linea @i curvatura,
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onde il coefficiente medio D’ della seconda forma fondamentale & pre-
cisamente:
1 ;LM N

T 4
VA, 4= dw dugv

ove la somma si intende estesa a tutti i termini che si ottengono
da quello scritto, ponendo successivamente p e v al posto di A, Poi-
ché & identicamente

o, LI L o ok

gv ow ! ed gw gu ek gu o

derivando queste identitd, rispettivamente, rispetto a u, v, w, si ri-
cavano le altre

or i S
6v aw ou + E aw EYFL =0,
a on
dw auav+2 ou 5051_0_0’

87\. —-I—E—— s :v(),

ou av ow ow Hu
dalle quali, immediatamente,
a a
ou av ow av aw au dw ougy

¢id cho dimostra il teorema.

141. Sul calcolo numerico degli integrali a tre dimen=
sioni. — Quando, in modo noto, & possibile ricondurre un integrale
a tre dimensioni ad un integrale a due, per Veffettivo calcolo nume-
rico dell’ integrale si ricorrerd ai metodi indicati al n® 131. Se cid
non & possibile, ai metodi generali dei quali abbiamo discorso alle
pp. 379, 462 ¢ 463 si potranno aggiungere quelli che si ottengono
con una ben facile estensione dei metodi esposti al n°® 131 per il
caleolo numerico diretto degli integrali a due dimensioni. Tale esten-
_sione conduce alle iniziali proposizioni seguenti. Sia f(x,y, 2) una
funzione finita e confinuu, definita nel dominio rettangolare T, di
punti estremi (a, B’ § a”, B”, 1) e di volume T'=—(a"—a’) (B —P)

G" —1), dotata di quelle dernmbe parziali finite e continue che oc-
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corre di dover considerare. Con' 4,, B,, O, indicheremo numeri non
inferiori agli estremi superiori in 7| rispettivamente dei moduli delle
derivate 8°f/8a”, 8°f/ay", 8°f/ 8" .

Se, integrando col metodo del rettangolo rispetto a x, rispetto a y
e rispetto a 2, 8i pone

Jrewmar=1r68 0,
a=(@+a)/2 B=@F+)/2 1=0"+71)/2

8i commette un errore il cui modulo non supera ciascuno dei sequenti
due termini : ' '

T ’7 ’ s ’ 17 4

T[(a —a)Ai_l_(B —B)B1+(T -1 0.1,
T 7] , 2.A. ” ’ 2B 1” 2 C
ﬂ[( — P4, @7 —B)B,+ " —Y)C,]

Se, integrando col metodo Cavalieri-Simpson rispetto a x,

rispetto a y e rispetto a =, 8i pone

[fi5 9, mar=
. .

=(T/216) X 3 la somma dei valori di f nei vertici di 7' -} quatiro
volte la somma dei valori di f nei punti di mezzo
dei lati di 7'} sedici volte la somma dei valori di f
‘nei centri delle facce di T - sessantaquattro volte il
valore di f nel centro di T; ,

si commette un errove il cui modulo non supera ciascuno dei sequenti

due termini :

T n ' n 7 4 ’
192 (0" —dPA, 4 (B —3)333-]—(]' ——‘()3«03],

T 17 ’ " N4 17 4
“2“‘8§6[(a, “a)4A4+(ﬁ — ' B+ ("= )404]‘

FINE DEL PRIMO VOLUME.
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