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ove /' & il gruppo jacobiano di | B ]; e dal confronto delle due equivalenze
si trae, sopra 7%

]-——(A,A)mz(A,A’) E/”——(B,B)——Z(B,B’).

La conclusione & che:

1l gruppo (virtuale o effettivo) di I+ 4 punti
J—Ad,4)—2 (4,4"

dove |4 | ¢ un fascio lineare di curpe della superficie, |A'| ¢ 4 sistema
aggiunto ad A4 ed ] il gruppo jacobiano del fascio, quando | 4 | muta comun-
que, St mantiene equivalente a se medesimo  (sopra qualche curva della
superficie).

Lo chiameremo un gruppo canonico (virtuale) S della data superficie
£. Esso costruiscesi con operazioni di somma e sottrazione a partire dalle
serie principali (virtuali o effettive) individuate daj gruppi  /, (4, 4)
(4,4, e varia percid in una serie principale (virtuale o effettiva), che si
chiamerd la serie canonica deliy superficie.

Questa serie ¢ invariante di fronte alle trasformazioni birazionali senza
eccezione; mentre, per ogni curva eccezionale che lg trasformazione introduca,
la serie canonica si amplia e pud esser individuata dal trasformato di un
gruppo canonico della superficie di partenza, al quale si aggiunga un
punto qualunque scelto sulla curva eccezionale. Viceversa, se una curva
eccezionale sparisce, la serie canonica della superficie trasformata ¢ Ia trasfor-
mata del resto della serie canonica primitiva, dalla quale si tolga la g7 dei
punti della curva eccezionale che sparisce.

Introdotto il sistema canonico virtuale | X | (puro o impuro, se vi sono
curve eccezionali di 12 specie) della superficie 7, si pud anche scrivere:

S=/—2(4,K)—3(4, 4.

Orbene, /a serie canonica W definita nella Memoria A per una super-
Jicie irregolare £, ¢ contenuta totalmente nella serie canonica ora definita, in
modo generale.

Invero, la relazione [3] a p. 300 della Memoria A, porge:
I'sj—(4 y AN — (4, 4 + A7,

ove I' & il gruppb jacobiano di un integrale semplice di 12 specie di 7.
Ne segue I' = §.

Si vede di pitt che la serie canonica 1/ della superficie irregolare non
¢ in generale completa; essa consta di particolari gruppi della serie canonica
completa, i quali, se la superficie ha il genere geometripo p, > o, giaccion
su quelle che, nella Memoria A4 » ho chiamato le cuwrve canoniche Drincipali.
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Per lirregolarita della superficie (di genere Py > 0) occorre che esistano
curve canoniche (principalt) appartenenti alla serie canonica, ciod riempite
da infiniti gruppi canonici.

E molto probabile che tale condizione sia altresi sufficiente per la irre-
golarita e conto di dimostrarlo in seguito, sulla base dei risultati da me
conseguiti intorno alla costruzione razionale dei differenti totali di 1a specie.

Per una superficie razionale ¢ sempre 7 -+ 4 > 3. Pertanto la serie cano-
nica di una superficie razionale # & sempre effettiva e consta di tutti i
gruppi di 7 + 4 punti di #. Il minimo ordine per la serie canonica & raggiunto
sul piano, dove si ha la serie di tutti i gruppi di 3 punti.

Per una rigata irrazionale di genere p =1, la serie canonica (sul
modello privo di curve eccezionali di 12 specie) ¢ di ordine zero; e, per
p > 1, essa ¢ virtuale, risultando (sul detto modello) 7 = — 4 p.

Nota aggiunta durante le correzioni delle bozze di stampa (luglio 1932).

Nel fascicolo 15 giugno a. c. del « Bollettino dell’Unione matematica italiana », il prof.
G. Albanese riassume talune sue interessanti ricerche inedite sulle corrispondenze e sulle
serie di gruppi di punti sopra una superficie algebrica. Le serie ch’egli considera non hanno
perd rapporto colle mie, giacché esse non riguardano i legami invarianti lasciati in disparte
dalla teoria classica, in relazione alle coppie simuitance di funzioni razionali del punto della
superficie. Le serie di Albanese sono invece definite come serie di gruppi di punti dove
glintegrali semplici di 1% specie della superficie danno somme costanti. Si tratta insomma
delle serie regolari di gruppi di punti, ossia delle serie rappresentate da varieta d’irregolarita
superficiale nulla. (La denominazione di «serie di livello » non & né necessaria né opportuna,
bastando quella di «serie regolari»). Le serie principali son collegate cogl’integrali doppi
di 1% specie della superficie e pill in generale colle forme tensoriali di 12 specie, introdotte
da Kihler nella Memoria poco fa citata. Nei punti di un gruppo variabile in una serie
principale forniscono somme identicamente nulle non soltanto le forme differenziali lineari
di 12 specie (come accade gid nei gruppi di una serie regolare), ma anche le forme differenziali
quadratiche di 12 specie e le forme tensoriali di 12 specie. Onde le serie principali riescono
a distinguere cid che resta indistinto nelle serie regolari, le quali sono da A. considerate
come unith inscindibili, cosicché per una superficie regolare / non ¢’¢ altro da affermare,
nei riguardi delle serie regolari, all’infuori del fatto che le totality dei gruppi di # > 1
punti di 7 costituisce un’unica serie regolare! Le serie principali classificano le superficie
da tutt’altro punto di vista, che non sia quello della regolarith o dell’irregolaritd; e intro-
ducono percid un elemento discriminatore veramente nuovo.

Che sopra una superficie regolare 7 la serie di tutti i gruppi di = punti sia regolare
¢ immediata conseguenza del fatto che & non contiene integrali semplici trascendenti di 12
specie; e, viceversa, si vede subito che, se sopra una superficie 7 tutti i gruppi di »# punti
formano una serie regolare, la 7 & regolare, perché, tenuti fissi 7 — 1 punti, ogni inte-
grale semplice di 12 specie di 7, deve restar costante nel punto ulteriore.

Alle indicazioni bibliografiche dei precedenti, fornite dall’A., converra aggiungere che
le serie regolari di gruppi di z punti, sopra una varietd di PICARD, furono considerate prima
da Castelnuovo (G. CASTELNUOVO, Rend. della R. Acc. Naz. dei Lincei, (5), 14 (1905),
P. 556), e, nel caso d’una superficie di Picard, da Enriques—Severi (F. ENRIQUES-F. SEVERI,
Acta Math., 32 (1907), p. 292), con particolare riferimento anche ai gruppi delle serie dotati
di punti multipli.

Interessanti sono sopratutto le propriety, che, in connessione colle serie regolari,
IAlbanese espose per le corrispondenze fra i punti d’una superficie 7. Ma non sembra
tuttavia che la definizione di valenza di una tal corrispondenza sia quella che meglio conviene
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alla natura della questione. La valenza & invero definita da A. in relazione ad una serie
regolare (estendendo la definizione di valenza di una corrispondenza sopra una curva, in
relazione ad una serie lineare), mentre quella che deve considerarsi come vera e propria
valenza & qualcosa di pill intimo, da collegarsi (in modo ovvio) con una serie principale.
Tanto cid & vero, che secondo A. sopra una superficie regolare %, o sopra una superficie
a moduli (d’irregolarita) generali, tutte le corrispondenze sono a valenza (zero, nel caso
delle superficie regolari) e, se la valenza cosl definita fosse quella che la natura della
questione esige, esisterebbe su / un principio di corrispondenza semplice e generale, appunto
come quello di Zeuthen, cui A. fa riferimento. Mentre lo stesso principio di Zuethen non
vale che per classi particolari di corrispondenze, sopra una superficie regolare! E ben vero
che una corrispondenza soddisfacente alle ipotesi di Zeuthen & a valenza nel senso di A
ma cio soltanto pel fatto ch’essa ¢ a valenza rispetto ad una serie principale e che ogni serie
principale & contenuta totalmente in una serie regolare. Esistono insomma corrispondenze
che sono a valenza nel senso di A., ma alle quali non & applicabile il principio di Zeuthen.
Io ritengo invece per certo che, introdotta la valenza rispetto alle serie principali, la formula
di Z. potra applicarsi a fuffe le corrispondenze a valenza in questo senso. Di cid da chiari
sintomi la stessa struttura della formula (in cui interviene il solo invariante 7): essa & inti-
mamente legata colle proprietd della serie canonica su F. Tornerd sull’argomento.

E anche opportuno di porre in rilievo che lo studio delle corrispondenze a valenza
nel senso di A. si rannoda sostanzialmente a quello delle corrispondenze esistenti sopra una
curva variabile in un sistema lineare | C'| tracciato sopra una superficie %, regolare o irre-
golare, la cui teoria & sviluppata in una mia Memoria dei «Mathematische Annalen », (74,
1913) [Memoria LVI, vol. I, p. 332; N.d.R.] ed in una Nota dei Lincei (6), 6 (1927), p.
435 [Nota LXXIV, vol. III, p. 153; N.d.R.]. Come risulta dai nn. 11, 13 della Memoria
dei «Mathematische Annalen», si pud coordinare ad ogni corrispondenza 7, fra i punti
di 7, una corrispondenza 7y, razionalmente fissata sopra una curva di | C|. Se la C gene-
rica & di genere p, si hanno su essa due sistemi complementari d’integrali riducibili di 12
specie, uno subordinato dai ¢ integrali semplici di 12 specie di 7, e laltro determinato
dai gruppi canonici staccati su C dal proprio sistema aggiunto. Io ho dimostrato che 7,
ha sempre una valenza y' rispetto al secondo sistema d’integrali. Se 7j, ha una valenza y
anche rispetto al primo, 7" ha su F la valenza ¥ nel senso di Albanese.
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CX.

LE ROLE DE LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE
DANS LES MATHEMATIQUES

Verhandlungen der internationalem Mathematiken~Kongresses, Ziirich, 1 (1932), pp. 202-220.

L’algebre et la géométrie algébrique, c’est-a—dire I'expression synthétique
des relations formelles et fonctionnelles de I'algébre, ont été & toute époque,
méme sous des dénominations différentes. les champs expérimentaux les plus
importants et les plus utiles des mathématiques. Nous en avons vu des
exemples expressifs dans ce méme Congrés dans la brillante conférence de
M. Julia.

Beaucoup des conceptions originaires des branches aujourd’hui les plus
éloignées de l'algebre, ont pris naissance de cette science, et l'imagination
algébrique ' joue toujours un réle fondamental dans le développement d’un
tres grand nombre de théories de l'analyse et de la géometrie, quoique ce
réle soit fréquemment méconnu en étant désormais dans la sous—conscience
de tout mathématicien.

Un apercu su lhistoire de notre science nous rappelle de suite ce qui
est trés souvent oublié, quoique bien connu de tout savant méme peu cultivé
dans Phistoire.

L’idée méme de fonction, une des idées—force des mathématiques moder-
nes, est née de l'algébre; et dans ce champ elle a commencé & s'affiner et
a se développer, en révélant des propriétés et des rapports qui constituent
la base de 'analyse infinitésimale.

Descartes se pose le probleme de savoir quelles sont les courbes dont
il doit étre question dans la nouvelle science et il conclut qu'il faut se borner
aux courbes algébriques. Opinion évidemment exagérée, refusée par Leibniz.
Mais elle est juste en ce sens qu'il était nécessaire d’expérimenter d’abord
les conceptions nouvelles sur les fonctions qu’on pouvait plus aisément domi-
ner et manier.

L’invention du calcul infinitésimale ne peut pas étre concue si on fait
abstraction de la préparation et de l'orientation des esprits données par
lalgebre et par la géométrie de Descartes. Cela est démontré, pour ainsi
dire, par l'absurde, puisque le principe d’exhaustion des géométres grecs
était resté stérile pendant plusieurs siécles, jusqu’au moment de son union
a la jeune et féconde algebre.

On a déja remarqué que lorsque, vers la fin du XVIII siécle, le pro-
gramme ouvert par le calcul infinitésimal et par la géométrie analytique
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semblait prés de I'épuisement, de sorte que Lagrange méme se tournait vers
la chimie, la géométrie de position et la géometrie descriptive, c’est—a—dire
deux branches particulieres de la géometrie algébrique, vinrent vivifier
Patmosphére et donner aux mathématiques d’autres éléments vitaux. Monge
put alors éclaircir les propriétés fondamentales des équations aux derivées
partielles au moyen de constructions géométriques et arriver a la création
de la géométrie différentielle avec ses célebres applications de l'analyse a
la géométrie.

La géométrie projective, cette branche moderne de la géométrie algé-
brique, qui eut dans la premi¢re moitié du XIX si¢cle des périodes éclatantes
de fortune et qui resta presque oubliée jusqu'a ces derniéres années, a elle-
méme contribué puissamment au renouvellement de notre science.

IL’idée de transformation et de correspondance et celle de groupe de
transformations, dont chaque mathématicien fait désormais usage presque
tous les jours, tirent leur origine de la géométrie projective. D'un autre coté
les conceptions et les rapports fondamentaux sur les groupes de transfor-
mations ont trouvé leurs premiers aliments dans une théorie purement algé-
brique: celle des groupes de substitutions de Ruffini et de Galois.

Dans le champ étroitement algébrique la géométrie projective a pro-
voqué la théorie générale des formes algébriques et des invariants. Les
polaires réciproques de Poncelet et de Bobillier ont conduit Boole 4 la pre-
miére notion de covariant.

Il serait trés intéressant de construire l'arbre généalogique de chaque
théorie mathématique: dans 9o 9%, des cas, j'en suis siir, on trouverait une
souche de race algébrique. L’algebre est 'Eve, peut-étre quelquefois sans
Adam. La difficulté principale de la formation de ces arbres c’est que les
mariages entre parents sont nombreux et le cas de polygamie trés fréquent.
Permettez—moi quelques exemples en style télégraphique:

a) Géométrie descriptive: Descendance: géométrie différentielle, géométrie projective.

b) Géométrie projective: Descendance du 1% degré: théorie des transformations et des
groupes. Théorie des invariants. Géométrie abstraite (Mébius,
Pliicker, Staudt). Géométrie & plusieurs dimensions dévelop-
pée dans le sens algébrique (Cayley, Klein, Veronese, Segre,
etc.).

¢) Descendance du 2™° degré. Géométrie non-euclidienne, descendance directe de la géo-
métrie projective et de la géométrie différentielle. Géométrie
riemannienne. Analysis situs.

d) Descendance du 3™ degré: (moyennant le mariage parmi groupes, invariants, fonctions):
‘ groupes discontinus et continus; fonctions automorphes.

€) Descendance du 4™° degré: (moyennant le mariage parmi géométrie non-euclidienne,
géométrie différentielle, forme algébrique): calcul différentiel
absolu; relativité générale, parallelisme de Levi-Civita.

) Descendance du 5™ degré: Espace a connexion affine et projective de Cartan, Schouten,
Weyl, Veblen, etc.
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Jai laissé de cété plusieurs branches collatérales, en entendant seule-
ment de donner un petit essai d’une classification qui serait fort intéressante.
D’autre part nous devrons revenir dans la suite sur des relations de 'espéce
envisagée.

***

Parmi les théories contemporaines, deux surtout sont étroitement lides
a la géométrie algébrique, quoique les liaisons ne soient pas toujours visibles
au premier abord. Je parle de la topologie et de la théorie des fonctions
analytiques de plusieurs variables complexes.

La topologie aura sans doute un rdle fondamental dans la mathéma-
tique de P'avenir, dont on apercoit de plus en plus les caractéres qualitatifs
et intégraux.

Eh bien, les questions fondamentales de la topologie ont été posées par
la géométrie algébrique. Il ne faut pas remonter & Riemann, Betti, Poincaré,
Picard: il est suffisant de se rapporter aux remarquables progres récents des
écoles contemporaines. L'influence originaire de la géométrie projective sur
la pensée de M. Veblen et de M. Weyl est presque évidente; comme le
caractére algébrique de la formation intellectuelle de M. Alexander et de
M. Lefschetz, qui eut plusieurs contacts avec 'école italienne, est certain.
Il va sans dire, que pour ordonner I'Analysis situs en systéme déductif et
pour élever la puissance de son esprit de généralité, la théorie des ensembles
a rendu et rendra toujours de grands services. Mais dans la position et
Porientation des problémes la géométrie algébrique continue et continuera
sa fonction créatrice.

Il faut que je descende de ces affirmations générales & quelques réflexions
un peu plus détaillées. Je considére comme un des exemples les plus signi-
ficatifs la théorie des intersections des cycles sur une variété topologique,
qui a commencé par une remarque importante de Kronecker, relative 2 la
détermination du nombre des solutions de plusieurs équations analytiques
dans un domaine donné, et qui a été conduite tout récemment 2 un haut
degré de généralité et de perfection par M. Lefschetz. ‘

Je ne veux pas dire que tout ce que l'on rencontre dans cette théorie
ait son premier germe dans la géométrie algébrique. Voici une différence
remarquable entre ce champ et un champ dans lequel on suppose seulement
la continuité. Les intersections de deux cycles quelconques d'une variété
topologique ont un signe qui n’est pas généralement le méme pour chaque
intersection; tandis que les intersections de deux cycles algébriques dans
une riemannienne ont un signe constant.

Et jajoute que méme s'il était vrai que toute idée topologique ait sa
racine en algebre, cela ne diminuerait point la génialité d’une intuition qui
apercoit des rapports généraux la ol 'on n’a vu auparavant que des rapports
particuliers. V

Dans la théorie des intersections des cycles, on donne une signification
aux intersections (quelles soient isolées ou non) qui élimine au premier

38
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abord toute difficulté découlant des positions particulieres des cycles et qui
en outre est invariante vis—a—vis des transformations biunivoques continues,
c’est-a—dire des homéomorphismes. Ainsi on arrive & parler d’'un nombre
fini d’intersections de deux lignes simples, fermées de Jordan, dans le plan,
méme si les deux lignes ont en commun des arcs. Dans ce but on substitue
3 un des deux cycles un cycle approché convenable et I'on démontre l'inva-
riance topologique, par rapport aux deux cycles donnés, de la définition des
intersections trouvées au moyen du cycle approché.

Eh bien, cette conception existe déja en géométrie algébrique, du moins
pour ce qui se rapporte aux cycles algébriques, en toute rigueur et précision.
Je crois bien de m’arréter un instant sur la question. La plupart des mathé-
maticiens qui ne connaissent pas 4 la fond la géométrie algébrique italienne
et de ceux qui sont arrivés a s’occuper de ses résultats par l'intérét de
certaines questions collatérales, considérent quelquefois nos méthodes comme
quelque chose de mystérieux qui ne peut pas étre manié sans danger en
dehors d’un petit nombre d’initiés; et ils préferent pour cela créer ou per-
fectionner d’autres méthodes; ils croient méme quelquefois devoir mettre
au point des résultats que nous connaissons depuis longtemps avec pré-
cision.

Méme en Allemagne, ol les méthodes algébrico-géométriques ont eu
d’importantes impulsions initiales & travers I'oeuvre décisive de Brill et Noe-
ther, continuateurs éminents de la tradition riemannienne, l'usage de ces
méthodes a été interrompu pendant une longue période et ce n’est que dans
ces derniers temps que de jeunes mathématiciens allemands trés bien qua-
lifiés reprennent avec entrain la glorieuse tradition.

M. Van der Waerden, dont jestime beaucoup lintéressante production,
a écrit tout récemment que dans le probléme des intersections les méthodes
algébriques n’ont pas la méme généralité que les méthodes analytiques, parce
qu’ils ne peuvent pas s’appliquer & la géométrie sur une variété abstraite
quelconque, car sur une telle variété il n’existe pas généralement un groupe
continu de transformations birationnelles qui puisse jouer comme le groupe
des homographies dans l'espace projectif. Suivant le méme auteur les mé-
thodes analytiques mémes ne sont pas valables dans tous les cas et par
suite on ne peut avoir une définition générale et compléte du concept de
multiplicité d’intersection en dehors de la topologie.

M. Lefschetz a son tour, tout en reconnaissant (comme il me I'a écrit
en 1930) que mes anciennes recherches sur les fondements de la géométrie
énumérative «se rapprochent remarquablement de la topologie » (plus exac-
tement de la partie de la topologie qui n’etait pas encore créée) semble croire
que la démonstration du principe de la conservation du nombre, que jai
donnée sans aucune restriction en 1912, se rapporte seulement aux intersec-
tions de variétés & % — 1 dimensions dans une variété A » dimensions, tandis
que pour la démonstration générale (de laquelle M. Van der Waerden s’est
occupé; il faudrait, selon M. Lefschetz, avoir recours 3 la topologie, car on
doit déterminer les intersections de deux cycles quelconques. ‘



CX. ~ Le rdle de la Géométrie Algébrique, ecc. 501

Je ne suis pas d’accord & ce sujet ni avec M. Van der Waerden ni avec
M. Lefschetz. Je crois avoir déji démontré estimer beaucoup la topologie
et ses prophetes; mais on peut quelquefois trouver la santé méme en dehors
de la topologie. Notre géométrie posséde, depuis longtemps, les moyens d’éva-
luer rigoureusement la multiplicité d’intersections de deux variétés ou cycles
algébriques quelconques sur une variété algébrique; et la méthode qu'on a
suivie en topologie n’est que le transport — conscient dans la premiére phase
et peut-€tre inconscient dans la seconde — de ces moyens la.

Voyons. Je prends, pour ne pas compliquer le langage, le cas de deux
courbes algébriques 4 , B sur une variété algébrique C, & trois dimensions,
et je suppose que 4, B ont un point commun O (en un point simple de ).
Il faut donner un sens 4 la multiplicité d’intersection de 4 , B en O. Le fait
que A et B ne sont pas variables sur C avec continuité, pourvu que cela soit
vrai, ne me géne pas; et par conséquent je n’ai aucunement besoin d’avoir
sur C' un groupe continu transitif de transformations.

On démontre aisément et élémentairement qu'il est possible de conduire
par la courbe 4 une hypersurface algébrique F d’un ordre suffisamment
élevé, de I'espace ambiant, appartenant & un systéme linéaire n’ayant pas
des points bases hors de 4, de sorte qu'en donnant & /' un petit déplace-
ment, I'hypersurface déplacée G, ait exactement s intersections simples avec
la courbe B voisines de O, qui aboutissent en O, lorsque G revient en 7.
Le nombre s est le méme quelle que soit la maniére de faire la construction,
sous les conditions posées, et il donne la multiplicité d’intersection de 4 , B
en O. En outre s est invariant vis--vis des transformations birationnelles
pour lesquelles O n’est pas exceptionnel et il est le méme que celui qu’on
obtient par une projection générale de 4, B sur un plan. A défaut de cette
conception nous n’aurions jamais pu parler des caractéres virtuels d’une
variété tracée sur une autre: ni construire la théorie générale des correspon-
dances algébriques; etc.

Comme on le voit dans I'exemple précédent, il s’agit de substituer & un
cycle convenable & quatre dimensions, conduit par le cycle & deux dimen-
sions 4, un cycle approché: c’est-a-dire exactement la méme chose qu’on
fait en topologie.

Les problémes d’équivalence, lorsque deux variétés se coupent suivant
des variétés infinies de dimension plus grande que la dimension normale,
peuvent étre traités de la méme maniére. Par exemple pour évaluer le
nombre des intersections de trois surfaces 4,5, C de Pespace ordinaire,
absorbées par une courbe 2 commune i ces surfaces, on donnera a l'une
d’entr’elles, 4, un déplacement arbitraire, de sorte que B, C et la surface
déplacée se coupent en un nombre fini de points distincts (égal au produit
de leurs ordres) et, parmi ces intersections, I'on évaluera celles qui sont
voisines de D.

Je n’insisterai pas davantage sur des problémes de cette espéce et je
terminerai ces considérations en rappelant deux sortes de questions topolo-
giques liées aux questions précédentes.
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On sait que, d’aprés MM. Poincaré et Birkhoff, certaines propriétés qua-
litatives des intégrales des équations différentielles conduisent & de problé-
mes topologiques de détermination du nombre des points unis d’un homéo-
morphisme d’une variété topologique ¥ en soi-méme. Il s’agit, méme dans
ce cas, d’'un probléeme d’intersection. En effet sur la variété produit de V
avec soi-méme, les homéomorphismes (en particulier l'identité) de I sont
représentés par des cycles et il s’agit de déterminer les intersections d’un de
ces cycles avec le cycle qui représente I'identité. Ce point de vue, emprunté
a la théorie des correspondances sur une variété algébrique, a été transporté
en topologie par M. Lefschetz et la conception méme de produit topologique
de deux variétés dérive de ma théorie des correspondances algébriques.

I me semble qu'un des plus importants problemes topologiques qu’on
peut se poser en ce moment, est de chercher & élargir la connaissance des
invariants topologiques, pour arriver & caractériser, au point de vue des
homéomorphismes, une variété topologique: soit par exemple une variété
riemannienne.

On sait trés bien qu'une surface fermée bilatére est caractérisée seule-
ment par la valeur du genre, c’est-a-dire par sa connexion linéaire. Les
choses se passent d’une facon tres différente et bien cachée méme pour les
variétés a trois dimensions, pour lesquelles le probléme n’est pas résolu.
Les travaux classiques de Poincaré ne font que montrer sa difficulté.

Il est certain qu'il y a nombre d’invariants topologiques qui n’ont pas
été considérés et qui sont indépendantes des invariants connus. Ainsi par
exemple les intersections de groupes de cycles pourront donner des inva-
riants nouveaux en posant certaines conditions de minimum pour le nombre
de ces intersections. On peut aussi considérer des groupes plus généraux que
le groupe d’équivalence de Poincaré, se rapportant aux cycles de dimen-
sion quelconque, dont on a fixé un sous—cycle (en particulier un point): j’ai
donné la définition de ces groupes au Séminaire mathématique de Rome
en 1931. Peut—étre faudra—t—il les étudier.

***

Je vais parler d'un autre ordre de question dans lequel la géométrie
algébrique et peut—étre ma théorie de la base pourront rendre d’utiles services.
Je fais allusion aux propriétés arithmétiques de courbes et des variétés algé-
briques, c’est-a—dire aux problémes classiques de la théorie des nombres,
concernant la solution des équations algébriques indéterminées, 4 coefficients
rationnels, en nombre entiers ou rationnels. Les plus anciennes recherches
sur ce sujet, qui s’appuient sur la géométrie sur une courbe et qui ont porté
sur des équations particulieres, sont de MM. Hilbert, Hurwitz (1896), Poin-
caré, B. Levi (1905-1907); les plus récentes (aprés 1922) qui considérent
aussi des types trés généraux d’équations, appartiennent & MM. Mordel,
André Weil, Nagell, Thue, Siegel, etc. Il faut avant tout remarquer que le
résultat de Hilbert-Hurwitz-Poincaré concernant la possibilité de réduire
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une courbe rationnelle & coéfficients rationnels, & une droite ou bien 3 une
conique sans points rationnels, est virtuellement contenu dans un théoréme
donné en 1870 par Max Noether, concernant la possibilité de réduire bira-
tionnellement toute courbe rationnelle &4 une droite ou & une conique, sans
introduire des irationnalités arithmétiques, suivant que l'on connait ou non
un point de la courbe. Je crois devoir rendre cet hommage au souvenir du
grand savant allemand, dont les travaux ont été quelquefois méconnus et
que les géometres italiens considérent comme un des leurs maitres.

Le résultat le plus expressif a été obtenu en 1930 par M. Siegel en se
basant sur les résultats obtenus précédemment par le jeune mathématicien
francais M. André Weil, et sur les méthodes d’approximation diophantique.
Le résultat dont il s’agit est le suivant: Dans un corps algébrique donné les
solutions en nombres entiers de toute équation & deux variables de genre
> 0, sont en nombre fini et il est aisé de déterminer les équations de genre o
qui admettent une infinité de solutions enti¢res. Le probléme de savoir quelles
équations a deux variables possédent une infinité de solutions entiéres est
ainsi complétement résolu; et il est vraisemblable que méme le nombre des
solutions rationnelles d’une équation 4 deux variables de genre > 1, est
fini. Tout cela nous fait approcher notablement de la démonstration du
grand et célebre théoréme de Fermat.

***

Je vais maintenant parler des relations entre la géométrie algébrique
et la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables qui s’est déve-
loppée remarquablement dans les derniers temps.

Les propriétés sur la divisibilité des fonctions algébroides, en tant qu’elles
sont liées aux théorémes d’existence des fonctions implicites, n’introduisent
pas d’éléments nouveaux par rapport & ceux qui existent déja dans admi-
rable théorie des fonctions analytiques d’une variable crée par Cauchy,
Riemann et Lagrange-Weierstrass. C’est encore & la géométrie algébrique

qu’on doit 'introduction des premiéres idées essentiellement nouvelles.
) Clebsch et Noether avaient défini en 1869 les intégrales doubles de
premiére espece et M. Picard avait introduit en 1884 les intégrales simples
attachées & une surface algébrique. Clest 13 que commence la théorie
nouvelle.

La définition de Clebsch—-Noether supposait un concept qu’on n’avait pas
encore avec précision. Mais comme quelquefois la science a besoin de nébu-
leuses qui contiennent en formation les étoiles, cette indétermination méme
rendait nécessaires d’autres recherches importantes, qui furent achevées en
1886 par Poincaré. A ce grand géométre remonte la définition rigoureuse
d’intégrale multiple dans le champ complexe et Pextension du théoréme
relatif a lintégrale de Cauchy. Cette extension fut déterminée par des pro-
blemes géométriques concernant les périodes et les résidus des intégrales
multiples.
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Il est bon de répéter ici une constatation qui me parait instructive: ce fut
précisément l'extension du théoréme de Cauchy qui donna [occasion 2
M. Volterra, en 1887, d’introduire des conceptions nouvelles de calcul fonc-
tionnel, duquel, comme tout le monde le sait, il a été un des plus éminents
créateurs. Voici donc démontré encore une fois la fécondité de I'association
d’idées en apparence trés éloignées et 'opportunité de nous rafraichir souvent,
dans nos voyages vers l'inconnu mathématique, & une source riche et lim-
pide comme l'algébre.

Pour étudier les fonctions analytiques dans leur champ complet d’exis-
tence, il faut fixer avant tout la maniére d’introduire I'infini dans le domaine
de variabilit¢ de plusieurs variables complexes. On doit chercher une indi-

A

cation précise et naturelle & ce propos dans notre géométrie, en tant qu’elle
considere toujours des fonctions qui s'étendent & l'infini, comme les fonc-
tions rationnelles et algébriques et leurs intégrales: les fonctions hyperellip-
tiques, abéliennes, etc. Eh bien, notre géométrie envisage toujours linfini
au point de vue projectif, de sorte que les définitions du comportement des
fonctions 4 l'infini, demeurent invariants par rapport aux changements les
plus simples de variables: c’est-a~dire aux substitutions linéaires.

J’ai montré que ce point de vue est le seul qui conduit & identifier le
domaine de plusieurs variables complexes avec une variété topologique
réelle, la plus simple possible, fermée et partout homogene.

L’homogénéité topologique est essentielle si I'on ne veut pas rencontrer
fréquemment des paradoxes, qu'on réussit & peine a éviter par des analyses
inutilement fatigantes.

Il est bien évident que la substance des choses ne peut changer d’une
fagon ou de l'autre que l'on envisage linfini, pourvu que linterprétation
finale soit correcte. Mais voild une raison de plus de saisir le point de vue
le plus simple.

On doit donc prendre comme un modéle topologique du champ complet
de variabilité de 7 variables complexes, la riemannienne de I'espace projectif
complexe & # dimensions. On peut aisément construire pour chaque rieman-
nienne des modeles algébriques réels. Pour I'espace projectif on a ainsi une
variété remarquable, qui a été decouvert par Corrado Segre, mon regretté
et éminent maitre. J’ai trouvé que cette variété a le plus petit ordre parmi
les variétés algébriques réelles qui représentent la méme riemannienne.
Elle est donc, a un certain point de vue, un modéle qui ne peut pas étre
remplacé.

Dans le cas d’une variable on retombe ainsi sur la sphére ou sur une
quadrique a points elliptiques; dans le cas de deux variables sur une
variété 7 elliptique du sixiéme ordre de l'espace & huit dimensions. Une
projection de V, analogue 4 la projection stéréographique de la sphere, ramene
la représentation de deux variables complexes sur I'espace euclidien réel &
quatre dimensions. Dans cette représentation il existe nécessairement des
€léments exceptionnels. En effet, il y a une congruence linéaire elliptique C
de droites exceptionnelles & I'infini, chacune d’elles représentant un seul point
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de V. La représentation cesse d’étre homogéne. Les droites directrices «, 4
de la congruence € sont imaginaires conjuguées.

J'ai exposé ces détails parce qu’ils constituent le fondement d’une mé-
thode géométrique pour étudier les fonctions analytiques de deux variables.
Cette méthode a été développée par moi-méme et par mon éleve M. Benja-
mino Segre.

Je donnerai, en peu de mots, quelques renseignements sur le sujet. Une
surface caractéristique de 'espace S a quatre dimensions (c’est-a—dire, sui-
vant la dénomination de M. Levi-Civita, une surface représentant une rela-
tion analytique entre x, ) est caractérisée géométriquement par la propriété
que ses plans tangents — qui sont évidemment caractéristiques — s’appuient
sur les droites @, 4, les intersections étant les points cycliques de ces plans.
Cela rend évident par exemple qu'une surface caractéristique ne peut pas
se renverser, avec changement de ses deux c6tés entr’eux, par une variation
continue qui la laisse toujours caractéristique. En effet les points cycliques
de ses plans tangents se meuvent séparément sur @, 4 et ne peuvent pas
s'échanger entr’eux. On a ici I'extension aux courbes analytiques d’une pro-
priété donnée par M. Lefschetz pour les courbes algébriques.

Une surface caractéristique / (x,%) = 0 qui n’a que des points simples
et des points multiples algébroides, s’étend nécessairement 2 linfini et si f
est uniforme dans un domaine 4 quatre dimensions comprenant & lintérieur
la surface, celle-ci est toujours la riemannienne d’une courbe algébrique.
(Lorsque la condition posée pour f n’est pas satisfaite le théoréme n’est pas
toujoirs vrai). Ce théoreme contient la proposition classique de Weierstrass—
Hurwitz, relative & la rationnalité d’une fonction analytique de plusieurs
variables partout méromorphe.

Si une fonction analytique d’une variable complexe et d’une variable
réelle, qu’on peut représenter sur un hyperplan de I'espace S, est holomorphe
sur une surface fermée simple de cet hyperplan, elle est aussi holomorphe
a lintérieur de la surface. De 1 s’ensuit immédiatement le théoreme de
M. Hartogs, affirmant la régularité, & l'intérieur d’une cellule finie & quatre
dimensions, d’une fonction analytique de deux variables complexes, qui est
holomorphe & la frontitre de la cellule. Ce théoréme — comme le dit juste-
ment M. Osgood - est le plus frappant de toute la théorie.

Il est de méme aisé de déduire, au point de vue géométrique, les théo-
remes de M. E. E. Levi sur les hypersurfaces qui peuvent é&tre frontitres
des champs d’existence des fonctions de deux variables, etc.

A propos du théoréme de Hartogs, on doit rappeler dans ce lieu que la
premitre des propriétés surprenantes des singularités des fonctions de plu-
sieurs variables (c'est-a—dire l'inexistence de points singuliers isolés) fut
énoncée ici, a l'occasion du I. Congres international des mathématiciens,
par Adolf Hurwitz, le maitre regretté de I'Ecole polytechnique de Zurich,
qui a laissé de trés importants travaux méme dans le domaine algébrique.

Je veux signaler encore un probleme surtout 4 cause de ses relations
avec le théoréme d’existence des fonctions algébriques de deux variables.
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J’ai nommé le probléeme de Dirichlet pour les fonctions biharmoniques, c’est~
a—dire pour les fonctions qui sont les parties réelles (ou imaginaires) des
fonctions analytiques de deux variables complexes. Poincaré en 1883 s'était
borné a remarquer qu'on ne peut pas choisir arbitrairement la fonction
déterminée sur la frontiere d’une cellule a quatre dimensions par une fonc-
tion biharmonique réguliére, comme on peut le faire (sous certaines conditions
qualitatives) dans le probleme ordinaire de Dirichlet pour les fonctions har-
moniques. M. Levi-Civita en 1905, en face de cette impossibilité, s’était
borné a étendre aux fonctions de deux variables le point de vue local de
Cauchy.

J’ai pu en 1931 résoudre le probleme intégral, en écrivant explicitement
les conditions nécessaires et suffisantes & imposer 4 la frontiére de la cellule
pour déterminer univoquement une fonction biharmonique ou analytique
holomorphe a Pintérieur. Ces conditions sont étroitement différentielles, de
sorte que les relations a la frontiere entre les parties réelles et imaginaires
d’'une fonction analytique holomorphe dans la cellule, sont elles—mémes
différentielles. Cela constitue un résultat inattendu, car dans le probleme
analogue pour les fonctions d’une variable on a des relations purement inté-
grales. M. Fubini a retrouvé récemment le théoréme en restant dans le
champ réel. )

“J’ai établi aussi un théoréme d’unicité qui réduit énormement le choix
des €léments arbitraires pour la détermination d’une fonction analytique de
deux variables, holomorphe dans la cellule. En effet il est nécessaire de
connaitre au plus deux fonctions analytiques d'une variable réelle le long
d’un petit arc, choisi d’une facon générale sur la frontiére & trois dimensions.
Il faudrait démontrer que ces éléments sont effectivement nécessaires, ce
qui résoudrait la question d’existence corrélative.

Les rapprochements entre les questions indiquées et le théoréme d’exis-
tence des fonctions algébriques de deux variables, deviennent évidents,
lorsqu’on rappelle les relations entre le probléme ordinaire de Dirichlet et
le théoreme d’existence de Riemann. Sur le théoréme d’existence pour les
fonctions algébriques de deux variables, au point de vue algébrico-géomé-
trique, on a des recherches intéressantes de MM. Enriques, Zariski, B. Segre;
mais la question est loin d’étre achévée.

En traitant des fonctions analytiques je laisse de c6té les questions rela-
tives a4 la représentation analytique des fonctions de plusieurs variables,
c’est-a-dire aux transformations que j’appelle pseudoconformes, car elles
ont €té traitées par M. Carathéodory dans sa conférence magistrale. Il s’agit
d’un domaine qui va & présent s'élargir de plus en plus, surtout en Allemagne
et en France, et ot 'on a bien des résultats brillants et importants diis & M.
Carathéodory méme et & Poincare, Almer, Reinhardt, Blaschke, Behnke, Berg-
~ mann, Elie et Henri Cartan, Thullen, etc. Au point de vue géométrique une
transformation pseudoconforme en x,y est caractérisée par la condition de
transformer chaque plan imaginaire de I'espace & quatre dimensions passant
par I'une des droites « , 4, dans un plan analogue. Cela, comme I’a montré
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M. B. Segre, éclaircit notablement le probléme de Poincaré, pour P'équiva-
lence des cellules & quatre dimensions vis—a—vis des transformations susdites.
Le probléme, au point de vue local, a été résolu par M. Elie Cartan dans des
travaux qui viennent de paraitre.

***

En m’approchant de la fin, j'ajoute quelques mots sur les relations entre
notre géométrie et les problémes d’intégration des équations différentielles
dans le domaine analytique.

On connait les profondes recherches de M. Painlevé sur les équations
du 2° ordre & points critiques fixes. Un théoréme donné 3 ce propos et qui
achéve presque complétement la connaissance de ces équations, a été aisé-
ment démontré, il y a quelques anndes, par mon éléve M. Tricomi, comme
application de la géométrie sur une surface algébrique. En conséquence toute
équation du type envisagé se raméne de suite, & deux équations du premier
ordre trés simples.

L’intégration des équations différentielles du premier ordre ot la dérivée
de la fonction inconnue ¥ est égale & une fonction algébrique quelconque
de la variable », c’est-a-dire égale 4 une fonction rationnelle d’un point
(*,5,2) d'une surface algébrique, lorsqu'il a un multiplicateur rationnel
en x,y,z se raméne i Pétude des intégrales picardiennes attachées & la
surface. Dans mes anciennes recherches sur ces intégrales j’ai démontré par
exemple que la condition nécessaire et suffisante pour que lintégration puisse
s’effectuer seulement avec des opérations rationnelles et logarithmiques, est
que la surface soit réguliére (en particulier rationnelle). On voit ici 'extension
du théoréme classique relatif aux intégrales des fonctions rationnelles d’une
variable, mais I'analogie se borne simplement & I'énoncé.

Certains résultats géométriques de MM. De Franchis, Comessatti, Zariski,
donnent d’une fagon semblable la réponse au probléme d’intégration pour
le cas ol la dérivée de y est une fonction rationnelle de x ,y et de la racine
n—iéme d’une fonction rationnelle de x, y.

M. Kihler, en ayant toujours égard aux problémes d’intégration, a étendu
la notion d’intégrale simple sur une surface, en introduisant les intégrales
hyperabéliennes, liées aux fonctions hyperabéliennes de M. Picard, dont
les fonctions modulaires de MM. Hilbert et Hecke sont des cas particuliers,
et il a montré I'utilité de ces fonctions dans lintégration des équations du
I¥ ordre du type général envisagé ci-dessus. Je saisis 'occasion pour ajouter
que M. Kéhler a donné tout récemment des liaisons trés intéressantes entre
la géométrie sur une variété algébrique et les formes différentielles et tenso-
rielles de M. Elie Cartan; mais cela m’entrainerait trop loin.

Mon but principal était d’affirmer 'importance du role de lalgébre et de
sa géométrie dans le développement général des mathématiques. Peut—étre
cette thése m’a—t-elle forcé quelquefois la main et j'al vu trop d’algébre
ol il y en a seulement un peu. Ce sont les dangers des amours passionnées.
Je vous en demande pardon.
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CXI.

NUOVI ORIZZONTI NELLA GEOMETRIA
SOPRA GLI ENTI ALGEBRICI

Verhandlungen der internationalem Mathematiker-Kongresses, Ziirich, 2 (1932), pp. 156—158.

In due recentissime Memorie [a) F. SEVERL, La serie canonica e la teoria
delle serie principali, ecc., Comm. Math. Helv. (1932), p. 268 [Memoria CVIII,
vol. III, p. 486; N.d.R.]; b) F. SEVERI, Un nuovo campo di ricerche, ecc.,
Memorie della R. Acc. d’Italia (1932), [Memoria CIX, wvol. III, p. 541;
N.d.R.]], ho gittato le basi per una teoria delle serie di gruppi di punti
sopra una superficie e dei sistemi di varieta di dimensione qualunque in una
data varieta, rispondendo ad una esigenza che da anni si imponeva. Vasto
¢ lorizzonte che si schiude: problemi importanti e legami nuovi s'intravve-
dono nel campo algebrico ed in quello trascendente. Dird delle cose essen-
ziali.

Occorre premetter la teoria delle serée & equivalenza gl sulle curve ridu-
cibili [Memoria b)], la quale estende la teoria delle serie lineari sulle curve
irriducibili. Una serie di gruppi di » punti d’una superficie 7 dicesi una
serze di monoequivalensa quando due suoi gruppi son sempre congiunti da
qualche g, (sopra una curva irriducibile o riducibile), formata da gruppi
della serie. Una serie di monoequivalenza pud esser curvilinea (giacere sopra
una curva) o superficiale (invader la superficie). Una serie di gruppi di
7 punti di / dicesi una serie di bieguivalenza quando due suoi gruppi qua-
lunque stanno in qualche involuzione superficiale, razionale, co?, di ordine 7,
formata da gruppi della serie. La serie di mono e di biequivalenza si deno-
tano col nome di serée o7 equivalenza. Queste serie sono sempre varietd
irriducibili. Una serie di biequivalenza ¢ anche sempre di monoequivalenza;
essa ¢ involutoria ed i suoi gruppi, passanti per punti dati, formano una
serie di equivalenza. Tra le serie di biequivalenza hanno speciale importanza
le serie razionali o serie normali J, e le serie unirazionali o serie principali I,
L’importanza delle serie principali ¢ dimostrata per esempio dal fatto che
ogni serie di biequivalenza completa & principale. 1 gruppi d’intersezione
delle coppie di curve di due sistemi lineari formano una serie normale, che
chiamasi serie intersezione completa. 1 gruppi di una 7], possono avere (oltre
a punti fissi, trascurabili) gruppi di = (< #) punti, variabili sopra una
curva (' (spezzata o no). Questi ultimi gruppi formano su C una serie di
equivalenza g;. La serie y ottenuta da 7 prescindendo dai punti di C, &
una serie di biequivalenza; e, se la 7] & completa, anche g2, e » son com-



CX1. = Nuovi orizzonti nella Geometria sopra gli Enti Algebrici 599

plete, cio¢ y & una serie principale, che chiamasi resto di g9, rispetto ad 7.
Ogni serie principale completa & intersezione completa o parziale (ciod resto
di una serie di equivalenza curvilinea rispetto ad un’intersezione completa).

Ogni serie unirazionale superficiale di ordine » & contenuta in una serie
principale completa /,. Due serie principali aventi un gruppo totale comune,
appartengono ad una medesima serie principale dello stesso ordine. Chiamati
equivalenti due gruppi di # punti di F, quando appartengono ad una 7,
deriva da cid la transivitd della relazione di equivalenza ed il trasporto in
questo campo dei teoremi di unicitd e del resto; del concetto di serie
virtuale, ecc.

La considerazione delle serie di equivalenza conduce a nuovi caratteri
invarianti (assoluti) per trasformazioni birazionali. Li ho determinati, per
alcuni casi semplici, in b). Essi son invarianti simultanei delle coppie di
funzioni razionali di /.

Ho inoltre dimostrato l'esistenza sopra ogni superficie # di una serie
principale (invariante) che ho chiamato la serie canonica S della superficie.
Essa & d’ordine / 4 4 (/ invariante di Zeuthen-Segre). Se la 7 & irregolare,
S contiene totalmente tutti i gruppi jacobiani deglintegrali semplici di
18 specie.

La definizione di valenza y (= o) di una corrispondenza 7, fra i punti
di F, rispetto alle serie principali, ¢ ovvia. Reputo che le corrispondenze
che hanno valenza rispetto alle serie principali siano quelle che hanno valenza
nel senso di Zeuthen e per le quali & dunque conosciuto il principio di corri-
spondenza. Cid ¢ in stretta correlazione col fatto probabile che una famiglia
completa di curve sghembe & unirazionale. E presumibile che la dimostra-
zione di questo fatto si ottenga estendendo i nn. 28, 29 della Memoria b).

Ometto per brevitd di accennare alle estensioni alle varietd ed ai rapporti
con le forme differenziali e tensoriali di 12 specie.
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