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di C, che cadono in Q, non sia fissa per la serie cavatieristica di C definita
dalle prescritte condisioni virtuali. In caso contrario Q & un punto base doppio
di C.

Osservazione I/. Naturalmente, se # > o, & superfluo considerare il sistema
| Co | individuato da Cy, perché la curva mobile in un sistema lineare non ha
nodi variabili. Sicché |C,| riducesi alla sola curva (.

37. Caso duna curva irriductbile con nodi virtualmente inesisinti. — Fac-
ciamo un passo ulteriore, considerando una curva (,, che derivi da una C
irriducibile con £ -+ % + & nodi, dei quali £ si assegnino come nodi fissi, 4
come virtualmente variabili e & come virtualmente inesistenti (n. 13). Per
costruire la serie completa |(C,, C,) | consideriamo, al solito, le curve £
staccate su & dalle forme d’ordine / dell’ambiente lineare di / e diciamo Z,
quelle tra le Z, che passan semplicemente per gli Z nodi, virtualmente inesistenti
di C, e doppiamente per £ nodi fissi. Le proposizioni pitt elementari della geo-
metria delle serie lineari neutre, assicuran che, se / & abbastanza grande, le
E staccan su C, fuori dei punti base prescritti una serie lineare completa, non
speciale, neutra rispetto alle & coppie che cadon nei nodi virtualmente inesistenti.

Questo basta per poter applicar anche al caso presente il procedimento
ampiamente sviluppato per una curva irriducibile effettivamente priva di
punti multipli, e richiamato, brevemente, cogli opportuni adattamenti, nel
numero precedente. Posto | D | = |Z — C, |, le E passanti per I'= (Cy, D)
segano su C, fuori dei punti base prescritti, la serie lineare caratteristica com-
pleta (neutra) inerente alle fissate condizioni virtuali. Il gruppo I, di
0 = [Cy, D] punti, presenta percid 6, = 6 — i condizioni di passaggio alle
E, ove 7 & I'indice di speciality della predetta serie lineare neutra; e I” si scinde
cosi nei consueti gruppi I3, [, di & ,7 punti (¢ + 7,= 9).

Designate con E* le £ prossime a Co-+ 2D (ove D & una curva generi-
camente fissata in | D |) dotate di £ nodi coincidenti coi nodi fissi di C, e
di altri 2 + 0, nodi, dei quali % vicini ai nodi virtualmente variabili di Cy e d;
prossimi ai punti di [}, si prova che le £*% formano una falda lineare @ ed
hanno in conseguenza 7 nodi prossimi ai punti di I, Esse son percio spezzate
ed ogni £* si scinde in una curva C, prossima a C,, avente i £ nodi fissi ed %
nodi virtualmente variabili.

Il sistema continuo completo {C,} ¢ individuato da C, e le sue curve,
infinitamente vicine a C,, segano ivi la serie caratteristica neutra completa.
Valgono inoltre, coi debiti cangiamenti, tutte le proprietd indicate nei pre-
cedenti teoremi di unicitd e di esistenza.

Vi ¢ soltanto un punto da chiarire, atteso che sappiamo gia (n. 26, Oss. I)
sotto quale condizione un nodo virtualmente variabile, risulta di fatto varia-
bile per la generica C,.

Si tratta invece di indagare quand’é che un nodo virtualmente inesistente
risulta di fatto inesistente per C, ovvero quand’¢ che un nodo virtualmente
inesistente di C, non ¢& limite di un nodo variabile della Cy, che si avvcina a C,.
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Sia £ un nodo di €, fra quelli scelti come virtualmente inesistenti. Se esso
¢ limite di un nodo variabile R della generica C,, ogni C, infinitamente vicina
a Cy passa per R; ossia la coppia dei punti di C, coincidenti con &, & piti che
coppia neutra per la serie caratteristica definita su C, dalle prescritte condi-
zioni virtuali: ¢ una coppia fissa (presentante cioé zero condizioni). Dunque,
affinché R sia limite di un nodo della generica C,, occorre che quella coppia
neutra si riduca ad una coppia fissa.

Tale condizione ¢ altresi sufficiente: ossia, se la coppia considerata ¢ fissa,
R ¢ limite di un nodo di C,. Invero, la serie caratteristica di C,, tolta via la
coppia fissa R, R, ¢ allora quella medesima che si otterrebbe sulla curva
passando R dal novero dei nodi virtualmente inesistenti a quello dei nodi
virtualmente variabili: epperd il sistema continuo completo definito da C,
colle iniziali condizioni virtuali, coincide con quello definito dalle nuove con-
dizioni. Pel teorema del n. precedente ne deriva che la generica C, ha un nodo
variabile tendente ad R per Co— C,.

Perché poi il nodo R risulti fisso per Cy occorre che la serie caratteristica
di ¢, contenga R, R come coppia doppia fissa.

Si conclude col TEOREMA:

Sela C, di cui al numero precedente, oltre ai k nodi fissi ed agli h nodi scelti
come virtualmente variabili, ka d nodi virtualmente inesistenti, condizione ne-
cessaria e sufficiente perché essa appartenga ad un sistema continuo completo,
ameno oot {C}, di curve analoghe, & che sia effettiva la serie caratteristica
definita su C dalle prescritte condizioni virtuali. E soddisfatto altrest nei riguardi
di {C}, e nelle orme consete, il teorema di unicitsy; e {C} determina su C la serie
caralleristica completa. L'effettiva qualita d'un nodo é diversa dalle prescritte,
allora e soltanto allora che per la serie caratteristica inerente alle prescritte con-
dizion? virtuali la coppia assorbita da quel nodo risult:, contro la nostra volonta,

Jissa.

§ 5. IL TEOREMA GENERALE DI ESISTENZA E DI UNICITA

38. La serie d'equivalenza caratteristica sopra una curva riducibile. — La
definizione della serie caratteristica sopra una curva riducibile C = C, -+ C, -+
-+ (; (tracciata su una superficie /) costituita da z parti irriducibili
distinte Cy, C,,---, C, e dotata soltanto di » nodi, dei quali vy, vy, 0,

4

spettanti rispettivamente a queste parti e Z [Ci, C;] (¢ < j) provenienti
i1j=1

dai punti ad esse comuni a due a due, si fonda invece che sulla geometria

delle serie lineari, che giuocava nel caso d’una curva irriducibile, sulla geome-

tria delle serie d’equivalenza da me sviluppata dal 1932 in poi @, e partico-

(129) F. SEVERI, Leszoni, Cap. V.
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larmente delle serie d’equivalenza neutre ®3), la quale interviene quando alcuni
dei nodi di C si riguardano come virtualmente inesistenti.

Valgono, per queste ultime serie, proprieta analoghe a quelle esposte
nel n. 12 per le serie lineari neutre. Talune di queste proprieta (come per esem-
pio lunicitd della serie di equivalenza, completa rispetto a certe coppie di
punti di C, assegnate come neutre, e determinata da un gruppo di punti di C,
indipendente da quelle coppie) trovansi giad esplicitamente nel passo citato
delle mie « Lezioni». Altre proprietd giovano qui in modo essenziale e le por-
remo ora in rilievo.

Anzitutto osserviamo che #/ resto di una delle cop pie neutre rispetto ad una
serie d'equivalenza neutra completa, é una serie d'equivalenza completa, neutra
vispetto alle coppie vimanenti.

Per dimostrarlo nel modo pit rapido, proiettiamo genericamente C sopra
un piano, ottenendosi ivi una curva I, dotata di soli nodi provenienti dai v
nodi e dagli a punti doppi apparenti di C.

Suppongasi che & dei » nodi di € — diciamoli i nodi R — si considerino come
virtualmente inesistenti; e chiamiamo in modo generico R’ i nodi di I" proie-
zioni degli R. La serie d’equivalenza completa, individuata da un gruppo di
punti non contenente alcuno dei punti che cadono a coppie negli R’, & segabile
su I" con un sistema lineare di aggiunte, neutre per le & coppie R, R’ e passanti
per un resto di quel gruppo, rispetto alle stesse aggiunte (costruito in modo da
non contenere alcun punto R') 31,

Se ora si vuole il resto di una coppia R’, R’ rispetto alla suddetta serie,
basta imporre a quelle aggiunte di passare pel nodo R’; cosi esse divengono
aggiunte neutre rispetto alle restanti & — 1 coppie K’, R', e segan pertanto
su I, fuori dei punti fissi, una serie lineare neutra completa, che costituisce il
resto cercato.

Dalla proprietd dimostrata deriva che wna serie d’equivalenza completa
rispetto a certe coppie di C, subordina su ciascuna componente della curva una
serie lineare completa, neutra rispetto a quelle delle coppie date, che appartengon
totalmente (¢ non con un sol punto) alla componente considerata.

Sia infatti, in primo luogo, una serie d’equivalenza g, su C, completa
rispetto ad una sola coppia neutra 4, B (nel caso che a noi interessa 4, B
sarebbe una delle coppie R, R). Se 4, B appartiene totalmente per esempio
alla componente Cy, la coppia ¢ neutra rispetto alla componente di g, su Cy,
ossia alla serie lineare gyt subordinata da g, su C; @. Inoltre il resto
gn— (A + B), costituisce, a norma del teorema sopra dimostrato, una serie
d’equivalenza, che non avendo pili coppie neutre assegnate, ¢ completa in
senso ordinario; epperd ha come componente su (; una gfzi:; completa 333,
Ne deriva (n. 12) che g,! & completa rispetto alla coppia neutra 4, 5.

(130) F. SEVERI, Lezioni, p. 186 (vedi nota 29).
(131) F. SEVERI, Lezivni, p. 187.
(132) F. SEVERI, Lezioni, p. 123.
(133) F. SEVERI, Lezioni, p. 135.
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Se un sol punto 4 della coppia 4, B appartiene a C}, il punto 4 non
puo esser fisso per la componente g;! perche se no sarebbe fisso per gf. 11 resto
&n— (A4 -+~ B) subordina dunque su (; la serie gt — 4, cioé una gf{i:i, che &
completa, come componente su () della serie completa &n— (A -+ B). Ma
allora anche la g;! risulta completa.

Il teorema & dunque dimostrato nel caso di una sola coppia neutra asse-
gnata. 5i dimostra in generale per induzione in relazione ad un numero qualsiasi
di coppie neutre assegnate, col medesimo ragionamento esposto, nel quale
la serie g — (4 + B) va invece considerata come una serie d’equivalenza
completa, rispetto ad un numero di coppie neutre inferiore di un’unita al dato.

Si osservera che, se ognuna delle coppie neutre assegnate ha i due punti
su componenti distinte, le componenti, su C,,---, C;, di una g completa
rispetto a quelle coppie neutre, sono serie lineari complete in senso ordinario,
come se la g fosse completa in senso ordinario. Perd, mentre una serie lineare
completa in senso ordinario & costituita dall'insieme dei gruppi ottenuti asso-
ciando in tutti i modi possibili z gruppi tolti dalle sue componenti, nel caso
di una g, completa rispetto alle coppie neutre considerate, si tratta invece
sempre di una g, parsiale in senso ordinario, epperd ottenuta dall’associare
quei gruppi delle componenti, che si corrispondono in una conveniente plu-
rilinearita (39,

Tutto cid premesso, si pud infine cercar di conseguire la definizione della
serie caratteristica di C, come curva di #, in guisa da completare i concetti
occorrenti per la dimostrazione d'un teorema esistenziale d’un sistema con-
tinuo di curve di 7, cui C appartenga totalmente, con prefissate condizioni
virtuali.

Dei » nodi di C, assegnamone £ — diciamoli 2 — come fissi; altri % — dicia-
moli @ — come virtualmente variabili; altri & infine (# + & + d = ») — diciamoli
R — come virtualmente inesistenti. Designamo inoltre con C, la curva C gra-
vata da queste condizioni virtuali.

Si pud allora determinare in infiniti modi su Z (per esempio consideran-
done le sezioni con le forme di ordine abbastanza alto dell’ambiente lineare)
un sistema lineare | Z | irriducibile, che contenga parzialmente C e sia effet-
tivamente privo di punti base; in guisa inoltre che:

1) Il sistema |0 | = | E — (| sia irriducibile ed effettivamente privo
di punti base.

2) Esistano curve Z — diciamole Z — passanti doppiamente pei nodi
P, semplicemente pei nodi ( e non contenenti alcuno dei nodi R, né altri
punti di C, fissi al variare delle Z.

Queste possibilitd conseguono da elementari proprietd di geometria sopra
una superficie.

(134) ¥. SEVERI, Lezioni, p. 175.
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Le £ staccano su Cy, fuori dei punti base prescritti, una serie d’equi-
valenza neutra rispetto alle coppie R, R, la quale, completata ove occorra
come serie neutra, & individuata da un gruppo (Z, ) —XGp — G, indi-
pendente (n. 12) dalle coppie R, R, ove i simboli Gp, Gp hanno i significati
analoghi a quelli fissati nel n. 11. Indicheremo, al solito (n. 13) con | (E,C)—
— XGp— XGy | g questa serie. La serie differenza (nel campo delle serie
d’equivalenza neutre su una curva Cy):

[(E,C)—(D,C)—XGp—2Gp |zr

se esiste effettiva, ¢ indipendente (nelle ipotesi poste) dal sistema ausiliario
| £ | e si chiama la serie caratteristica (Cy, Co) della curva C con le assegnate
condizioni virtuali.

Se la predetta differenza non ha senso nel campo delle serie effettive,
essa, insieme a tutte le differenze analoghe, ottenute mutando | % |, da luogo
alla serie caratteristica wirtuale di C,.

Dimostriamo che:

Sopra una, ¢ sia C, delle componenti di C, la serie caratteristica di C
subordina la serie

]CS’ 3)’1“(63)63“%"_}—61?)!:

0 . .o . . . .
ove C} ¢ la curva C;(i = 1,+++,t) colle condizioni virtuali che C, subordina
su essa 139,

Specifichiamo anzitutto le condizioni virtuali subordinate da €' su (;
cost da definire la curva Cy.

Fra i nodi 2 di C,, quelli che son nodi di (; — li chiameremo /" — deb-
bono ivi assegnarsi come nodi fissi e quelli che cadono nei punti del gruppo
G=(Cy,Cy+---+ Cy) - li chiameremo /"' — devon togliersi come punti
doppi per la serie subordinata da | (Cy, Cp) | su . Inoltre i nodi Q di C,
che cadon in nodi di C; — li chiameremo Q' — son virtualmente variabili per
C, e quelli che appartengono a G — li chiameremo Q" — debbon sottrarsi come
punti semplici. Infine i nodi R, che cadono in punti di € ~ li chiameremo R’ -
son virtualmente inesistenti per C; e quelli che cadono in G non hanno alcun
riflesso nella serie suddetta.

Le £ segano su C; una serie, la quale eventualmente completata rispetto
alle coppie neutre R', R, risponde al simbolo

(B, C)—EGp — 5o —2 EP" — 20" lanw

onde, se & effettiva la serie subordinata da | (Cy, Cy) | su i, essa risponde
al simbolo

(33) [(E,C)—(D,C)—2XGp — LGy —2XP" —XQ" |z & s

(135) La proprieta & a priori prevedibile. La sua stessa validita condiziona invero
preliminarmente, ai nostri fini, la scelta della definizione di serie caratteristica su .
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e, se la predetta serie non & effettiva, questo simbolo denota la serie virtuale
subordinata. Ora:

<E3 Cl) E<C1>Cl> +<Cl> C2 +ee Ct) +(Cl,-D>,
epperd il simbolo (35) pud essere sostituito dal simbolo

(G, C) —=2Gp — ZGo + (G, Cot - Cp) —2 2P — ZQ" |pimr .

Ora, il gruppo (Cy, ) — X Gp — XGyr, se esiste come gruppo indi-
pendente dalle coppie XK', R’, individua la serie neutra effettiva | (Cy, C9) |;
e se non esiste come gruppo indipendente dalle dette coppie neutre, indi-
vidua la serie virtuale | (Cy, C1) |-

Similmente dicasi del gruppo (&, C, +---4 Cp — 2 2P — 2Q",
il quale, nel campo in cui c¢i muoviamo delle serie neutre rispetto alla coppie
R', R', deve essere (sia o no effettivo) rappresentato dal simbolo
(C‘;J ,Co 4o Cto). Resta cosi dimostrato quanto volevamo, perché la serie
subordinata da | €Y, €1) | su C;, a norma del primo teorema dimostrato in
questo numero, € completa rispetto alle coppie neutre R’, R’

La serie | (Cy, Co) | & effettiva soltanto quando lo sono le sue compo-
nenti su C7,---, (. Questo accade certamente allorché C, appartiene ad
un sistema continuo & di curve analoghe. Ciot lesistenza su C,, come serie
effettiva, della serie (di equivalenza, newtra) caratteristica, é condizione neces-
saria per lesistenza di un sistema continuo di curve contenente totalmente C,
(ossia tale che la sua curva genevica abbia lo stesso ordine di C e soddisfaccia
alle analoghe condizioni virtuali).

Si determini infatti un ordine / cosi alto che le forme di quell’ordine
stacchino su / un sistema lineare |Z | contenente parzialmente ogni curva
di X' e nel quale esistano curve Z passanti doppiamente pei nodi fissi 2, sem-
plicemente pei nodi Q' virtualmente variabili di una generica curva Co di X
(nodi che per Cy — Cy hanno per limiti i Q): in guisa inoltre che i sistemi
|E"|,|D"| = |E — Cy| non abbiano come punto base nessuno dei nodi
virtualmente inesistenti R’ di C, (i quali per Cy — C, tendono ai nodi R).
Queste condizioni posson soddisfarsi per ogzi curva di 2 non possedente altri
nodi all’infuori di quelli che tendono ai nodi di C,.

Allora su C, la serie d’equivalenza neutra:
[ (Co, Co) lrr = [ (Co, B —2Gp —(Co, D) |r.x
ha per limite, quando Co— Co, la serie
| (Co, B) —2Gp —(Co, D) |z s

la quale contiene necessariamente anche il gruppo Z'G,, proveniente dal
fatto che, per C, tendente a C,, due delle intersezioni di Co con C, si appros-
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simano ad ogni Q prescelto (una per ciascun dei rami di cui questo punto &
origine). Esiste pertanto su C,, come serie effettiva, la

[(E,Co) — (D, Co) —2ZGp—2GCp |z.r

e questa, seconda la definizione precedente, non ¢ che la serie caratteristica

di C.

Osservazione [. Pud darsi che la differenza fra le serie d’equivalenza
neutre | (£, Cy) —ZGp—2GCy gz € | (D, Cy) |,z ciot la serie | (Cy, Cy) |,
possegga qualcuna delle coppie neutre £, R come fissa (n. 12). Cio accade
sempre che il relativo nodo R assegnato per C come virtualmente inesistente,
risulti in realtd limite di un nodo effettivo variabile (o pil in particolare fisso!)
delle curve C’. Vale anche la proprietd reciproca, come vedremo pilt tardi.

Osservazione 1. Dire che esiste effettiva la serie | (Cy, Cy) |, non significa
affatto che esistano effettive le serie caratteristiche sulle componenti di Cy;
ma bensi che sono effettive le serie subordinate su C; dalla | (Cy, Cy) |.
Prendiamo per esempio su / un sistema lineare irriducibile | C | rispetto al
quale sia fondamentale una curva eccezionale (di 1# specie) ¢; di Z. Posto
|G| =|C—Cy|, la serie caratteristica su C; & virtuale (¢ la serie dei suoi
punti, presi negativamente), mentre ¢ effettiva la serie subordinata da C; + C,
su C; (¢ la serie lineare zero), com’e effettiva la serie d’equivalenza carat-
teristica della curva composta C, = (;+ C, nella quale il punto (C,, C,)
si consideri virtualmente inesistente.

Naturalmente, se il sistema continuo in cui € pud variare contiene curve
. .. 0 0 . . .
spezzate in parti vicine a €y ,- -+, (}, ognuna di queste possiede la serie carat-
teristica effettiva.

39. Un’ovvia estensione del principio di spezzamenio. — Per la dimostrazione
del teorema generale di esistenza e di unicita, occorre (come abbiam detto
nell’Introduzione) un’estensione pressoché immediata del principio di spez-
zamento di Noether-Enriques; ed & opportuno di premetterla, onde evitar
dipoi digressioni.

Sia C, su F, una curva irriducibile, dotata soltanto di nodi, la quale tenda
ad una curva spezzata C,, pure dotata di soli nodi e della quale sia ¢} una
parte irriducibile. Suppongasi, se & possibile, che per € — (), vi sieno % nodi
di C tendenti ad altrettanti nodi di C,, situati su Cj, e che ( non contenga
altri nodi della curva limite. L’argomentazione topologica addotta per con-
seguire il principio ordiginario, si applica anche qui, onde concludere che,
interdetto sulla curva variabile C il passaggio da uno ad altro foglio della
rispettiva riemanniana, in corrispondenza a ciascuno degli Z nodi, al limite
la curva (; si trova sconnessa colla parte rimanente di Cy: il che & assurdo
perché la C era connessa, nonostante la prescritta interdizione. Sicché lo spez-
zamento considerato non pud avvenire senza che la curva limite acquisti
almeno un nuovo nodo sopra Cj. Il risultato si pud conseguire anche per via
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algebrica con facile estensione del ragionamento esposto nelle mie « Vorle-
sungen » 3%, In conclusione:

Se una curva variabile C, con soli nodi, tende ad una curva limite C, con
$0l7 nodi, ed una parte irriducibile di C tende ad una componente spezzata di
Co, della quale sia C\ una parte, la curva limite acquista sopra C, almeno un
naovo nodo.

Osservazione. Ne deriva che se una C irriducibile con soli nodi si spezza.
in una curva con soli nodi, composta da # parti, al limite essa acquista al-
meno #— I nuovi nodi, che connettono le parti a due a due.

40. 17 teorema generale di esistenza, di unicita e di completezza. — Questo
teorema, che riassume nella sua generalita le parti essenziali della nostra
ricerca, pud enunciarsi come segue:

TEOREMA. Sopra wuna superficie algebrica qualungue F, sia C una curva
composta da t parti irriducibili distinte C,---, C; e dotata soltanto di nodi
(compresi quelli comuni alle parti a due a due). Taluni, P, di questi nodi, si
assegnino a piacere come nodi jissi; altri Q, in numero di h, come virtualmente
variabili e 7 vestanti, R, come virtualmente inesistents.

Perché C, cost condizionata, appartenga totalmente ad un sistema continuo,
ciod perché sia limite d'una curva C dello stesso ordine, variabile su F, la quale
acquisti al limite © nuovi nodi R e possegga soltanto punti base nodali nei P
ed abbia inoltre b nodi Q effettivamente variabili, tendenti ai Q, occorre e basta
che esista effettiva su C la serie d’equivalensa caratteristica, per la quale:

a) nessuno dei punti delle coppie P, P di C, assorbite dai P, sia fisso;
b) nessuna delle coppic Q ,Q sia fissa;

¢) le coppie R, R sieno neutre, ma non fisse.

Piir componenti di C son limiti d’una sola componente ivriducibile di C,
allora ¢ soltanto allora ciesse formano un sistemna connesso attraverso a certunt

dei nodi R. In particolare, perché C sia irriducibile, é necessario ¢ sufficiente
che le ¢ componenti di C formino un sol sistema conmesso attraverso agli R.

Vale infine il teorema di unicita ¢ di completesza, nel senso che C, con le
Jissate condizioni virtuali, appartiene ad un sol sistema continuo completo {C},
il quale & pure individuato da ogni C possedente soltanto i nodi fissi e i nodi
variabili Q. Tanto C che C sono ciascuna origine d’una falda lineare di {C} 03
e la serie d’equivalenza caratteristica di {C} é completa su ognuna di tali curve.

(136) Anhang 7, p. 319.

(137) Naturalmente, cangiando le condizioni virtuali da cui C & gravata (od anche
soltanto le reciproche posizioni dei 2,'Q, & o di alcuni di essi, pur lasciando invariati i loro
numeri), C, colle nuove condizioni, pud esser origine d’un’altra falda lineare di {C} o di
un altro sistema.



538 CXLI. —~ La teoria generale dei sistemi continui, ecc.

La necessita, per la tesi principale del teorema, sia della esistenza della
serie caratteristica sulla C condizionata, come dalle ipotesi &), &), ¢), relative
a tale serie caratteristica, risulta gia dal n. 38.

ui s Sy

Qisand

Si tratta ora di dimostrare la sufficienza. Ci fermeremo soltanto sulle
argomentazioni essenzialmente nuove e chiameremo (), la curva C con le
condizioni contemplate nell’enunciato del teorema.

Sia | £ | il sistema lineare regolare completo staccato su # dalle forme
d’ordine / abbastanza alto dell’ambiente. Si pud anzitutto supporre che per
j esso sieno soddisfatte le condizioni 1), 2) del n. 38, e che le & soddisfacenti
a tali condizioni, seghino su C, fuori dei punti base assegnati, una serie cozi-
pleta, non speciale, neutra rispetto alle coppie R, R.

! Questo fatto, costituente il fondamento del processo dimostrativo, si
:' stabilisce cosi. Crescendo, ove occorra, /, si puod ottenere che sieno comples-
sivamente indipendenti le condizioni lineari semplici perché le forme d’ordine
/ tocchino, in cilascun dei £, i due rami di € (e tocchino ivi quindi & e stacchino
percid una £ con un nodo in P) e perché le forme stesse passino pei Q. Da
cid deriva (con facile estensione dell’analoga proprietd delle serie lineari
ordinarie), che le £ staccan su C, fuori dei nodi fissati, una serie d’equivalenza
godente appunto delle indicate proprieta.

dei nodi di C, per la proprieta 1) del n. 38], siccome esiste, per ipotesi, la serie
caratteristica | (Cy, Co) |, in virth della completezza della serie segata dalle
E su C,, debbon esistere curve £ passanti pel gruppo I' = (C, D). Esse stac-
cano ulteriormente su C, la serie completa |(Cy, Cp) |-

Cio consente di applicare al caso generale della ¢ comunque spezzata
il procedimento sviluppato dettagliatamente per una curva irriducibile priva
di nodi e del quale, quando esiston nodi, si sono spiegati gli adattamenti nelle
tappe successive del nostro cammino. Un’altra circostanza fondamentale,
che rende pienamente applicabile il procedimento cui s’allude, & che il teo-
rema di Riemann-Roch per le serie d’equivalenza neutre, sopra una curva
riducibile, si esprime come I'analogo teorema relativo alle serie lineari sopra
una curva irriducibile.

Il gruppo I' si decomporra in Iy + Iy, ove I3, di d, punti, presenti alle
E altrettante condizioni semplici di passaggio, le quali importino come con-
seguenza il passaggio pel gruppo [l di # = 6 — ¢, punti ove 7 & Uindice di
specialita della serie | Cy, Cp)|. Designate con Z* le Z prossime a C, -+ D,
dotate dei nodi fissi, 2; di % nodi vicini ai Q e di J; nodi prossimi ai punti di
I}, si trova ch’esse formano una falda lineare @, di origine C, -~ D, e che
hanno in sonseguenza 7 nodi prossimi ai punti di I, Le £* hanno dunque
0 nodi vicini ad altrettanti di €, + D, situati su D; e poiché questi sono i
soli nodi che la curva spezzata C, + 2 possiede sulla componente D, si con-
clude, in virtl del n. precedente, che le Z* sono spezzate in una parte (irridu-
cibile) prossima a D ed in una parte C, (irriducibile o riducibile) prossima a C.
Tanto basta per concluder la sufficienza delle ipotesi per la tesi principale
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(variabilitd di C in un sistema continuo). E di pill, siccome le £Z* infinitamente
vicine a €y + D, staccan su C, fuori dei prescritti punti fissi, la serie d’equi-
valenza medesima che vi segnano le Z, si conclude altresi col teorema di
completezza.

La tesi ulteriori del teorema discendono a questo punto in modo imme-
diato. La curva C, non possiede invero alcun nodo, avente per limite uno dei
nodi R, perché altrimenti questo R darebbe luogo su C, ad una coppia fissa
della relativa serie caratteristica. Inoltre una parte di C,, avente per limite
una parte di C,, connessa attraverso a certuni degli R, & irriducibile, perché
¢ di per s¢ connessa, senza che alcuno dei suoi nodi debba considerarsi vir-
tualmente inesistente. Infine, la curva C,, in quanto abbia soltanto i nodi
che spettano alla curva generica del sistema continuo completo definito da
Co, appartiene, al pari di C, ed in virth della tesi principale del teorema, ad
una sola falda lineare, di cui essa ¢ dunque origine entro il sistema predetto.

Osservazione I. L’esistenza della serie caratteristica effettiva su C, (ossia
sulla C gravata dalle condizioni virtuali dell’enunciato) ¢ indipendente dalle
ipotesi @), 4), ¢) che posson cadere o tutte o in parte.

La a) esige invero che ognuno dei 2 si comporti genericamente come
nodo base del costruendo sistema continuo; mentre potrebbe accadere che
per la serie | (Cy, Cy) | fosse in conseguenza fisso qualcuno dei P, sopra 'uno
o 'altro o su ambedue i rami in esso incrociati. In tal caso le curve del sistema
continuo {Co} passerebbero bensi con un nodo per quel punto 2 (non essendo
possibile che la generica curva del sistema continuo abbia in 2 una singola-
ritd pitt complessa di quella ivi presentata dalla particolare C,), ma in P esse
avrebbero uno o due rami con un contatto fisso pilt o meno intimo.

L’ipotesi a) serve dungue soltanto a garantire che ogni P sia un punto base
nodale ordinario (ciod a tangenti varibil) pel costruendo sistema continuo.

Passiamo all’ipotesi &). S’essa non ¢ soddisfatta per un Q, cio¢ se la coppia
Q, Q ¢& fissa per la serie | (Cy, Cy) |, questa serie, astrazione fatta da Q , Q,
si riduce alla serie caratteristica di una curva C,, derivante da C, col passare
il punto @ dal novero dei nodi virtualmente variabili a quello dei nodi fissi.
E cio perché la coppia @, Q era gid stata sottratta una volta nel definire la
serie caratteristica di (.

Pel teorema dimostrato, la curva C,, individua un sistema continuo,
avente ¢ come punto base nodale ed il quale, colle sue curve infinitamente
vicine a (|, stacca ivi la serie caratteristica predetta. Cio significa che {Cp}
coincide con {C,}, epperd le curve del primo sistema hanno in conseguenza
il nodo fisso Q. Dunque:

L'ipotesi b) serve a garantive che ogni nodo Q, assegnato come virtualmente
variabile, sia nel fatto limite di un nodo variabile. S’essa non ¢ soddisfatta, Q
risulta fisso.

Esaminiamo infine l'ipotesi ¢}. Qualora non sia soddisfatta, per un nodo
R, cioe qualora la coppia R, R sia fissa, il nodo R pud passarsi dal novero

38
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dei nodi virtualmente inesistenti a quello dei nodi variabili (ed eventualmente
fissi) e con cio la serie caratteristica di (, resta immutata, astrazion fatta
dalla coppia R, R. 1l teorema di unicita e di esistenza permette allora di
concludere come sopra, ossia:

L'ipotesi ¢) serve a garantire che ogni nodo R, assegnato come virtualmente
inesistente, non sia limite di alcun nodo della gemerica curva del costruendo

\

sistema. S'essa non & soddisfatta il nodo risulta variabile o fisso.

Osservazione [[. 11 teorema fondamentale circa la composizione delle
serie d’equivalenza complete @), assicura che son complete anche le serie
subordinate da | (C,, Cy) | su ciascuna delle componenti irriducibili o su
ciascuna delle parti riducibili di C,, quando beninteso queste parti s’intendan
gravate dalle condizioni virtuali che loro spettano, in conseguenza delle con-
dizioni imposte a €. Tenuto conto del n. 38 si pud pertanto enunciare:

Se yo & una parte (trriducibile o viducibile) di C,, colle condizioni virtuali
che Cy subordina su essa, e 8, é la curva residua Cy— vy, le curve del sistema
completo {Cy}, infinitamente vicine a C,, Staccan su vy, la serie d’equivalensa
COMPLETA:

](70»V0>+<}’0’60)|*

In particolare, se nessuno dei punti comuni alle parti di € si assegna
quale virtualmente inesistente, cosicché (, resta composta da # parti scon-
nesse, come C, sopra ogni parte y, la serie | (yo, 0o) | riducesi alla rispettiva
serie d’equivalenza zero e la serie segata su y, dalle curve infinitamente vicine
di {Cy} non ¢ in tal caso che la serie caratteristica di y,.

L’esistenza della serie effettiva | (C,, Cp) | adduce pertanto Desistenza
della serie effettiva | (o, o) | € la curva generica di {C,} resta sempre spez-
zata nella somma di # componenti, prese rispettivamente dai sistemi continui
individuati dalle componenti irriducibili di C, con le prescritte condizioni
virtuali.

Quando invece esiste qualcuno dei punti dei gruppi (C;, ;) ed esso
si considera virtualmente inesistente, designata con y, una parte di C, alla
quale appartenga un nodo siffatto, se | (C,, Co) | & effettiva, la serie carat-
teristica | o, ¥o) + (Yo, 0p) | & effettiva, ma la | (e, 7,) | pud non esserlo.

Un esempio semplice di questa circostanza, & offerto, conformemente
all'Oss. II del n. 38, da un sistema {C,} per cui una curva y, eccezionale (di
1 specie) della superficie, sia fondamentale. Posto €y == y, 4+ 6, ed assegnato
come inesistente il punto (o, 6p) su v,, la serie | (yo, 7o) + (7o, 6o) | ¢ la
serie lineare zero, mentre la serie | (y,, y,) | non esiste effettiva.

Osservazione I11. Dal teorema generale di questo n. scende subito una
luminosa conferma della proprietd osservata nel n. 28, che cioé¢ non & mai

(138) F. SEVERI, Lezioni, p. 134.

|
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esorbitante un qualunque sistema lineare individuato da una C, anche par-
ticolare, purché irriducibile e priva di punti multipli, entro un sistema continuo
completo {| C|}, la cui curva generica sia appunto irriducibile e priva di punti
multipli.

Consideriamo infatti il sistema X, irriducibile e ben determinato, curve,
che contiene la curva generica di {| C |} (e che non abbraccia necessariamente
tutte le curve di {| C [}. Sia |C'| un sistema esorbitante di {| C [}; e 2’ sia un
sistema completo eventualmente ridotto soltanto a | C |, riempito dalle curve
di sistemi lineari esorbitanti analoghi. L'ipotesi & che la curva generica di
|C|, anzi di X', sia anch’essa, come la curva generica di 2, irriducibile e
priva di punti multipli. Una curva Cy, comune a |C | ¢ a X ha necessariamente
qualche punto multiplo, perché, in caso contrario, si contraddirebbe al teo-
rema di unicitd. D’altronde, poiché la generica curva tanto di X che di X’
¢ priva di punti multipli (e quindi irriducibile), volendo definire X, 5" a
partire da C,, la curva stessa va concepita virtualmente priva di tutti i suoi
punti multipli. E siccome in tal guisa si determina su C, una sola serie carat-
teristica, i sistemi X', 2" non possono esser distinti, contro Iipotesi che ||
sia esorbitante. Quest’ipotesi & dunque assurda.

§ 6. IL PRINCIPIO GENERALE DI SPEZZAMENTO

41. Relazione tra la connessione di una curva spessata Sopra una superficie
ed il genere geometrico di questa. — Conseguiremo in questo n. il principio
generale di spezzamento enunciato nell’Introduzione, sotto ipotesi notevol-
mente pitt ampie di quelle di B. Segre ed in modo pitt rapido.

Sia Z una curva irriducibile variabile, su %, dotata di soli nodi, i quali
sieno variabili con Z (in particolare sieno fissi, tutti o in parte).

Sia €' + D una particolare posizione di £, spezzata in due componenti
€', D, una delle quali, C, sia irriducibile; 'altra, D, potendo essere riducibile.
La C + D abbia essa pure soltanto nodi, dei quali un certo gruppo limite
dei nodi di £: gruppo bene individuato per Z abbastanza vicina a C 4 D
(in una falda lineare). Il gruppo stesso, nelle ipotesi pilt generali, si scinderd
in tre gruppi parziali, costituiti rispettivamente da certi punti comuni a C, D,
da certi nodi di C e da certi nodi di D. C’interessa soltanto ora di considerare
i nodi limiti, appartenenti a C, che costituiscono eventualmente un gruppo
4, di nodi di € ed un gruppo I di 6, punti comuni a €, D. Dovremo inoltre
considerare, per le successive argomentazioni, i nodi che Z acquista ex novo
al limite sulla componente €. Anche questi costituiscono un eventuale gruppo
4, di nodi di € ed un gruppo I} di 6, punti comuni a €', D. Il gruppo I, non
manca mai, cio¢ &, > 1 (n. 39). Complessivamente 4, + A, danno tutti i
nodi di ¢’ ognuno una sol volta; e I' + I, esauriscono il gruppo (C, D),
contandone ogni punto una volta. Nella curva € -+ D concepita come limite
di £, si debbon assegnare come virtualmente variabili i nodi limiti di quelli
di £ — e quindi in particolare i nodi del gruppo 4, -+ I', - e come virtualmente
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inesistenti i nodi che compaiono ex novo - e quindi in particolare quelli del
gruppo 4, 4+ I La curva C +- D, cosl condizionata, individua il sistema
completo {£}, e s’indichera col simbolo Cy + D,.

Consideriamo la serie d’equivalenza caratteristica di £ su C,+ D,.
Essa subordina su C, la serie lineare | (Cy, Cy) + (Cy , Dy) |, completa rispetto
alle coppie di 4,, considerate come neutre (n. prec., Oss. II). Per ottenere
un gruppo (Co, Co) + (Cy, Dy), basta togliere dal gruppo (C, C) + (C, D),
staccato su € da una generica delle £ infinitamente vicine a C -+ 0D, il gruppo
delle coppie di 4, le quali son fisse per la serie |(C, C) + (C,D)| ed il
gruppo I costituito esso pure da punti fissi per | (C', C) + (C, D) | . Il gruppo
(Cy, Cy) & cioe un gruppo caratteristico di €y, in quanto su Cy si considerino
i nodi di 4, virtualmente variabili ed i nodi di 4, virtualmente inesistenti;
e (Co,Dy) riducesi a I,

Una circostanza essenziale & che per la serie | (Cy, Cy) -+ I, |, avente
le coppie di 4, neutre, nessuno dei punti di I'y ¢ fisso, giacché in caso contrario
qualche punto di I, non sarebbe nodo acquisito ex novo nel passaggio da
E a C+D (n 4o, Oss. I).

Tutto quanto abbiamo sin qui detto, in via preparatoria, non & che mera
applicazione del n. precedente. Passiamo ad occuparci pitt direttamente del
principio di spezzamento.

Suppongasi anzitutto d, > 1 e dimostriamo che, se &, << p, (epperd
Py = 2) 1 punti di I, presentan condizioni di passaggio dipendenti alle curve
canoniche impure X di 7. Escludasi all’'uopo da I, un punto P: allora pel
gruppo Iy — P, che contiene al pilt p, — I punti, passa almeno una XK. Ora,
o ogni K passante per I, — P contiene in conseguenza tutta la C e quindi
P, e Iasserto & stabilito; oppure esiste qualche K passante per I, — P e non
contenente C: allora il gruppo (Cy, K) + (Cy, Cp) & su C un gruppo della
serie canonica neutra rispetto alle coppie di 4,, ciot il gruppo ( Cy, Co) +
+ (I, — P) ¢ su C un gruppo speciale neutro. Se X non passasse per 2, a
causa del teorema di riduzione 33, il punto P risulterebbe fisso per la serie
| (Co, Co) + Iy |, contrariamente al fatto fondamentale sopra segnalato.
Dunque K passa per £ e i punti di [, presentan condizioni di passaggio
dipendenti alle X.

Si conclude che, se i punti di [} son indipendenti rispetto alle X, & neces-
sariamente 6, = p, + 1.

Esaminiamo lipotesi prima esclusa 6, = 1, in cui dunque I} riducesi
ad un solo punto P. In tal caso, se p, = o, vale la conclusione a cui siamo
pervenuti per J, > 1. Se poi ¢ p, = 1, dobbiamo ancora distinguere even-
tualita in cui il sistema canonico ¢ zero (p, = 1) dal caso delle X d’ordine > o.

(139) F. SEVERI, Trattato di geometria algebrica, Bologna, Zanichelli, 1 (1926), p. 154
Il teorema di riduzione vale ovviamente (con la consueta dimostrazione) per le serie lineari
neutre.
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In quest'ultima eventualita dico intanto che 2 dev’esser punto base di | X |.
La proprieta vale senz’altro se C & parte fissa di X in caso contrario, dato
che esista una X non contenente P, esiste su C un gruppo canonico neutro
(Co, Co) + (Cy, K) non passante per P; epperd P & fisso per la serie | Cy, Cp) +
+ P, contro alla proprieta fondamentale segnata. Se infine le curve canoniche
(pure) K di F son lo zero dell’equivalenza lineare, la serie |(C,, Cp)| &
senz’altro su C, la serie canonica neutra e quindi la serie | (C,,C,) + P
ha il punto fisso 2, contrariamente alla ricordata proprieti.

Pertanto, se p, > 1, dev'esser 8, = 2 (epperd si ricade nell’esame in
precedenza esaurito) solvo il caso in cui il punto I} (6, = 1) sia base per le
curve canoniche impure. Auncke in questo caso si puo dire che I'y presenta con-
dizioni dipendenti di passaggio alle K, perché ne presenta meno del numero
de’ suoi punti (e cioé zero).

Si arriva, concludendo, al seguente principio gemerale di spezzamento:

Sopra una superficie F, di genere geometrico p,, sia E una curva irvidu-
cibile variabile, dotata di soli nodi, la quale tenda ad una curva speszata, pure
dotata di soli nodi. Sia inoltre C una componente irriducibile della curva limite
¢ D la parte residua (irriducibile o riducibile). Allora fra i punti del gruppo
(C, D)vene su C almeno uno, che é un nodo nuovo della curva limite. I7 numero
dei nodi nuovi facenti parte di (C,D) ¢ almeno ugnale a p, - 1, oppure essi
Dresentano condizioni di passaggio dipendenti alle curve canoniche impure di F.

Nella Memoria .S (citata nella nota 11) il principio di spezzamento trovasi
sotto le ipotesi limitative che €, D sieno ambedue irriducibili e prive di punti
multipli e che per almeno una di esse esista effettiva la serie caratteristica:
ipotesi che non sono affatto necessarie pel nostro ragionamento.

42. Casi di spezzamento in cui lestremo inferiove p, -+ 1 ¢ raggiunto.
Ci rimane da provare che I'estremo p, + 1, che figura nel principio di spez-
zamento, puo esser nel fatto raggiunto. Riprendiamo all'uopo le curve £
(considerate nei nn. 15 e segg.) staccate su 5, priva di punti multipli, dalle
forme d’ordine abbastanza alto dell’ambiente; e suppongasi che la curva C,
priva di punti multipli, considerta nel n. 15, definisca un sistema lineare rego-
lare | C'|. Anche il sistema residuo |D | = | E — C | pud senz’altro supporsi
supporsi regolare (n. 15). Allora lindice di specialita di un gruppo (C, C)
¢ uguale a p, e i punti di (€', D), in numero di §, presentan d — p, condizioni
di passaggio indipendenti alle £.

Scegliamo in (C', D) un gruppo parziale I} di 6, = 6 — p,— 1 punti,
presentanti condizioni indipendenti alle Z, e sia I} il gruppo dei p, -+ 1 punti
residui. La curva C -+ D, nella quale si assegnino come virtualmente variabili
i punti di I} definisce un sistema continuo completo {£} di curve effettivamente
dotate di 6; nodi variabili, il qual sistema passa per C -+ con una falda
lineare, sicché una £ abbastanza vicina a € -+ D (per esempio una £ com-
posta con una curva di | C' | ed una di | D |} ha effettivamente ; nodi prossimi
a quelli di 7). La generica £ di {£}, pel teorema d’esistenza e di unicita, ¢
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irriducibile e non ha che i 8, nodi prescritti, perché nessuna delle coppie di
I, & fissa per la serie d’equivalenza caratteristica di € + 0, mediante cui si
& definito {£}. Orbene, quando £ si spezza in C + D, acquista dunque come
nuovi nodi tutti i punti di I, cioé esattamente p, + 1 nodi. Si pud quindi
enunciare:

Sopra una superficie F di genere geometrico p, esistono sempre curve rri-
ducibili mobili in sistewmi comtinui, ciascuna delle quali speszandosi acquista

sopra una delle sue componenti esattamente p, -+ 1 nodi nuovi. che son punti

di connessione fra quella componente e la parte residua della curva.

Da cio il significato topologico di p,, indicato nell’Introduzione.

Osservazione I. Se la curva si spezza in pill componenti e nessuno dei
gruppi di connessione delle parti a due a due presenta condizioni di passaggio
dipendenti alle curve canoniche impure, per ogni componente debbon aversi
almeno p, + 1 punti di connessione.

Osservazione 11. Se la superficie 7 ha la curva canonica zero ed & priva
di curve eccezionali, la eventualitd che i nuovi punti doppi acquistati dalla
E presentino condizioni dipendenti alle curve canoniche pure, non pud mai
verificarsi. Percid sopra una superficie con curva canonica zero, priva di curve
eccezibnali, una curva variabile, irriducibile, con soli nodi, non puo spezsarst
senza acquistare almeno due nuovi nodi.

Se £ & di genere p, =1 ed ha una curva canonica effettiva, i nuovi
punti doppi acquistati dalla Z spezzandosi, sono almeno due o uno solo, ma,
in quest’ultimo caso, giacente sulla curva canonica. Se # ¢& priva di curve
eccezionali ed ha p, > 1 ed il suo sistema canonica puro & privo di gruppi
neutri, non potrd il numero dei punti doppi acquistati scendere al disotto
di p,, perché, in caso diverso, i punti stessi costituirebbero un gruppo neutro
del sistema canonico.
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CXLII.

IL TEOREMA DI RIEMANN-ROCH SOPRA LE SUPERFICIE
PER CURVE DOTATE DI COMPONENTI MULTIPLE

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana (2), 4 (1941), pp. 1-7.

RIASSUNTO. — L’Autore osserva come il teorema di Riemann-Roch per sistemi lineari
di curve d’una superficie non possa finora ritenersi acquisito quando la curva mediante cui
si vuole individuare il sistema possiede componenti multiple ed estende il teorema appunto
a questo caso.

Nel rielaborare la dimostrazione (da me data nel 1903) [Nota XXVI,
Vol. I, p. 317; N. d. R.] del teorema di Riemann-Roch sopra una superficie,
in occasione delle mie lezioni di quest’anno presso il Real Istituto di Alta
Matematica, ho constatato che il teorema stesso deve finora ritenersi acquisito
soltanto sotto I'ipotesi che la curva C (mediante cui s'individua il sistema
lineare | C'[), se & riducibile, consti di componenti tutte semplici ®.

Mi propongo di mostrare qui come il procedimento possa estendersi ad
una curva con componenti multiple e di esporre un altro modo di ottenere
lo stesso risultato, deducendolo, con alcune considerazioni complementari
dal teorema concernente le curve prive di componenti multiple.

I. Riassumo anzitutto, per la piu facile intelligibilith del seguito, il con-
cetto della mia dimostrazione per una C irriducibile o spezzata in componenti
semplici.

@) Si premette (come nella mia Nota lincea del 1903 sul teorema di
Riemann-Roch) un primo lemma, concernente la completezza del sistema
lineare segato sopra un piano generico di Sy, dalle superficie d’un fissato ordine
arbitrario, passanti per la curva comune a due date superficie, qualora questa
non abbia parti multiple.

) Si osserva che, se una C ¢ priva di componenti multiple, si pud
scegliere un modello proiettivo della superficie 7, dotato in S, di singolariti
ordinarie (linea doppia; punti tripli, triplanari su essa; punti cuspidali), tale
che €' si appoggi alla linea doppia (e non la tocchi) in punti 2, distinti dai

(1) Quest’ipotesi regge implicitamente la mia dimostrazione e a fortiori la dimostra-
zione precedente (di Castelnuovo): che, come si sa, era applicabile soltanto alle curve
irriducibili,
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punti tripli e cuspidali, e semplici per C. Cosicché C passa per ognuno dei 2
con un ramo lineare tracciato sopra una delle due falde di # in 2.

¢) Condotta per € una generica superficie @ d’ordine /, abbastanza
grande, si puo ottenre che lintersezione residua di #, @ sia una curva D
passante semplicemente pei 2 (non toccando la linea doppia) con un ramo
situato sulla falda di /' non attraversata da C e avente un gruppo di nodi
nelle ulteriori intersezioni di @ colla linea doppia. Si dimostra allora, sul fon-
damento del primo lemma, un secondo lemma secondo cui le superficie o
d’un ordine arbitrario %, passanti per C e poi nodi di D (superficie aggiunte a
D) segano ivi, fuori dei P e dei nodi, una serie lineare completa.

d) Si stabilisce ovviamente, sulla base della formula di postulazione
inerente alle superficie aggiunte ad 7, il teorema di Riemann-Roch pel siste-
ma aggiunto | (/S) | = |S" 4+ (/— 1) S| ad un multiplo abbastanza elevato
|L|=|/S| del sistema |S | delle sezioni piane di /. La dimensione effet-
tiva di questo sistema risulta uguale alla dimensione virtuale ' — p" + p, + 1

(n", p" essendo i caratteri virtuali del sistema, che & evidentemente non spe-
ciale). Diciamo regolare (come si suole) un sistema siffatto,

¢) Da d) si deduce, sulla scorta di un noto lemma elementare di Castel-
nuovo @, che ¢ regolare anche il sistema completo |/.S | per / abbastanza
grande.

/) Tutto cid premesso, si conduce per la ¢ data una superficie D,
d’ordine abbastanza alto, come in ¢). La dimensione del sistema |Z |=
= | C + D | si valuta subito in base ad ¢). Per valutare la dimensione » di
| €| occorre conoscere la dimensione & della serie (eventualmente incompleta)
staccata da | L | su D. Tale serie consta di gruppi equivalenti a (C, C) 4
+ (€, D) (ove il gruppo (C, D) ¢ definito sulla superficie, cio¢ non comprende
i punti P, che non sono intersezione di €', D sopra F). Per avere un estremo
inferiore di », basta conoscere un estremo superiore di 4. E questo si ottiene

(2) G. CASTELNUOVO, Annali di matematica (1897) (nota a pi¢ della pagina 318). Ved.
pure il mio F. SEVERI, 7rattato di geomeiria algebrica, 1, parte I, p. 149. 11 lemma notoria-
mente & questo: Se sopra una curva C di genere , si hanno due serie g7 ? e gF . la prima
delle quali sia completa e non speciale, contenga parzialmente la seconda (della quale non
si sa nulla) e lasci come residuo una serie non speciale, la somma minima delle due serie
& completa (non speciale). La g] pud essere benissimo parziale; ma quel che & necessario
(ed occorre segnalarlo in modo esplicito) & che la g, sia priva di punti fissi e quindi abbia

7 > 0. Invero, soltanto allora alla somma minima g2, . delle due serie un gruppo G, fissato

+m
nella gy presenta 7 condizioni distinte, potendosi costituire un gruppo della g2, che passi
per 7 —1 punti di Gy, e non pel rimanente, mediante un gruppo di gi~? passante per gli
77 —1 punti scelti e non pel rimanente (esiste certo un gruppo siffatto, perché G,, impone
nelle nostre ipotesi 7 condizioni indipendenti ai gruppi di g ~?) cui s’aggiunga un gruppo
di gg’;@, non avente punti comuni con G,,. Pertanto Fiod m G, ha la dimensione ¢ — = n— p.

Onde ¢ = + 2 — p, e la somma minima considerata & completa.
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dimostrando facilmente, sulla scorta del secondo lemma, che Iindice dj spe-
cialita della serie in questione uguaglia I'indice di specialita 7 di C. Cosi trovasi
rZ=n—p+p,+1—17, ove n,p sono grado e genere virtuali della C,
comunque riducibile, ma dotata di sole componenti semplici e virtualmente
priva di punti multipli.

2. Passiamo ad indicare i complementi occorrenti perché il procedimento
richiamato s’adatti al caso d’una C a componenti multiple. Sia I', in modo
generico, una componente s-pla (irriducibile) di €. Anzitutto si pud [come
in 4}] supporre che ogni componente di € incontri semplicemente la linea
doppia in punti generici P, sopra una delle due falde di # in P; sicché
ogni P sia origine di un ramo genericamente s—plo per C.

Una & d’ordine / abbastanza grande « passante » per C, il che, con rife-
rimento a I, significa che @ ha con # lungo I" un contatto s—plo, sega ulterior-
mente /' in una curva [ passante per ogni P con certi rami, anche non lineari,
taluni dei quali posson essere situati sulla falda di Z traversata da C (cioé
da I') e gli altri sull’altra falda. Dal punto di vista delle singolarita infinita-
mente vicine la singolarita di D in P sard costituita dal punto multiplo P, a
cui potranno essere infinitamente vicini altri punti multipli —1i chiameremo 2’ —
sopra le falde attraversate da D. Denoteremo in modo generico con ¢ le mol-
teplicita dei P e con ¢ le molteplicita dei 2’ per D. E essenziale osservare
che, essendo D variabile con @ in un sistema lineare (per un classico teorema
di Bertini esteso alle curve d’una superficie) i punti 7’ saranno fissi al variare
di D e, in corrispondenza alla generica @, le molteplicita di D in P e nei 7/,
come le posizioni dei punti stessi, saranno indipendenti da @.

Si tratta ora di dimostrare il lemma ¢), ossia che il sistema delle v d’or-
dine %, abbastanza grande, passanti per C, #ne/ senso espresso, e pei nodi di D,
diversi dai 2, sega sulla D (che & irriducibile), fuori dei P, P’ e dei nodi,
una serie lineare completa. Il ragionamento esposto pel lemma ¢) nella mia
Nota del 1905 ¢ senz’altro valido. Perd a un certo momento della dimostra-
zione ¢’¢ da applicare il lemma @), che pertanto occorre adattare alle attuali
pit esigenti ipotesi. Bisogna dunque provare che «le superficie di un dato
ordine % passanti, nel senso espresso, per I'intersezione completa di /', @
(che nel caso nostro & € + D), segano sopra un piano generico a un sistema
lineare completo », cio il sistema delle curve passanti per ogni punto imme-
diato del gruppo (I', @) e simili, avendo colla curva (#, a), in quel punto,
molteplicita d’intersezione s. Vale lo stesso ragionamento con cui nella mia
Nota lincea del 1903, fu conseguito il lemma &), purché ci si appoggi anziche
al teorema Af + By relativo al caso semplice, al teorema Af -+ Bg concer-
nente due curve f =0, @ = 0 con intersezioni infinitamente vicine ®.

In un altro momento della dimostrazione del lemma ¢) occorre tener
conto delle nuove ipotesi: quando ciot si applica il teorema delle aggiunte

(3) Ved. F. SEVERI, Zrattato di geometria algebrica, 1, parte I, p. 330.
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(nel senso di Castelnuovo) ad una curva sghemba. Infatti allora le 9 d’ordine
/e passanti per C e pei nodi D, hanno con D, in ciascuno dei P e P’, un’inter-
sezione multipla. Una o generica sega invero /, fuori di €, in una curva 2V,
che passa per P, P’ colle stesse molteplicitd con cui vi passa D. Ed & chiaro
(atteso il significato geometrico della molteplicitd d’intersezione) che la mol-
teplicitd d’intersezione di 9 con ciascuno dei rami di D per P & la stessa della
molteplicita d’intersezione di V' con ciascuno dei rami predetti, considerati
sopra £ e che quest’ultima & la medesima, cui danno luogo, nel punto proie-
zione di P, le proiezioni di V, D sopra un piano, da un punto generico dello
spazio; e cio perché ogni falda di F uscente da P si proietta biunivocamente.
Se la o si particolarizza (p. es. si spezza in una y d’ordine 4’ < /% ed in una
superficie qualunque d’ordine 7z — Z") la detta molteplicitd d’intersezione con
ciascun ramo di O pud crescere, non diminuire.

Ma ¢ ben noto che il teorema della completezza della serie staccata su
una curva piana dalle aggiunte d’un determinato ordine, vale immutato anche
se in ognuno dei punti d-pli immediati, o soltato in taluni di essi, s’'impone
alle aggiunte di avere con ciascuno dei rami uscenti da quel punto la stessa
molteplicitd d’intersezione che presenta col ramo stesso una curva avente
nell'intorno del punto le medesime molteplicitd della curva data; e siccome
questo fatto ¢ il fondamento della dimostrazione di Castelnuovo (relativa
alle aggiunte ad una curva sghemba) si conclude che, se alle aggiunte a D,
nel senso di Castelnuovo, s'impone di passare pei P, avendo con ciascuno
dei rami di D molteplicita d’intersezione uguale a quella che ha con essi una
superficie d’ordine abbastanza alto passante per C, il teorema della comple-
tezza della serie continua a valere. Tutto cid garantisce la piena riferibilita
della dimostrazione del lemma ¢) al caso attuale e quindi la maggiore portata
del lemma.

3. Rimane da esaminare sotto la nuova luce il ragionamento conclusivo
cui si & alluso in f). Qui ¢’¢ un solo momento in cui la presenza dei punti mul-
tipli 2, P’ della D si ripercuote sull’argomentazione; ed & quando occorre
di sapere che le aggiunte d’ordine 7 — 4 ad # (che sia d’ordine ) passanti
per C (nel senso espresso) segano su 2D un gruppo residuo d’un gruppo carat-
teristico di D, rispetto alla serie canonica effettiva M (D) di D. Nel caso attuale,
siccome l'aggiunto | D’ | alla D virtualmente priva dei punti multipli 2, 7’
(i nodi di 2 non contano, perché non son punti multipli della D, considerata
sopra F), sega su D gruppi equivalenti ad M (D)4 X (6 — 1) P +
4+ 2 (0" —1) P @ ove i sommatori son estesi a tutti i 2, 2’ vuol dire che
un’aggiunta d’ordine # — 4 per C sega su D un gruppo residuo della serie
caratteristica della D, virtualmente priva di punti multipli, rispetto alla serie
canonica della stessa curva, che & appunto una serie lineare neutra ®, indivi-

(4) Ved. le mie Lezioni sulle Serie, sistemi di equivalenza e corrispondenze tra varieta
algebriche, raccolte da F. Conforto ed E. Martinelli, pp. 229 e 230.
(5) ¥. SEVERI, Serie, sistemi d’equivalenza, ecc. (citato), p. 186.
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duata dal gruppo M (D) + Z(6—1)P 4 Z (8 — 1) . Ma siccome il
teorema di Riemann-Roch sopra una curva vale anche per le serie lineari
neutre © le argomentazioni si trasportano tutte al caso della € dotata di com-
ponenti multiple e si conclude colla desiderata estensione.

4. Vediamo infine come la stessa estensione possa conseguirsi a partire
dal teorema di Riemann-Roch per una curva priva di parti multiple.

Cominciamo a stabilire che, se € & una curva irriducibile, con punti mul-
tipli qualsiasi, ma virtualmente inesistenti, tracciata su %, il sistema lineare
| C =75 (S sezione piana di £) & crto irriducibile per / abbastanza grande.
Designati con 7, p i caratteri virtuali di C e con w il suo ordine, il grado e il
genere virtuali di | C 4 /.S | risultanto espressi da # 42, +2/7u, p - 5+
+/p—1, ove n;, py sieno i caratteri virtuali di |/S |. Pertanto il teorema
di Riemann—Roch per le curve prive di componenti multiple porge per la
dimensione R di |C + /S| la disuguaglianza R > #, — P+ P+ 1+
+ @ —p +/p+1), mentre [n. 1, ¢)] la dimensione di |75 | per / abba-
stanza grande ¢ #;,— p; + p, + 1.

Siccome # —p -+-7Zpu + 1, per / abbastanza grande, & certo positivo,
ne segue che | € 4-7/.5 | non pud avere la parte fissa C; e poiché le curve
€ +7S, avendo a due a due intersezioni variabili, non son composte colle
curve d’un fascio, ne segue I'asserto. Ma se & irridubibile | C + IS | risultano
irriducibili (per lo stesso teorema ora applicato sui casi di riducibilith d’un
sistema lineare) i successivi multipli di | C 4+ 7S |, ciod ogni sistema del tipo
|#C+£1S |, con £ intero arbitrario E se & irriducibile |AC +£I1S],

lo & pure, sempre per la medesima ragione, il sistema |2C+17'S|, con
' =kl

Supponiamo ora che C sia riducibile e precisamente che sia € = 5, I, +
4+ s; Iy, colle I'; irriducibile e coglinteri s; > 1. Esisterh allora un

intero A; tale che per /> 1; sard irriducibile il sistema |s; I+ /S|, epperd
il sistema |Xs; I +/S|=|C + [ S| risulterd irriducibile per 7> XA,
che ¢ quanto volevamo, in via preliminare, stabilire @,

5. Determiniamo / cosi grande che sia soddisfatta la condizione prece-
dente dell’irriducibilitd di | C + L | (L =75) e inoltre, detta X una curva
canonica (virtuale, impura) di 7, risulti per ogni ¢:

[F,L,L]>[F1,K] ’ [I’z,L]>[PI,K] (S,i"—"l)[ri,ri](g).

(6) Loc. cit. p. 186.

(7) L’argomentazione addotta a p. 272 di F. ENRIQUES-L. CAMPEDELLL, Zezioni sulla
teoria delle superficie algebriche, Padova, Cedam (1932), che & quella sopra usata per una
C irriducibile, non vale da sola per una curva riducibile (caso a cui gli Autori si riferiscono)
perché il sistema | C +-/4S|, pur avendo dimensione maggiore della dimensione di |45 |
potrebbe contenere come parte fissa qualche componente di C.

(8) Ciot [I';, L] maggiore del pit grande dei numeri [y, K1, [T, K] —(s;— 1)
[, I;], ch’é il primo dei due, se [I7, I';] > o.

Al
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E allora possibile di trovare un estremo superiore della dimensione &
della serie segata su una generica L dal sistema |D | = |C + L |, il quale
ha (colle solite notazioni) la dimensione R =7, — p;, + p, + 1 +
4+ (m—p +Zpu -+ 1). Invero, se una K passa pel gruppo (C,L)® essa
incontra I'; in pilt punti di quanti non possa contenerne una A non posse-
dente I'; come parte; epperod contiene I';. Qualora K contenga semplicemente
Iy, la curva K; = K — I'; dovrd passare pel gruppo (I';, L) in guisa da
avere con L in quel punto, se s; > 1, molteplicitd d’intersezione s; — 1.
Ma siccome

[, K] = [Ty, K] + [T, I4],

risulta, anche per [Iy,I] <o, [I;,L] > [I;, K] e K; contiene come
parte [ La curva residua K, = K;; — I'; = K — 2 I'; deve passare per ogni
punto del gruppo (I';, L) in guisa da avere ivi con Z, se 5s; > 2, molteplicita
d’intersezione s;—2. E siccome [I, K] = [I';, Kp] + 2 [[;, I;], risulta
[I;, L] > [I';, K] e K, contiene come parte I%;. Cosi proseguendo, si con-
clude che una K passante pel gruppo (C, L) contiene la curva s; [}
G=1,--+,8, ciot Iintera curva C.

Ora, essendo (D, L) = (C,L) 4+ (L,L), se (D,L) & speciale, siccome
su L (pel primo lemma, della mia Nota lincea del 1903) le curve X segano la
serie lineare completa residua di (£, L) rispetto alla serie canonica di Z (non
esistono, se (L , L) ¢ non speciale), cosi I'indice di specialitd di (£, L) uguaglia
il numero delle curve X indipendenti, che passano pel gruppo (C, L). Queste
contengono alla loro volta C; pertanto I'indice di specialita di (Z, L) & uguale
all'indice di specialita 7 di C. La dimensione & della serie segata da | D | su
L soddisfa dunque alla & <#;, +/p—p, + i, epperd la dimensione » di C,
espressa da » = R —d — 1, soddisfa alla:

r=un—p 4+ p, 1 —17.
1] teorema di Riemann—Rock sulle superficie & cosi esteso alle curve con

componenti wiultiple.

Il ragionamento esposto nei nn. 4, 5 non & che un adattamento al caso
della €' con componenti multiple, del concetto delle mie precedenti dimo-
strazioni.

(9) 11 che significa: se passa per ogni punto immediato di (C, L), avendo ivi con Z
la stessa molteplicita d’intersezione che C ha con Z in quel punto.

23;»*.59;75;/‘
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