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tando V, da altri 2+ 1 centri ad » — B — 2 dimensioni, cosl da ottenere i
coni f_gi1, ..., fo41, nON esiste alcun punto di V, che sia multiplo per
tutti gli #» 41 coni fy,f2, ..., fq1. Di pitt questi coni non s’incontrano
fuori di V,. Resta da dimostrare che per ogni punto O di V, gli » + 1 coni
si tagliano semplicemente. Basta provare (n. 4) che la generica forma del
sistema lineare X, da essi individuato, passa semplicemente per O, non
avendo tangenti fisse fuori dello S, ivi tangente a V.

Vi & intanto qualcuno dei coni che non ha O come multiplo, epperd la
generica forma di X passa per O semplicemente; di pit, se vi fosse per le
forme di X un S,,, tangente fisso in O (%), questo S, si appoggerebbe a
tutti gli spazi @;,2,,..., 2. Ora, per un S, di S, appoggiarsi ad un
S_,. o & condizione semplice, sicché gli S,,4 appoggiati ad 7 4- 1 spazi ge-
nerici ad 7 — & — 2 dimensioni, dipendono da (k4 2) (¥ —k—1I)—7—1I
parametri. Inoltre gli S,,; passanti per un dato S, sono oo™—*=1, onde sono
o=t gli S,,4 passanti per gli S; tangenti a V, . E siccome la somma delle
dimensioni della varietd degli S,., appoggiati agli 2 e della varietd degli
S,.1 tangenti a ¥, & inferiore di 2 unitd alla dimensione (& + 2) (# — & —1)
della grassmanniana degli S, 4 di S,, cosi le due varietd, quando gli 2 son
generici, rispetto a ¥V, non hanno alcun S,,; comune. E assurdo dunque
ammettere che la generica forma di X abbia in O pitt che un S, tangente
fisso e si conclude che: :

Una V, wrriducibile, priva di puntic multipli, di S,, puo sempre otienersi
come intersezione semplice completa di v + T forme (al piu).

Tali sono p. es. i coni che proiettano ¥V, da » + 1 spazi generici ad
7 — k — 2 dimensioni.

Il ragionamento precedente si semplifica se, applicato ad una V, dotata
di punti multipli, ci si limita a cercar di ottenere questa (e di pitt non si
pud esigere; ved. n. 6) come intersezione generalmente semplice di forme.
Si pud pertanto affermare che ogni V, wrriducibile di S, puo ottenersi come
intersezione completa generalmente semplice di v -+ 1 forme (al pid).

14. B possibile estendere alle varietad di S, il teorema stabilito nel n. 12
per le curve sghembe?

Se si tratta di una curva C d’ordine # di S, I'estensione pud derivarsi
dalla considerazione delle superficie d’ordine #, prive di punti multipli, pas-
santi per la proiezione generica C' di C sopra un S, , proiezione che, al pari
di C, non ha alcun punto multiplo (qualora C appartenga effettivamente
ad uno spazio di dimensione > 3). Le forme proiettanti le superficie pre-
dette da un generico S, , non hanno punti multipli fuori del vertice S, _4;
sicché la generica delle forme d’ordine » passanti per C, a norma del teo-

(12) Una tangente (in senso proprio o improprio) fissa in O, & una retta che ha
in O con una forma di ¥ incontro almeno bipunto. La condizione & senz’altro soddi-
sfatta da ogni retta per O, rispetto alle forme di X aventi in O un punto multiplo.
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rema di Bertini, non ha punti multipli, perché non ne possiede nella linea
base C del sistema. Da cid ovviamente Vestensione alle curve sghembe iper-
spaziali, prive di punti multipli, del teorema del n. I2.

Per cid che concerne la varietd di dimensione % > I l'estensione non ¢
altrettanto immediata ed & dubbia, specialmente per 2 &> 7 ().

Quando 2 k> 7, risulta invero da un’antica mia Memoria sulle interse-
zioni delle varietd [g], la circostanza, a priori singolare, che una forma co-
stretta al passaggio per una V, irriducibile di S,, anche se V,, come sup-
poniamo, & priva di punti multipli, acquista in conseguenza su V, una va-
rietd oo~ di punti doppi, che pud mancare soltanto in casi particolari.
Apparisce pertanto improbabile che ogni V, priva di punti multipli, per cui
2 k> v, possa ottenersi come intersezione completa semplice di 7 4 1 forme
(al pit) prive di punti multipli. Ma cid non esclude che la cosa possa veri-
ficarsi per 2 k£ <7. ‘

7
A proposito delle varieta di dimensione k> — - un altro fatto, posto

anch’esso in evidenza in [g] (), il quale le differenzia dalle varieta di dimen-

7
sione k< > deve prendersi in considerazione: e cio¢ che, mentre in una
famiglia (sistema irriducibile completo) di V, irriducibili con & < — la gene-

7
rica varietd & priva di punti multipli, per 2> — la V, generica di una fami-

glia & dotata invece d’'una varietd oo**— di punti doppi (impropri) i quali
sono in conseguenza doppi per ogni forma passante per V,, indipendentemente
dai punti doppi che quella forma viene a possedere in punti semplici di V.

Sicché il problema di determinare una V, irriducibile di dimensione

¥ B
k> - sia pure la pitt generale nella propria famiglia, quale intersezione

completa di un numero conveniente di forme, non si pud mai spingere sino
a richiedere che V, sia intersezione semplice, ma solamente che sia interse-
zione generalmente semplice (con esclusione cioé dei punti doppi impropri) di
quelle forme.

§ 5. IL METODO DI ELIMINAZIONE DI KRONECKER
E LE INTERSEZIONI SEMPLICI

15. Ho detto nell'introduzione che il metodo di eliminazione di Kro-
necker, cosl com’®, pud soltanto servire a riconoscere se pit forme s’inter-

secano o no semplicemente, giacché, nel caso d’intersezioni multiple, le mol-

(13) Della questione si occuperd un discepolo ricercatore dell’Istituto Nazionale
di Alta Matematica in Roma.

(14) E per le superficie di Ss in un mio lavoro [10] di poco precedente. Veggasi
pure BERTINI [8, p. 248].
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teplicita fornite dal metodo posson riescire diverse da quelle che la defini-
zione geometrica offre (ved. in proposito il n. 21).

In [2] mi limitai ad esaminare rapidamente la questione per superficie
dello spazio, proprio allo scopo di riconoscere s’'esse s’intersecano o meno
semplicemente lungo una data curva sghemba irriducibile C. Voglio ora mo-
strare che il criterio di semplicita delle intersezioni, allora dedotto dal me-
todo di Kronecker, & legittimo e coincide con quello geometricamente intro-
dotto nel presente lavoro.

Sieno in coordinate cartesiane x, y, z (0 in coordinate proiettive non
omogenee)

(7) f1=0,...,fb==0

le equazioni delle date superficie e gli assi (o il tetraedro fondamentale, che
nel caso di coordinate cartesiane ha una delle faccie all’infinito) sieno in
posizione generica (nel senso specificato in [2]). Si tratta di riconoscere
- quand’¢ che le (7) si tagliano semplicemente lungo una curva irriducibile,
priva di punti multipli, C, senza avere altre intersezioni. Secondo la con-
clusione cui pervenni in [2] occorre e basta che: 1) i primi membri delle (7)
sieno primi fra loro (la necessith & senz’altro evidente); 2) i polinomi in x, y
con cui & formato, il primo sistema, fornito dal metodo, per eliminazione di
2, abbiano per m. c. d. il polinomio irriducibile che rappresenta la proie-
zione di C sul piano xy dal punto allinfinito dell’asse z; 3) infine i polinomi
in x, con cui & formato il secondo sistema ottenuto per eliminazione di y (se
il processo non s’arresta prima), non abbiano soluzioni comuni.

Ora queste condizioni caratierizzano pienamente il fatto che le (7) s'in-
tersechino semplicemente in C (cioé in ogni suo punto), secondo la defini-
zione geometrica del n. 4. Per constatarlo, ripercorriamo l'interpretazione
geometrica data in [4] del processo di eliminazione. Si considerino due super-
ficie generiche

X=&fi+ &t -+ &LH=0 Y=mf+mh+ - +mh=0
del sistema lineare X individuato dalle (7) (n. 1). Il risultante Ry, , di queste
due equazioni rispetto a z, uguagliato a zero, rappresenta il ciclindro che
proietta dal punto all’infinito dell’asse z la curva comune a X=0,Y=0,
o, se si vuole, la proiezione (dal punto stesso) di quella curva sul piano, della
quale fa parte, come componente fissa, indipendente dai parametri &, 7, la
proiezione C’ di C: proiezione generalmente biunivoca (birazionale) per la
genericitd degli assi. L’equazione ¢ = o di €’ dipende effettivamente da x, y
(se no C giacerebbe in un piano coordinato). Perché C sia intersezione gene-
ralmente semplice delle (7), nel senso del n. 6, occorre e basta che R, , con-
tenga come fattore primo semplice @, cio¢ che ¢ comparisca in R, , con
I’esponente I. Invero, soltanto allora le X =0, Y = 0 passan semplicemente
senza toccarsi pel punto generico di C; e tale &, a norma del n. 4, la condi-
zione perché questo punto sia intersezione semplice delle (7).

Che R, , contenga a fattore semplice ¢ deve verificarsi per ogni scelta
generica delle &, 7, epperd indipendentemente dalle &, 7. Ne deriva che ¢ &
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fattore primo di ciascuno dei polinomii in %, y (dipendenti percid effettiva-
mente dalle due variabili) primi membri delle equazioni

(8) ’ & =0, £&=0,...,§=0,

costituenti il primo sistema di eliminazione e formati coi coefficienti di Ry, ,,
considerato come polinomio in &, 7. E ¢ deve esser fattore comune semplice.

-dei polinomii (8), perché, se fosse fattore comune di molteplicita > 1, con
tale molteplicita almeno esso figurerebbe in R, , che & una combinazione
lineare dei polinomi (8). Se poi i polinomi (8) hanno altri fattori comuni,
essi compaiono in R, , per ogni scelta delle &, #; epperd le (7) hanno in
comune un’altra curva, diversa da C.

Occorre dunque e basta, affinché C sia intersezione generalmente sem-
plice delle (7), che @ comparisca come fattore semplice nelle (8). E se si
vuole inoltre che C sia la sola curva comune alle (7) e in cui queste super-
ficie s’incontrano in modo generalmente semplice, occorre e basta che il
m. c. d. dei primi membri delle (8) sia ¢: il che non esclude naturalmente
che le (7) possano avere punti comuni isolati (cio¢ fuori di C).

Il metodo di Kronecker serve percid, senza difficolta, a decidere con
operazioni razionali, fin dalla prima eliminazione, se C ¢ intersezione general-
mente semplice delle (7), contenente tutti ¢ loro punti d’interferenza, eccettuati
al pits un numero finito di essi.

Supposto di avere gid accertato queste circostanze, resta da vedere
come il metodo stesso conduca a verificare se C & o meno intersezione com-
pleta semplice (in futi i suoi punti) delle (7).

Cominciamo col richiamare che due superficie variabili X =0, Y =0
del sistema X posson incontrarsi, fuori di C, in un’altra curva variabile Dy, ,
e che fia i punti d’appoggio di D,, , con C, possono o no esservene taluni
fissi, ossia indipendenti dalle &, . Sia O un tal punto fisso. Proviamo che
in O le (7) non s'intersecano semplicemente (ved. anche il n. 10). Basta mo-
strare che il fatto non si verifica in un’intersezione semplice P delle (7) su
C. Per un punto siffatto due generiche superficie di X passan semplicemente
senza toccarsi (n. 4), epperd nell'intorno del punto esse si tagliano soltanto
in un ramo lineare; e siccome gia C passa per P con un ramo lineare (si
ricordi che C & priva di punti multiplil) ed & comune a quelle superficie, nel-
Pintorno di P le X = o, Y = o non s’incontrano fuori di C.

Viceversa, se O & un punto di C dove le (7) non s'incontrino semplice-
mente, esso & certo punto fisso per la Dy, , . Invero, due generiche superficie
di X o si toccano in O oppure hanno ivi un punto multiplo. In ambo i casi
la loro snferferenza ha in O un punto multiplo, in quanto le due superficie
non si toccano lungo C, che & per esse luogo d’intersezioni generalmente
semplici. Ne deriva che I'ulteriore interferenza delle X = o, ¥ = o deve pas-
sare per O, qualunque sieno le &, 7. :

Queste deduzioni hanno carattere proiettivo e valgono dunque anche pei
punti all'infinito di C. Ad ogni modo, facendo procedere una generica trasfor-
mazione omografica, la quale non lascerd fermo il piano all’infinito, si pud

-3
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senza restrizione supporre che gia nei punti all’infinito di C, le (7), interse-
cantesi semplicemente nel punto generico di C, abbiano altrettante interse-
zioni semplici e inoltre che le (7) non abbiano alcuna intersezione all'infinito
fuori di C (*¥). Gli eventuali punti fissi di D,, , su C, o le intersezioni isolate
eventuali delle (%), cadono pertanto tutti al finito.

Cid premesso, pongasi:

Rey=0Ss,, Gs=09h,....8=09l

ove il cilindro S, , = 0 mnon contiene C, per generici &, 7.

L’interferenza D,, , delle X =o0, Y = o, fuori di C, appartiene al cilin-
dro S,, , = o e quindi pgni punto fisso O di Dy, , sopra C Vgriﬁca I'equazione
S¢ , = 0 qualunque sieno &, # (); epperd quel punto verifica le equazioni

(9) h120,}$2=0,...,;l1=0,

giacché le 7 sono i coefficienti di S, , considerato come polinomio delle &, 7.

Da questo una prima conseguenza. Quando qualcuna delle g riducesi
a ¢, a meno d'un fattore costante non nullo, le (9) sono incompatibili (al
finito) e il processo d’eliminazione termina; e viceversa, perché questo abbia
termine, bisogna che le (g) sieno incompatibili. Ebbene, in tal caso, non pud
esistere su C alcun punto fisso (al finito) delle Dy, ,, perché esisterebbe,
secondo quanto precede, una soluzione almeno delle (g9). Cio significa che
non esiste su C alcun punto che non sia intersezione semplice delle (7) (V7).
E si noti che allora le (7) non posson neppure avere alcuna intersezione fuori
di C, perché non I'’hanno all’infinito e perché una tale intersezione al finito
annullerebbe S,, , identicamente rispetto alle &, 5 ¢ sarebbe soluzione delle
(9). Dunque quando, dopo aver costrusto il primo sistema di eliminazione e
avere verificato che C é la sola curva comune alle (7) ed é lovo intersezione ge-
nevalmente semplice, il processo d eliminazione s’ arvesta, si pud concludere che
C ¢ iniersezione assolutamente semplice e completa delle (7).

Ci resta da esaminare il caso in.cui le (9) son compatibili, il che richiede
intanto che in ognuna delle 4 compaia effettivamente almeno una delle x, y.
Se in tutte le % comparisse p. es. soltanto x e le (9) fossero compatibili, esi-
sterebbe un valore almeno x = a, annullante le g qualunque fosse y, epperd
le (7) avrebbero a comune una curva contenuta in un piano parallelo ad un
piano coordinato; cosa da escludersi per la scelta generica degli assi.

Ora, atteso che le (g9) dipendono complessivamente da ambedue le va-
riabili x, y, potremo p. es. eliminare y fra le equazioni delle curve:

(IO) 51}&1"*"(52}1'2"‘]—..."}‘51%1:0, n1k1+772h2+...+771hq:0;

(15) Considerazioni del genere si potrebbero evitare se si operasse in coordinate
omogenee. Ma non ne val la pena. '

(16) Con questo vogliamo dire che le coordinate #, y di O soddisfanno a Sg,, = o.

(17) Alcun punto al finito: ma pei punti all’infinito la cosa era stata preventiva-
mente accertata.

34 -V
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il che porta al secondo sistema di eliminazione:

(r1) p1=0, p=0,..., p,=0,
dove le p son polinomi in x.

Un punto di C, che sia fisso per D,,, o punto comune alle (7) fuori di
C, in quanto annulla le %, di una soluzione comune delle (11). Viceversa,
ad una soluzione comune delle (11) corrisponde una qualche soluzione fissa
comune delle (10) e quindi delle (9), avente la stessa #, cio¢ o un punto di
C fisso per D;,, o un punto comune alle (7) fuori di C.

La condizione necessaria e sufficiente perché non esistano su C (al finito)
punti fissi per le D,,, e punti fuori di C, punti comuni alle (7), ¢ pertanto
che le (11) sieno incompatibili (al finito).

Dunque se il processo di eliminazione non si arresta al primo sistema,
condizione necessaria e sufficiente perché C sia intersezione semplice e completa
delle (7) é che il secondo sistema non abbia soluziont.

La conclusione — conformemente a [2] — & che:

Il metodo di eliminazione di Kyronecker permetie di viconoscere se una data
curva sghemba trriducibile priva di punti multipli é o no intersezione semplice
completa di pit superficie che la contengano.

16. La conclusione si estende ad una V¥, irriducibile, priva di punti
multipli di S,, secondo il processo che tratteggiamo a grandi linee.

r?

Sieno
(x2)  filw,....%)=0, foilxs,....%)=0,..., f(®,...,5) =0
le equazioni di A forme passanti per V,. Le #,,4,, ..., %, denotino coor-

dinate cartesiane (o proiettive non omogenee) e gli assi (o la piramide fon-
damentale) sieno generici rispetto a V.
Eliminato x, fra le combinazioni lineari generiche:

X1=§1f1+---+§bf1n Y1=771f1+---+775fb»

s’ottiene il cilindro 4 proiettante, dal punto all'infinito di x,, la varieta co-
mune alle due forme del sistema lineare individuato dalle (12).

Esprimendo poi che ¥, ¢ comune alle X; = o0, Y, = o indipendente-
mente dalle & 7, si perviene alle equazioni effettivamente dipendenti da
% ,..., %4 (e non da x.):

(13) gu=0, g21::0,...,g11=0.

Se O & un punto di V, dove le (12) abbiano un’intersezione semplice oof,
lo stesso avviene di O, come intersezione o2, nei riguardi delle forme
X,=o0, Y;=0 (n 4, Oss.); eppero il cilindro 4 passa semplicemente per
0, non avendo ivi tangenti fisse (indipendenti cio¢ dalle &, 7) diverse da
quelle di V,. E siccome il cilindro stesso, in quanto la sua equazione & ra-
zionale intera nelle &, #, coi coefficienti (13), appartiene al sistema lineare

individuato dalle (13), cosi O & intersezione semplice co* delle (13). Se invece
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le (12) hanno in O molteplicita d’intersezione maggiore di 1, cosi accade di
due forme generiche del loro sistema lineare e il cilindro 4 ha in O un punto
multiplo, qualunque sieno le &, 7; cioé si annullano in O le derivate parziali
del primo membro dell’equazione di 4 rispetto ad x,,...,%,, qualunque
sieno le' &, 7. Questo implica che ivi si annullino le medesime derivate dei
primi membri delle (13), che dunque non s’incontrano semplicemente in O.

Pertanto, affinché O sia intersezione semplice co* delle (12) occorre e
basta che lo sia per le (13).

Si elimini ora dalle (13) la x,_;, applicando nuovamente il metodo. Si
perverra ad un sistema di equazioni

(14) 812=0, £ =0,..., =0,

dipendenti effettivamente da x,,%,,...,%,_, (¢ non da %,_,,x,), le quali
son soddisfatte dai punti di V,. E la condizione necessaria e sufficiente
perché O sia intersezione semplice oo delle (13), cioe delle (12), & che lo
sia per le (14). ‘

La replicata applicazione del metodo conduce cosi ad un sistema di
equazioni: '

(x5) 8 ib1=0, 2 pp1 =0, 8y r g1 =0

dipendenti effettivamente da x;,%,, ..., %, (¢ non dalle rimanenti x), le
quali passano per ¥, ed hanno in O un’intersezione semplice oot allora e
soltanto allora che tal sia di O nei riguardi delle (12).

Le (15) rappresentano altresi forme dello spazio S,y (#;, ..., %,,1), OVe
imaginiamo proiettata V, dallo S,_, , congiungente i punti all'infinito degli
assi %,,5,...,4,. In questo spazio la proiezione ¥, di ¥, vien rappresen-
tata da un’equazione ¢ = 0, ove ¢ & un polinomio primo in %, ,%,,...,
%441 - Perché O sia intersezione semplice oof delle (15) . quindi perché il
punto generico di ¥, sia intersezione semplice oo* delle (15), epperd anche
delle (12), supposto che queste forme non si seghino fuori di Vi in una varietd
della stessa dimensione, occorre che il m. c. d. delle (15) sia il polinomio
primo ¢. Viceversa, una volta soddisfatta questa condizione, V; & interse-
zione generalmente semplice delle (15) e quindi delle (12).

Se fra le (15) ve n’¢ qualcuna che differisca da ¢ per un fattore co-
stante, le (12) non s’incontrano affatto fuori di ¥, e si conclude, in modo
analogo a quanto indicato nel n. prec., che V, & intersezione semplice com-
pleta delle (12).

Altrimenti, soppresso dalle g, , , , il fattore comune ¢ si perviene al
sistema:

(16) ' P=0,..., P, =0

di equazioni dipendenti effettivamente da x;,%,,...,%,,,, i polinomi es-
sendo primi fra loro. Il sistema (16) & soddisfatto dai punti comuni alle (12)
fuori di ¥, e dai punti di ¥, ove le (12) hanno intersezioni multiple. La
condizione necessaria e sufficiente perché V, sia intersezione semplice delle
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(12), & che le (16) non abbiano soluzioni sopra V, e la condizione necessaria

e sufficiente perché V, sia intersezione semplice completa delle (12), & che
le (16) non abbiano alcuna soluzione. Concludendo:

Il metodo di eliminazione di Krvonecker permette di viconoscere se una data
V, wrriducibile, priva di puntt multipli, di S, é o no intersezione semplice com-
pleta per pin forme che la contengano.

17. Innanzi di chiudere I'argomento degli ultimi due paragrafi ricordia-
mo che il concetto di curva sghemba intersezione semplice completa di pin
superficie dello spazio ordinario, qual’é¢ precisato in [2], & stato sufficiente a
G. Gherardelli per risolvere tanto il problema di assegnare la condizione
perché una curva sghemba irriducibile C, priva di punti multipli, sia inter-
sezione semplice completa di due superficie [11], come l'altro perché C sia
intersezione semplice completa di tre superficie [12]. In [11] & dimostrato
che la condizione necessaria e sufficiente affinché C sia intersezione completa
semplice di due superficie ¢ che sia sottocanonica (cioé a sezioni piane sotto-
multiple dei gruppi canonici) e che su essa le superficie di ogni ordine se-
ghino serie lineari complete (condizione che basta sia soddisfatta per le su-
perficie di ordine < s -—2, n essendo l'ordine di C, perché su qualunque
curva sghemba priva di punti multipli, in virtd di un teorema di Castel-
nuovo, le superficie di ordine > # — 2 segano serie complete).

In [12] ¢ poi dimostrato che la condizione necessaria e sufficiente per-
ché C sia intersezione completa semplice di tre superficie ¢ che fra i suoi
resti, rispetto alle coppie di superficie passanti per C, vi sia qualche curva
(anche riducibile, ma priva di punti multipli) sottocanonica (in particolare,
intersezione completa semplice di due superficie).

Questi problemi furono da me posti, in seguito a [2], nel lavoro di semi-
nario dell'Istituto di Alta Matematica e risoluti dal Gherardelli, che allora
vi era discepolo ricercatore. Un problema pil generale, in parte legato ai
precedenti, posi pit tardi (1946), in relazione al concetto, che allora intro-
dussi, di residuale d’'una curva irriducibile sghemba C, priva di punti mul-
tipli. Una C di residuale zero ¢ un'intersezione completa e una di residuale
o> 1 & l'intersezione parziale di due superficie f, ¢, prive di punti multipli,
segantisi altrove in una D di residuale g — 1 irriducibile, priva di punti mul-
tipli, appoggiata semplicemente (senza contatti) a C (sicché C + D costitui-
sce I'intersezione completa delle f, ¢, ed & luogo d’intersezioni semplici, salvo
in ciascuno dei punti comuni a C, D, dove la molteplicita d’intersezione &
2). S’intende che le f, ¢ son condotte per C in modo che g risulti il minimo
possibile. Orbene, un borsista spagnuolo dell’Istituto di Alta Matematica, il
Dott. F. Gaeta, ha tratto da [12] la conseguenza che le curve sghembe (irri-
ducibili, prive di punti multipli) di residuale 1 sono quelle e soltanto quelle
per ciascuna delle quali I'ideale dei polinomi che si annullano sopra una tal
curva, ha la base formata da tre polinomi [13]. Perd queste curve non esau-
riscono le intersezioni complete semplici di tre superficie. Lo stesso Dott.
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Gaeta, in un lavoro in preparazione, ha dimostrato che una curva interse-
zione completa semplice di tre superficie, se ha residuale > 1, non ha resi-
duale finito. Le intersezioni complete semplici di tre superficie son curve, da
certi punti di vista, molto particolari. Vicino all’esempio di Vahlen se ne
posson tuttavia allineare infiniti altri. Cosi p. es. la sestica gobba C di ge-
nere 3, priva di punti multipli (lo si riconosce agevolmente col Gaeta) non
pud essere intersezione completa semplice di tre superficie; ecc. ecc. Lo stesso
Gaeta, nel lavoro di prossima pubblicazione, cui sopra si ¢ alluso, si & avvi-
cinato molto alla inversione della proprieta, gia da lui dimostrata, che sopra
una curva sghemba C di residuale finito p (per la quale, com’egli prova,
I'ideale dei polinomi nulli su C ha la base formata da g + 2 polinomi) le
superficie di ogni dato ordine segano serie lineari complete; cosicché questa
sarebbe la proprietd caratteristica delle curve di residuale finito.

§ 6. SOPRA UNA DIMOSTRAZIONE
DEL TEOREMA DI BEZOUT GENERALIZZATO

18. Richiamo la dimostrazione sintetizzata (sul fondamento del metodo
di Kronecker)* nei Complementi delle mie Lezioni di Analisi [4] (*¥) onde
sciogliere qualche dubbio sopra taluni punti che al sig. Perron sembrano
controversi.

Si tratta di trovare il numero dei punti comuni ad » forme degli ordini
rispettivi #, ,%,, ..., #%,:

(17) _fl(xl)xZ:"-:x,.):O,-..,ﬁ(xl,x;a,...xr):——-o

dello spazio S,, assegnando per ciascuno la molteplicita d’intersezione.

Naturalmente si suppone che le forme date si seghino complessivamente
in un numero finito di punti p. es. nello spazio affine, considerato quale
spazio proiettivo, ovvero in uno spazio dato a priori- come proiettivo, e le
intersezioni sieno tutte al finito, il che pud conseguirsi, se occorre, con una
preventiva trasformazione omografica. Si suppongono altresi gli assi carte-
siani in posizione generica rispetto alle forme date, nel senso determinato
dalle esigenze della dimostrazione; il che si ottiene, se occorre, con una tra-
sformazione di coordinate (che ¢ proiettivamente una certa omografia affine).

Tutto cid non & taciuto nel cenno cui mi riferisco, per quanto sia fami-
liare nella geometria algebrica [4, p. 406].

Supponiamo in primo luogo, che ciascuna delle (17) consti di tanti iper-
piani distinti quant’® il suo ordine e che gl'iperpiani che le costituiscono,

(18) Nei quali mi sono pitt preoccupato di arricchire il libro di nozioni importanti
e di concetti, che di esporre sempre ogni minuto dettaglio. Non avrei altrimenti con-
seguito lo scopo di «aprire molte finestre nell'immenso orizzonte matematico ». Ma,
proprio nei riguardi del teorema di cui parliamo, nessuna argomentazione essenziale
¢ omessa, ' '
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complessivamente considerati, sieno in reciproca posizione generica, sicché
le (17) si seghino in / = ny %, ...n, punti. Cid avviene allora e soltanto al-
lora che in ognuno di tali punti gli » iperpiani che vi concorrono sono linear-
mente indipendenti. Ne segue che le intersezioni del caso considerato sono
semplici; epperd il polinomio R (x,), che si ottiene quale risultante di Kro-
necker dalle (17) per leliminazione successiva delle incognite x,,%,, ..
%,_;, ha esattamente il grado /.

Gia in questa fase del ragionamento il sig. Perron solleva varie obie-
zioni; eccole:

*

1) Perché dalla proprieta accertata per la specializzazione (forme spez-
zate in iperpiani) si possa dedurre che in generale vi sono / distinte interse-
zioni, bisogna sapere prima che in generale c’¢ soltanto un numero findfo di
intersezioni.

\

2) Non ¢ specificato in quale senso si affermi che le intersezioni che
si presentano nel caso speciale sono semplici.

3) Si potrebbe pensare che nel caso generale il grado di R (x,) fosse
maggiore di /, pel fatto che le intersezioni « semplici» del caso speciale do-
vessero contarsi gid con una certa molteplicita.

4) Comunque, il passaggio dal caso speciale al caso generale implica
l'applicazione del principio della conservazione del numero e cio richiede-
rebbe che si verificasse prima se sono soddisfatte le condizioni indicate dal
sig. Van der Waerden per l'applicazione di questo principio.

Mi spetta pertanto I’obbligo, anche pel rispetto che debbo all’eminente
contraddittore, di esaminare le obiezioni una per una, onde provare ch’esse
non intaccano in nulla il valore dell’accennata dimostrazione, che & del tutto
esauriente. :

In sintesi posso osservare che non ¢ da ammettersi che nel caso gene-
rale vi sieno infinite intersezioni se ve ne sono un numero finito nel caso par-
ticolare, perché cio contrasterebbe con la continuita delle funzioni algebriche;
che le intersezioni, come ho gia ricordato, son semplici quando non vincolano
comunque le forme che s’intersecano, al di 1a del semplice passaggio per
ciascuna di esse (quindi passaggio semplice cogl'iperpiani tangenti indipen-
denti), cosa da me detta in modo esplicito prima dell'inizio della dimostra-
zione del teorema in oggetto [4, p. 406]; che le radici di R (x,) = 0 son sem-
plici in generale, perché lo sono in qualche ovvio caso particolare e la loro
semplicita coincide, per quanto precede, con la semplicitd delle intersezioni;
percid tante radici nel caso generale quante nel caso speciale considerato.
La conservazione del numero non c’entra: interviene soltanto il teorema fon-
damentale dell’algebra.

Ma vediamo qualche maggiore dettaglio.

Parliamo dell’obiezione 1). II Prof. Perron afferma che I’argomentazione
presuppone il teorema: Se un sistema di pilt equazioni algebriche, i cui coef-
ficienti son polinomi di certe indeterminate, ha infinite soluzioni, lo stesso
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accade specializzando le indeterminate. Egli avverte che tale teorema « di-
sgraziatamente & falso » pei sistemi di equazioni non omogenee e lo dimostra
laboriosamente pei sistemi di equazioni omogenee. Il feorema per contro &
sempre vero mell’ambiente proiettivo dove va considerato e dove I'omogeneitd
¢ una questione di comodo. Infatti, in caso contrario, aggiungendo al dato
sistema un generico, ma fissato, sistema di equazioni lineari, in numero suf-
ficiente perché il sistema complessivo abbia un numero finito di soluzioni,
nella particolarizzazione sparirebbero le soluzioni del sistema complessivo e
si violerebbe la continuita.

L’esempio, che il sig. Perron adduce (e ve ne sono tanti di pitt semplici),
¢ relativo ad un sistema di equazioni algebriche di due variabili, che pos-
siede infinite soluzioni per un valore generico di un coefficiente @ e una sola
soluzione (al finito!) per a = o. Geometricamente trattasi di due cubiche
aventi una conica comune dipendente dal parametro a e completate da due
rette fisse non parallele. Per 4 = o la intera conica va all'infinito: ecco tutto.
Nessuna soluzione sparisce, ma ve ne sono infinite che divengono infinite.
Bisogna qui ripetere di nuovo che nella geometria algebrica, quando le pro-
pneté si studiano in uno spazio euclideo od affine, questo va inteso sempre
in senso proiettivo, considerando I'iperpiano all’infinito come un qualunque
altro iperpiano. L’introduzione delle coordinate omogenee non fa che tra-
durre analiticamente questo punto di vista. Se cosi non si facesse, il g9 %
dei teoremi di geometria algebrica sarebbero falsi: fino dai pit elementari.
Lo stesso teorema fondamentale che un’equazione di grado #, non identica,
ha sempre # radici, sarebbe falso, in quanto una radice sparirebbe all’annul-
larsi del termine di grado piu elevato; il teorema che un'equazione di grado
n in due variabili rappresenta una curva (ha cioé infinite soluzioni) cadrebbe
allorché tutti i coefficienti dell’equazione si annullassero, meno il termine
. noto; e cosi via.

La proposizione enunciata dal sig. Perron traduce uno dei fatti primor-
diali, costituenti I'essenza di ogni deduzione algebrica. Essa vale perfino, a
causa della continuita, per funzioni analitiche, cioé: Date pit equazioni olo-
morfe in uno stesso campo, coi coefficienti funzioni di pitt parametri, olo-
morfe alla lor volta in un dato campo 4, di un S, rappresentativo dei para-
metri, se di esse si sa che hanno infinite soluzioni in ogni punto interno a
4 — I, mentre nulla si sa del numero delle soluzioni nei punti di un insieme
I, subordinato a 4 e privo di punti interni, esse hanno in conseguenza infi-
nite soluzioni anche nei punti di I.

Daltronde, perfino se si esige la prova diretta che in generale le (x7)
hanno un numero finito di soluzioni, basta osservare che cosi accade per
7 =2 [4, p. 374] e che, ammessa la proprietd nello S_,, ne segue che » — 1
delle (17) hanno in generale una curva algebrica in comune epperd la forma
rimanente non pud non segar questa curva in un numero finito di punti,
perché altrimenti ogni forma dello stesso ordine conterrebbe la curva stessa
0 una sua parte irriducibile; mentre non esiste alcun punto comune a tutte
le forme di un dato ordine.



532 CLIX. - Il concetto generdle di molteplicits delle soluzioni per sistemi ecc.

E passo all’obiezione 2). Ho gid avvertito che la semplicita di una in-
tersezione di » forme con un numero finito di punti comuni equivale al fatto
che le forme passino pel punto considerato semplicemente e cogl'iperpiani
tangenti indipendenti; e gl'iperpiani tangenti, per una forma spezzata in iper-
piani, nei punti situati sopra uno solo degl’iperpiani, sono gl'iperpiani stessi!
Questa condizione non pud non esser soddisfatta se le (1%) son generiche,
perché lo & allorché sono spezzate in iperpiani generici e se vincoli maggiori
esistessero in generale, non potrebbero mancare nel caso particolare, atteso
che essi sarebbero rappresentati da uguaglianze e non da disuguaglianze.
Comunque, che cosa s’intende per soluzioni semplici nel caso speciale & da
me detto in modo chiarissimo in [4, p. 406]; e ¢’¢ dunque in proposito un
equivoco che non riesco a spiegare.

La 2) ¢ del resto collegata coll’obiezione 3), alla quale conviene asso-
ciarla. Tutto quanto & scritto a p. 407 di [4] prova che se gli elementi fon-
damentali delle coordinate sono in posizione generica rispetto alle forme che
s’intersecano, ogni intersezione di quelle forme da luogo ad una radice sem-
plice di R (»,) = o (e viceversa). Ad ogni modo si posson aggiungere le se-
guenti considerazioni, utili, ma non necessarie.

Se le (17) son generiche, il risultante R (x,) non svanisce. Di pilt esso
ha soltanto radici semplici, perché, in caso contrario, il suo discriminante
sarebbe sempre identicamente nullo, mentre & facile costruire sistemi parti-
colari per cui cio non accada: p. es. il sistema

x1 = 0, “ ey xf—‘z = 0) f(xr..—i ’ xr) = O’ (p (er1 > xf) = O’

ove f =0, ¢ = 0 son due curve algebriche piane di ordini m, » incontrantisi
in m n punti distinti [4, p. 375]. In tal caso le radici dell’equazione R (x,) = o
son appunto tutte semplici [4, p. 375]. L’esempio delle curve piane & detta-
gliatamente sviluppato nel testo delle Lezioni, al quale appunto fanno rinvio
le precedenti citazioni.

Resta cosi confermato, anche sotto questo aspetto, che I'essere semplici
le intersezioni o le radici di R (x,) = o sono circostanze che si equivalgono,
entrambe presentandosi nel caso generale. Si aggiunga che, applicato ad 7
equazioni generiche (17) il metodo di Kronecker, secondo quanto & esposto
nel § 5, si ritrova, in conseguenza appunto di quel che 14 si ¢ detto, la equi-
valenza delle due circostanze indicate.

Si avverta ora che in ogni passo del metodo di eliminazione applicato
alle (17), di cui si lascino indeterminati i coefficienti, non si compiono sui
polinomi che entrano in giuoco che operazioni razionali intere; onde alla fine
i coefficienti di R (x,) risultano polinomi nei coefficienti delle (17) e tendono
dunque a limiti determinati (eventualmente nulli) quando i coefficienti delle
(17) tendono a limiti assegnati (*9).

(19) Non & perd detto che il limite di R (x,) debba potersi ottenere applicando
il metodo di Kronecker alle forme limiti (cfr. col n. 21).
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Sicché, se al limite R (x,) non svanisce identicamente e nessuna delle
intersezioni delle (17) va all’infinito, il grado di R (x,) si conserva immutato
ed uguale al numero delle sue radici, qualora queste restino semplici. Cosl
avviene allorché le (17) tendono a forme spezzate in iperpiani generici. Dun-
que il grado di R (x,) & in generale /, come nel caso limite.

11 Prof. Perron, espressi gli accennati dubbi su questo modo di ottenere
il grado di R (x,), dichiara perd di aver eseguito il laborioso calcolo per equa-
zioni a coefficienti indeterminati e di aver trovato effettivamente il valore /.
Siamo dunque di fronte ad un esempio del modo come argomenti sintetici
possano anticipare risultati di calcoli, evitando il fastidio di compierli. La
scelta del metodo sintetico o analitico & questione di gusto personale.

Mi resta da aggiungere una parola sull’obiezione 4). L’argomentazione
or ora ripetuta non implica affatto il principio della conservazione del nu-
mero, ma soltanto il teorema fondamentale dell’algebra [invarianza del grado
di R (x,)], che & del resto I'elementare origine di quel principio. Debbo co-
munque ricordare che la precisazione delle condizioni che legittimano l'ap-
plicazione del principio, non risale a Van der Waerden, che 1'ha conseguita
piuttosto di recente nell’ambito dell’algebra moderna, ma a pitt antichi lavori
miei, dov’esse trovansi indicate negli stessi termini (%).

Esaurito Pesame delle obiezioni alla fase preliminare e piti importante
della dimostrazione, passiamo alla parte ulteriore della medesima.

Quando nel polinomio R (x,) inerente ad un sistema a coefficienti inde-
terminati, questi tendono a prefissati limiti, senza che il polinomio limite
R (x,) svanisca (%), ogni radice p—pla di questo ¢ limite di x radici semplici
di quello [4, p. 368]; di piit ogni intersezione delle forme genericamente prossi-
me alle forme limiti corrisponde ad una ed ad una sola radice di R(x,) (ossia &
una funzione razionale ben determinata di x, e dei coefficienti variabili) e, per
la genericita degli assi le radici distinte di R(x,) corrispondono biunivocamente
alle intersezioni distinte delle forme limiti. Percio il numero delle intersezioni
delle forme limiti & ancora /, purché ognuna si conti tante volte quante
sono le intersezioni semplici delle forme variabili, che confluiscono in essa.

Al sig. Perron tutto questo non sembra sicuro e adduce I'osservazione
che i coefficienti di talune delle funzioni razionali esprimenti x;,%,,...,
%,_4 , potrebbero, nella specializzazione, divenire simultaneamente nulli. Eb-
bene, anche se cid avvenisse, la deduzione non cadrebbe, perché l'indeter-
minazione della corrispondente x sarebbe soltanto apparente, in quanto ogni
intersezione delle forme variabili tende ad un limite ben determinato (e
finito, se le forme limiti, come supponiamo, s’incontrano soltanto al finito).

(20) Ved. [14, 15 e 16]. Si sta ora termiinando la traduzione tedesca della mia
Memoria [16], ove la questione & riesaminata insieme agli altri fondamenti della geo-
metria numerativa.

(21) 11 che, se le forme limiti si sono preventivamente poste in posizione gene-
rica rispetto all’iperpiano all’infinito e se gli assi son rispetto ad esse generici, avviene
allora e soltanto allora che le forme hanno infiniti punti comuni,
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L’essenza dell’argomentazione sta tutta invece nella circostanza che le
intersezioni delle forme genericamente prossime alle date sono congiunte a
due a due da rette non appoggiate allo S, , individuato dai punti all’infinito
degli assi #;,%,, ..., %,y e nell’altra circostanza che alla stessa condizione
soddisfanno le congiungenti le coppie d’intersezioni distinte dalle forme limiti,
Ora la seconda condizione consegue senz’altro dalla generica scelta degli assi
coordinati e la prima dal fatto che le forme di ordini #,,#,,...,#n,, incon-
trantisi in punti le cui congiungenti si appoggiano a quello S, ,, costitui-
scono, entro la varietd M, oof, delle -ple di forme di questi ordini (ved. n.
seguente), una varietd algebrica W, oo*~! (%), cosicché entro M & possibile
avvicinarsi alla 7—pla delle forme limiti (in un sistema analitico co' pre-
scelto), in guisa che la #—pla di forme variabili si mantenga sempre esterna
a W (salvo che al limite).

Le considerazioni esposte provano insomma che il breve riassunto della
dimostrazione del teorema di Bézout generalizzato, contenuta in [4], & inec-
cepibile.

19. Le questioni precedenti posson considerarsi da un punto di vista
non strettamente algebrico, che da loro nuova luce. Pensiamo le (17) —
che continueremo a designare coi simboli f — in coordinate omogenee x; ,
Xy, ...;%.,y. In un punto O dello S, proiettivo, comune alle f, la matrice

o(fi,.--s 1)
0@, ..., %)
un punto multiplo o se gl'iperpiani tangenti in O alle f son linearmente di-
pendenti. Aggiungiamo alle equazioni (17) le equazioni ottenute annullando
i minori d’ordine » estratti dalla predetta matrice. Se il sistema di queste
equazioni possedesse soluzioni (costituite da valori non tutti nulli delle x),
quando le f son generiche, lo stesso avverrebbe per qualunque scelta delle
f. Ora, quando le f si spezzano in iperpiani fra loro distinti, il sistema con-
siderato non ammette soluzioni; pertanto queste non esistono in generale,
Anzi, quando le f son generiche, non posson esistere infiniti punti comuni
a tali forme, perché in un punto O d’una varietd comune di dimensione > 1
la matrice funzionale ¢ nulla (in quanto o qualcuna delle forme ha in O un
punto multiplo o gl'iperpiani tangenti in O son dipendenti). Dunque, quando
le f son generiche, si ha sempre un numero finito di intersezioni e ciascuna di
queste & semplice (ossia semplice per ogni fe a iperpiani tangenti indipendenti).
Imaginiamo la varietad (di Segre) M i cui « punti» son le »—ple di forme
f degli ordini #n,,#,,...,n,; varietd priva di punti multipli (in un con-

funzionale

si annulla soltanto se qualcuna delle f ha in O

(2) Non occorre valutare la dimensione di W, bastando soltanto avvertire che
W & meno ampia di V. Ad ogni modo, designate con 41, A2, ...,k le dimensioni dei
sistemi lineari delle forme di ordine rispettivo %1, #2, ..., %, le r—ple di tali forme
passanti per le coppie di punti di un S,4, contenente lo S, considerato nel testo,
dipendono da (A1 —2) + ... + (& — 2) 4 (2 ¥ — 2) parametri; e quelle che conten-
gono coppie di punti di uno degli ool S,y passanti per lo S, 2, dipendono da
hi 4+ by + ...+ hy— 1 = h — 1 parametri. ‘
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veniente modello) e dunque cogli intorni dei suoi punti della stessa strut-
tura infinitesimale. Entro M le »—ple, che diremo eccezionali, possedenti in-
tersezioni a matrice funzionale nulla, formano una varietd subordinata N.
Nell’attuale questione le r—ple generiche son quelle fuori di N. Ebbene ogni
r-pla, sia generica che eccezionale, pud riguardarsi come vero e proprio Limite
di una 7—pla variabile in un ramo y (sistema analitico 0!, irriducibile in pic-
colo), avente per origine la 7—pla limite e incontrante N soltanto (al pit) in
questa [16, n. 11]. ‘

Il numero ¢ delle intersezioni (semplici) della »-pla variabile, che ten-
dono ad un’intersezione isolata O della r—pla limite, da la molteplicita d’in-
tersezione in O delle f della r—pla limite. Il numero 7 ¢ indipendente da una
variazione continua di y (sotto le condizioni poste), perché, a cagione della
continuitd delle funzioni algebriche, nessuna intersezione della r—pla varia-
bile, situata attorno ad O, pud perdersi od acquistarsi, avendo essa, neces-
sariamente, per limite O e soltanto O.

Il numero totale delle intersezioni (semplici) di una 7-pla variabile
(fi»..-,f), che tenda ad una r-pla fissa (f,,...,[,) situata fuori di N,
muovendosi sopra un ramo y di M — N, non cangia perché le intersezioni
variabili si conservano sempre distinte e le loro coordinate son funzioni con-
tinue del parametro disteso su y, cosicché i moduli delle loro mutue distanze
(euclidee, complesse), se quelle intersezioni son tutte al finito (come puo
supporsi senza restrizione), tendono a limiti finiti non nulli.

E siccome in un punto O comune alle 7 il determinante jacobiano delle
f rispetto alle coordinate non omogenee %y, . . ., %, & diverso da zero, in base
al teorema delle funzioni (analitiche) implicite, quel punto & limite di una
(sola) intersezione della r-pla variabile in y; e quindi le due r—ple hanno
ugual numero d’intersezioni, che & ny#,...n,, spettante ad una r-pla for-
mata da iperpiani distinti, giacché anche una tale r—pla & fuori di N.

Viceversa, sia y un ramo di origine (7, ..., f,) appartenente ad M — N,
salvo al pit Uorigine. Una intersezione O delle 7 sia limite di #na sola inter-
sezione semplice P della r»-pla (f;,...,f,) variabile su y, in modo che le
coordinate non omogenee % , ..., %, di P siano funzioni olomorfe del para-
metro ¢ di y, attorno al valore ¢ = o corrispondente all’origine del ramo.
Sostituite queste funzioni nelle f, esse si annullano identicamente rispetto a
¢ e ne derivano le relazioni

h=1,...,7)
ofy dx PR of, dx, 0Ly
ox, dt ox, dt ot
o d % ax, . . L. o .
Siccome F TERARRE T, hanno in O valori determinati e finiti, se & nullo in
Ofu---uf) O (fi - st

" deve ivi esser nulla la matrice

Olo ]acoblano—m Oy, ..., %.,1)
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epperd devono esistere parametri costanti 4;,..., A, non tutti nulli, tali
che risulti in O:
a 71 a fr .
A axj+...+lraxj~o (1=1, ,7),
0 ?1 0 f—r
21—5—[——]——}—2., EY; = 0,
cioé nel sistema lineare individuato dalle 7, ... ,f, vi & una forma 2, f, -+
+ ...+ 4. =0 possedente in O un punto doppio (almeno) e inoltre il
punto O appartiene all'inviluppo del sistema analitico, oo, M+ ..+
+ 4./, = 0; cosa da escludersi, perché per un dato ¢, ciod per un dato P,
il sistema lineare 1, f; + ...+ 4. f, =o0 ha in P un punto base semplice
o (fis.--n1)

senza contatti. E dunque

i 0. Cosl ‘ )
O, ...,%) #o01in O. Cosi resta dimostrato,

anche per questa via, che le intersezioni semplici, definite come quelle per
ognuna delle quali tutte le | passano semplicemente con iperpiani tangenti in-
dipendenti, son altresi quelle dove la molteplicita d’intersezione ¢ I.

Che cosa accade infine delle intersezioni semplici delle f quando (f;,
foveo s ) > (F1sfas. .., F,) suy, essendo (fy,f,,...,7,) una r—pla di N,
avente anche intersezioni non isolate? Vi posson essere anzitutto, oltre alle
intersezioni isolate delle 7, in ciascuna delle quali concorrono tante interse-
zioni semplici delle f quant’® la molteplicitd d’intersezione in essa delle 7,
cioé lequivalenza numerativa di quell’intersezione nel numero complessivo
74 My . . .7, , intersezioni non isolate in ciascuna, O, delle quali concorre sem-
pre qualcuna delle intersezioni delle f, qualunque sia y. Il numero delle in-
tersezioni delle f concorrenti in O ammette, rispetto ai possibili y, un mi-
nimo 4, (> 1), che da l'equivalenza numerativa di O nel numero predetto.
Vi posson inoltre essere curve irriducibili, comuni alle 7, tali che in ciascuna
C di esse va a cadere un minimo 4, (> 1) di intersezioni delle f, talune di
queste andando a concorrere in punti fissi della C, in numero j, uguale al-
I'equivalenza numerativa complessiva di essi. Allora 4, — j, & 'equivalenza
numerativa di C — X0, : il sommatorio essendo esteso ai punti O, analoghi
ad O, esistenti su C. Vi posson poi essere superficie irriducibili, comuni alle
/, tali che in ciascuna F di esse va cadere un minimo 4, (> 1) di intersezioni
delle f e talune cadono nelle curve C, analoghe a C, tracciate su F e aventi
complessivamente equivalenza numerativa j, . Allora 7, — j; & 'equivalenza
numerativa di F— X'C,; e cosi proseguendo.

§ 7. CONSIDERAZIONI COMPLEMENTARI

20. Approfondiamo ulteriormente la questione del limite di R (x,), risul-
tante alla Kronecker delle equazioni (17), calcolato quando i coefficienti a
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di queste funzioni son indeterminati, epperd R () ha I =mn,n,... n, zeri
semplici. Sia

(18) fl(xl,xz,.‘.,x,) 20,..., 7'.(3551,.%2,...,35’,):0
un dato sistema particolare di equazioni di gradi #;,#,,...,n, uguali ri-
spettivamente ai gradi di f;, f,, ...,/ . Il risultante R (r) & una funzione

razionale intera dei coefficienti a: la indicheremo con R (a; x,) onde tenere
in evidenza che dipende dagli a. Questa funzione ha un lLimite determinato
allorché gli @ tendono opportunamente ai coefficienti a delle f, anche se in
apparenza il lim R (a; «,) si presenta formalmente indeterminato quando
svanisce identicamente.

Basta all'uopo, entro-la varietA M di cui al n. prec., far tendere
(fisfer---uf) ad (fi,f2,...,f,) lungo un ramo y avente lorigine in
(fi,far -, f) e appartenente ad M — N, salvo al pitt l'origine. II che
implica che ogni @ di una f sia funzione analitica olomorfa di un medesimo
parametro #, la quale per { — o tende al coefficiente @ del termine simile
della f associata.

Percid anche i singoli coefficienti di R (a; ,), quale polinomio in %, ,
risultano funzioni olomorfe di ¢ attorno a ¢ = o.

Se fra questi coefficienti ce n’¢ almeno uno che ha limite diverso da
zero, il limite di R (a; x,) ¢, anche formalmente, determinato; altrimenti fra
i coefficienti se ne sceglierd uno che si annulli in ¢ = o dell’ordine piu pic-
colo possibile e si dividerd R (a; x,) per questo coefficiente, diciamolo g, :

I.
allora lim - R (a; %,) € ben determinato. Lo designeremo con R (x,).
t 0 Y

Che cosa accade per f-—o0 delle radici di R (a; x)=o0, ossia di

I
— R (a; %,) = o, riguardate, esse pure, quali funzioni (algebroidi) di #? Con-
0 B

sideriamo anzitutto il caso in cui le (18) hanno un numero finito di solu-
zioni, che posson supporsi tutte al finito, previa una generica trasformazione
omografica. Scelti gli assi in posizione generica, si pud assumere il ramo y
in modo che non accada mai, per (f;,fo,...,f) = (f1,F2,--.,/,) sopra
¥, che le congiungenti a due a due degli / punti distinti comuni alle f si appog-
gino allo S,_, congiungente i punti all'infinito degli assi %, %,,...,4, 4.
Inoltre la scelta generica degli assi assicura che il predetto S,_, non incontra
‘nessuna delle congiungenti a due a due delle intersezioni delle (x8) (ved. la

I : . _
fine del n. 18). Allora le radici di - R (a; %) =0 si conservano distinte e
0

semplici, salvo che al limite; e nessuna di esse tende all’infinito, poiché i
loro limiti sono complessivamente le radici del polinomio limite R (x). Ciod
al limite R (¥, ¢ ancora di grado /, cosicché il termine di grado pit elevato
di R (a; x,) ha per coefficiente una funzione olomorfa di ¢, che tende ad un
numero diverso da zero o ¢ infinitesima per ¢ = o d’ordine uguale al mi-
nimo degli ordini infinitesimali dei coefficienti di R (a; x,).

AT
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Se una radice x? di R (x,) ¢ p—pla, ossia & limite di y radici semplici di

I . . . . .
— R (a; x,), siccome i punti comuni alle f, nelle nostre ipotesi, sono in cor-
0

rispondenza biunivoca con le radici di R (a; #,) = o, il punto ben determi-
nato comune alle (18), nel quale ¢ x, = x?, ¢ limite di x punti distinti co-
muni alle f.

La conclusione ¢ quella enunciata a p. 408.di [4] nell’estensione del teo-
rema di Bézout. Ma la stessa conclusione si pud applicare nei riguardi delle
soluzioni isolate anche quando le (18) hanno infinite intersezioni comuni,
distribuite in una o pil varietd algebriche, di dimensioni > 1. Allora, previa
una trasformazione omografica generica, si pud ottenere che le intersezioni
isolate delle (18), se vi sono, sieno tutte al finito. Fissata una di queste, O,
si pud inoltre supporre, per una scelta degli assi, generica rispetto ad O, nel
senso sopra espresso, che, mentre (f;,f; ..., f) varia sul ramo di origine
(fi,f2,...,7,), le intersezioni delle f si conservino distinte (e semplici) e
con le loro rette congiungenti non appoggiate allo S, _, congiungente i punti
all'infinito degli assi x;,%,,...,%,_,. Si pud altresi ottenere che al detto
S,_, non si appoggi nessuna delle congiungenti a due a due delle intersezioni

I
isolate delle (18). Cosi, se il limite R (x,) di 7R (@; x,) ha nella x,, sia 3,
0

di O, uno zero u—plo, vi sono u delle intersezioni semplici delle f che ten-
dono ad O per { — 0. E analogamente, per ciascuna delle intersezioni isolate
delle (z8).

I - .
‘I rimanenti zeri di — R (a; x,) tendono a zeri di R (x,) (finiti o infiniti)
0

che provengono da intersezioni non isolate delle (18); e il loro numero for-

nisce, come si ¢ descritto nel n. 19, l'equivalenza numerativa (*¥) comples-
siva dei luoghi di intersezioni non isolate.

Ho gia dato in proposito, quasi mezzo secolo fa [g, p. 115], 'equivalenza
numerativa, rispetto al teorema di Bézout, inerente a # forme di S,, di una

7
varieta irriducibile «generale» (in senso ben precisato) di dimensione % < >

comune alle forme stesse. La formula che ottenni allora & elegante e sem-
plice, ma il processo deduttivo, rivela gravi difficoltd anche per conseguire
tale formula, che non abbraccia poi tutti i casi (¥). In conclusione:

TEOREMA. Quando v forme di S, degli ordini ny, n,, ..., n, , hanno una
intersezione isolata O, anche s’esse posseggono infinite soluzioni comuni distri-

(#) L’equivalenza numerativa da poi in tal caso I'equivalenza funzionale, perché
la totalitd dei gruppi di / punti di S, costituisce una varietd algebrica irriducibile.

(24) Una verifica notevole della formula medesima trovasi a p. 118 di [9], [vol. I,
P. 92], dove determino, come applicazione, il numero 3264 delle coniche tangenti a 5
coniche del piano, mediante il teorema di Bézout cosl generalizzato, riferito a 5 forme
del 6° ordine di Ss passanti doppiamente per una superficie di Veronese.
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buite in una varietd 'V drriducibile o riducibile, pnra o impura, la molteplicita
d’intersezione delle forme stesse in O & sempre data dal numero delle inteyse-
zioni semplict distinte, situate nell’intorno di O, di v forme genericamente pros-
stme a quelle. Il numero complessivo delle intersezioni di queste forme, prossime
a intersezioni non isolate delle date, formisce I'equivalenza wnumerativa della
varieta 'V, nel numero totale nyn, . . . n, delle intersezioni (virtuali) delle forme
primitive. :

21. Vogliamo ora chiarire un paradosso, che si presenta quando si ap-
plica il metodo di Kronecker ad » forme particolari (18), che pure abbiano
un numero finito d’intersezioni.

Come pud avvenire che il risultato, chiamiamolo R (), delle forme
stesse, calcolato, sia pure rispetto ad assi generici e previa una generica tra-
sformazione omografica, si presenti di grado maggiore di /; e come puo al-
tresi avvenire che gli zeri di R (x,) abbiano molteplicitd diversa dagli zeri

I
del limite R (x,) del risultante generale ;—R (; x)? Eppure questa circo-
: 0

stanza paradossale si presenta nel fatto. Segno ¢ che R (x,) non coincide

sempre, neanche nel caso’ d’intersezioni isolate, col limite di %R (a4 x,).
La circostanza apparisce a un primo esame paradossale, perché sembra vio-
lare la continuitd che domina sovrana nel campo algebrico. Ma cosl non &,
com’¢ naturale e come ora vedremo.
L’esempio dato dal Prof. Perron a p. 656 di [1] ha richiamata la mia
attenzione su questa circostanza ed ho desiderato di chiarirla fino in fondo.
Il Prof. Perron considera le 3 semplici equazioni

(x9) =0, =0, =0,

nello S; (%, %, , x;) ed eseguisce il calcolo effettivo onde applicare alle (19)
il metodo di Kronecker. Il primo sistema eliminante conduce alle equazioni:

x4 =0, 22x2=0, x=o0.

Si deve poi eliminare fra queste p. es. la x,, cercando il risultante dei poli-
nomi in %, : ' '

2
Eixf + L w3 al 4 &, My a5 xf s x .

E un determinante di 8° ordine, che, essendo isobarico, contiene a fattore
in tutti i termini %1%, per cui viene R (x;) = x3°.
Se invece si applica il metodo di Kronecker a tre equazioni quadratiche
generiche nelle %, , %, , %, , si deve ottenere un R (x;), di grado 8, con 8 ra-
I
dici semplici. Non & dunque R (x;) = lim - R (a; %,).
0
L’intima ragione & questa. Quando si applica il metodo di Kronecker
a tre quadriche generiche di S,, considerando il sistema lineare 2 da esse
individuato, 'equazione risultante dall’eliminazione di #;, fra le equazioni di

—
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|
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due quadriche generiche di X, rappresenta il cilindro proiettante la quartica
(di prima specie, irriducibile, priva di punti multipli) C, intersezione delle
due quadriche, dal punto all'infinito dell’asse x, . Le sezioni dei cilindri cosi
ottenuti, col piano x, = o, cio¢ le proiezioni ivi, C’, delle curve C, costitui-
scono sul piano un sistema algebrico (anzi razionale) di quartiche (di genere
1), passanti per 8 punti base semplici, senza tangenti fisse.

Per costruire il secondo sistema eliminante, si deve considerare il siste-
ma lineare minimo, X', che contiene quelle quartiche e assumere due curve
generiche C’ di X'. L’eliminazione di x, fra le equazioni di queste curve,
porta, onde costruire R (v,), a separare, nel risultante delle due equazioni,
la parte indipendente dai parametri da cui le due curve dipendono.

Il risultante & di grado 16; ma la parte indipendente dai parametri
stessi ¢ di grado 8 e corrisponde ai fattori del tipo w,— a;, costituenti i
primi membri delle equazioni delle rette proiettanti, sul piano x; = o dal
punto all'infinito di #,, le 8 intersezioni semplici fisse delle due C".

Ebbene, quando il sistema delle quadriche generiche si particolarizza,
epperd si particolarizza anche il sistema X’ congiungente le C’, qualche in-
tersezione di due curve generiche del sistema limite 3, che nel caso gene-
rale era distinta dalle 8 intersezioni fisse, pud benissimo venire a coincidere
con taluna di queste; e cio indipendentemente dalle coincidenze che al limite
possano verificarsi fra le 8 intersezioni originarie. Allora anche le nuove in-
tersezioni, scartate nel caso generale, perché dipendenti dalla variabilita delle
C’, danno il proprio contributo all’equazione risultante, non essendo possibile
nel calcolo formale distinguere le nuove intersezioni dai limiti delle vecchie.
Ma cio che il calcolo formale non distingue, distingue la pin profonda consi-
derazione di limite. Nell'esempio di Perron le quartiche piane C’ riduconsi a
gruppi di 4 rette del fascio che, sul piano x; = o, ha per centro l'origine
O’ (%, = %, = 0) ed esse hanno il punto base O’, che assorbe tutte quante
le sedici intersezioni di due C’. Come vedesi, non si tratta di alcuna viola-
zione della continuitd algebrica, ma anzi di una riconferma, se pur ce ne
fosse bisognol

L’argomentazione ha chiaro carattere generale.

Chiamato 7isultante limite (rispetto ad x,) di » equazioni algebriche in
7 variabili %, ,%,,...,%,, non quello fornito dall’applicazione formale del
metodo di Kronecker, ma il limite del risultante formale di » equazioni degli
stessi gradi a coefficienti indeterminati, calcolato col medesimo metodo, al-
lorché le equazioni stesse si fanno tendere (nel modo generico specificato nel

n. 20) alle equazioni date, anche se queste hanno infinite soluzioni, si con--

clude che: :

Il visultante limite di v equazioni algebriche in v variabili puo esser di-

verso dal risultante formale alla Kronecker delle equazioni stesse. Cio accade

certamente se le equazioni date hanno infinite soluzioni (nel qual caso il risul-
tante formale svamisce identicamente); ma pud avvenive anche se le equaziont
date hanno wn numero finito di soluzioni. In questo caso i due visultanti hanno

S — S

B S
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le stesse radici; pero la wmolteplicita di taluna o di tutte le radici del risultante
Sformale puo esser maggiore della corrispondente vadice del visultante limite, la
- quale sola ha valove ai fini della molteplicita d’intersezione.

Osservazione. Questa conclusione, posta in relazione con la definizione
della molteplicita d’intersezione k-dimensionale in un punto comune ad %
forme di S,, la quale definizione, si ricordi, riconduce tale molteplicita alla
molteplicita d’intersezione di » — & forme di S, in un punto isolato comune
(n. 3), mostra che il metodo di Kronecker serve anche pel problema delle
molteplicita > 1, in quanto si usi per trovare il risultante limite,

22. In [4, p. 335] caratterizzo il risultante R (%, ,%,, ..., %,), rispettb
ad %, , di due polinomi fy (%;,...,%,), f; (%;,...,%,) di gradi #, >0, #, >0
in x,, primi fra loro, nessuno dei quali possegga fattori (nom costanti) indi-

pendenti da x, , mediante l'identitd

(20) R=A4Af+Bf,

dove 4, B son polinomi individuati nelle x,,...,x,, di gradi rispettivi
7y — 1 ed ny—1 al pilt in #; . Il sig. Perron adduce un esempio onde pro-
vare che le indicate ‘condizioni non individuano R (a meno di un fattore
costante). Nell’esempio R risulta infatti determinato a meno d’un polinomio
indipendente da %, . C’¢ da osservare che tale indeterminazione non & perd
specifica di questo o di quell’esempio, perché dalla (20), segue l'identita

O(,...,) R=0(x2,...,2)Afo+0(x,...,x)Bf;,

0 essendo un polinomio qualunque in x,,...,% . Ma una siffatta ovvia
indeterminazione del polinomio R non poteva essermi sfuggita. Essa resta
infatti categoricamente esclusa dal mio risultato in virtu della condizione
ulteriore, prescritta in modo esplicito ai polinomi A4, B, di esser cioé privi
di fattors comuni dipendenti soltanto da x,, . .., %, [4, p- 328, b); p. 332, riga
6 dall’alto]. La condizione ¢ dunque replicatamente espressa nel corso della
dimostrazione e la sua omissione nel gid prolisso enunciato & irrilevante, sia
perché, in esso, si afferma che i polinomi A, B son individuati, come poli-
nomi nelle %, , ..., x,, sia perché si dichiara che R ¢ il risultante di f,, f;
rispetto ad x, . La definizione che ne deriva per questo risultante non si pud
pertanto giudicare fallita (missgliickt).

D’altronde il teorema medesimo pud stabilirsi rapidamente, quando i
polinomi f,, f; sono di gradi #,, #; rispetto al complesso delle variabili e
non soltanto rispetto ad x, (%), senza farlo derivare dalle considerazioni di
[4, p. 331-35], le quali si riferiscono all’ipotesi piu larga che si conoscano
soltanto i gradi di f;, f; in %, .

(25) Questa & l'ipotesi pilt importante per le applicazioni geometriche; e ad essa
ci si pud sempre ridurre allorché le ipersuperficie fo = o0, f1 = o, sono di ordini #g, 71,
scegliendo il punto all'infinito dell’asse #1 fuori delle ipersuperficie stesse.

85 -~ v
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Sia, invero, R un polinomio in #,, ..., %, espresso sotto la forma (20),
ove A, B, fy, fi soddisfanno alle ipotesi dette. Intanto si constata subito
che la rappresentazione (20) ¢ individuata da R. Se invero si ha una rap-
presentazione analoga

R=A4"f,+B'f;,
ne segue:
(Ad—A4f+ (B—=B)fi=o0;

e, poiché f; & primo con f;, deve dividere 4 — 4’ [4, p. 324]. Ora cid non
& possibile se 4 non & identico ad A’, perché 4 — A4’ ¢ di grado #, — 1 al

" pit in %, mentre f; & per ipotesi di grado #, in ¥, . Similmente concludesi
che B= B’

Cid posto, proviamo che ogni radice (x,,...,%,) di R = o, associata a
qualche x, , sia %, , da una soluzione comune alle fy, f;. Sia 0 (x,,..., %)
un fattore primo di R. Esso non appartiene né ad 4 né a B, perché, se ap-
partenesse ad 4, atteso che 4, B non hanno fattori comuni indipendenti da
%, , il fattore 0 apparterrebbe ad f; , che invece & per ipotesi privo di fattori
indipendenti da x, . Similmente si esclude che § possa dividere B. Pertanto,

se (%,...,%,) & uno zero generico di 6, i polinomii

Ay, %y .,%), B, %,...,%), o, %,....%), fi(x,%,...,%)
son tutti non identicamente nulli. Di pid f; (%;,%,,...,%,) ha il grado
effettivo #, in #%;, perché il coefficiente di xp in f; (%;,%,,...,%) & una

costante non nulla. La conclusione vale anche per » = 2, essendo allora
0 =k (x,—%,) (k costante).
Dalla (20) segue che ogni radice y—pla (x> 1) dell’equazione

«(ZI) f1 (xi,iz,...,ﬁ')zo’
appartiene con molteplicita u’ > p all’equazione

A(xl,Ez,...,E')fo(xl,iz,..-,§,)':'—-'O.

Non posson ora tutte le radici della (21), di grado #,, appartenere con la
loro molteplicita all’equazione

AW, %, ... B) =0,

che & di grado < #,, in x, . Pertanto esiste qualche radice x; di (21) che
annulla fy (%, %, ..., %,):

11 teorema & cosi dimostrato per uno zero generico di 8 e quindi, tenuto
conto della continuitd delle funzioni algebriche, per ogni zero di 0; epperd
per ogni zero di R. V

Aggiungerd che quando fy, fi son polinomi generici, il risultante R, for-
nito dalla (20), coincide col visultante S di Sylvester, calcolato riguardando
Jo, fi quali polinomr in %y .
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Tenuto conto infatti che S (x,,...,%,) & un cilindro, col vertice nel
punto all’infinito di x,, proiettante la varieta V, , d’ordine #y%,, comune
a fy = o0, fy = 0 e che queste ultime ipersuperficie, attesa la loro genericita,
hanno in ogni punto di ¥V un’intersezione semplice, se ne trae, in virtt di
un teorema di Noether (r = 2) [18, p. 335] e della sua estensione ad 7 qua-

lunque [19, p. 112], [vol. I, p. 102]:
S=A4f+Bf,

A, B essendo polinomi convenienti di x; , ..., x,. Siccome poi per %, , ..., %,
comunque dati, S deve ridursi al risultante di Sylvester inerente ai due poli-
nomi in %, , f,, fi , che hanno i gradi #,, #;, 1 polinomi 4, B devon essere
di gradi rispettivi #; — I, #,— I in %; [4, pp. 362, 364]. Pertanto S, R sono
identici (a meno di un eventuale fattore costante).

Le condizioni che f,, f; sieno primi fra loro e privi di divisori indipen=
denti da x,, sono automaticamente soddisfatte, attesa la loro genericita; e
cosi & soddisfatta, la condizione che 4, B non abbiano divisori comuni indi-
pendenti da x,, perché altrimenti S sarebbe riducibile, mentre la V,_, co-
mune a f, = o, f; = o & irriducibile.

Se perd i polinomii f,, f; si particolarizzano (senza che tuttavia ven-
gano a possedere fattori comuni), il risultante S si pud spezzare, acquistando
anche fattori multipli, e pud darsi che qualcuno di tali fattori diventi comune
ad A4, B. In tal caso, per ottenere R, bisogna sopprimere questi fattori dai
due membri dellidentitd che esprime S. Insomma il risultante R é sempre
un divisore di S (il quale ultimo me contiene tutti gli zeri).

Quanto alle molteplicita dei fattori in cui S eventualmente si spezzi, &
facile vedere (segando con un piano generico parallelo ad %) ch’esse non
sono altro che le molteplicitd d’intersezione di f, = o, f; = o lungo le com-
ponenti di V,_, proiettate secondo quelle certi componenti di S = o. Cid,
beninteso, a. patto che il punto all’infinito di x; non sia vertice di alcun cono
pluriproiettante qualche parte di V,_,.

—

Osservazione 1® Se pilt forme (1) di S, hanno in comune una varieta
costituita da componenti di dimensioni &y, Ay, ..., 5 (hy>hy...> k> 0)
si pud assumere come risultante delle (1), rispetto all’eliminazione delle
variabili x;,%,...,%.; 1 lequazione ¢; (%,_, ,...,%)=o0 del cilindro
proiettante le componenti di dimensione %; dallo S, , , che congiunge i
punti all'infinito degli assi #;,%;,...,%,, 4. Qualora gli assi sieno in
posizione generica rispetto alle (1) questo risultante si potra completare ele-
vando ciascun suo fattore primo ad un esponente uguale alla molteplicita
d’intersezione delle (1) lungo la componente a cui quel fattore riferiscesi.

L’equazione ¢, ¢, ..., =0 da in sostanza il risultante totale di Kro-

necker,

Osservazione 28, Le considerazioni di questo n. posson essere estese al
risultante di 7 equazioni in 7 variabili, tenuto conto di teoremi di Lasker
e di quelli contenuti in una mia Nota [21]. La ricerca sarebbe interessante.
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23. A p. 660 di [1] il Prof. Perron esprime il proprio dubbio sulla verita
del teorema che ogni curva sghemba irriducibile C possa sempre conside-
rarsi quale intersezione semplice completa di quattro superficie, secondo la
definizione da me data in [2] col metodo di Kronecker; la qual cosa & dimo-
strata anche per varietd qualunque irriducibili prive di punti multipli, nel
§ 4 della presente Memoria, dove la definizione ha la pitt ampia estensione.

E l'esimio contradditore rinvia per la risoluzione del dubbio ad un’aggiunta

ad [1], introdotta durante la correzione delle bozze, nella quale egli di un
esempio di una curva C irriducibile che non & intersezione semplice, nel
senso da me specificato, non soltanto di quattro, ma neppure di un numero
comunque grande di superficie. L’esempio ¢ relativo ad una curva sghemba
razionale (dunque irriducibile) C con un punto triplo triplanare ed & stato
costruito dal sig. Perron in seguito ad un’osservazione del Prof. Van der
Waerden che aveva richiamato la sua attenzione, per I'obietto in questione,
sopra un esempio di Macaulay (1916) relativo ad una curva con un punto
triplanare, ma pero6 riducibile.

Ebbene, anche qui trattasi di un malinteso. Invero, fin dai primordi dei
problemi di classificazione delle curve sghembe (Noether, Halphen, Valen-
tiner, ecc.) si & fatto sempre riferimento, quando non si & detto espressa-
mente il contrario, a curve sghembe prive di punti multipli; ond’io avrei
potuto perfino risparmiarmi di dirlo. Da tutto il contenuto del mio lavoro
[2] risulta infatti che io parlo sempre di curve (e di varietd) prive di punti
multipli; ma I’ho anche avvertito espressamente a p. 110 con la frase « Da-
bei ist natitrlich vorausgesezt dass die Kurven C und D selbest keine vielfachen
Punkie besitzen » (le parole corsive lo sono pure in [2]).

Sarebbe stato in verita strano che, proprio un cultore di geometria
sopra una superficie, che ha avuto per tanti anni dinanzi il ben noto mo-
dello proiettivo di una classe di superficie birazionalmente equivalenti, co-
stituito da una superficie F dello spazio ordinario con una linea doppia ordi-
naria irriducibile, possedente un numero finito di punti tripli triplanari,
avesse in un’occasione tanto elementare, dimenticato che le superficie ag-
giunte ad F passano doppiamente per ciascuno dei punti tripli (cosa ovvia)
e che pertanto piu superficie contenenti la linea doppia non posson mai in-
tersecarsi semplicemente nei punti tripli, né quindi la linea doppia pud giam-
mai esser loro intersezione semplice completa.

D’altronde dal n. 6 della presente Memoria risulta che una curva sghem-
ba irriducibile dotata di punti multipli (anche se sono punti multipli dalla
pitt bassa molteplicitd e della piir semplice struttura, come i nodi) non pud
mai essere intersezione completa semplice di superficie.

24. Rimane da considerare un’ultima osservazione del sig. Perron. Essa
riguarda il punto di vista infinitesimale nella valutazione della molteplicita
d’intersezione di tre superficie f;, 7,, 7; un punto P di una curva irriduci-
bile C, per cui esse passino.
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Il Prof. Perron adduce esempi [1, § 5] per provare che se f,, f,, f; son
tre superficie generiche di ordini #,, #,, n, degl’intorni rispettivi di f;, f,,
f3, ed fi, f2, 5 convergono rispettivamente verso f,, f,, f;, in guisa che
delle loro 7,m,n, intersezioni qualcuna tenda a P, pud accadere che una
sola di questa tenda a P, senza che percio le f,, f,, f; s'intersechino sem-
plicemente in P. Tale critica & del tutto giustificata. Gli & che in [2] io non
ho menomamente collegato (come il sig. Perron avverte in [1, p. 635]), la
definizione infinitesimale, proposta nel caso d’intersezioni non isolate, con
quanto avevo prima esposto per delineare il concetto di molteplicitd d’inter-
sezione. La sola proprietd dimostrata nel n. 1o di [2] & che se le £, f,, f; si
incontrano semplicemente nel punto P di C, una (al pit) delle intersezioni
delle f,, f,, f; convergenti verso f;, f,, f;, tende a P. Ma la reciproca non
¢ da me dimostrata, anzi, come risulta dagli esempi di Perron, non & vera.
Ritengo altresi probabile I'induzione di questo Autore [1, p. 672] che il fatto
segnalato si presenti ognora, comunque le f;, f;, f; s'intersechino lungo C;
pero, non credo che la cosa possa sempre verificarsi per tutti i punti di C,
ma soltanto pel punto generico. Presunzione che risulta lumeggiata da
quanto segue.

Il punto di vista naturale ed utile per la valutazione globale della mol-
teplicita d’intersezione di‘tre superficie £, , f,, f; lungo una curva C ad esse
comune, & quello ricordato in [2], dell’equivalenza funzionale di C nel gruppo
virtuale delle loro #y n,n, intersezioni. Se le generiche 7, , f,, f, degl’intorni
di fi, f2, fs convergono rispettivamente a queste superficie, lungo un ramo
y di origine (f;, f, f3), appartenente, salvo l'origine, ad M — N (ved. n. 19
con riferimento all'ipotesi attuale » = 3), un certo gruppo G, delle n,n,n,
intersezioni semplici delle f,, 7,, f; tende ad un gruppo G di C, ogni punto
di C contandosi tante volte quante sono le intersezioni semplici di G che
in esso convergono. Variando il ramo predetto, il gruppo limite G varia e
descrive su C una serie di gruppi linearmente equivalenti, che costituisce
appunto 'equivalenza funzionale di C nel gruppo virtuale (f;, f;, f;). Pud
tuttavia darsi che qualcuno dei punti di G abbia una posizione fissa, indi-
pendente dal modo di passare al limite (n. 19); posizione che si potrd con-
siderare come un’iniersezione isolata delle f, , f,, f,, venuta infinitamente vi-
cina al luogo delle intersezioni non isolate. E probabile che i punti variabili
del generico G sieno punti semplici del gruppo stesso; cid che giustificherebbe
la presunzione di Perron in relazione al generico punto di C; mentre lo stesso
non accadra in generale nei punti particolari di C, fissi per G.

Ad ogni modo il numero j dei punti di G (contato ciascuno con la mol-
teplicita che gli compete, a norma di quanto precede) denota I’abbassamento
che la curva C produce nel numero delle intersezioni isolate; ed & dunque il
numero che deve assumersi come molteplicita o equivalenza numerativa della
C (insieme alle intersezioni isolate ad esse infinitamente vicine) nel gruppo
virtuale (fy, f,, f3) (ved. il n. 19). Questa molteplicitd & del tutto distinta
dalla molteplicitd d’intersezione delle £, , f,, f; in un punto, sia pure gene-
rico, di C. Se C, priva di punti multipli, & intersezione semplice di £, , f,, f; ,
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dal teorema da me dato nel n. 10 di [2] circa I'equivalenza funzionale di C,
risulta che I'equivalenza numerativa di C & espressa da j = (1, -+ 7, + 7, —
—4) — (2 p —2) ove n, p sono l'ordine e il genere di C. P. es. una cubica
sghemba C ha lequivalenza numerativa 8 per tre quadriche generiche che
la contengano, mentre la molteplicitd d’intersezione di queste in un punto
qualunque di C ¢ 1.

Viene cosi chiarito il rapporto di due concetti che la critica del Prof.
Perron mi ha indotto a meglio specificare.

§ 8. CONCLUSIONE

Riassumo i punti salienti:

1) Resta confermato che nello spirito della geometria algebrica non
si deve trascurare la molteplicitd delle intersezioni nei problemi relativi ai
punti comuni a date forme algebriche, sieno essi isolati o no.

2)- Resta acquisito che ¢ possibile fissare un concetto geometrico gene-
rale di molteplicita d’intersezione di un numero qualunque di forme di S, in
un loro punto comune (isolato o no) e, piti generalmente ancora, di un nu-
mero qualunque di varieta algebriche entro una varieta irriducibile ambiente,
priva di punti multipli.

3) Resta confermato che il teorema di Kronecker—Perron [1, p. 673,
teor. 1; 17] che la varietd (irriducibile o riducibile, pura o impura) comune
a pit forme di S, pud sempre considerarsi come totalitd dei punti comuni
ad un sistema di (al pitt) » forme, ¢ verissimo; ma resta pur provato ch’esso
non da generalmente la varieta quale intersezione completa di forme, ma solo
come tnterferenza di queste.

4) Resta dimostrato che una varieta algebrica irriducibile, priva di
punti multipli di S,, puod sempre ottenersi come intersezione completa sem-
plice di » + 1 forme, al piti. E il teorema che il sig. Perron affermava falso
in [5] e dubbioso e non determinato in [1]. La dimostrazione trovasi nel § 4
di questa Memoria.

5) Resta confermato che la quintica di Vahlen non pud ottenersi come
intersezione completa semplice di tre superficie, secondo quanto & stato rite-
nuto dai geometri da oltre mezzo secolo e com’io avevo ribadito in [2] e pitt
diffusamente nel presente lavoro (n. 11).

6) Viene sottolineato che il metodo di eliminazione di Kronecker for-
nisce un criterio di valutazione delle molteplicita delle intersezioni, isolate o
no, di un numero qualunque di forme algebriche; criterio coincidente col
concetto geometrico nel caso di intersezioni semplici (§ 5 della presente Me-
moria). Se le intersezioni non sono semplici, il metodo di Kronecker conduce
bensi a numeri diversi da quelli forniti dal concetto geometrico, e questo
anche nel caso pitt semplice di » forme di S, aventi in comune soltanto in-
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tersezioni isolate, come il sig. Perron ha osservato in un semplice istruttivo
esempio. Perd, se il metodo si usa pel calcolo del risultante limite, esso per-
mette di trovare la molteplicitd d'una intersezione k-dimensionale (B> o),

by

anche quando essa & maggiore di 1.

7) Viene confermato che la dimostrazione del teorema di Bézout ge-
neralizzato da me data in [4, p. 406], & ineccepibile e lo stesso metodo 14
usato conduce anzi a fissare il concetto di molteplicita di un’intersezione
isolata di 7 forme di S,, anche se esse posseggono ulteriormente infinite in-
tersezioni non isolate. D’altronde il mio procedimento conduce ad un sug-
gestivo significato infinitesimale di tale molteplicita, che non mi consta fosse
stato prima segnalato in generale.

8) Viene riconosciuto che I'equivalenza numerativa di una curva C
comune a tre superficie dello spazio ¢ una nozione distinta da quella di mol-
teplicita d’intersezione delle tre superficie in un punto di P di C, come &
posto opportunamente in luce dagli esempi addotti dal Prof. Perron.

Si deve comunque avvertire, a chiusura di questo ormai lungo e non
certo inutile dibattito, che la geometria algebrica non avrebbe potuto né
progredire cosi rapidamente né penetrare tanto a fondo le proprietd essen-
ziali e pit riposte delle funzioni algebriche, se non fosse stata orientata verso
procedimenti sintetici, superanti questioni di dettaglio, la cui risposta era
implicita e a priori sicura, in virtd della stessa generalitd e potenza di quei
procedimenti.

La matematica ha oggi in veritd tendenze pit rigoriste che intuizioniste
e la monumentale creazione dell’algebra astratta ne & una delle eloquenti e
pregevoli testimonianze; ma bisogna altresi riconoscere che il trasporto della
geometria algebrica conosciuta nel dominio di questa branca va piuttosto a
rilento e per ora quasi soltanto i fondamenti elementari hanno potuto tro-
vare in essa posto definitivo (%).

Bisogna dunque continuare a tenere in gran conto anche la sintesi geo-
metrica, che ha condotto tanto innanzi e che, avanguardia ardita, continuera
sempre ad aprire su questo terreno le nuove vie; tanto piii che anche i me-
todi della geometria algebrica italiana sono nutriti di sostanziale rigore, del
che spero di aver dato qui un saggio convincente.

+ (%) Dal punto di vista costruttivo hanno perd notevole importanza i risultati
della scuola americana relativi alle singolarita delle varietd, conseguiti coi metodi del-
Palgebra moderna e sopra tutto il teorema di recente dimostrato da Zariski circa la
possibilita di trasformare birazionalmente ogni varieta algebrica a tre dimensioni in
una priva di punti multipli.
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OSSERVAZIONI COMPLEMENTARI

1. Nel n. 17 (p. 528) si allude alle ricerche di F. Gaeta sul concetto di residuale
delle curve sghembe, ricerche appena iniziate quando 1'Autore pubblicd la precedente
Memoria CLIX. I risultati ulteriori del Dott. Gaeta (che riguardano in parte esten-
sioni anche a superficie e varietd) sono pubblicati in due lavori, uno dei quali ha gia
veduto la luce negli « Annali di Matematica », 1948, mentre il secondo & ora in corso
di pubblicazione negli stessi « Annali» 1950. Essi poggiano essenzialmente sulle preci-
sazioni alla teoria delle intersezioni delle forme contenute nella CLIX. Si dimostra
p. es. che una curva sghemba irriducibile senza punti multipli ¢ di residuale finito
allora e soltanto allora che sia aritmeticamente novmale (nel senso di Zariski). Esteso
poi il concetto di residuale alle curve sghembe con punti multipli e comunque riduci-
bili, Gaeta trova che le curve di residuale finito coincidono con le curve perfette
(Macaulay-Grobner) ossia di prima specie (secondo Dubreil). Anche per curve ridu-
cibili e con punti multipli, come per quelle irriducibili, senza punti multipli, I'ideale
dei polinomi nulli sopra una curva di residuale g, consta di ¢ + 2 polinomi.

Gaeta ha infine dimostrato che ogni famiglia di curve sghembe irriducibili, prive
di punti multipli, di residuale finito e di ordine # e genere p, per quanto sia drregolave
(nel senso indicato nell’Anhang G delle Vorlesungen diber algebraische Geometrie del-
I’Autore) contiene sempre curve degenerate in sistemi connessi di # rette (di genere
virtuale p) aventi soltanto # 4 p — 1 punti di connessione, comuni a coppie di rette.

2. Nei riguardi dei §§ 6, 7 della Memoria CLIX, si fanno qui seguire talune con-
siderazioni, che lumeggiano certi aspetti delle questioni 1a trattate. Qualche argomen-
tazione (come ha osservato il Prof. Perron in una privata, amichevole corrispondenza
con I'Autore) presuppone acquisiti questi due fatti:

@) Una r-pla generica di forme degli ordini 1,2, ..., #, di S, non possiede
infinite interferenze.

b) La detta r—pla generica possiede un numero finito non nullo d’interferenze.

Questi due fatti posson esser bensl stabiliti come conseguenza della teoria di
Kronecker, ma con una discussione e con un calcolo non semplice, che seguono passo
passo il processo di eliminazione applicato alle equazioni delle # forme, a coefficienti
indeterminati. In tal modo si perviene (in coordinate omogenee xg, #1, .. ., %,) ad un
risultante R (x9, #,), che & una forma di grado #ny#y...n, nelle x, #,, e restano cosi
acquisiti i fatti accennati,




550 CLIX. - Il concetto generdle di molteplicita delle soluzioni per sistemi ecc.

Volendo invece stabilirli a priori, senza premettere il complesso procedimento
cui s’allude, si pud ragionare come segue.
Nei riguardi di a). Si ammetta conosciuta la proprietd per r — 1 forme di S,_1,

poiché & vera per » = 1. Presa una 7~pla generica f; =0, f =o0,...,f = o, la »-pla
staccata sull'iperpiano x = o dalle f; (%o, %1,...,%) =0 (i =1,...,7—1), & una
(r — 1)-pla generica f1 (0, #1,...,%) =o0,...,fr—1 (0, #1,..., %) = o, epperd ha un
numero finito d’interferenze, nessuna delle quali giace sulla forma generica f. (o, #1,
%2,..:%) =0, Ossia le fi(o,#,...,%)=o0,...,f(0,%,...,%) =0 non hanno
interferenze, e dunque linterferenza delle forme f; (w0, #1,...,%) =0 (i =1,...,7)

non pud contenere alcuna varietd algebrica di dimensione > 1.

Nei viguardi di b). Riprendiamo la varietd di Segre M, (di cui al n. 19, p. 529)
delle »—ple (f) di forme f degli ordini #1, #2, ..., %, e consideriamo entro M, la tota-
litd algebrica T delle 7—ple che passano pei singoli punti di S,. In virty di ), a T ap-
partiene, come parie propria, la totalith 77 delle —ple con infinite interferenze.

Consideriamo ora un »—pla generica (f) fra quelle passanti per un punto O di S,,
le quali costituiscono alla loro volta una varietd di Segre V,_, appartenente a M, .
Ragionando come in a), si vede che (f) ha un numero finito d’interferenze e quindi
non appartiene a 77 ; e dunque futto il suo intorno in T consta di —ple con un numero
finito d’interferenze. Pertanto le #~ple prossime a (7) passanti per un punto P dell’in-
torno di O in S, hanno ciascuna un numero finito d’interferenze, ivi compreso il punto
P. Ad ogni varietd ¥, costituita dalle »—ple passanti per un punto P dell’intorno di
0, corrisponde dunque un numero finito d’interferenze e si ha cosi una corrispondenza
bicontinua d'indici finiti fra l'insieme di quelle ¥, e l'insieme dei punti P, Percid le
Vi—r sono &o". In conclusione esse riempiono M, e non esiste messuna »-pla senza in-
terferenze.

Si pud aggiungere che il ragionamento & ancora applicabile quando (f) & una
7-pla con infinite interferenze, tra le quali ve ne sia una isolata O. Invero, allora le
#—ple aventi infinite interferenze attorno ad O, formano un insieme, che & parte pro-
pria della varietd delle »~ple passanti per O, perché a quell’insieme non appartiene #);
epperd le #—ple passanti pei P e situate nell’intorno di () hanno tutte, nelle vicinanze
di P, un numero finito d’interferenze. La conclusione coincide allora col criterio di
Pliicker-Clebsch, sotto la forma generale datagli nella Nota CXIII [vol. IV, p. 4].

3. E stato da qualcuno osservato (1) che non si comprende perché 1’Autore abbia
continuato ad attenersi al metodo di Kronecker onde pervenire al teorema di Bézout,
mentre Van der Waerden ha mostrato che l'u-risultante di Mertens conduce alle de-
bite nozioni di molteplicitd delle soluzioni, evitando ogni scoglio. Si & perd riconosciuto
che, allo stato delle cose, le considerazioni di continuitd dell’Autore (circa il risultante
limite) rendon possibile I'uso del metodo di Kronecker anche quando vi sono infinite
interferenze e 1'u-risultante di Mertens svanisce percid identicamente.

Ebbene, a prescindere dal fatto che I'uso del metodo di Kronecker fu imposto
dalla stessa origine polemica delle Memorie CXLIX e CLIX [vol. V], perché si trat-
tava di provare che — nell’ambito della geometria algebrica italiana (2) — era possi-
bile dare senso preciso alla proposizione che una Vj di S, senza singolaritd & interse-
zione completa semplice di # + 1 forme al pilt (e che la quintica di Vahlen non pud
ottenersi per intersezione completa semplice di meno di quattro superficie), valgano
le comsiderazioni seguenti.

(1) Ved. KruLL, « Zentralblatt fiir Mathematik» 1949, Bd. 31, Heft. 6, p. 260.

(3 La quale da Corrado Segre e da Bertini in poi aveva appunto poggiato sul
metodo di Kronecker le precisazioni, concernenti le varietd algebriche, che si era rite-
nuto allora utile di dare.
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Anzitutto I'Autore desiderava mostrare il metodo di Kronecker, a cui avevano
fatto riferimento i suoi Maestri, era sufficiente ad accertare se lintersezione di pilt
forme in un loro punto comune & o non é semplice; perché questo bastava a dar senso
rigoroso alle ricordate proposizioni. In secondo luogo il metodo di Kronecker offriva
all’Autore il mezzo d’inserire, con maggior spontaneit, nella trattazione, quelle argo-
mentazioni di continuitd, che lo conducevano ad una definizione dinamica della mol-
teplicita d’intersezione, mentre la definizione presentata da Van der Waerden, a par-
tire dall’u-risultante, era sfafica. E sembrava all’Autore che le necessita geometriche
e lorigine stessa del concetto, richiedessero appunto che non si smarrisse I'aspetto
dinamico.

In terzo luogo, poi, I’Autore desiderava rendersi conto del come poteva presen-
tarsi, nel caso d’intersezione multipla, quel singolare fenomeno (che I’esempio di Perron
riferito nel n. 21 della CLIX, a p. 539, aveva posto in chiara luce) per cui il risultanto
formale alla Kronecker di » forme di S, poteva definire molteplicith d’intersezione
maggiori delle vere molteplicitd geometriche. E a questo scopo egli introdusse appunto
il risultante limite.

Circa questo risultante, calcolato a partire dal risultante formale R (@; %) di una
7-pla generica (f) = (f1, ..., [,) variabile sopra un ramo y di r-ple, il quale ha 1'ori-
gine nella »~pla (f) = (f1, ..., f,), eventualmente anche singolare, e non contiene altre
7—ple singolari, il passaggio al limite, anziché mediante preliminare divisione per un
conveniente coefficiente @, di R (4; #,) pud farsi mediante divisione per un’opportuna
potenza #” di un parametro ¢ uniformizzante biregolarmente il ramo. Si riconosce al-
lora subito che il limite R, (%) & indipendente dalla scelta del parametro (e I’espo-
nente » resta ovviamente lo stesso cangiando il parametro). Il risultante R, (x,) perd,
almeno quando il risultante formale svanisce identicamente, dipende da . .

Nella Memoria gia citata, in corso di pubblicazione (3), I’Autore ha introdotto il
concetto di risultante limite per l'u-risultante di Mertens; e cid gli ha permesso di
ottenere, anche usando questo ultimo risultante, il significato dinamico-geometrico
della molteplicitd d’intersezione.

(3) Sulle molteplicita d’intersezione per variets algebriche ed amalitiche e sopra una
teovia geometrica dell’eliminazione « Math. Zeitschr. », 1950. [La Memoria sar3 riprodotta
nel vol. VI col numero CLXIII; N. d. R.]. Nella Memoria stessa, si da una dimostra-
zione del teorema generale di Bézout, indipendente dalla teoria dell’eliminazione.
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