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Qualora il sistema | A’ | non fosse regolare, cioé, se fosse
R=P'—14P +g,

con ¢ sovrabbondanza del sistema, la ¢ uguaglierebbe (7) ¢ numero delle for-
me differenziali di I1* specie, non identicamenie nulle sulla varietd ambiente
M, , ma nulle sopra A. Varrebbe insomma la:

o=R—5 (4.

2. S'intravvede qui una via algebrico-geometrica, di cui diamo soltanto
ora qualche preventiva indicazione, per pervenire alla relazione di Severi-
Kodaira (%) alla quale giunsi induttivamente nel 1909 e che fu dimostrata
nel 1954 dal geniale geometra giapponese Kodaira, coi sussidi dei pit elevati
strumenti analitici sviluppatisi attorno alla geometria algebrica, nel mezzo
secolo trascorso. :

Anzitutto ricordiamo (°) che la deficienza del sistema canonico tagliato
sopra una “superficie ordinaria, topologicamente generale, 4, dal proprio
sistema aggiunto | A’ |, & uguale alla somma ¢, 4 ¢, ,, ove ¢, € g,_, sono
le irregolarita rispettive r—-dimensionale ed (» — 1)-dimensionale di M, e di
4, e Eoiché (" g, + g,y = 1,, cosl la deficienza del sistema predetto uguaglia
tl numero 1, delle forme differenzialy di 1 specie apparienenti ad M, .

Questo risultato € perod cosi ottenuto usufruendo della relazione

ir =4, + 91

la quale alla sua volta, fu dedotta applicando la relazione di Severi-Ko-
daira (1); percio, se si vuol dedurre dal precedente teorema la relazione in
parola, occorre dare di esso una dimostrazione autonoma, la quale si ottiene
estendendo opportunamente alle varietd ad » dimensioni i numeri 2o, 22 e
25 della Memoria del 1909 Fondamenti I (12).

Non so se (alla mia eta e nelle mie condizioni di salute) mi sard possi-
bile di dare esecuzione a questo programma. Comunque spero che in seguito
altri lo faccia, perché I'argomento & di straordinario interesse.

7) Vol. III, p. 294.

8) Vol. III, p. 274.

9 Op. cit. in (1), vol. III, p. 294.

10) Vol. III, p. 278.

1) Vol. III, p. 274.

12) T’estensione del n. 25 ¢ quasi ovvia.
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CXCV.

SULLE IRREGOLARITA DELLE VARIETA ALGEBRICHE,
NOTA 1

Rendiconti dell’Accademia Nazionale dei Lincei, (8) 27 (1939), pp. 149-154 (¥*) (*¥)

Riassumo in quanto segue i risultati d’una ricerca compiuta a comple-
mento delle mie precedenti, dirette a costruire, come vado facendo da oltre
mezzo secolo, i fondamenti della Geometria sulle varieta algebmche nell’or-
dinario corpo complesso (*).

1. Introduciamo anzitutto alcune notazioni.

V, & una forma irriducibile di dimensione d> 1 e di ordine m dello
spazio S,,,, modello birazionale della varieta che vogliamo studiare, dotata
di singolaritd ordinarie (una varietd doppia W, ,, denotata pure con W?,
simboleggiata altresi qualche volta soltanto da W, costituita da punti doppi
della V,; e sopra W° una varieta co?-2 di punti tripli per V, e per W°; ecc.).

Indichiamo inoltre con E una generica sezione iperpiana di V,; la sua
varietda doppia W! = (W°, E), intersezione di W° con liperpiano S, di E,
contiene una varietd di punti tripli per W! ed E, ecc.

La postulazione effettiva di W, rispetto alle forme di ordine / di S, 4,
¢ il numero delle condizioni lineari indipendenti che W?° presenta ad una
forma d’ordine I che debba contenerla; quando ! ¢ abbastanza grande (ad
esempio [ > u; u intero conveniente) la postulazione effettiva & data dal poli-
nomio di grado d— 1 in &

l4+d—1 l4d—2
(1) zp(l,W"):ko( d—1 )+k1( q— )+...—{—k,_.1,

2

(*) Presentata nella seduta del 9 maggio 1959.

(**) Si veda la nota (**) a pie’ pag. 450; [N.d.R.].

(1) La Memoria estesa compariry negli « Annali di Matematica »-in un volume
che prossimamente pubblicheremo, pel giubileo scientifico di Giovanni Sansone, in
onore del nostro valente Condirettore, alla cui opera tecnico—organizzativa dobbiamo
quasi per intero 'odierno prestigio degli « Annali» e l'attuale loro larga diffusione.
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ove le %k sono caratteri numerativi di W°, indipendenti da /, esprimibili me-
diante i generi aritmetici (effettivi o virtuali) di W° e delle sue sezioni spa-
ziali lineari (3).

11 polinomio @ (I, W), che pud benissimo non coincidere con la postula-
zione effettiva di WO per valori bassi di /, viene detto postulazione virtuale o
regolare di W9, rispetto alle forme di ordine I.

Tra le postulazioni virtuali di W° e della sua generica sezione iperpiana

W1 intercede la nota relazione

(2) ' pl—1, W) =9 (@ W)—o @ W).

2. Consideriamo ora su Vil sistema canonico impuro | K i ed il sistema
lineare completo

}C,"[:K—{-AE:(}E)’

aggiunto al sistema AE, con A =1— (m—d — 2).

11 sistema | C?| & tagliato su V, dalla totalitd delle sue aggiunte d’or-
dine /, cio¢ dalle forme d’ordine I passan’u per la varietd doppia W°.

La. dzmenswne virtuale di | CQ | (%) & data, per ogni valore di I, dalla
espressmne ”

l4+d+1 l—m+d-+1
0 . e .
(3) 91—( d41 ) =9 (L, W) —1 ( i+t )
in partmolare per = m—-d——— 2, (A=0;|C_, ,1=1]K]|), sl ha

' wo— I -
0 J— —_— e 0y ____ 1\ — P4 — 1)
“) emfg_Zf(d_FI) —¢m—d—2, W) —1 4 (—1)!=P{—1+ (—1)
ove P;j el generé aritmetico di V, (¥).

Indichiamo inoltre con R) la dimensione vera (od effettiva) del sistema
[CP 1, e con g Iirregolarita di | C |, cioé la differenza

(5) B - . W g = Rl —p/.
In virth delle (3), (5), possiamo scrivere:
e (l+d+1 l—m+d+1 :
0 — 70y 1 . : 0
6) R ( it ) e (@, W) —1 ( P )+e,.
Per I = m —d —2, si ha notoriamente ,
- (%) R, _, .= Pj~— I,

(?) Ved. F. SEVERI, Geometria dei sislemi algebrici sopra una superficie o vavietd
algebrica (Roma, Cremonese. L’'intera opera & in tre volumi con titoli diversi, pubbli-
cati rispettivamente, nel 1942, vol. I; nel 1958, vol. II; e nel 1959, vol. III) vol. III,
P 175 . . : .

= (3 Loc. c1t (;), vol. III, P. 204. -
- (4 Loc. cit,, in (2), vol, III, p. 218.
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-

ove P? ¢ il genere geometrico di V,; eppero l'irregolarita del sistema cano-
nico | K| ¢ data da

® 8y 2= Pie Pl (1) =g+ (D

essendo ¢, lirregolarita d-dimensionale di V.
Per > m —d— 2, il sistema | C?| risulta non speciale, e l'irregola-
ritd ¢? coincide con quella che altri chiama la sovrabbondanza di | C| ().

3. Analogamente si puo introdurre il sistema completo | C;'| segato su
E dalla totalita delle sue aggiunte d’ordine [ (tali aggiunte sono forme d’or-
dine I dell'iperpiano S, di E, le quali passano per la varietd doppia W' di
E); ed indicate con R}, o', &' rispettivamente la dimensione effettiva, la
dimensione virtuale, e Virregolarita di | C!|, (¢ = R/} —p/t), si avra una
formula simile alla (6): o e

’ 1+ d : ' kl»—m-k-d B

() m=(¢i)~¢awra~( A R
Lirregolarita del sistema canonico impuro di E, che & segato su E dalle

sue aggiunte d’ordine m —d —1, & data da ' :

(x0) e, =g+ (T

ove g, ; & l'irregolarita (d — 1)-dimensionale di E, che coincide con lirre-

golaritd (d — 1)-dimensionale di V, (%) o , L
Il sistema completo | C?| di V, taglia su E un sistema lineare C/', il

quale individua su E il sistema completo | C} |, ma non sempre “coincide

con quest’ultimo. . o ’
Dette R, e §, rispettivamente la dimensione e la deficienza di C/}, sus-

sistono le ovvie relazioni '

R} =R/ — 4 "
R = R} — R'—1,
eppero
R, =R)—R!+6—1.
Di qui; tenuto conto delle (6), (9), si ricava

‘ {1+ 4d
o R=
+el—et+ 6.

D’altra parte,-se nella - (6) -si: caniwb‘ia ! con | —-1,; si-ottiene. .- . ;o=

e 2.

o fldy V I—m fdy
(r2) RO‘*‘:(d+1)“‘?7(l“,“1,‘1"’°)4—~‘1~—( PR )+s°,,f1:v_,

(5) Cir. ad esempio, loc. cit. in {2), vol. 111, p.:396. . BT
(6). Detti P¢—1, Pé1 i generi geometrico ed aritmetico di E si ha per definizione
Q4 = Pi—1— Pi1. . o
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ed infine, ricordata la (2) e confrontate le (11), (12), si giunge all’espressiva
relazione:

(13) : @ a=¢'—¢e' +9.
Per I =m—d—1, la (13) diventa

0 1 .0 <
Epgod T €y g1 =& 41+ 0, 44

di qui — ricordate le (8), (10) — si deduce la fondamentale relazione

(14) Gyt Q=6 41+, .40,
cioé il

TeEOREMA 1. La somma delle due ultime irregolarita di V, eguaglia la
somma della sovrabbondanza &°,_, , del sistema | K + E |, aggiunto ad una
sezione iperpiana E, e della deficienza §,_, , del sistema lineare segato su E
dal sistema | K + E |.

4. Molto piu significativo diviene il teorema precedente, tenuto conto
dei seguenti risultati sulle forme differenziali di 1# specie appartenenti a ¥,
e sugli integrali multipli di 12 specie ad esse relativi. .

In quanto segue, denoteremo con %, %, ..., %, le coordinate carte-
siane non omogenee di punto in S, ;; con f(%,...,%,) =0 T'equazione
di V, d’ordine m; con P (%,,...,%,) = o l'equazione di un’aggiunta di
ordine m —d—1 a V,. Assumeremo x,, ..., %, ; quali variabili indipen-
denti e x, funzione algebrica delle 4 variabili indipendenti definita dalla
f = o. Ipersuperficie sopra V,, chiameremo ogni sottovarietd irriducibile, di
dimensione d — 1, tracciata sulla varieta.

(") Avvertiamo che la (14) & gid stata dimostrata per altra via — pure algebrico-
geometrica — da E. Marchionna, in rapporto ad una generica ipersuperficie E non sin-
golare tracciata sopra una Vy irriducibile e priva di punti multipli. (Cfr. « Rend. Lin-
cei», vol. XXIV, p. 673).

Inoltre Marchionna — appoggiandosi al teorema di Kodalra sulla regolarita del-

l'aggiunto — mostra che, quando E varia in un sistema «ampio» (nel senso di Ko-
daira), la deficienza ¢ del sistema lineare segato su E dal suo sistema aggiunto vale:
O=9q,+ 9,
mentre negli altri casi sussiste la disuguaglianza
d< g+, .

(Si veda anche lAppendlce VI del vol. III dell’Opera citata in (2)). Per d = 3 il teo-
rema I fu in precedenza indicato da SevEeRr! in Fondamenti I del 1909, [Memoria XLIII,
vol. II, p. 3 di queste « Opere », analoghe citazioni nel seguito; N.d.R.], ved. n. 22, re-
lazione (40); anzi, sempre per d = 3, nel n. 22 ¢'¢ anche un teorema pilt espressivo:
il teorema XIII. La sovrabbondanza costante che figura nel teor, XIII ¢ nulla (come
risulta dal n. g della stessa Memoria). Cosl pure la disuguaglianza & < ¢y + gs—1 & con-
tenuta, per d =3, in Fondamenti I (n. 20, teorema X).

Circa la relazione 8 = ¢s + qs—1, ved. il seguito della presente Nota, (n. 8) dove
la relazione & ottenuta nell’ambito della geometria algebrica classica.
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Un'’ipersuperficie irriducibile 4 di ¥V, pud venire rappresentata intro-
ducendo le coordinate interne dei suoi punti, siano &, &,,..., &, ,. Allora
le %, %,,...,%,di un punto variabile sopra 4 diventano funzioni razionali
del punto di A4, cio¢ funzioni razionali delle &. Cosi una forma differenziale
di 12 specie e di dato grado 7, data su V,, fatte le debite sostituzioni sulle
variabili x,, ..., x,, mediante le predette funzioni razionali, diviene una
forma differenziale di 12 specie dello stesso grado ¢ su 4, dove intervengono
le disposizioni semplici ad 7 ad ¢ dei predetti differenziali delle coordinate
interne. Diremo che questa & la forma differenziale di 1* specie subordinata
su A dalla data forma differenziale di V,. (La forma differenziale, a sua
volta, subordina su A una varieta canonica). ’

Cio posto, stabiliremo il seguente

TeorEMA II. Se A ¢ un’ipersuperficie di V, sulla quale sia nullo qual-
che integrale (d — 1)—plo di 12 specie di V,, la A non é topologicamente gene-
rale (t.g.) (9. . ‘

Invero, se 4 ¢ t.g., ogni (d.— 1)—ciclo di V, riducesi per omologia ad
un (d — 1)-ciclo di A. Pertanto, qualora J sia un integrale (4 — 1)-plo di
V,, nullo sopra 4, esso ha sopra V, tutti i suoi periodi (riportati sopra A)
nulli, epperd a norma del teorema di Hodge (°) l'integrale. J e la associata
forma di 12 specie sono identicamente nulli su V.

5. Ricordiamo che un integrale multiplo sopra V, dicesi improprio se
tutti i suoi periodi sono nulli.
Dimostriamo ora il

TeorEMA III. Condizione necessaria e sufficiente perché lintegrale (15),
sotto indicato, sia improprio, é che il polinomio P sia un polinomio aggiunto
a V, di orvdine m —d —1x (al pin).

Riferiamoci dapprima all’ipotesi che l'ipersuperficie considerata su V,
sia una sezione iperpiana E.

Se la varieta canonica, subordinata dall'integrale J su E, potesse essere
una varieta (E, E’), per essa passerebbe una qualche aggiunta P (¥, ..

x,;) = o d’ordine m —d —1 a V, e J avrebbe la forma:

L]

(15) ]=/P(x°’x1""’x’)dxodx,...dxd,
; faa
Si tratta di-provare che lipotesi & assurda. Proveremo percio che il poli-
nomio P ¢ identicamente nullo; e viceversa.
Per la dimostrazione, indichiamo con R il numero di Betti di dimen-
sione d — 1 della riemanniana R (V) della forma ¥V, e assumiamo, sopra la

sezione iperpiana generica E, R cicli (d — 1)-dimensionali formanti base pei

(8) Loc. cit., in (2), vol. III, p. 276.
(9) Loc. cit., in (2), vol. III, p. 229.
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(d — 1)~cicli-indipendenti di V,, ricordato che ogni (d — 1)-ciclo di ¥V, puo
essere ridotto per omologia a giacere sulla riemanniana R (E) (). Se ora
consideriamo su R (V,) i cicli a 4 4 1 dimensioni, duali dei cicli precedenti
a (d—1) dimensioni, immagineremo fissata su tale riemanniana una base
dei cicli stessi, e denoteremo genericamente con I" uno di essi. Ognuno dei
cicli I" sega la R (E), che ha la dimensione 2d — 2, in un ciclo di dimen-
sione (2d—2) + (d + 1) —2d =d—1. Si puo inoltre supporre, a meno
d’una omografia generica, applicata al fascio x,= cost., che nessuno dei
cicli I" seghi su R (E) un ciclo di dimensione maggiore di d — 1. Si avranno
allora sopra la riemanniana variabile R (E), R di tali cicli intersezione
I' "R (E), i quali sono ¢nvarianti, nel senso che ognuno di essi ritorna in
sé, per una circolazione di E nel fascio x,= cost., partendo da una posi-
zione iniziale e ritornandovi. Ciascuno dei periodi o (x,) di J al ciclo inva-
riante, che si considera, diviene percid una funzione analitica di x,, wni-
forme e dovunque finita, epperd costante. Insomma i periodi o (x,) di E, ai
cicli invarianti, son costanti. Ora dimostreremo che queste costanti, nelle
nostre ipotesi, sono nulle! A questo scopo, dobbiamo calcolare il periodo
considerato o (x,;) nell'intorno di x, = oo, il che si fa operando su J con la
sostituzione

%

Xo == Ug Xy, Xy = Uy Xy, oo, Ny g = Uy g Xy
A calcoli eseguiti, si trova per lo sviluppo cercato un’espressione del tipo (1)

a b ¢
-—~+;;+—-3-+

X d X

dove a, b, ¢, ... sono polinomi in x,, i quali si riducono a costanti finite
come periodi di certi integrali (4 — 1)-pli di 1* specie, soltanto quando il
polinomio aggiunto P & d’ordine < m —d —1. Ne segue che le costanti
a, b, c, ... sono tutte nulle, perché, in caso diverso, il periodo » (x,) non
sarebbe costante per x, variabile. E poiché sopra si ¢ dimostrato che il pe-
riodo o (x,) € una costante, tale costante risulta sempre nulla.

Dunque J ha nulli tutti i periodi ai cicli invarianti; atteso poi che ogni
ciclo di R (V,) si pud riportare, per omologia, su R (E), e i cicli invarianti
costituiscono percid una base per i cicli di R (V,), ogni periodo dell’integrale
J, esteso a qualsiasi ciclo di R (V,), & omologo ad una combinazione lineare
a coefficienti razionali dei periodi ai cicli invarianti. Percid J ha tutti i pe-

(10) Per le elementari cognizioni topologiche qui occorrenti, rinviamo all’opera cit.
in (2), vol. II, p. 203.

(11) 11 semplice calcolo effettivo di quest’espressione trovasi riprodotto per d = 3,
" ma con carattere generale, nel n. 25 della Memoria dell’autore Fondamenti I, citata
in (7).
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riodi nulli e quindi, in base al teorema di Hodge:(?), I'integrale J ed il poli-
nomio P svaniscono identicamente (*3).

Prima di passare ad enunciare una conseguenza notevole del teorema
precedente, ¢ opportuno di chiarire che I'indipendenza delle 7, , forme di 12
specie di grado d — 1 su V, ¢ relativa alle forme, in quanto situate nella
varietda ambiente V,. L’indipendenza incide perd soltanto sui coefficienti
delle forme, di cui uno almeno deve essere non nullo (anzi i detti coefficienti
sono univocamente determinati da uno solo di essi ().

La dimostrazione svolta riferiscesi ad una sezione iperpiana E di V
ma la conclusione vale anche per una qualunque sottovarieta A4, ,, nel
senso che nessuna varieta canonica 4 4’ di 4 puo esser parte d’una vaneta
subordmata su 4 da un integrale (d — 1)-plo di 12 specie di V. .

E mfattl possibile assumere con / tanto grande che [ E contenga par-
21almente A. Posto allora:

A=lE—H,
sara
: A'=(E) —
Sia ¥, la varietd d’ordine m d’un S,,,, immagine proiettiva del sistema
|l E|. Esiste allora® una sezione iperpiana E di V,, contenente A. Sia:
A =FE —H,; e quindi

A'=F —H EA=FFE—HE'
donde
A A=EA—HA=FEE—HE —HA

D’altronde, gl'integrali (4 — 1)-pli di 12 specie di ¥, non sono che i trasfor-
mati degli integrali (4 — 1)-pli di 12 specie di V, nella trasformazione bira-
zionale regolare tra le due varietd (trasformazione che, appunto per essere
regolare, non altera le relazioni di aggiunzione). Dunque A’'A fa parte di
una varietd E' E su V,; epperd, a norma del teorema III, siccome poi E'E
non pud far parte di un’aggiunta di ordine #m —d—1 a V7, senza che 7,
integrale (d — 1)-plo di 12 specie di V,, trasformato birazionale del dato
J, sia improprio; si conclude che, se esiste una varietd E'E, subordinata
su E da [, la quale contenga la varieta 4 A4’, 11ntegrale 7] su V,, eppero
il suo trasformato J su V,, sono impropri.
Resta in tal guisa esteso il teorema IIT ad una qualunque A 1 di V.

6. Un corollario molto importante del teorema IIT & il seguente::

" (12) Loc. cit., in (2), vol. I1I, p: 229.

(13) I1 teorema ed il ragionamento  sviluppati si trovano gia, per d = 3, nella
Memoria dell’autore, Fondamenti I (1909). Solo 1i si concludeva con una disuguaglianza
(e non con un’'uguaglianza, come fra breve concluderemo) non conoscendosi allora 11
teorema di Hodge.

(14) Loc. cit., in (2), vol. III, p. 272.
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TEOREMA IV (DELLA RELAZIONE FONDAMENTALE).

Se g, € g, 1 denotano le due ultime irregolarita dv V, e i, 4 & il numero
delle forme differenziali indipendenti di prima specie e di grado d — 1, esi-
stents su V,, vale la relazione
(16) G+ Qo1 =104.

Sia invero E una sezione iperpiana di V,, ed / E = E un multiplo cosi ele-
vato di essa, che il sistema | E’ | sia regolare (%%); sia inoltre ¥, la immagine
proiettiva del sistema lineare | E |, cosicché tra V, e ¥, ¢’¢ una trasforma-
zione birazionale regolare. Orbene, si dimostra che condizione necessaria e
sufficiente perché una forma di 1 specie di grado d — 1, esistente sopra una
ipersuperficie A di V, 0 di V,, sia traccia di una forma di prima specie dello
stesso grado e mon nulla della varietd ambiente & che essa abbia periodi costanti
non tutts nulli ai cicli invariantt della varieta ambiente (ved. anche, a tal pro-
posito, loc. cit. in (3, vol. III, p. 273) (cid si prova con alcune delle argo-
mentazioni addotte nel ragionamento del teorema III) e se ne deduce che
nel sistema canonico completo esistente su E vi sono due categorie di va-
rietd canoniche, ossia: 1) quelle subordinate dalle 4, ; forme di 12 specie di
V,, nessuna delle quali & nulla su E, perché E & t.g,; e 2) le varieta EE',
che, a norma del teorema III, danno luogo a forme di 1 specie identica-
mente nulle su E e quindi (essendo E t.g.) su V,. Poiché queste due cate-
gorie di varietd canoniche sono indipendenti tra loro e le une dalle altre (a
norma del teorema III) la deficienza § del sistema |E E’' | & espressa dalla
infinita (aumentata di 1) delle forme della categoria 1), cio¢ da 7, (e si
noti che per la validitd di questo risultato occorre soltanto supporre che
I'ipersuperficie E sia t.g.).

D’altronde nella relazione (14) riferita alla ¥, e al sistema |E'| &
8, 4, 1=20, ¢, , ,=o0, perché il sistema |E’| & regolare [nota (*) a pie’
di pagina] e quindi la (14) da

Qot a1 =0=1,4
ciog il teorema IV che volevamo stabilire (*¢).

(15) 11 teorema affermante la regolarita di | E’ | trovasi, per d qualunque, fin dal 1909
(n. 9, della Memoria) nei Fondamenti I dell’autore. Esso rientra nel teorema che E. Mar-
chionna chiama teorema di regolarita di Severi-Zariski, loc. cit. in (2), vol. III, p. 411.

(16) Questo & un punto d’arrivo (dimostrazione della relazione (16), di cui trat-
tasi nel dominio della geometria algebrica classica) che I'A. si era prefisso fin dalla
Nota lincea, presentata il 10 gennaio 1959 (Nuove velazioni fra il geneve aritmetico di
una ipersuperficie gemevale A tracciata sopra una varield algebvica e i generi avitme-
tici delle varieta cavattevistiche di A, [Nota CXCIV, vol. VI, p. 450; N.d.R.]). Ved.
notizie bibliografiche in proposito alle pp. 294-95 del vol. III cit. in (?), dove perd i
risultati di cui sopra muovono da una relazione di Kodaira, esorbitante dal quadro
della geometria algebrica classica. Quanto & sopra esposto costituisce la prima dimo-
strazione della proprietd in oggetto nel quadro classico. Il ragionamento esposto con-
tiene implicitamente anche la dimostrazione della invarianza di gi-1, essendo inva
rianti ¢z € 441 .
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7. TEOREMA V (DI REGOLARITA DELL’AGGIUNTO).

Il sistema aggiunto | A’ | ad una ipersuperficte A di V,, la quale sia
t.g. ed abbia U'ultima irvegolarita uguale alla penultima di V,, é regolare.
Conosciuta la deficienza del sistema | 4 A’ | contenuto nel sistema cano-
nico completo di | 4 |, il quale ha la dimensione Pé~!— 1, ove P4 sia il
genere geometrico di 4, possiamo determinare la dlmensmne o di lA' | me-
diante la relazione:

dimensione | 4’| — dimensione | 4 A’ | — 1 = dimensione |4'— A4 | =
= P!—1; essendo P? il genere geometrico di V,, il cui sistema canonico
¢ appunto | A’ — A |. Viene allora:

o=dim|A’'| =dim|4 A" |+ P!

e siccome:

dim|A4 A" |=P-'—1—9,
risulta:
(x7) e=P-1—1—6+4 P!

ed essendo (n. 6): ,
. ® 0= 7:,14
viene in definitiva:
o=Pt—1—2q, P,

Atteso poi che nelle nostre ipotesi 4 ha la irregolarita (¢ — 1)-dimensionale
gy = P-1 — Pi-t (P41 ¢ il genere aritmetico di A) uguale alla ¢, , di
Vi, v1ene
e=P—1+Pi+q,q+ g—1
e per la (16):
p = Péit—14 Pi.

Si ricordi inoltre ('7), come abbiamo richiamato nel numero precedente, che
la dimensione virtuale (regolare) ¢ dell’aggiunto del sistema | 4 | &

g=P—1+ P,

a

cosicché

=20,
pertanto il sistema | 4’|, di cui abbiamo indicato con g la dlmenswne e
regolare, come si voleva dimostrare.

8. Sistemi aggiunti sovrabbondanti. — Per eliminare completamente dalla
successiva trattazione gli sviluppi di Kodaira nei riguardi di tutte le pro-
prieta esposte nel vol. III, p. 293, in relazione all’aggiunto | A’ | di una data
ipersuperficie A tracciata su ¥, ci manca soltanto di ottenere una dimostra-
zione, nel dominio della geometria algebrica classica, del teorema seguente:

(17) Ved. nota (16) a pie’ di pag. Cir. anche loc. cit. in (2), vol. III, p. 420,

30 - VI
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TEOREMA VI (DELLA SOVRABBONDANZA).

Quando il sistema | A" | aggiunto a una ipersuperficie A la cui ultima
irregolarita sia uguale alla penultima di V, non é regolare, la sovrabbondanza
del sistema ¢ data dal numero o,y delle forme di 1™ specic indipendenti, di
grado d — 1, che si annullano su A senza esser nulle su V.

La dimostrazione di questo teorema verrd esposta con tutti i dettagli
nella Memoria estesa, che seguira l'attuale Nota preventiva.
La dimostrazione poggia sopra questi punti essenziali:

1) Un lemma sulla determinazione degli integrali multipli di 1* spe-.
cie, appartenenti a una varietd, mediante le parti reali dei loro periodi.

Gia nel vol. III, p. 300, riferendoci ai risultati di Kiahler e dell’Autore,
contenuti in due Memorie presentate nell'adunanza del 24 gennaio 1932 e
pubblicate 'una dopo l'altra mei « Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo», ci eravamo occupati di tale questione (*).

Si tratta, nel loc. cit. del vol. I11, di un certo numero di relazioni lineari
omogenee a coefficienti reali (talune a coefficienti interi) indipendenti dal-
l'integrale considerato, formanti complessivafnente un sistema « totalmente
irrazionale » (vol. III, p. 246). Queste relazioni fra le parti reali dei periodi
di una forma di 1 specie sono necessarie e sufficienti perché tali periodi ap-
partengano effettivamente ad una forma differenziale di 12 specie di dato
grado d—1 di V.

2) Da questo teorema si deduce (come mostréremo) che ogni forma
di 1* specie di grado d— 1, non nulla su A, avente periodi costanti non
tutti nulli ai cicli invarianti di A, (vedi anche n. 8) appartenente ad una
ipersuperficie 4 di V;, & subordinata su 4 da una forma di 12 specie non
nulla, dello stesso grado, della V.
Da cid poi segue: ‘
3) La deficienza & della serie | A A" | segata sopra l'ipersuperficie 4

di ¥, dal proprio aggiunto | 4’| soddisfa alla relazione.

(x8) 0 =1, 4—0;1,

dove i, , & il numero delle forme differenziali di grado d —1 di 1* specie
indipendenti, non nulle su V,, € 0,4 & il numero delle forme di 12 specie
indipendenti non nulle su ¥, e nulle su 4.

Infatti, allora le ¢, , forme di 12 specie sopra dette danno su A soltanto
i, 1—a, , forme indipendenti; sicché nel sistema canonico completo subor-
dinato su A dalle forme di 12 specie di ¥, (secondo la premessa 2), vengono
a mancare le varietd canoniche | 4 A’ | le quali, a norma del teorema III,
provengono da integrali impropri di V. Tutte le varietd canoniche di A4 si
ripartiscono dunque soltanto in due classi: le 4 A’ che non provengono da

(*) [La Memoria dell’Autore & riprodotta in queste «Opere» come Memoria CV,
vol. I1I, p. 461; N.dA.R.].
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alcun integrale (4 — 1)-plo proprio delle 1, e le ¢, ; —o, ; indipendenti
fra loro e dalle precedenti a norma del teorema III, che provengono (a pre-
scindere dalle o, ; forme nulle su 4) da altrettanti integrali (¢ — 1)-pli di
V,. Cio significa che la deficienza del sistema | 4 4’ | entro il sistema cano-
nico completo di 4 & espressa dal numero delle varieta canoniche indipen-
denti della seconda classe, cio¢ da 4, —o, ;.

Si ha pertanto la relazione 6 =14, ; —o, ; che si voleva dimostrare.

Una volta conosciuta §, sostituendo nella relazione (17) del n. 7, viene

o= Bl —1—i, 40, + B
e quindi:

@ =Pt — P11 4 P\ —4,  +o, ,+ PI— P P

ossia, essendo nelle nostre ipotesi, B! —Péit=gq, ,, B/'— P! =gq,, r1i-
sulta:

e=¢q 1—I+q+B+ P —i,  +o,,

e tenendo conto della (16) si ha

=B~ =1+ Bt

Ora P#!—1 + P4 non & altro che la dimensione virtuale regolare p del
sistema | 4" |, il quale, essendo non speciale, ha dunque la sovrabbondanza
Qe1 =0 —0-

Cosi ¢ dimostrato il teorema VI. Tenuto poi conto, per il teorema II,
che quando 4 ¢& t.g., 0,4 = 0, ne segue senz’altro il:

TeorEMA VII. Condizione necessaria e sufficiente per la regolarvita del
sistema | A" | aggiunto ad un’ipersuperficie A, che abbia la irregolarita (4 — 1)-
dimensionale uguale alla penultima vrregolavitd di V,, é che A sia t.g.

Cid vale fino a d = 2 (1).

9. I teoremi precedenti verranno applicati in Memorie da pubblicarsi
nei volumi degli « Annali di Matematica » che saranno dedicate ai giubilei
scientifici dei proff. Enrico Bompiani e Antonio Signorini.

La Memoria in onore del giubileo di Bompiani si riferird alle varieta
totalmente vegolari, le quali sono le varieta aventi tutte le irregolaritad nulle,
che verranno caratterizzate, sia con l'assenza di forme differenziali di 12
specie di ogni grado < d — 1, sia con l'assenza di sistemi algebrici di sotto-
varietd, che non siano sistemi di equivalenza razionale.

Proiettivamente queste varietd resteranno caratterizzate dal fatto, che,
consideratone un modello d’ordine m con varietd doppia ordinaria, i sistemi
aggiunti d’ordine m —d —2 + % (h=1,2,...) segano sopra le successive
sezioni della varieta con spazi lineari S, , (A =1, 2,...), sistemi completi
regolari. ‘

(18) Ved. in proposito lavori dell’autore del 19035, 1908, 1947 ¢ una Nota di A.
Franchetta del 1949.
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Nella Memoria destinata al volume giubilare per Antonio Signorini
verrd invece esposta la prima dimostrazione, sul terreno della geometria
algebrica classica, della relazione di Severi-Kodaira, che, com’¢ noto attra-
verso le ricerche di Kodaira, si dimostra oggi invece con elevatissimi stru-
menti dell’analisi e della topologia moderna.

Nella Memoria estesa verranno pure introdotte quelle che chiameremo
le irregolarita complementari di una varieta, le quali dovranno essere colle-
gate coi sistemi algebrici, non di equivalenza razionale e di specie d—1,
d—2, ..., costituiti da sottovarietd di dimensioni d —1, d —2,..., della
varieta data. '
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CXCVI.

UNE DEMONSTRATION DANS LE DOMAINE
DE LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE CLASSIQUE
DE LA RELATION DE SEVERI-KODAIRA (Y

Journal de Mathématiques pures et appliquées, 40 (1961), pp. 189-195 (*)

J’ai donné la relation (2), dont je vais parler ici, en 1909 (%), d’aprés
une heureuse induction, dont les origines se trouvent dans Fondamenti I,
ne 32, 33 et 34. L’auteur écrivait alors a ce propos:

«La dimostrazione (de la relation dont on parle) si otterrd indubbia-
mente attraverso difficoltd gravissime, introducendo molti nuovi elementi e
sviluppandone altri che oggi (1909) esistono soltanto in germe nella teoria
delle funzioni algebriche di pitt variabili».

En effet, la démonstration d’une telle relation fut donnée par mon disci-
ple japonais M. Kodaira seulement en 1954 (*) (c’est-a-dire 45 ans apres),
en ayant recours A plusieurs instruments, analytiques-topologiques, créés
l'un aprés l'autre, dans la premiére moitié du XXe siecle, & savoir: formes
différentielles extérieures (Poincaré, Cartan, Severi, Kihler); intégrales har-
moniques (Hodge); variétés kihlériennes; espaces fibrés et faisceaux (Leray)
et théorie des courants (De Rham).

(1) Ce travail est dédié & mon ami René Garnier de la Sorbonne et de I'Institut
de France, 3 l'occasion de son jubilé, en attestation de ma haute estime pour I’homme
et pour le savant, avec mes meilleurs souhaits.

(*) Si veda la nota (**) a pie’ p. 450; [N.d.R.].

(?) Pour des renseignements bibliographiques sur cette relation et sur des ques-
tions liées, je renvoie au volume III de mon ouvrage, Geometria dei sistemi algebrici
(Roma, Ed. Cremonese, 1959), P. 274.

(3) Fondamenti per la geometria sulle vavieta algebriche, Rend. del Circ. mat. di
Palermo, 282 (1909), pp. 38-87, [Memoria XLIII, vol. II, p. 3 di queste « Opere », ana-
loghe citazioni nel seguito; N.d.R.], cité dans la suite comme Fondamenti I.

(4) Some vésults in the tramscendental theory of algebraic varieties (Ann. Math.,
1954, p. 91). Voir aussi KODAIRA-SPENCER, On arithmetic genus of algebraic varieties
(Proc. Nat. Acad. Sc. U.S.A,, 39, 1953).
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1. Notre point de départ est ici le théoréme suivant:

Soit A une hypersurface orvdinaive (°) tracée sur la variété que nous étu-
dions, V,. Alors le systéme canonique | A A" |, découpé sur A par son systéme
adjoint | A" |, w'est pas complet, et sa déficience 6 est égale an nombre 1, 4 des
formes différentielles de premidre espéce, indépendantes, qui existent sur V,
(Cest Uextension aux variétés d'un théovéme classique de Enriques—Picard, se
rapportant aux surfaces);

Pour la démonstration, nous nous appuyons sur trois théorémes «, b, c,
dont on peut trouver les démonstrations (trop longues pour les reproduire
ici) dans un Mémoire précédent (¢). Voici les énoncés des trois théorémes:

THEOREME 4 [n° 3 du Mémoire précédent cité en (%)]. S¢ g,, g, 4 sont
les deux derniéres trrégularités de V,, on a la velation

(1) ' G+ g 1=0+o

8 étant la déficience du systéme canonique | A A'| et o la surabondance, ou
wrrégularité, du systéme | A’ | (c’est—a—dire du systéme complet, qui le contient)
pourve que ce systéme ne soit pas régulier.

De (a) on déduit de suite que:

7

a'. La pénultiéme trrégulavité q, ; de V, est un invariant velatif de V,
(Cest—a—dire que q, y est invariant vis—a—vis de toute transformation biration-
nelle véguliére de V,, transformation n’admettant pas des exceptions a la biuni-
vocité).

En effet, dans une transformation réguliére, le rapport d’adjonction
entre un systéme | A | sur V, et son adjoint | 4’| ne change pas, de sorte
que la déficience ¢ de la série | (4 4’) | demeure constante; quant & o, com-
me ¢ est égale & la différence entre la dimension effective et la dimension
virtuelle de | A’ | et que les deux dimensions ne changent pas pour une
transformation birationnelle de 7, le nombre ¢, demeure inchangé. Cette
conclusion s’étend a g, , pourvu que ¢, ;4 =98 + o—gq, et ¢, est un inva-
riant absolu de V;, qui ne change donc pas pour toute transformation bira-
tionnelle de 7.

Comme il est bien connu, l'irrégularité ¢, est donnée par

g, = _Pga'____Pad’

(5) Rappelons—nous [voir vol. I1I, p. 277 de notre Ouvrage cité en (2)] qu’une
hypersurface ou une variété de dimension quelconque 4 de V;, est appelée ordinaire
[voir aussi '« aggiunta » a la fin du Mémoire cité (6)], lorsque le nombre des formes dif-
férentielles de premiére espéce, linéairement indépendantes, qui existent sur 4, est égal
au nombre des formes analogues, existantes sur V. ,

(6) F. SEVERI, Fondamenti pev la geometvia sopra una vavietd algebvica. VI Con-
tributo: Ulteriovi proprieta fondamentali delle ivvegolarita (Annali di Matematica, 1960;
volume jubilaire en honneur du Professeur G. Sansone).
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E?, P? étant les genres, respectivement géométrique et arithmétique de
V; (). Analoguement g, , = P41 — Pé-1,

THEOREME b [n° 4 du Mémoire cité en (5]. Si A est une variéié ovdi-
naire, il ne peut exister aucune forme de premicre espéce, mtlle sur A, sans
qu'elle ne soit nulle sur foute la varidté V.

La démonstration est une conséquence banale de la définition de variété
“ordinaire (vol. III, p. 247).

THEOREME ¢ [n° 5 du Mémoire cité en (%)]. La condition nécessaire et
suffisante pour qu'une intégrale (4 — 1)~uple sur V,, .

(% ,x ,...,x
(2) J= f L. ) dxgdxy . . . dx,

ait toutes ses périodes nulles (c’est—d—dire pour que ] soit, comme on dit, une
intégrale impropre) est que la trace sur A de Uhypersurface P = o contienne
une variété canoniquer du type A A’ de A (3).

Dans la formule (2), %, %;,...,%, sont les coordonnées d’un point

(de l'espace S,.), appartenant a V; les x,,%,,...,%, sont envisagées
comme des variables ‘indépendantes, tandis que x, est une fonction algébri-

que de %y, %, , ..., %, , définie par I'équation f (x,,%;,...,%,) =0 de V,;.

P = 0 est une hypersurface adjointe de V,, d’'un ordre suffisant pour que
I'hypothese du théoréme puisse étre satisfaite.
De ¢ on déduit le théoréme:

¢’. St A est une hypersurface ordinaive de V,, le systéme | A" | découpe
sur A un systéme non complet canonique | (A A') | ayant la déficience & égale
aun nombre 1,_; des formes de premiére espéce non nulles indépendantes, existan-
tes sur V,, et par suite sur A.

- En effet, le théoréme ¢ exprime que si w est une forme quelconque non
nulle de premiére espéce existante sur V,, sa trace sur 4 est une forme w
non nulle; autrement, a cause du théoréme b, elle serait nulle sur V,, con-
trairement a notre hypothése.

Pour la méme raison, il n'existe aucune combinaison linéaire 3 coeffi-

cients constants, non tous nuls, des formes w, qui soit nulle sur 4 et par .

conséquent les ¢, ; traces sur 4 des 7, ; formes non nulles indépendantes,
existantes sur V,, sont indépendantes et, & cause de ¢, elle n’appartiennent
pas au systeme déficient | (4 4') |. Pourtant, la déficience du systéme | 4 A’ |
est 6 =1, ,. Le théoréme est ainsi établi.

(7) Vol. III, p. 163.

(8) On peut aussi énoncer le théoréme ¢ en affirmant donc qu'une intégrale
(@ — 1)~uple impropre de premiére espéce de V,;, ne peut pas déterminer sur une
hypersurface 4 de ¥V, un groupe canonique découpé sur 4 par | 4’|.
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2. Démonstration de la relation fondamentale dans le domaine classique.
Maintenant nous pouvons établir comme il va suivre la relation fondamen-
tale demandée

(3) &+ 9 1=1%.40).

3. Représentons maintenant par ¥, un modele projectif de la T, dont
nous partons, et la section hyperplane de V,, soit I'hypersurface 4 équiva-
lente & un multiple  E d’une section hyperplane de la V¥, donnée. Nous
nommerons le modéle encore V,, avec le méme symbole que la variété donnée.

Alors, puisque pour le systéme | 4’| est 6 =14, ; (th. ¢’) et en outre
est 0 = 0 (1), nous concluons, par rapport a la nouvelle variété ¥, envisagée

Gyt Qi1 =11,

c’est-a—dire la relation que nous désirons (). D’une telle relation on dé-
duit, en premier lieu:

Qi1 =1 _1—q,

et comme 7, ;, g, sont invariants de ¥, pour toute transformation biration-
nelle de la variété, méme ¢, ; est un invariant absolu.

Or, rappelons-nous la relation suivante de Severi-Kodaira qu’il s’agit
de démontrer:

(4) P=i,—t, 4+, ,+ ...+ (—1)1i,

ot P, est le genre arithmétique de V, et ¢ (s =1,2,...,d) est le nombre
des formes différentielles indépendantes de premiére espéce de degré s qui
appartiennent a V, (3.

4. Comme i, = P est le nombre des formes indépendantes de degré

d, en appliquant la relation (2) a l'hypersurface 4’ et aux hypersurfaces
2, A3, ... caractéristiques du systéme | 4 |, comme ces variétés caracté-
ristiques se trouvent, en ce qui concerne 'application de la relation fonda-
mentale (2), respectivement a l'intérieur des variétés A4, A2 ..., dans la

(®) Une démonstration de (3) se trouve aussi dans le Mémoire cité en (6); mais
elle s’appuie & un postulat (le postulat @ du n° 8 du méme Mémoire cité) tandis qu’ici
nous avons besoin d’une démonstration autonome.

(19) Le théoréme de régularité du systéme | 4’| =| ({ E)’| (I assez grand) se
trouve au n° 9, du Mémoire Fondamenti I (1909) de l'auteur. Ce théoréme est aussi
une conséquence du théoréme que E. Marchionna appelle théoréme de végulavité de Se-
vevi—Zariski [loc. cit. en (2), vol. III, p. 411).

(11) Cette relation est démontrée aussi dans le Mémoire mté en (%); mais en (6)
la démonstration s’appuie sur le postulat @ du n° 8, tandis qu’ici nous avons exposé
une démonstration autonome et compléte en soi.

(12) Voir vol. III, p. 274.
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méme situation que 4 4 Uintérieur de V,, on obtient le systéme des rela-
tions suivantes: ‘

g .
B=1,,
@+t Q1 =104,

...............

la derniére de ces relations exprimant la régularité d’'une courbe quelconque
(tracée sur V). .

En faisant la somme alternée des relations précédentes, c’est-a—dire la
somme des relations mémes, aprés avoir multiplié par — 1 les deux mem-
bres de chacune d’elles de place paire; en se rappelant, encore une fois, que
g,= P{— P¢, dés (3) on obtient de suite la (4), qui résulte ainsi démon-
trée dans le domaine classique.

Remarque. Deés (5) on déduit aussi que toute irrégularité l'une apres
lautre de V,, est invariante absolue pour toute transformation biration-
nelle de V.

5. Une définition générale des irrégularités d’'une variété. Nous allons ter-
miner, en donnant une définition fort générale et élégante des irrégularités
de toute dimension de la ¥V, envisagée.

A cet effet, il faut considérer les sous—variétés ovdinaives W, de dimen-
ston quelconque (k< d-—1) de V.

On démontre de suite, a propos d’une telle W,, l'extension suivante
du théoréme b, conséquence immédiate de la définition méme de variété
ordinaire.

THEOREME d. Il ne peut exister aucune forme différentielle de premiére
espéce et d'un degré quelcongque, nulle sur une sous-variéié orvdinaive W, de
V,, sans qu'elle ne soit nulle sur toute la V.

6. Désignons maintenant par 4,,%,, ..., %, , les nombres des formes de
premiére espéce indépendantes de degrés respectifs 1,2,..., d — 1, qui ap-
partiennent & V, et (suivant la définition méme) & une sous-variété W, or-
dinaire, sur V,. Alors les irrégularités de dimension 2 de W, et de ¥, sont
exprimées simultanément (13) par

(6) Gy =1ty g1 4o ..+ (— T4,

On aboutit en conclusion au

(13) Vol. 111, p. 277.
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THEOREME e. L'irrégularité a k dimensions d'une varidté V,, peut étre
définie comime la derniére irvégularité d'une sous-variété orvdinaive de dimen-
ston k, tracée sur V, ().

(Manuscrit regu le 5 avril 1960)

() Les considérations inductives-intuitives que l'auteur exposa en 19og dans
Fondamenti I (n® 14 pour d = 3 et n° 32 pour 4 quelconque) avaient pour but d’ar-
river & une définition simple des irrégularités, comme celle donnée par le théoréme e.
On remarquera, en outre, que l'usage que nous avons fait de la relation (4), pour arri-
ver ‘aux relations (6) qui constituent l'instrument essentiel pour la comparaison des -
irrégularités de dimension & de W, et de V,, ne sort pas du domaine classique, attendu
que nous avons déja démontré (4) dans ce domaine; et seulement sur la relation (4)
s’appuie la déduction des relations (6).

Je renvoie & la page 277 du volume III ol 'on lira des considérations qui posent
le probléme de donner un caractére topologique & la définition obtenue des irrégularités,
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ELENCO DELLE PUBBLICAZIONI DI F. SEVERI
CON RAFFRONTO ALLA NUMERAZIONE USATA IN QUESTA RACCOLTA(*)

1898

[1] Generalizzazione dei teovemi di Pascal e di Brianchon

1900
(2] Ricerche sulle coniche secanti delle curve gobbe I ‘v.I,p 1
[3] I gruppi neutri con elementi multipli in un’involuzione III1 v.I,p.5
sopra un ente vazionale
[4] Le coincidenze di una serie algebrica co®+D0—A gi ‘ v v.I,p. 6
coppie di spazi a k dimensioni
[5] Sopra le cowiche che toccano e secano una o pin curve II v.I,p. 1
gobbe
1901
[6] Sopra aleune singolavita delle curve di un iperspazio ' v. I, p 12
[7] Intorno ai punti doppi impropri di una superficie ge- VI v.I, p. 14

nerale dello spazio a quattvo dimensioni ecc.

1902

[8] Sugli spazi plurisecanti di una semplice infinita vazio- VII v.I, p.31
nale di spazi

[90] Sulle intersezioni delle varieta algebriche e soprva i lovo VIII v. I, p.33
cavatievi e singolavita proiettive

[10] Rappresentazione di una forma qualunque pey combi- X v. I, p. o5
nazione lineave di pivs altve

[x1] Risoluzione descrittiva di alcuni problemi spaziali bi-
quadratici

[x2] I geneve aritmetico ed il geneve lineave in velazione alle X v.I,p. 104

veti di cuvve tracciate sopra una superficie algebrica

1 (12 a] Esercizi di geometvia analitica

(*) Viene riportato, in succinto, '’Elenco cronologico generale delle pubblicazioni
di F. Severi (di cui nel Vol. I, pp. XXI-XLII), indicando a destra il numero d’ordine
della Memoria (o Nota) riprodotta, nonché volume e pagina. Inoltre, a sinistra, sono
indicati con un asterisco i lavori di carattere panoramico e con un quadratino i libri
(questi ultimi mai qui riprodotti).
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1903

[13] Sulla forma delle vigate cubiche

[14] Sulle superficie che vappresentano le coppie di punti,di
una curva algebrica

[15] Su alcune gquestioni di postulazione

[16] Sulle velazioni che legano i cavatteri invarvianti di due
superficie in corvispondenza algebvica

[17] Sulle corrispondenze fra i@ punti di una curva algebrica
e sopra certe classi di supevficie

[18] Sulla deficienza della sevie cavattevistica di un sistema
linearve di cuvve appartenente ad una supervficie algebvica

- 1904

[19] Sui problemi determinati visolubili colla viga e col
compasso

[ [20] Lezioni di geowmelria proiettiva

[21] Osservazioni sui sistemi continui di curve appavienenti
ad una superficie algebrica

[22] Sulle: superficie algebriche che posseggono -integrali di
Picard della 2> specie (Nota)

1905

[23] Sulle superficie algebviche che posseggono integrali di
Picard della 2% specie (Memovia)

[24] Sulla diffevenca fra i numeri di integrali di Picard di
1% ¢ di 2% specie appartenenti ad una superficie trvegolave

[25] Sur la totalité des courbes tracées suy une suvface algébvi-
que et sur les intégrales de Picard attachées & la suvface

[26] Intorio alla costruzione dei sistemi completi non lineari
che appartengono ad una superficie ivvegolare

[27] Le théovéme @’ Abel sur les suvfaces algébriques (Note)
[28] I teovema @&’ Abel sulle superficie algebviche (Memoria)

[29] Sul teovema di Riemann—Roch e sulle sevie continue di
curve appartenenti ad una superficie algebvica

[30] Sulle curve algebriche vivtuali apparienenti ad una
superficie algebrica
1906
[31] Su alcune proprieta dei moduli di forme algebviche
[32] Complementi di geometria proiettiva

[33] Sulla totalita delle curve algebviche tracciate sopra una
-superficie algebrica (Memovia)

- [34] Intorno al teorema d’Abel sulle superficie algebriche ed
alla viduzione a forma novmale degli integrali di Picavd

XI
XII

XIII
XIV

XV

XVI

XVII

XVIII

XIX

XX
XXI
XXII
XXIII
XXIV
XXV
XXVI

XXVII

XXVIII

XXIX

XXX

v. I, p. 118
v.I, p.119

v. I, p. 132
v. I, p. 158

.1, p. 173

1, p. 224

LI, p. 231

.1, p. 234

I, p. 247

.1, p. 252
LI, p. 281
I, p. 288
I, p. 201

v. I, p. 204
v. I, p. 296

v. I, p. 317

. IJ P' 325

.1, p. 331

LI, p. 332

-1, p. 363
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[35] Osservazioni vavie di geometvia sopra una superficie XXXI wv.I,p. 390
algebrica e sopra una vavietd
[36] Una propricta delle forme algebriche prive di puniti XXXII  v.I,p. 404
multipli :
[37] F. ENRIQUES: Problemi della scienza (Recensione)
1907
[38] PicarD et Simart: Théorie des fonctions algébriques,
etc. (Recensione)
[39] Intorno alle superficie iperellittiche (in collab. con F. XXXIII  v.I,p.410
ENRIQUES) )
[40] Alcune proposizioni fondamentali pev la geometria sulle XXXIV  v. I, p. 421
varietd algebviche
[41] Sulle superficie algebriche che ammetiono un gruppo XXXV v.1,p. 429
continuo pevimutabile a due pavametri, ecc.
1908
[42] Intorno alle superficie ipevellittiche irvegolari (in collab. XXXVI  v.I,p. 437
con F. ENRIQUES)
[43] Lezioni di geometria algebrica
[44] Osservazioni sul Restsatz per le curve iperspaziali XXXVII  v.I,p.443
[45] Appunti di geometria algebrica XXXVIII v.I,p. 450
[46] Sulla vegolavita del sistema aggiunto ad un sistema XXXIX  v.I,p.456
lineave di cuvve appartenente ad una superficie algebrica
[47] La base minima pour la totalité des courbes tracées suy XL  v.I, p. 462
une surface algébrique
[48] Le superficie algebriche con curva canonica d’orvdine CXLI  v.I, p.478
zevo0
[49] G. Loria: II passato e il presente delle principali teovie
geometriche (Recensione)
1909
[50] Sur les intégrales doubles de premiéve espéce attachées XLII v.I1L, p. 1
a une variété algébrique
[51] Fondamenti per la geometvia sulle varieta algebriche XLIIT v.I1I,p. 3
[52] Uno sguardo d'insieme alla geometria sopra una supey- XLIV  v.II, p.64
ficie algebrica
[53] Di alcuni vecenti visultati nella teovia delle superficie XLV v.II, p.72
algebriche e sopra qualche problema ad essi collegato
[54] Sulle superficie modanate XLVI v.II,p.80
[55] Mémoirve sur les surfaces hypevelliptiques (Parties I et XLVII v.II p. 84
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1910

[56] Complementi alla teovia della base per la totalita delle
curve di una superficie algebrica

[57] Sul wmetodo di Mayer per Uintegrazione delle equazions
lineari ai diffevenziali totali

[58] Ipotesi e realta nelle scienze geometriche

1911

[59] Alcune velazioni di equivalenza tra gruppi di punti di
una curva algebrica o tra curve di una supevficie

[60] Sulle superficie e vavieta algebviche irregolavi di genere
geometrico nullo

[61] Sur les intégrales simples dek premibre espéce attachées
& une surface algébrique

[62] La nostra scuola

1912

[63] Sul principio della conservazione del numero

[(64) Sulle congruenze solenoidali

1913

[65] Les correspondances algébriques existant sur les courbes
@un systéme lindaive tracdes sur une suvface (Note)

[66] Le corvispondenze fra i punti di una cuyva vaviabile in
un sistema lineave sopra una superficie algebrica, ecc.

[67] Relazioni fra gl'integrali semplici e gl'integraly multipli
di 1™ specie di una varietd algebrica

[68] Risposta ad un’ossevvazione del Signor De Franchis
[69] Sulle superficie irregolari con infinile curve vazionali

[70] Un teorema d'inversione per glintegrali semplict di 18
specie appartenenti ad una superficie algebrica

[71] Sopra alcune proprieta avitmetiche delle corvispondenze
fra i punti di una curva algebrica

[72] Lezioni di geometria descvittiva

[73] Notizie sulle mie pubblicazioni scientifiche dal 1900 al
1913

[74] Razionalismo e spivitualismo

1914

[75] Sugli integrali abeliani viducibili (Note I e II )

[76] Trasformazione bivazionale di una superficie algebrica
qualungue, in una priva @i punti multipli

XLVIII

XLIX

LI

LII

LIII
LIV

LV

LVI

LVII

LVIII
LIX

LX.

LXI

v. 11, p.
v. IL, p.

V.

v. II, p.

v. 1L, p.
v. 11, p.

LII, p.

LI, p.

I, p.
T, p.

LI, p.

I p.
11, p.

I p.

I, p.

259

286

291

298

307

309
324

329

332

360

373
380
381

387

LXII v.1II, p. 399
LXIIT .11, p. 415
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1915

' [77] Lezioni di geometria proietiiva

[78] Osservazioni a proposito della Nota del Comessatii: LXIV wv.II, p. 427
Sulle trasformazioni hevmitiane delle vavieta di Jacobi

[79] Sulla classificazione delle curve algebriche e sul teorema LXV v.1I,p. 430
d’esistenza di Riemann (Note I e II)

[80] Sulla variets che rappresenta gli spazi subordinati di - LXVI v.II, p. 449
data dimensione, immerst in uno spazio lineare

1916
[81] Ruggero Torelli: Necrologia ’

[82] Nuovi contributi alla teovia dei sistemi continui di curve LXVII v.II, p. 477
appartenenti ad una supevficie algebrica (Note I e IT)

[83] Sui fondamenti della geometvia numerativa e sulla teoria LXVIII wv.II, p. 500
delle caratteristiche

1917
[84] Sulla curvatura delle superficie e varieta LXIX wv.II,p. 531
1918
[85] Sugl'integrali semplici di I specie appartenenti ad una LXX wv.IlI,p. 1
superficie algebrica
1919

[86] Sulle covrezioni al tivo d'artiglieria dipendenti dalle
variazions di temperatura e di pressione

7] [87] Lezioni di geometria analitica e proiettiva (in collab!
con A. COMESSATTI)

s e

[88] La matematica

1920
[89] Una vapida vicostruzione della geometria sopra una LXXI v III, p. 12
curva algebrica ;
[90] L’istruzione professionale
1921
[o1] Riflessioni intorno ai problemi numerativi concernenti LXXIT v.III, p. 19

le curve algebriche
0 [92] Vorlesungen iiber algebvaische Geometrie

[93] Sulla teovia degli integrali semplici di 1% specie appar- LXXIII v.II1, p. 21
tenenti ad una superficie algebvica (7 Note)

[0 [94] Geometria proiettiva

31 - V1
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1922

[95] Die Geometrie auf einev algebvaischen Fliche
[96] Sul teovema di esistenza d?' Riemann

O [97] Lezioni &i analisi algebrica

O [98] Lezioni di analisi infinitesimale
[99] Alexander von Brill zum achizigsten Gebuvsiag

[100] Una propriets fondamentale degli integvali doppi di
1% specie

1923

[zo1] Intorno alla costruzione vazionale degli integvali di
Picard di 18 specie

[102] La ieoria elementave delle serie doppie
[103] La legge 25 luglio rgzz sullistruzione superiore

[z04] Sui massimi e minimi delle funzioni di due variabili

1924

[105] Riduzione dei principi di velativitd ai lovo elementi
logicy e psicologici

1925
[106] Elementi logici e psicologici dei principi di velativiia

[107] Esame delle obiezioni d’ovdine gemerale contro la vela-
tivita del tempo

[108] Max Noether (in collab. con G. CastELNUOVO e F.
ENRIQUES)

[109] Sulla teovia delle covvispondenze fra cuyve algebyviche

[110] Sulle cuvve di livello costante degli integrali di Picard

1926
[ [x11] Geometria proiettiva

[ [x12] Elementi di geometria
* [113] Conferencia general sobve la geomeivia algebyaica

[ [114) Trattato di geometria algebvica. Vol. 1, pt. 1; Geometria
delle- serie lineavi

1927
[ [115] Elementi di geometria

[116] Riflessioni sull’avea di una superficie curva (Note I
e II)

[x17] L’insegnamento della geowmetvia nei suoi vapporii colla
riforma

[118] Sulle corvispondenze fra i punti di una curva variabile
sopra una superficie algebrvica

[ [119] Conferenze di geometria algebrica

LXXIV
LXXV

LXXVI

LXXVII

LXXVIII

LXXIX

LXXX
LXXXI

LXXXII

LXXXIII

LXXXIV

v. 111, p. 50
.v. III, p. 86

v. 111, p. 97

v. I1I, p. 101

v. III, p. 105

v. ITL, p. 120

v

LTI, p.
L TII, p.

CIII, p.

IO, p.

CIII, p.

124

130

136

143

153
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1928
[120] Suglintegrali algebrici semplici e doppi (4 Note)
[121] La géometrie algébrique
[122] Elementi di geometria
[123] Elementi di geowmetria

[124] Commemorazione di Giuseppe Bagnera

1929

[125] Un paradosso topologico (in collab. con B. SEGRE)

[126] Ancora sopra un paradosso topologico (in collab. con
B. SEGRE)

[127] Moderni indivizzi nelle matematiche
[128] Sull’insieme dei punti singolari di una funzione anali-
tica @i pin vaviabili

[129] Sull’estensione delle figure convesse

1930

[130] Le curve intuitive

[131] Sulle condizioni d'integrabilita pei differenziali esatti di
I8 specie apparvienenti ad una supevficie algebrica, ecc.

[132] Sugli estremanti delle funzioni di due variabili
[133] La topologia e i fondamenti dell’analisi genevale
[134] On the moduli of algebvaic functions

[135] L'inviluppo di un sistema pin volte infinito di curve
piane (in collab. con B. SEGRE)

[136] Il secolo delle invensioni

’ 1931
[137] La matematica italiana
[138] Il problema di Dirvichlet pey le funzioni biarmoniche

[139] Sobre el concepto de dimension de un continuo

[140] Sur ume propriété fondamentale des fonctions analyti-

ques de plusieurs variables
[141] Su alocune questioni di topologia infinitesimale

[142] Les fonctions biharmoniques et la théovie des fonctions
analytiques de deux vaviables complexes

[143] Contributi alla teoria delle funzioni biavmoniche

[144] Risoluzione gemevale del problema di Divichlet per le
funzioni biavmoniche

[145] Didattica della matematica

LXXXV v III, p.
LXXXVI v. I1I, p.

LXXXVII
LXXXVIII

LXXXIX

XC

XCI
XCII

XCIII
XCI1v

XCcv
XCVI

XCVII
XCVIII
XCIX

C
CI

CII
CIII

v. 11, p.
 III, p.

<4 <4 4 <
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v. 11, p.
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v. 111, p.
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(I, p.

I, p.

111, .

IO, p.
I, p.
IIT, p.
I, p.

I59

191

196

201

208

213

229

238
254
278
285

310
331
337

340
349

353
402
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[146) Conferencias pronunciadas en la Universidad de Buenos
Aires

[147] Topologia: Conferenze tenute nella Universita di Buenos
Airves

[148] Risultati, vedute e problemi nella teoria delle funzioni
analitiche di due varviabili complesse

1932

[149] Osservazioni a proposito della Nota di E. Kdhler « Sui
peviodi deglimtegrali multipli sopra una varield ecc.»

[150] Aloune propriets fondamentali dell’insieme dei punti
singolavi di una funzione analitica di pit vaviabili

[151] Una propriets fondamentale dei campi di olomorfismo
di una funzione analitica di una vaviabile veale ecc.

[152] La serie canomica e la teovia delle sevie principali di
gruppi di punti sopra una superficie algebrica

[153] Un nuovo campo di ricerche nella geometria sopra una
superficie e sopra una vavietd algebrvica

[154] Le rdle de la géometrie algébrique dans les wmathéma-
tiques

[155] Nuovi ovizzonti mella geometria algebrica

1933

[ [156] Lezioni di analisi

[157] Quelques théories nouvelles en géométrie algébrique

[158] Sulla compatibiliti dei sistemi di equazioni algebriche
e analitiche

[159] Nuovi contributi alla teoria delle serie di equivalenza
sulle varieta algebviche

[160] La teoria delle sevie d'equivalenza ¢ delle corrispondenze
a valenza sopra una superficie algebrica (7 Note)

[161] Ueber die Grundlagen dey algebvaischen Geometrie
[162] Fascismo e scienza ‘

[163] Sulle trasformate vazionali di una superficie algebrica
priva di punii multipli

1934

[164] La base per le vavieta algebriche di dimensione qua-
lunque contenute in una date e la teovia generale ecc.

[165] La théovie générale des covvespondances entre deux Sur-
faces algébriques

[166] Sulla diffevenziabilita totale delle funzioni di pitk varia-
bili veali

[167] Autorecensione delle « Lezioni di analisi»

CIv

cv
CVIl
CVII
CVIII
CIX
CX

CXI

CXII
CXIII

CX1V
CXV

CXVI

CXVII

CXVIII
CXIX

CXX

v. 11, p.

v. 111, p.
v. I1I, p.
v. 111, p.
v. III, p.
v. III, p.
v. I11, p.

v. IT1, p.

411

461

468

483

436

541

587

598

v.IV,p. 1

v.IV,p. 4

v. IV, p. 11

v. IV, p. 67

v. IV, p.

v. IV, p.

v. IV, p.

102

. 132

135

I7Q

. 178
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(168] Le involuzioni vazionali sopra una superficie come sevie
@i equivalenza (Note I e II)

[169] Guglielmo Marconi
[ [170] Geometria. Vol. I, II, III
[171] Sobre funciones de dues variables complexes

[172] Caratterizzazione geometrica, topologica e trascendente
delle sevie di equivalenza

[173] In memoria di E. Bertini

[174] Ancova sulla cavatierizzazione topologica e trascendente
delle sevie d’equivalenza

1935
[175] Uw'altra proprieta fondamentale delle sevie d’equiva-
lenza sopra una superficie

[176] Del principio di Pliicker—Clebsch e di altve cose meno
importanti

[177] Peut—on pavier d’'un esprit latin méme dans les mathé-
matiques? N

[178] A proposito della Citta universitaria
[ [179] Geometria intuitiva
[0 [180] Nozioni di geometria
[ [x81] Avitmetica pratica (in collab. con M. MAscALcHI)

[ [182] Nozioni di avitmetica (in collab. con M. MASCALCHI)

1936

[183] The series of sels of points on an algebraic éurface

[184] The principles of the velativity theory deduced from the
COMmMoOn sense

[185] L’Italia d'oggi

[186] La teoria genervale delle corrispondenze tra vavietd alge-
briche (Note I e II)

[187] II vango d'uma corvispondenza a valenza sopra una
superficie

[188] Equivalenza @'una curva come gruppo virtuale parziale
di una serie d'equivalenza sopra una superficie

[ [x89] Avritmetica vazionale (in collab. con U. Bini)

[ [x90] Lectures on the theory of analytical functions of several
variables

[191] Complementi alla teoria genevale delle corvispondenze
ira vavieta algebriche (Note I e II)

[0 [x91 a] Applicazioni di geometria descrittiva

CXXI

CXXIT-

CXXIII

CXXIV

CXXV

CXXVI

T CXXVII

CXXVIII

CXXIX

V.

V.

LIV, p. 209

IV, p.o217

LIV, p. 223

IV, p. 226

LIV, p. 229

LIV, p. 236

LIV, p. 245

IV, p. 253

LIV, p. 262
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1937

01 [192] Algebra, Algebra e nozioni di trigonometria, Algebra e

nozioni di matematica finanziaria (in collab. con BinT)

[193] Contributi alla teorvia delle sevie ¢ dei sisiemi d’equiva-
lenza sulle vavieta algebriche

[104] Scienza pura e applicazioni della scienza

\

[195] Questions pédagogiques lides & Iemseignement moyen
des mathématiques

[196] Sistemi d’equivalenza di specie qualunque sopra una
varieta algebrica come sistemi vazionali (Note I e II)

[197] Giappone d oggi

(] [i98] Algebra elementare (in collab. con U. Bini)

* [199] I sistemi d’equivalenza sulle varietd algebviche e le lovo
applicazioni

[200] La\geometym delle fumzionsi analitiche di pits variabili
e i teovemi d’esistenza e di unicitd ad esse velativi

[201] Guglielmo Marconi
[201 @] Scienza che diventa poesia: il genio e la praticild

dell’inventore

1938

[202] Relazioni tra + periodi degli integrali multipli d'una
varieta algebrica

[203] Intorno alla seoria delle sevie di equivalenza sulle curve
riducibili

[ [204] Aritmetica (in collab. con M. MASCALCHI)

7 [205] Geometria e applicazioni
1939

[206] Un'ampia estensione del criterio di Pliicker~Clebsch

[207] La teoria genevale delle corvispondenze fra due vavield
algebriche e i sistemi d’equivalenza

[208] Universita e labovatori di vicerca
[209] Le matematiche in Italia

[210] Galileo e il melodo sperimentale
[211] Archimede

[212] Interventi al Convegno di Padova per Vistruzione media,
classica, scientifica e magistrale

1940

[213) L'Istituto Nazionale di Alia Matematica e i suoi
compiti

[214] Discorso per 'inaugurazione dell’Istituto Nazionale di
Alta Matematica

CXXX

CXXXI

" CXXXII

CXXXIII

CXXXIV

CXXXV

CXXXVI
CXXXVII

IV, p.

LIV, p.

LIV, p.

IV, p.

LIV, p.

IV, p.

v. IV, p.
v. IV, p.

272

294

301

3II

349

373

377
378
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[215] Anima del cielo
[216] Evnesto Pascal

[217] Relazione al Convegno di Messina per Uistruzione
media, classica, scientifica e magistrale

[218] Caratterizzazione topologica delle superficie vazionali ¢ CXXXVIII v. IV, p. 390
delle rigate

[219] Relazione al Convegno di Fivenze pev Uistruzione clas-
sica, scientifica e magistrale

[220] I fondamenti della Geometvia numerativa CXXXIX v.IV,p. 399

[221] L’Istituto Nazionale di Alta Matematica e le sue fun-
zioni pel progresso della sciemza italiana

1941
[222] In occasione dell’inizio dell’ anno accademico 1940—41
del Reale Istituto Nazionale di Alia Matematica
[223] La funzione scientifica dell’ Universita
[224] Sulla classificazione delle rigate algebriche ‘ CXL v.IV,p.482

[225] Valove sociale della scienza e wecessit attuali dell’oy-
ganizzazione scientifica

(] [226] Nozioni di geometvia elementave, con cenwi stovici

[ [227] Noziowi di aritmetica pratica con cenmi stovici (in
collab. con M. MascarcHI)

[228] L’opera scientifica di Gaetano Scovza

[229] La feoria generale dei sistemi combinui di curve sopra CXLI v.IV,p. 509
una superficie algebrica

[230] Due anni di vita del Reale Istituto Nazionale di Alta
Matematica

[231) Prefazione al volume: G. MarconI, «Gli scritti... »,
Pp. V-VIII

[232] Il teorema di Riemann—Roch sopra le superficie per CXLII v.1IV,p. 595
curve dotate di componenti multiple

[233] L’attivita dell’Istituto di Alta Matematica

[233 a] Marconi: Celebrazione alla radio

1942
[0 [234] Serie, sistemi d’equivalenza e covrispondenze algebyiche
sulle vavietd algebriche, vol. I

[235] Sul limite dell'iniersezz’one @i due curve vaviabili sopra CXLIII  v.V, p.I
una superficie, le quali tendano ad avere una parte ecc.

[236] Sulle sezioni spaziali delle vavieta algebviche movmali CXLIV v.V,p.6

[ [237] Nozioni di algebra elementare con cemni stovici

[238] Galileo ¢ il pensiero moderno




484 Elenco di raffronto

[239] Sulla irvegolavita superficiale d’'una vavield algebrica
[240] Sugli integrali semplici di 1> specie e sulle involuzioni
irvegolari appartenenti ad una vavieta o superficie ecc

[241) Ulteriori sviluppi della teovia delle sevie di equivalenza
sulle superficie algebriche

0) [242) Lezioni di amalisi. Vol. 11, pt. I (in collab. con G.

Scorza DRAGONT)
[243] Matematica e civilta

[243 a] Prefazione al volume: G. Scorza, « Gruppi astratti»

1943

[244] Intorno ai sistemi continui di curve sopra una super-
ficie algebrica

[245] La wmatematica italiana nell'ultimo ventennio

[246] Uber die Darstellung algebraischer Manwigfaltigheiten

als Duyschnitte von Formen
[247] A proposito d'un teorema di Hartogs
[0 [248] Geometria elementare

[ [249] Algeb;'a e analisi (in collab. con U. Bini)

[ [250] Geometria piana e solida

[J [251] Algebra elementare (in collab. con U. BInI)

[252] A proposito del «De prospectiva pingendi» di Piey
della Francesca

[253] Sopra una proprietd topologica fondamentale delle su-
perficie algebrviche
1944

[254] Sul teovema fondamentale dei sistemi continui di curve
sopra una superficie algebvica
1945
[255] Matematica e matematici d’oggi

[256] Le fumzioni periodiche di pit variabili

1946
[257] Prospettive atomiche

[258] Sul massimo numero di nodi di una superficie di dato
ordine dello spazio ordinavio e di una forma di un ecc

[259] La Pontificia Accademia delle Scienze

[260] Vincoli della matevia e libevta dello spivito

[261] Le varietd multiple divamate e il lovo teovema d'esistenza
[262) Annibale Comessatti (Necrologia)

[263] Michele De Franchis (Necrologia)

CXLV
CXLVI

CXLVII

CXLVIII

CXLIX

CL

CLI

CLII

CLIII

CLIV

v.V,p. 8
V. \7, P 6

v.V,p. 35

v.V,p.75

v.V,p. 85

v.V, p. 87

v.V,p.94

v.V, p. 124

v.V, p. 136

v.V,p. 177

FOR—
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1947
[264] Matervia e causalita. Energia e indeterminazione
[265]) Funzioni quasi abeliane - CLV  wv.V,p. 190
[266] Matematica e filosofia

[267] Teovemi di regolavita sopra una superficie algebrica CLVI v.V,p. 450
[267 &) Prefazione al volume: A. GarsoLl, «Credo di un
tecnico »
1948
[ [268] Fondamenti di geometvia algebrica
[269) La scienza e le soglie del mistevo
[270] Il punto di vista gruppale nei vari tipi di equivalenza CLVII v.V,p. 465
sulle varieta algebriche ‘
[271] Sul gruppo di monodvomia d'uno spazio lineare mul- CLVIII "v.V,p. 497

tiplo divamato

[ [272] Introduzione alla geometria algebrvica: Geometria nume-
vativa

[273]) 1l concetto generale di*molteplicite delle soluzioni pei si- CLIX v.V,p. 500
stemi di equazioni algebriche e la teovia dell’ eliminazione

1949
T274] Awvchimede
[275] Poincaré
[276] L'Istituto di Alta Matematica
[277] Gli assoluti della velativita

[ [278] Grundlagen dev abzihlenden Geometrie, I

] [279] Introduzione alla geometria algebrica: Geometvia nume-
rativa . '

[280] Itineravio d’'uno scienziato verso la fede
[281] L'universo visto da un matematico

* [282] La géometrie algébvique italienne: sa vigueur, ses mé- CLX wv.VLp.1
thodes, ses problémes

[283] L'insegnamento universitavio

. [283 a] Ricordo di una vita fiovente

1950

[284] Payole di apertura del Convegno matematico di Pavma
del 4 giugno 1949

* [285) Caratteri ‘e indirizzi della matematica moderna (in
collab. con F. CONFORTO)

[286] Fondamenti per una teovia genevale dei connessi CLXI v.VI, p. 40
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[287] Sulle molteplicita d’intersezione delle varieta algebriche CLXII v.VI, p. 58
ed analitiche e sopra una teovia genevale dell’ eliminazione

[288] Legami fra cevie proprieta avitmetiche delle superficie e CLXIII v.VI, p.83
la teovia della base '

[ [289] Memorie scelte
[290] Radioconversazione da New York

[201] La matematica vussa: le sue tradizioni e 1 suoi pro-
gressi vecenti

[291 a] Dalla soglia del mistero alla soglia dell’Essere

1951

[292] Sul concetto di numero
[293] La crisi del pensiero moderno
[294] Il valove sociale della scienza

'[295] Intuizionismo e astrattismo mnella matematica contewn-

poranea

[296] Divagazio¢zi anche didattiche sulla matematica del no-
vecento

[297] Les images géométviques des ideaux de polynomes CLXIV v.VI p.g2

(298] Propriétés des images geométviques des ideaux de poly- CLXV v.VI p.o5 ‘
nomes :

[ [299] Lezioni di analisi. Vol. 111, (in collab. con G. Scorza
DraGoNI)

[300] Fondamenti per la geometria sulle varietda algebviche: CLXVI v.VI, p.g8 ]
Seconda memoria |

[301] Il concetto di spazio
[302] La donna e la matematica
* [303] I fondamenti vemoti e ﬁfossimi.della geometria algebrica
[304] La matematica e la crisi del pensievo moderno
[[] [305] Lecciones de andlisis
[306] Ritratto di Einstein
[307] Le diverse concezioni di vavietds nella geometria algebrica CLXVII v.VI, p.180
[308] Fumnzioni analitiche e forme diffevenziali CLXVIII wv. VI, p. 209
[308 a] Matematica

1953

[309] II progresso tecnico e la civilta

[310] Complementi bibliografici ai « Fondamenti per la geo- CLXIX v.VI, p. 222
metvia sulle varietd algebriche »: Seconda memovia

[311] Una nuova visione della geometria sopra una curva CLXX -v. VI, p. 225

[312] Guido Castelnuovo



Elenco di raffronto 487

[313] Ulteriori complementi alla teovia della base CLXXI v.VI, p. 233
[314] La scienza e il pensiero moderno

[315] Les bibliothéques en iant qu'instruments de travail
scientifique

[316] L'uomo e il mistero dell’universo
[317] Nella luce dell’Evemo
[318] Ricordo di Guido Castelnuovo

[319] Un'osservazione sul limite @’ applicabilita della formula CLXXII v.VI, p. 249
di postulazione per una varietd algebrica

’ 1953
[320] Leonard and mathematics
[321] Leonardo e la matematica
[322] Dante e la scienza dei suoi e dei nostri tempi
[323] Pivandellismo nella. scienza
[324] La chiave dell’'universo
[325] Confidenze

326] La scienza tende ad escludere che la vita sia nata da
sola

[327] Scienza e veligione, ievi ed oggi

[328] Quelques problémes se vapportant aux fonctions analy- CLXXIII v.VI,p. 254
tiques de plusieurs variables -

[329] Geometria algebvica ed algebra astratia

1954

(330] Sulla cavattervizzazione dei corpi di fumzioni quasi abe- CLXXIV v.VI, p.262
liane :

[331] Dalla velativita all’assoluto ‘ N
[332] Un grande sconosciuto

[333) Per Guido Castelnuovo

[334] Leonardo, uomo, artista, scienziato

[335] Leonardo

[336] Some vemarks on the topological chavactevization of CLXXV v.VI, p. 263
algebraic suvfaces ‘

(337] In wmemoria di C. Ricci Curbastro

1955
[338] Assoluto e velativo

[339] Scoppio 50 anni fa la « vivoluzioner di Einstein
[340] Celebrazione di Einstein

[341] Relativita e senso comune
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[342] Alberto Einstein

[343] Swuila teovia deglintegrvali semplict di 3* specie sopra
una superficie o varieta algebrica

[344] Aspetti matematict dei legami fra velativiia e senso
comune

[345] Sugli antigenevi d'una varietd algebrica

[346] Complementi alla teoria delle equivalenze sulle vavieta
algebriche: le equivalenze algebriche

[347] Complementi alla teoria delle equivalenze sulle varieta
algebriche: le equivalenze vazionali

[348] I fondamenti logici della velativita
[349] Alberto Einstein e la sua doitrina

[350] Del teorvema di Riemann—Roch per curve, superficic e
varieta: Le ovigini storiche e lo stato attuale

[351] Complementi alla teoria della base

[352] L’eterno nel mondo

[353] Les formes de premiérve et de seconde espéce attachées &
una variété algébvique

[354] Les irvégularités d'une variété algébrique et leurs liens
avec les formes de premiéve espéce

[355] Scienza ed arte

[356] Le cavatteristiche delle coniche nello spazio

1956
[357] Galileo scienziato

(358] Contributi alla ieovia delle irvegolavita d'una varietd
algebrica

[359] Il Papa e la scienza

[360] Fondamenti pey la geometria sulle varvietda algebriche:
III Memoria

[361] Umno sforzo di chiavificazione della dottrina di Einstein,
ricovdando 'uomo )

[362] Valove delle verita scientifiche. I: Ricovrdo di Luigi
Fantappié

[363] Valore delle vevita scientifiche. II: Responsabilita pre-
senti e futuve

[364] Problémes vésolus et problémes nouveaux dans la théovie
des systémes d’équivalence

[365] Osservazioni sui sistemi gruppali d’equivalenza lineave e
d’equivalenza algebvica per le ipersuperficie d'una vavieta

[366] Sul secondo principio di velativita e sopra una nozione
« naturale » di tempo

[367] Fonctions et variétés quasi—abeliennes

[368] Scienza e fede in Fantappié

CLXXVI v.

CLXXVII wv.
CLXXVIIL wv.

CLXXIX wv.

CLXXX w.

CLXXXI wv.

CLXXXII wv.

CLXXXIII wv.

CLXXXIV w.

CLXXXV wv.

VI, p.

VI, p.
VI, p.

VI, p.

VI, p.

VI, p.

VI, p.

VI, p.

Vi, p.

VI, p.

270

281

292

297

307
321

323

325

336 ,

347

CLXXXVI v.VI, p.385

CLXXXVII v.VI, p.397

CLXXXVIIL v. VI, p. 406
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1957
[369] Corrado Segre

<

[370] On the symbol of virviual intersection of algebraic varietes CLXXXIX v. VI, p. 407

<

[371] Réflexions et problémes sur la iop’ologfie des variétés CXC
algébriques

. VI, p. 417

(372] Pasqua ad Assisi
[373] La matematica nella prima meta del secolo XX

[374] Les irvegularités des variétés algébriques et les systémes CXCI
adjotnts

<

. VI, p. 428

[ [375) Geowmetria dei sistemi algebrici sopra una supevficie e
sopra una varietd algebrica

[376] Fondamenti per la geometria sulle varieta algebriche: CXCII v.VI, p.432
Ulteriove contributo alla teovia delle ivregolavita

[377] Commemorazione di F. Enviques
(378] Commemorazione di L. Fantappié

[379] Alcune osservazioni sopra la caratterizzazione topolo- CXCIII
gica delle superficie algebviche

<

. VI, p. 442

1958

[] [380] Il teorema di Riemann—Roch per curve, superficie e
varieta: questioni collegate

[ [381] Lezioni sulle funzioni analitiche di piiv variabili com-
plesse

[382] Dal mistero alla luce
1959

[383] In verita ti dico: oggi savai meco in Paradiso

[ [384] Geometria dev sistemi algebrici sopra una superficie e
sopra una varieta algebrica. Vol. III. Sviluppo ecc.

[384 a] Funzioni quasi abeliane, 2% ed. ampliata, (1959), CLV v.V, p. 190
di [265]

[385] La fecnica e il latino

386] Nuove relazioni fra il gemeve aritmetico d'una ipersu- CXCIV v.VI, p. 450
8 P-45
’ perficie gewevale A tracciata sopra una varietd ecc.

[387] Voli nello spazio: Gioventw, vecchiaia
0 [388] Dalla scienza alla fede

[389] La Pontificia Accademia delle Scienze ¢ Padre Ago-
stino Gemells

[390] Sulle irregolarita delle varieta algebviche, Nota I CXCV v. VI, p.453
[391] Materia e antimateria

[392] Sulle irvegolarita delle vavietd algebriche, Nota II

[393] Una sintesi dei concetti fondamentali di algebva astvatia

[393 a] Prefazione al volume: L. FANTAPPIE, « Lezioni su i
gruppi topologici »
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1960

[304] Sur Uirrégulavité des variétés algébriques

[395] Sur un point de la théovie des irvégulavités des variétés
-algébriques . :

[396] Materia, antimateria, materia pura

[397] Fondamenti della Geometria sulle varietd algebriche. VI
Contributo: Ulteriori proprieta fondamentali delle ecc.

[398] Sopra una velagione fondasnentale fra taluni, impor-
tanti cavatieri di una vavietd algebrica

[399] Verso una nuova visione del mondo fisico

[400] Nuove velazioni fra il geneve avitmetico di un’ipersu-
perficie genevica elementave A, tracciata sopra una ecc.

1961

[401] Sulle varieti totalmente vegolari

[402] Dalla wmateria pura alle. particelle del principio di
scambio nel cronotopo

[403] Une démonstration dans le domaine de la géoméivie
algébrique classique de la velation de Severi-Kodaiva

1963

[404] Aspetti e scambi della materia (in collab. con F. Pan-
NARIA)

CXCVI v. VI, p. 465




Indice per materie -

401

INDICE PER MATERIE
DELLE MEMORIE E NOTE RIPRODOTTE (*)

Geometria numerativa

Vol. I: T (p. 1), IT (p. 1), III (p. 5), IV (p. 6), V (p. 12), VII (p. 31)
Vol. IT: LIII (p. 309), LXVIII (p. 500)

Vol. III: LXXII (p. 19)

Vol. IV: CXVI (p. 102), CXXXIX (p. 399)

Vol. VI: CLX (p. 1), CLXXXIII (p. 325)

Geometria provettiva ; A

Vol. I: VI (p. 14), VIIT (p. 33), IX (p. 95), XI (p. 118), XXVIII (p. 331), XXXII
(b 404)

Vol. II: LXVI (p. 449)

Vol. IV: CXVII (p. 132)

Vol. V: CXLIV (p. 6), CLIII (p. 136)

Vol. VI: CLXI (p. 40)

Fondamenti della geometria algebrica

Vol. IV: CXIII (p. 4), CXVI (p. 1o2), CXXXVI (p. 377)

Vol. Vi CXLIX (p. 85), CLIX (p. 500) '

Vol. VI: CLXII (p. 58), CLXIV (p. 92), CLXV (p. 95), CLXVII (p. 180)

Geometria sulle curve e superficie algebriche

Vol. I: X (p. 104), XII (p. 119), XIII (p. 132), XIV (p. 158), XV (p. 173), XVI (p.
224), XVIII (p. 234), XIX (p. 247), XX (p. 252), XXI (p. 281), XXII (p. 288),
XXIIT (p. 201), XXIV (p. 294), XXV (p. 296), XXVI (p. 317), XXVII (p. 325),
XXIX (p. 332), XXX (p. 363), XXXI (p. 390), XXXIII (p. 410), XXXV (p.
429), XXXVI (p. 437), XXXVII (p. 443), XXXVIII (p. 450), XXXIX (p. 456),
XL (p. 462), XLI (p. 478)

Vol. II: XLIV (p. 64), XLV (p. 72), XLVII (p. 84), XLVIII (p. 259), L (p. 291), LI
(p. 208), LII (p. 307), LV (p. 329), LVI (p. 332), LVII (p. 360), LVILI (p. 373),
LIX (p. 380), LX (p. 381), LXI (p. 387), LXII (p. 399), LXIII (p. 415), LXV
(p. 430), LXVII (p. 477) '

(*) La classificazione sommaria appresso indicata & tratta essenzialmente da
B. SEGrE, L’opera scientifica di Francesco Severi, cit. nel Vol. I, p. XV, nota (2). I
lettore interessato a pill dettagliate indicazioni pud consultare utilmente tale articolo.
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Vol. III: LXX (p. 1), LXXI (p. 12), LXXIII (p. 21), LXXIV (p. 50), LXXV (p. 86),
LXXVI (p. 97), LXXVII (p. 1o1), LXXX (p. 124), LXXXI (p. 130), LXXXIIL
(p. 136), LXXXIV (p. 153), LXXXV (p. 159), LXXXVI (p. 184), XCII (p.
229), XCV (p. 278), CV (p. 461)

Vol. IV: CXXXVIII (p. 390), CXL (p. 482), CXLI (p. 509), CXLII (p. 595)
Vol. V: CXLIII (p. 1), CXLVI (p. 16), CXLVIII (p. 75), CLI (p. 94), CLVI (p. 459)

Vol. VI: CLXIII (p. 83), CLXX (p. 225), CLXXI (p. 233), CLXXVI (p. 270),
CXCIII (p. 442)

Serie e sistemi di equivalenza

Vol. IIT: CVIIT (p. 486), CIX (p. 541), CXI (p. 598)

Vol. IV: CXII (p. 1), CXIV (p. 11), CXV (p. 67), CXVIII (p. 135), CXIX (p. 176),
CXXI (p. 209), CXXII (p. 217), CXXIII (p. 223), CXXIV (p. 226), CXXV (p.
229), CXXVI (p. 236), CXXVII (p. 245), CXXVIII (p. 253), CXXIX (p. 262),
CXXX (p. 272), CXXXI (p. 294), CXXXII (p. 301), CXXXV (p. 373),
CXXXVIL (p. 378), CXXXVIII (p. 390)

Vol. V: CXLVII (p. 35), CL (p. 87), CLVII (p. 465)

Vol. VI: CLXXV (p. 263), CLXXVIIIT (p. 292), CLXXIX (p. 297), CLXXXVI (p.
385), CLXXXVII (p. 397), CXC (p. 417), CXCIII (p. 442)

Geometria sulle varietd algebriche

Vol. I: XXXIV- (p. 421)

Vol. II: XLII (p. 1), XLIII (p. 3), LI (p..298), LVII (p. 360), LVIIIL (p. 373), LXII
(p- 399)

Vol. IV: CXVIII (p. 135), CXXXIV (p. 349)

Vol. V: CXLV (p. 8), CXLVI (p. 16), CLIV (p. 177), CLVIIL (p. 497)

Vol. VI: CLXVI (p. 08), CLXIX (p. 222), CLXXII (p. 249), CLXXVI (p. 270),
CLXXVII (p. 281), CLXXX (p. 307), CLXXXI (p. 321), CLXXXII (p. 323),
CLXXXIV (p. 336), CLXXXV (p. 347), CLXXXIX (p. 407), CXCI (p. 428),
CXCII (p. 432), CXCIV (p. 450), CXCV (p. 453), CXCVI (p. 465)

Superficie e varietd abeliane e quasi abeliane

Vol. I: XXXIII (p. 410), XXXV (p. 429), XXXVI (p. 437)
Vol. II: XLVII (p. 84), LX (p. 381), LXIV (p. 427)

Vol. V: CLII (p. 124), CLV (p. 190)

Vol. VI: CLXXIV (p. 262), CLXXXVIII (p. 406)

Funzioni analitiche di pit variabili complesse
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ERRATA-CORRIGE
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e + dall'alto Errata Corrige
pag. — dal basso
Vol. I
2 — 1 | Aggiungasi: [Memorie LXVIII, vol.II, p. 500, e CXXXIX,
vol. IV, p. 399; N.d.R.].
3 — 3 | Aggiungasi: [Memoria LXV, vol. II, p. 430; N.d.R.}.
II — 1 | dggiungasi: [Memoria CXXXIX, vol. IV, p. 399; N.d.R.].
32 — 1 | Aggiungasi: [Memoria CXXXIX, vol. IV, p. 399; N.d.R.].
66 + 15 |differenti sistemi uno stesso sistema
G + 16 |differenti sistemi uno stesso sistema
94 + 7 |pag. 329 p. 223
« — 4 |Aggiungasi: Le due Memorie cit. sono la CLIX, vol. V, p.
500, e la CXXXIX, vol. IV, p. 399; N.d.R.).
96 — 8 | Aggiungasi: [Memoria CLIX, vol. V, p. 500; N.d.R.].
118 — 3 |10 XI
136 — 8 | Aggiungasi: [Memoria X, vol. I, p. 104; N.d.R.].
« | — 7 |Correzioni gi¢ indicate a p. 66.
204 — 5 | Aggiungasi: [Memoria VIII, vol. I, p. 33; N.d.R.].
209 — 1 | Aggiungasi: [Nota XIV, vol. I, p. 158; N.d.R.].
252 — 1 | Aggiungasi: [Memoria XIII, vol. I, p. 132; N.d.R.].
255 — I |P. 244 P. 234
257 — 6 |nota (1) nota (18)
« — 5 |P. 252 p. 263
281 — 1 |Pp. 287 P. 234
291 — 5 | Aggiungasi: [1l lettore sia avvertito che una parte dei
risultati del lavoro cit. non sono corretti,
benché usati anche nelle Memorie XXV,
XXVI, XXXIX di questo volume, Per un
ampio esame in proposito ved. le Memorie
CXLI, vol. IV, p. 509 e CXLVIII, CLI,
. CLVI, vol. V, pp. 75, 94, 459; N.d.R.].
409 — 5 | Aggiungasi: [Memoria CLIII, vol. V, p. 136; N.d.R.].
443 — 1 | Aggiungasi: [Nota IX, vol. I, p. 95; N.d.R.].
444 — 8 |Aggiungasi: [Memoria XIII, vol. I, p. 132; N.d.R.].
« — 7 | dggiungasi: [Nota XVI, vol. I, p. 224; N.d.R.].
462 + 14 |cariété variété
464 — 1 |VI 6
478 — 1 | Aggiungasi: [Memoria XLVII, vol. I1, p. 84-258; N.d.R.]
483 — I |p. 467 p. 462
484 — 2 | XXVIII XXVII
485 — 2 | XIX XXIX
Vol. II
4 — 1 | Aggiungasi: [Nota pubblicata anche in francese e cosi

qui riprodotta come Nota XLII, vol IL,.
p. 1; Nd.R.].
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Volume | Rigo

€. + dall’alto Errata Corrige
pag. — dal basso
Vol. 11
5 — 3 | Aggiungasi: [Le due Note di F. Severi cit. sono la IX
vol. I, p. 95, e la XXVIII, vol. I, p. 331,
N.d.RJ.
186 + 1 |32 (1910) 33 (1910)
323 Vedasi in fine della Evrata-Corrige.
340 — 6 | Aggiungasi: [Memoria XXX, vol. I, p. 363; N.d.R.].
345 — 2 |P-79 p. 72
349 — 1 |pubblicata riprodotta
355 — 2 | pubblicata riprodotta
363 — 2 P 329 P. 325
367 — 1 | Aggiungasi: [Nota L, vol. 1I, p. 296; N.d.R.].
387 — 1 | Aggiungasi: [La Memoria di F. Severi cit. & la XV, vol.
. I, p. 173; N.d.R.].
338 — 6 |n. 4] n. 4; Nota XXXI, vol. I, p. 390; N.d.R.].
415 —20 |5 S3
421 — 1 | Aggiungasi: [Nota XXXVII, vol. I, p. 443; N.d.R.].
476 Vedasi in fine della Evrata-Corrige.
477 — 11 | Aggiungasi: [Memoria XXIX, vol. I, p. 332; N.d.R].
494 — 9 | Aggiungasi: [Nota LXYV, vol. II, p. 430; N.d.R.].
ultima 4+ 1 [466 566 )
Vol. III
2 — 12 |cononica . canonica )
« — 1 | Aggiungasi: [Nota XLV, vol. II, p. 72; N.d.R.].
191 4+ 6 |C. Segre... spazione S;| C. Segre .... spazio Sg
278 + 7 | Aggiungasi: [Memoria LXXYV, vol. III, p. 86; N.d.R.]
400 —19 |fydx Jydx
436 — 1 |la p. 407 il n. 35
438 — 2 (la p. 38 il n, 20
443 — 7 | Aggiungasi: [Memoria CVI, vol. III, p. 468; N.d.R.].
446 — 5 |P. 353 n. 30
461 — 11 | Aggiungasi: [Memoria LXXXYV, vol. I1I, p. 159; N.d.R.].
467 — 2 |P. 353 p. 398
469 — 1 | Aggiungasi: [I1 primo lavoro di F. Severi sopra cit. & la
Memoria CIV, vol. III, p. 411; N.d.R.].
504 — 3 |P- 393 P. 363

565 — 2 |p. 21 p. 21, n. §;
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Volume | Rigo
e + dall’alto Errata Corrige
pag. — dal basso
Vol. IV
4 — 6 |In luogo ecc. In fine della Nota & aggiunta 1'osservazio-
ne (5) a pié pagina, redatta dall’Autore a
102 — 8 |In luogo In fine
130 + 4 |che possano che si possano
« + 8 |A. Well A, Weil
« —10 |datta adatta
132 —11 | Kapferer KAPFERER
« — o |Marletta MARLETTA
212 — 4 |P. 599 P. 597
« — 3 |p. 67; p. 67, n. 13;
214 — 2 |p. 547 P. 541, 1. 30;
« — 1 |Pp. 50. p. 50 [Memoria cit,, n. 39; N.d.R.].
215 — I P. 135; Pp. 135, 1. 17;
223 + 17 | Aggiungasi: [La Nota cit. & la CXXII, vol. IV, p. 217;
N.d.R.]. ,
226 + 15 | Aggiungasi: [La Nota cit. & la CXXII, vol. IV, p. 217;
N.d4d.R]. .
229 — 2 | Zariski’s ZARISKI'S
243 + 21 | Aggiungasi: [Le Note cit. sono qui riunite nella Memo-
ria CXV, vol. 1V, p. 67, cfr. n. 29 e n. 35;
N.d.R.].
272 — 6 |Pp. II; p. 11, n. 23;
322 — 1 |F. G.
323 — 3 | F. G.
327 — 4 | Aggiungasi: [vol. III, p. 430; N.d.R.].
356 —12 |vol II, p. 259; vol. II, p. 84-258;
369 — 1 |Aggiungasi: [Cfr. cit. in successiva nota (32); N.d. R.]
371 — 2 |P. 478 p. 486
377 —13 |il lavoro 12, a p. 169 | la Memoria CXIII, a p. 4
399 —16 |In luogo In fine
472 — 7 |F. G.
473 — 6 |F. G. . .
481 — 18 |Memoria 16, Memoria CXXXIX precedente,
« —14 |16 CXXXIX
« — o |{la quale ecc. [la quale & riprodotta nel vol. V, p. 465,
come Memoria CLVII; N.d.R.].
549 — 7 | Aggiungasi: [Nota XXI, vol. I, p. 281].
562 —18 |I, p. 456 vol. I, p. 456
571 —1II |50, L,
575 — 2 |, pp. , Lezioni, pp.
Vol. V
551 — 2 | CLXIII CLXII
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Vol. 11, 323 Aggiungasi:
OSSERVAZIONI COMPLEMENTARI (¥)

I1 concetto chiave per stabilire la condizione necessaria e sufficiente di validita
del principio di conservazione, in relazione ad ogwni particolarizzazione d’una condizione
algebrica variabile, & quello della irriducibilita o purezza di questa. Ma vi & un altro
elemento essenziale nella dlmostrazmne ed & la continuitd, di cui Poncelet aveva intra-
visto la funzione fin dal 1812.

Il momento d’incontro dei due concetti & nella constatazione dell'impossibilitd
che nella particolarizzazione d’una condizione irriducibile (o pura) variabile, possano
nascere soluzioni che non sieno di accumulazione di soluzioni generiche. Affermazione
che, nel nostro modo di porre la questione, equivale a quest’altra: Sopra una W, irri-
ducibile (priva di punti multipli) ogni punto comune ad una varietd irriducibile (o
pura) T e ad una particolare @, (h+%=7), varietd totale d’un sistema algebrico irri-
ducibile di varietd pure @), che riempie W,, se T non giace su @, & di accumulazione
per punti comuni a Ty e alla @, variabile (!). Questa proprietd & mnel fatto, ovvia
conseguenza della continuitd e dellirriducibilita (?).

Lirriducibilitd, della T, (semplice) pud infatti caratterizzarsi con la proprietd che
due suoi punti gualungue (sulla riemanniana dello spazio proiettivo ambiente di T4
son sempre congiungibili con una linea (reale) continua tutta costituita da punti sem-
plici di Ty. Dall’irriducibilitd segue pure che I'intero intorno di ogni punto O di T
consta dei limiti degli intorni dei punti semplici di T mobili su linee uscenti da O.
E se O & semplice, l’mtorno limite & indipendente dalla linea uscente da O.

‘Cio ricordato, se in Tl, esiste un punto O «inaccessibile » rispetto a punti degli
insiemi (Tg, @), ciod se O non & di accumulazione per punti comuni a T e alla @
variabile, un punto qualunque dell'intorno k-dimensionale di O entro T non pud es-
sere accessibile; ed ogni punto di T, in quanto congiungibile ad O, sopra T}, con una
linea 1, tutta costituita da punti semplici, deve essere inaccessibile (facile corollario
dell’esistenza degli estremi per un insieme limitato di punti su 1). Ne segue che ogni
punto di T & inaccessibile; e questo & assurdo, perché i punti comuni a T e alla
generica @, (punti effettivamente esistenti, nelle nostre ipotesi) son tutti accessibili
(in forza del teorema d’esistenza delle funzioni analitiche implicite).

Maggiori complementi sulla dimostrazione data dall’A. nella precedente Memoria
LIIT si trovano in lavori ulteriori [riprodotti come Memorie CXVI e CXXXIX, vol.
IV, p. 102 e p. 309; N.d.R.].

Com’é noto, un’altra dimostrazione del principio della conservazione del numero
fu data nel 1929 da van der Waerden.

(*) Siriproducono (con ovvie modifiche redazionali) le * Osservazioni complementari aggiunte dall’Autore
stesso in F. Sgver1, Memorie scelte, Ed. Cremonese, Roma, 1950, p. 135-6, a complemento della Memoria LIII,
vol. II, p. 309-323 [N.d.R.].

(*) Ved. a tal proposito il n, 11 della Memoria CXXXIX (vol. IV, p. 390).

(%) La proprieta stessa vale per tutte e sole le varietd pure,

Vol. 11, 476 Aggiungasi:
OSSERVAZIONI COMPLEMENTARI (**)

Anzitutto & appena necessario avvertire che quando nella precedente Memoria
LXVI (ved. p. 450 e 454 del vol. II) si parla d’intersezioni complete di forme, con
riferimento a varietd prive di punti multipli, s’intende sempre di alludere ad interse-
zioni semplici, nel senso della Memoria CLIX [vol. V, p. 500; N.d.R.].

(**) Si riproducono, analogamente a sopra, le ‘Osservazioni complementari” dell’Autore (dalle citate
Memorie scelte, p. 438-440), a complemento della Memoria LXVI (vol. II, p. 449-476) [N.d.R.].
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Notevoli complementi alla teoria delle varietid grassmanniane furono apportati
da Hodge, oltrech¢ nella nota gia citata (ved. « Osservazioni complementari», alla
Memoria CXXXIX, (vol. IV, p. 481), per cid che concerne la base minima delle variet3
di data dimensione di una grassmanniana), anche in altri lavori. In uno di essi (Journal
of the London Math. Society, 1942, pp. 48-64) si traggono dalla base conseguenze
numerative del tipo di quelle contenute nella prima parte della Memoria XXXIX

dell’Autore e si ritrovano risultati di Pieri e di Giambelli sul problema degli spazi

secanti. In altri (Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 1941, Pp. 129-143;
ibidem, 1942, Pp. 22-30) si assegna la formula di postulazione (in funzione di %, #, k) rela-
tiva ai complessi di dato grado » sopra una grassmanniana V,, d’indici (#, k); il che rende
possibile di realizzare il programma (indicato nel n. 17 della Memoria LX VT e ivi attuato
per le grassmanniane delle rette) onde calcolare, con una formula molto elegante, i generi

- aritmetici delle sezioni di V, con gli spazi lineari delle varie dimensioni. Hodge assegna

anzi, grazie al simbolismo introdotto dall’Autore nel § 3 della Memoria LXVT, la formula
di postulazione relativa a connessi pitl generali di quelli a cui danno luogo i complesm
di Sy (connessi che Hodge chiama k-connessi e che I'Autore, estendendo la terminologia
di Sisam, chiama connessi iperconici). In tal modo resta altresi determinato il numero
delle costanti da cui dipende un qualunque complesso di dato grado.

Nei riguardi del teorema secondo cui la base dell’H-ideale (in linguaggio moderno)
delle forme nulle sopra la grassmanniana V,, & costituita dalle forme quadratiche di
D’Ovidio, proprietd enunciata in via di presunzione nella prefazione della Memoria
LXVI e dimostrata, per k4 == 1, nel n. 21 della medesima, & doveroso dichiarare che
il teorema era stato stabilito per & qualunque, fin dal 1893, da Mertens (Monat. fiir
Math. und Phys., vol. 4, p. 328). Nel 1915 (quando la Memoria LXVI fu scritta)
I’Autore ignorava questa circostanza (). Un’altra dimostrazione pili compatta fu in
seguito data da Weitzenbdck (1936).

Dall’osservazione del n. 7 della Memoria LXVTI segue, quale ovvio corollario, la
soluzione del problema, posteriormente posto e risoluto anche da van der Waerden e
Chow (1937), di rappresentare una V?_, 1 irriducibile di dato ordine # e di data dimen-
sione ¥y — %k —1 di S,, con una sola equazione, in guisa che, senza alcuna eccezione ®,
la varietd determini la sua forma rappresentativa e questa determini quella (a meno
d’un fattore costante). Invero, gli S, appoggiati ad una ¥V, ;1 irriducibile formano
un complesso di grado # e son percid rappresentati, a norma del n. 7, con una forma
associata alla varietd del tipo 1a considerato. Se invece di considerare ognuno dei detti
Sk come congiungente di % + 1 indipendenti de’ suoi punti, si considera come inter-
sezione di » — % indipendenti degli iperpiani passanti per esso, si ha similmente una
forma di grado # nelle serie di variabili »®, 4@, ..., 4##4), coordinate omogenee di
quegl’iperpiani, e si cade addirittura nella forma (zugeordnete Form o forma di Cayley)
usata da van der Waerden e da Chow per risolvere il problema.

La possibilitd poi di esprimere la forma associata (sia scritta in coordinate omo-
genee di punti come in coordinate omogenee d’iperpiani) quale forma d’ordine # nelle
coordinate grassmanniane degli S; appoggiati a V,_;—1, & contenuta nel teorema fonda-
mentale della Memoria LXVI, mentre taluno I’ha di recente attribuita a Hodge, che
invece I'ha ritrovata (coll’algoritmo del § 3) nel lavoro sopra mtato del 1941, dandone
T'estensione ai connessi iperconici (3).

La Memoria LXVI ha trovato altresi applicazioni nella teoria delle forme diffe-

renziali esterne secondo indirizzo di Elie Cartan.

(1) Sui lavori algebrici di Mertens pochi allora, almeno in Italia, avevano portato la loro attenzione; e
non era giusto.

(*) 11 problema, a prescinder da questa condizione, che del resto non & sempre essenziale, era stato altri-
menti in precedenza risoluto dai geometri italiani, come pud leggersi nel classico trattato di Bertini sugl’iperspazi.

(®) Si puod per tutto cido consultare Pl’articolo dell’Autore dal titolo La géométrie algébrique italienne, sa
rigueur, ses méthodes, ses problémes, negli Atti del Convegno di geometria algebrica di ILiegi (dicembre 1949)

{Memoria CLX, vol. VI, p. 1; N.d.R.J.
' &=
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